Lycée Pierre de Fermat 2021/2022
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°7

Sujet donné le vendredi 11 février 2022, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - AUTOUR DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

Pour un entier naturel n donné, on note :
e G, = X" —1 (en hommage au grand Gauss);
e U, = Zg,, 'ensemble des zéros de G,,, c’est-a-dire ’ensemble des racines n-ieme de 1'unité;
oV, ={2€U, |Vre[l,n—1],z" # 1}, ce sont les racines primitives n-ieme de 1'unité
e o(n) = card(V,) et &, = H (X — 2z) (+ ce sont eux les polynémes cylcotomiques).
zeV,

I - Factorisation dans Z|X]

On consideére un nombre premier p et P, Q € Z[X], deux polynémes a coefficients entiers.
L.1. Redonner, pour tout n € Z, I'expression de [P x @], en fonction des nombres ([Pi)o<;<;,, €t ([Q]5)o<jcn-
I.2. On va montrer, par contraposée, I'implication : (V n € N, p|[PQ],) = (Vn € N, p|[P], ouV n € N, p|[Q]»).
(a) Supposons donc que {n tel que p f[P],} et {n tel que p [/[Q],} sont non vides (et inclus dans N).
Soient m = min{n tel que p J[P],} et m’ = min{n tel que p /[Q].}. Montrer que p ne divise pas [PQ]y+m
(b) Conclure.
deg R
1.3. On note, pour R € Z[X]*, ¢(R) = /\ [R] (PGCD des coefficients de R), appelé < contenu de R >(et ¢(0) = 0).

k=0
Par exemple, ¢(2X> +4X —6) =2A0A4A6=2o0u c(6X? +10X% -~ 15X) =6 A0A10A0A15=1.

(a) Montrer que P := est un polynéme a coefficients entiers, puis que ¢(P;) = 1.

P
o(P)
(b) En exploitant la question 2., et les polynomes P; et @1, montrer que ¢(P X Q) = ¢(P) X ¢(Q)
I.4. Soit R € Z[X] C Q[X]. Montrer que R est irréductible dans Z[X] ssi R est irréductible dans Q[X].

n n
I.5. Soit p un nombre premier et R = Z arpX* € Z[X]. On note R = Z@X’€ (avec ay = aip%p).
k=0 k=0
Montrer que R(X?) = (R(X))P. On pourra raisonner par récurrence forte sur n = deg R.

II - Décomposition des polynémes G,

II.1. Effectuer, en paralléle, 'algorithme d’FEuclide pour les nombres 14 et 3 et pour les polyndomes G14 et Gs.
Donner un couple d’entiers (u, v) et un couple de polynémes (U, V) tels que 14u+3v = 1 et G4 xU+GsxV = Gj.

11.2. Montrer que pour tous entiers m >n > 1, Gy A G, = Grpn

I1.3. Factoriser G et G4 sur C[X], puis sur R[X].

2k
I1.4. Factoriser G, sur R[X]. On notera, pour 1 < k < n, ¢, = cos o

n
Soit n € N, fixé. On cherche a factoriser G,, en produit de polynémes de Q[X] (donc de Z[X]) (questions 5 et 6).



I1.5. On commence par trouver une factorisation
(a) On note, pour tout k € N, z, = ™. On sait que U, = {z; k € [1,n]}.
Montrer que zx € V,, <= Ju € Z tel que (2)" =21 <= kAn=1.
(b) Montrer que Uy, = Wy, V.
Donner la description des éléments de Ujs regroupés selon les Vi auxquels ils appartiennent.
(c) Déduire de la réunion disjointe précédente, que G,, = H ®4. Que vaut P15 7
dln
(d) Montrer, par récurrence forte sur m € N* que ®,,, € Z[X] et est unitaire.
(e) Quel est le de degré de ®,, ? En déduire la valeur de Z ©(d), en fonction de n.
din
I1.6. On démontre maintenant qu’il n’y a pas d’autres factorisations dans Z[X], ie que ®,, est irréductible.
r

Supposons pour cela que ¢, = A H P; ou chaque P, est un polynome irréductible et unitaire de Q[X] et A € Q.
i=1

(a) Montrer que A = 1.

(b) Soit z une racine de P; et p premier tel que p /n. Montrer qu'il existe i tel que P;(z?) = 0.

_ Z
(c) Montrer que ®,, (défini en 1.5) n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non constant dans 7
p

Par I'absurde, on montrer qu’il existe Q tel que Q|G,, et Q|G’, puis Q| XG!, — nG,,. ..
(d) (**) Montrer que i = 1, i.e. P;(2P) = 0, puis que pour tout k entier, premier avec n, Py(z*) = 0.

(e) Conclure

IIT - Application pour la résolution d’un probleme diophantien

Soit p et ¢ deux nombres premiers vérifiant 3 < p < ¢. On note < p,q >= {mp + ng,m,n € N}.
Soulignons, que les nombres m et n sont des entiers naturels et non des entiers relatifs.
III.1. Montrer que tout nombre entier R > (p — 1)(q — 1) appartient & < p,q >.
II1.2. Le nombre (p — 1)(¢ — 1) — 1 appartient-il & < p,q >7
II1.3. On définit les polynomes H = Z X®et K=1+4+ (X —1)H(X), qui sont donc a coefficients entiers.
seN\<p,q>
(a) Quels sont les degré de H et de K7
(b) Calculer K pour le choix (p,q) = (3,5).
III.4. Considérons deux polynomes S, T € Z[X] tel que pour tout k € N, [S], € {0,1} et T = (X —1)S
(a) Exprimer pour tout k € N, [T en fonction des coefficients de S. En déduire que [T € { 1,0,1}.
(b) Soient k1 < ko € N tel que [T]g, # 0, [T]x, # 0 et pour tout k € [k1 + 1, ke — 1], [T =
Montrer que [Tk, x [T]g, = —1.
(c) En déduire que K n’a que des coefficients égaux & —1, 0 ou 1 et que les 1 et —1 s’alternent dans la suite des
coefficients (il ne peut y avoir que des zéros comme coefficient entre ces nombres).

On admet (raisonnement combinatoire) que
Gp X Ggx K =Gpy x Gy
II1.5. Quelles sont les racines de K, avec quelle multiplicité ?
II1.6. D’apres la question II.1., il existe o, 5 € N tel que pg+ 1 = ap + Fq.
(a) Vérifierque I1<a<g—letl1<pg<p—1.
(b) Montrer la formule :

a—1 B—1 q—1 p—1
= <Z Xip> % Zqu _ X4 (Z Xip> % Zqu
i=0 j=0 i=or j=8

(c) Montrer que le nombre N de coefficients non nuls [K]; de K est égal a 205 — 1.
pg—1
5

On pourra commencer par montrer que N est inférieur a

(d) En déduire que N <
2pq



Correction

PROBLEME - AUTOUR DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

I - Factorisation dans Z|X]

On consideére un nombre premier p et P, Q € Z[X], deux polynémes a coefficients entiers.

L.1. Redonner, pour tout n € Z, 'expression de [P x @], en fonction des nombres ([P];)o<;c,, et ([Q];)

o<jsn”
Formule du cours. Elle marche méme pour n > deg P +deg Q. .. : /1
¥ eN,[PxQln=2) [Plix[Qni= ) [Plix[Ql
i=0 i+j=n

I.2. On va montrer, par contraposée, I'implication : (V n € N, p|[PQ],) = (Vn € N, p|[P], ouV n € N, p|[Q]n)-

(a) Supposons donc que {n tel que p [[P],} et {n tel que p [[Q]n} sont non vides (et inclus dans N).
Soient m = min{n tel que p J[P],} et m' = min{n tel que p }[Q].}. Montrer que p ne divise pas [PQ]m+m

D’apres la formule précédente, en séparant la somme en trois parties :

m4m/ m—1 m~+m/
[PQ]erm’ = Z [P]Z[Q]erm’fz = Z[P]z[Q]m+m’71 + [P]m[Q}m’ + Z [P]z[Q]m%»m’fl
i=0 i=0 i=m+1
m—1
Or, pour tout i < m — 1, p|[P];. Donc , par combinaison linéaire entiere : p‘ Z [PLi[Q)mtm—i-
i=0
Et, pour tout i > m+ 1, m+m’ —i < m' — 1, donc p|[Qlmsm/—i, par définition de m’.
m-~+m/
Donc , par combinaison linéaire entiére : p‘ Z [Pi[Qmam/—i-
i=m-+1

Donc p|[PQ]mrm’ si et seulement si p|[ P, [Q] -
Or p est un nombre premier, donc p divise [P],, X [@], si et seulement si il divise 'un des deux termes.
Mais ceci est faux par définition de m et de m’. /2

‘Par conséquent p ne divise pas [PQ|mtm/-

(b) Conclure.

En notant Pp : < {n tel que p [ [P],} est non vide »; Pg : < {n tel que p [[Q],} est non vide et Pp :

< {n tel que p J[PQ],} est non vide >, on a démontré :  Pp et Pg = Ppg.

La contraposée de cette implication affirme donc :  NON(Ppg) = NON(Pp) ou NON(Pq).

Or NON(Pp) signifie {n tel que p [[P],} est vide, i.e. Vn € N, p|[P],.

On a donc montré : /1,5

Si p divise tous les coefficients d’un produit de polynomes entiers P x @,
alors p divise tous les coefficients de P ou p divise tous les coefficients de Q.

deg R
I.3. On note, pour tout R € Z[X]*, ¢(R) = /\ [R]k, appelé < contenu de R >.
k=0



(a) Montrer que P; := est un polynome a coefficients entiers, puis que ¢(P;) = 1.

P
c(P)

Puisque ¢(P) est le PGCD des nombres [P], alors pour tout k € N, ¢(P) divise [P]. /1
- _ [Pl
Donc pour tout entier k € N, [P], = (P € Z et donc P, € Z[X].
c

P
Notons 6 = ¢(Py), le PGCD des coefficients de P;. Alors, pour tout k € N, 0|[P1]x = [(;13, donc ¢(P)d | [Plg.-
c

Comme ¢(P)d divise tous les nombres [P]y, il divise alors leurs PGCD, donc ¢(P).
Donc § divise 1, il vaut donc 1. /2

c(P)=1

(b) En exploitant la question 2., et les polynémes P; et @1, montrer que ¢(P x Q) = ¢(P) X ¢(Q)

. Q

Considérons donc P; = (P et Q1 = Q)

On a donc ¢(P1) =c¢(Q1) =1let Px Q =c(P)P1 x ¢(Q)Q1 = ¢(P)c(Q)Pr X Q1.
Sie(P1Q1) # 1, considérons p un diviseur premier de ¢(P; X Q1),

donc par transitivité p divise tous les coefficients [P Q1]

D’apres la question 2, alors p divise tous les coefficients de P; ou bien p divise tous les coefficients de ).

Ainsi p divise ¢1(P) = 1 ou bien p divise ¢1(Q) = 1.

Cela est impossible car p > 2, donc ¢(P1@Q1) = 1 (= ¢(P1)c(Q1)). /1,5
Enfin, montrons que ¢(AT) = |A|¢(T), pour tout X\ € Z et P € Z[X]

dlc(\T) <=V neN,d| [\, <V neNd| T,

<:>Vn€N,%|[T]n<:>§|c(T)<:>d|)\C(T)

Les diviseurs de ¢(A\T') et ceux de Ac¢(T') sont les mémes; ces deux nombres sont associés.
Comme ¢(T') > 0 et ¢(AT) > 0 : ¢(AT) = |Ac(T).
Bilan : ¢(PQ) = c(c(P)P1e(Q)Q1) = [¢(P)c(Q)|c(P1Q1) = ¢(P)c(Q) /15

e(PQ) = ¢(P)c(Q)]

I.4. Soit R € Z[X] C Q[X]. Montrer que R est irréductible dans Z[X] ssi R est irréductible dans Q[X].

Si R n’est pas irréductible dans Z[X],
il existe deux polynomes R; et Ry € Z[X] tels que R = Ry x Rg et deg R; > 0, deg Ry > 0.
Alors comme R; et Rs sont aussi a coefficients dans Z donc dans Q, R n’est pas irréductibles dans Q[X].
Par contraposée : R irréductible dans Q[X] implique R irréductible dans Z[X]. /1
Réciproquement, supposons que R(€ Z[X]) n’est pas irréductible dans Q[X],
il existe deux polynomes R; et Ry € Q[X] tels que R = Ry X Ry et deg Ry > 0, deg Ry > 0.

Pour tout n € N, [R;], = b—n € Q, fraction écrite sous forme irréductible (ay A b, = 1).
n
m
Notons my = PPCM (b;) et donc pour tout n € N, b,|m1, notons ¢, = b—l €Zet S, =m X Ry.
n

On a donc pour tout entier n € N, [S1],, = mlz—n = cpa, € Z. Donc S € Z[X].

n

Puis considérons T} = ,on adonc 77 € Z[X] et ¢(T1) = 1.

5
c(S1)

De méme, il existe ma € N tel que Sy = ma X Ry € Z[X]. Soit Ty = ,ona Ty € Z[X] et ¢(Tr) = 1.

Sa
c(52)
Ensuite : mymoR = m1 Ry X maoRy = 51 X S1 € Z[X]
Donc ¢(S1)e(S2) = ¢(S152) = c¢(mimaR) = Imima| x ¢(_R ) = m1 X ma X ¢(R).
€z[X]



S1 Sa S152 mimi R

Enfin T1 X TQ = X = =

c(S1)  c(S2)  e(S1)e(S2)  mimac(R) -

Ainsi R = ¢(R)T1 x Ty n’est pas irréductible dans Z[X].

Par contraposée : R irréductible dans Z[X|] implique R irréductible dans Q[X].

c(R)

‘R € Z[X] est irréductible dans Z[X] ssi R est irréductible dans Q[X]. ‘

/2

I.5. Soit p un nombre premier et R = Zaka € Z1X].

k=0
n

On note R = ZchX k (avec ay, reste de la division euclidienne de ay par p.).

k=0

Montrer que R(X?) = (R(X)])P. On pourra raisonner par récurrence forte sur n = deg R.

Posons, pour tout n € NU {—o00}, H,, : < Si R € Z[X] avec deg R = n alors R(X?) =

— Si R=0, alors R(X?) =0 = [R(X)]P. Donc H_n est vraie.

— Soit R un polynéme de degré 0, donc R est constant. On peut supposer R = ay.

R(XP) =ag = R(X)J”. Donc Hy est vraie.

— Soit n € N. Supposons que Hj, est vraie, pour tout k <

R=aX"" 4 Ry avec degR; < n

/
On applique la formule du binéme de Newton : —Z[X | est un anneau commutatif :

p

[R(X))” = (aX" + R (X

p

=2

=0

net k€ NU{—oo}.
Soit R un polynéme de degré n + 1, supposons R € Z[X]|, deg R =n+ 1 et [R],+1 = a.

(7)@enymeoy

or (p> - TG i)(?: D done pfé x <p>

Et p est premier donc pour tout ¢ € [1,p — 1], p Ai = 1; d’apres le théoréme de Gauss : p| <p)
i

Finalement, il ne reste plus que :

[R(X)]P = @X™°(RU(X))P+0+ - + 0+ (@X")P(R1 (X)) =

-~

1=0

1=p

Puis comme Hgeg g, €st vraie, on a [R(X)]P = Ry (X?) + aP(XP)"
en exploitant le petit théoreme de Fermat : @ = a[p| puisque p est premier.

Et donc [R(X)]P = (R1(X) +aX") o X? = R(XP).
Par conséquent, H,, est vraie.

= Iy (XP) +a(XP)",

[R(X)]P. >

(Ra(X))P +a X"

Pour tout polynéme R € Z[X], R(X?) =

[R(X))P.

/1

/2

IT Décomposition des polynémes G,

11.1. Effectuer, en paralléle, 'algorithme d’Fuclide pour les nombres 14 et 3 et pour les polyndémes G4 et Gs.

Donner un couple d’entiers (u, v) et un couple de polynémes (U, V') tels que 14u+3v = 1 et GiuxU+G3xV = G.

On a donc, en appliquant I'algorithme d’Euclide :

Up | Vp | Qn | QU + boy
14=3x4+4+2 1 0 14
3=2x1+41 0 1114 3
2=1x24+0 1 |—-4|1 2

-1 5 | 2 1




/1

[Donc 14A3=1Tet (~1) x 4 +5x3 =1

Et pour les polynomes :
X1 =(X3 - x (X4 X34 X5+ X?) + (X2 -1)
X1 =(X?-1Dx(X4+1)+(X-1)
X?—1 =(X-1)x(X+1)4+0

/1

Un Vi Qn AU, + BV,

1 0 Ga

0 1 XM 4 x84 x5 4 x? Gs

1 —(XM £ X8+ X5+ X% X +1 Go
X+ [ X2 x X0 XA X X X X2 (X +1) Gy

/1

Donc GiuAG3=Gret —(X+1) xGu+ X2+ XM+ X914 X8+ X0+ X5+ X34+ X2 4+1) x G3 = Gy.

I1.2. Montrer que pour tous entiers m >n > 1, G, A G, = Gran-

Soit m > n > 1, deux entiers.
On remarque que pour tout entier ¢ € N tel que m — gn > 0,

q
G = G X (X7 X720 o p XTI X1 = Gy x Y X 4 Gl

k=1
En effet, par telescopage :
q q q q—1 q
Gn > Zmekn — ZmeknJrn o Zmekn — Zmekn o Zmekn — X™_ XM — Gm o Gm—qn
= k=1 k=1 k=0 k=1

q
Ainsi, si ¢ est le quotient de la division euclidienne de m par n, et r son reste : G, = G, X Z XM 4G, /1,5

k=1
Or deg G, =r <n =degG,. On a donc écrit ici la division euclidienne de G, par G,,.

On a donc G, A G, = G, A G, ou r, reste de la division euclidienne de m par n.
Notons (r;) la suite des restes dans ’algorithme d’Euclide appliqué & m et n. Et ry_1, le dernier reste non nul.
Alors, on a un invariant de boucle : pour tout k < N —1: G, A Gryps-

Cet invariant vaut G,, A G, = G, A G, au début de I'algorithme,

et il a pour valeur G, _, A Gry = Gman A0 = Gpap en fin d’algorithme. /1

‘Pour tous entiers m >n > 1, Gy, A Gy, = Gouan.

I1.3. Factoriser G et G4 sur C[X], puis sur R[.X].

Ces calculs sont célebres : /1

(X -D(X2+X+1)
= (X -DX +D)(X*+1)

Gs=X"-1=(X-1)(X -j)(X - =
Gy=X'—1=(X-1(X -9 (X + )(X—l—z)

2k
I1.4. Factoriser Gy, sur R[X]. On notera, pour 1 < k < n, ¢, = cos il
n

Selon la parité de n, —1 est une racine (n pair) ou non (n impair) de G,,.

On commence par factoriser G, sur C[X] : on connait exactement les racines de G,,, ce sont les éléments de U,,.
ik
On sait également décrire parfaitement U,, : U, = {exp Jkeo,n—1]}
n

n—1 n—1
2ikm 2ikm
Go=](xX-2)=]]x-e")=(X-D][(X =€)
z€Up, k=0 k=1



ik _ 2ikm

2
Puis, notons que e » =¢e~ n =e
Si n est impair, supposons n = 2h + 1

_ 2ikm 2i(n—k)m
n

29 —e -

h 2h h h
Go =(X-D[[X-e) [ x-e)=x-D][[X-e)[[(Xx-¢ ")
k=1 k=h+1 k=1 J=1
j=n—k=2h+1—k
h 2ikw ., 2ikm h 2ik 2ik
=X -D]J[(X-e )X —en ) =(X-1) J](X*>—2Re(e » )X +]en |*)
k=1 k=1
h
= (X -1 J[(X?—2¢0X +1)
k=1
Si n est pair, supposons n = 2h
h=1 2ikm Zh1 2ikm h=1 2ikm h1 2i(n—j)m
G =(X-D][X-e)X+1) [ X-e ) =X -DX+)][[X - [[(X - =
k=1 k=h+1 k=1 j=1
j=n—k=2h—k
h—1 h—1

2ikm 2ikm

=X -DEX+D[[(X—e )X —en )= (X -1)(X+1) [](X* - 20X +1)

k=1 k=1

h—1

k=1

h
Gon = (X = 1)(X +1) [J(X® = 2¢5n X +1) et Gopyr = (X — 1) [J(X? — 210X + 1)
k=1

/1.5

Soit n € N, fixé. On cherche a factoriser G,, en produit de polynémes de Q[X] (donc de Z[X]) (questions 5 et 6).

I1.5. On commence par trouver une factorisation.

(a) On note, pour tout k € N, 2z, = eX2". On sait que U, = {z; k € [1,n]}.
Montrer que z; € V,, <= Ju € Z tel que (2;)" =21 <= kAn=1.

Raisonnons par triple implications.

e Si z;, € V,,, alors pour tout u € [1,n — 1], 2z # 1.

Or z; € U, et card(U,, \ {1} =n — 1.

Donc :

— ou bien [1,n — 1] = U, \ {1}, u — z}! est surjective et donc injective,

Dans ce cas z; admet un antécédent et donc il existe u € [1,n — 1] C Z tel que z} = z1.
— ou bien [1,n — 1] = U, \ {1}, u — z}! n’est pas surjective et donc n’est pas injective,

u2
_ z
Il existe u; < up € [1,n — 1] tel que 2, = 2,2 et donc 2>~ = %1 =1,
z
k

et donc z € Vy,_y,, ce qui est faux.
Finalement : il existe u € [1,n — 1] C Z tel que z;; = 2;.

2ikum 247 2ukm
= exp — donc
n

e S'il existe u € Z tel que 2z, = z; On a donc exp

Eo1
done & = —[1] puis ku = 1[n].
n n
Donc, il existe v) € Z tel que uk + vn = 1. Ainsi kK An = 1 d’apres Bézout.
e Enfin, supposons que k An = 1.

Soit r € N* tel que 2z, € V,., comme 2} = 1, nécessairement, r < n.
2ikrm

Puis on a 1 = z, = exp , donc rk = 0[n], donc n|kr.

Or n Ak =1, donc n|r. Ainsi r € nZ N [1,n], bilan r = n.

‘zkeVnﬁﬂueZtelque(zk)“:zl<:>k/\n:1.

/2




(b) Montrer que U,, = &g}, Vg.
Donner la description des éléments de U;s regroupés selon les Vi auxquels ils appartiennent.

On rappelle que n et d (par la suite) sont des entiers naturels, donc positifs.
Soit d, un diviseur de n. Donc il existe n1 € N tel que n = nid.
Soit z € Vg, alors 2% = 1 et donc 2" = 2M% = (24)™ = 1™ = 1. Donc z € U,.
Par conséquent V; C Uy, on a donc UVd =0U,
din
Réciproquement, soit z € U, (fixé!), i.e. 2" = 1.
L’ensemble {k € [1,n] tel que z¥ = 1} est donc non vide (il contient n) , inclus dans N,
il admet un plus petit élément ky( qui dépend de z).
Alors z € Vy, par définition de kg et Vi, .
Puis, si on note § = kg A n, il existe u,v € Z tel que § = uky + vn et donc

2= () x (M) =1"x1" =1

Nécessairement, d = kg et donc kg = § divise n.
On a la double inclusion, reste & montrer que la réunion est disjointe.
Si z € V4N Vg, alors, SPDG, on peut supposer d < d'.
Donc z% = 1 et pour tout k < d', 2* # 1. Donc d = d'. La réunion est disjointe. /1,5

Un = L_ﬂd|n§/d

On a alors pour Uiy : /1

. -2 . .
=jJ =j =1 =1
imo o _dmo odmo o _dw

UIQ:{Q/?—l?eS,e 3,e4 ,e 4,e

(s (s 2

3 787?76

€V1 eV, €Vs €eVy €Vg €Via

(c) Déduire de la réunion disjointe précédente, que G,, = H ®,4. Que vaut 157
dn

11 s’agit simplement d’une décomposition d’un produit (car la réunion est disjointe) : /1

Go=1[x-2= ] =2=I[|II]&X-2|=]]2

z€Uy ZEH‘Jdid dln \2€Vq d|n

On a alors, d’apres la question précédente : Gig = ®1 X $Pg X Pg X $y X Pg X Pqo.
Et d’apres la décomposition précédente,

7 7 7T 7T 5
D= (X —eT)X —e T)X —eT) X —e F) = (X2— 2008% F1)(X2 - QCOS% +1)
5]
Or en notant C' = cos% =5 ona Cosg = —cos(m — %) = —cos% = —C, donc /1,5

Pro= (X2 20X +1)(X24+2CX + 1) =X+ (2-40H)X?+1=X"+ (2-3)X +1=X'—X? +1

(On peut aussi calculer par division euclidienne de polynomes entiers successivement ®3 = X 2L X 41,
Py=X +letPg=X>-X+1...)

(d) Montrer, par récurrence forte sur m € N* que ®,,, € Z[X] et est unitaire.

Gy = O, X H ®,, donc P, est le quotient de la division euclidienne de G,,, par H D,
d|m,d#m dlm,d<m
Montrons d’abord que :



pour A, B € Z[X] tels que B|A dans Q[X], alors si B est unitaire, les coefficients de QQ sont entiers.

n

Supposons donc A = BQ, avec € Q[X]. On trouve alors pour tout entier n, [A], = Z[B]k[Q]n,k.

k=0
Supposons que dg = deg A et dp = deg B, on a donc dg := deg Q) = d4 — dp, puis

A = [A]aq, € Z ( car B unitaire, donc [B]g, = 1).
Montrons alors par récurrence (forte), pour k € [0,dq], Hi : < [Qlag—k € Z >.

— On vient de voir que [Q]4, € Z, donc H est vraie.
— Soit k € [0,dg — 1] tel que Ho, Hi,- -+, H sont vraies.

dg—1
[Qlag—kr1)[Blay = [Qlag—k-1[Blag = [Aldg+dp—k-1 — Z [\B’]-z‘/[Q]dQerBfkflfi
N—— = —_—
€z 0 ez =[Q]-€Z
carr =dg —k+dp—1—1i>dg—k et en appliquant H,.

>0
On termine en notant que [B]g, = 1. Donc H4 est vraie. /2

A
Ainsi, si B|A, avec A, B € Z[X]| et B unitaire, alors ) = B est un polynome a coefficients entiers.

Posons maintenant, pour m € N*, Q,, : <« ®,,, est unitaire et a coefficients entiers. >
— ®; = X — 1, donc Q7 est vraie.

— Soit m € N, m > 2, supposons que Qy, ...Q,,_1 sont vraies.
G =D, H ®4, on a donc pour d|lm et d < m, &, est unitaire & coefficients entiers.
d|m,d<m
Le produit de tels polynomes est unitaire, a coefficients entiers : B = H ®, € Z[X] et est unitaire.

dlm,d<m

. : Gm . :
G, est également a coefficients entiers, donc @, = B est a coeflicients entiers.

1
Puis le coefficient dominant de ®,, est égale a celui de G, divisé par celui de B, i.e. 1= 1.
Donc Q,,, est vérifiée. /2

‘(IDm € Z]X] et est unitaire. ‘

Enfin, ®,, = H (X —2), produit de card(V,,) polynéme de degré 1, donc son degré est card(V,,)x = @(m/]l
ZEVm

| deg @ = p(m) |

(e) Quel est le de degré de ®,, ? En déduire la valeur de Z ©(d), en fonction de n.
dln

/1

On a donc, d’apres la question précédente : deg G,, = deg H Dy | = Z deg @y = Z o(d).
din dln din

I1.6. On démontrer maintenant qu’il n’y a pas d’autres factorisations dans Z[X].

.

Supposons pour cela que ®,, = H P; ou chaque P, est un polynome irréductible et unitaire de Q[X].
i=1

(a) Soit z une racine de P; et p premier tel que p fn. Montrer qu’il existe i tel que P;(2”) = 0.

z est une racine de Py, donc de ®,,. Ainsi pour tout k < n, z2¥ #£ 1 et 2" = 1.
Comme p est un nombre premier et que p fn, alors p An = 1. Puis (2P)" = 2.



D’apres la question précédente, on a : (zP)* = 1 <= n|ps <= nl|s <= s € nZ.
Ainsi, pour tout s € [1,n — 1], (2P)® # 1 et donc 2* € V,,.
T

Donc z” est une racine de ®,,, ainsi ¢,,(2) =0 = H P;(zP) Or C est integre, donc /1,5
i=1

‘il existe i € N, tel que P;(z?) = 0. ‘

Montrer que ®,, (défini en 1.5) n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non constant dans 7
b

Supposons que ®,, est divisible par le carré d’un polynéome @ (non constant),
Ainsi, supposons qu'’il existe Q,T € Z[X] tel que ®,, = @2T et deg @ > 0.

Alors comme ®,, divise G, il existe S € Z[X] tel que G,, = X" — 1= @2 TS.
R
On peut dériver cette égalité polynomiale : X" 1 = Q (QQ’R + QR’).
Doncg divise mX" !, et divise X — 1,
et Q divise aussi X (X" 1) — (X" -1)=n
Donc @ est une constante, non nulle, puisque 7 # 0, puisque p An = 1. On a donc une contradiction : /2

®,, n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non constant.

Montrer que i = 1, i.e. P1(zP) =0, puis que pour tout k entier, premier avec n, Pl(zk) =0.

Reprenons les notations données plus haut, P;(z) = 0 et P;(2”) = 0 avec i # 1.
La polynome R;(X) = P;(X?) admet donc z comme racine, comme le polynéme P;.
Ils ne sont pas premiers entre eux dans Q[X].
Mais si A = P} A Ry, alors A| Py, irréductible par hypothese. Donc A = P;.
Et finalement, P, = AA|R; (dans Q[X]).
La division euclidienne de R; par P; (dans Q[X]) a un reste nul, mais elle s’effectue uniquement avec des
nombres entiers car P; est unitaire (remarque vue en cours).
Donc il existe S; € Z[X] tel que Ry = S1 x Py.
Prenons maintenant les classes modulo p (puisqu’on est dans Z[X]) (avec L.5) :

Pi|Ry = Pi(X?) = [P(X)]”

_ . 7 o
Soit ), un facteur irréductible de P; dans —Z[X |, on a donc Q|P; ]EP
p

Comme Q est irréductible, Q|P; et donc @2|CITn =P P x H P;.
J#L
D’apres la question précédente, cela n’est possible que si Q est constant. Donc P; est constant.
Impossible, donc ¢ =1
P1 (Zp) = 0.

Le résultat a été montré pour tout nombre premier p, premier avec n. Montrons par récurrence sur s € N*,
:<Sik =p; - ps, produit de s nombres premiers (qui peuvent se répéter) tel que kAn = 1, alors Pl(zk) =0>.
— Si k = py, c’est toute la partie précédente.
— Soit s € N*. Supposons que H, est vraie.

Soit k = p1 -+ psps+1, produit de s + 1 nombres premiers (qui peuvent se répéter) tel que k An =1,

On note k' = p;---ps, on a alors k' An = 1, on peut appliquer Hs.

Donc Py (z¥') = 0. Notons 2’ = 2, c’est une racine de P,

on a donc, puisque psi1 An =1, Pi((z/)P*+!) = 0 (question précédente pour (z,p) < (2/,psi1))-
Et donc finalement, Pl(zk) = 0. Donc Hs11 est vraie. /4

Pour tout k entier, premier avec n, Py (z*) = 0.




(d) Conclure

2im

Soit z € V,,, alors on montre que V,, = {zk ; kAn = 1}.C’st vrai pour tous, mais on se contente de z = e n .
Et donc tous les éléments de V,, sont des racines de P;, donc ®,, = P;. /1

‘Ainsi ®,, est irréductible dans Z[X]. ‘

III Application pour la résolution d’un probleme diophantien

Soit p et ¢ deux nombres premiers vérifiant 3 < p < ¢. On note < p,q >= {mp + ng,m,n € N}.
Soulignons, que les nombres m et n sont des entiers naturels et non des entiers relatifs.

II1.1. Montrer que tout nombre entier R > (p — 1)(¢ — 1) appartient a < p,q >.

Soit R > (p—1)(q —1).

p et g sont premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres premiers.
Donc il existe u,v € Z tel que up + vg = 1. En multipliant par R, on a Ru X p + Rv X ¢ = R.
Le probleme est que ces nombres sont des entiers relatifs, et non naturels, a priori.

Piste de recherche...
Considérons un autre couple (a,b) € Z* tel que ap + bg = R = Rup + Ruq.
On a donc (a — Ru)p = (Rv — b)q. Donc p|(Rv — b)q et comme p A g =1, p|Rv — b.
Par conséquent : il existe s € Z tel que b = Rv — ps
et ensuite ap = Rup + Rvq — bqg = Rup + pqs = p(Ru + ¢s) donc a = Ru + q.
On cherche donc deux nombres a et b tels que a = Rulg] et b = Ru[p] et a,b > 0.

Faisons la division euclidienne de Ru par ¢. Il existe donc a € [0,q — 1] (reste de la D.E.) tel que Ru = alq].
Et il existe s € Z tel que Ru = sq + a, on a alors R = Rup + Rvq = sqp + ap + Rvq = ap + (sp + Rv)q.
Notons b = sp + Rv € Z. On a donc R = ap + bq.
Or0<a<g—1,doncp>0:0<ap<plg—1)=pg—p
EtR>(p—1)(g—1)=pg—p—qg+1,doncap< R+q—1letbg=R—ap>1—q.
Orsib<0,b< —1 et donc bg < —q (¢ > 0). Ceci n’est donc pas possible donc b > 0. /1,5

‘Ainsi, pour tout R > (p —1)(q¢ — 1), il existe a,b € N tel que R = ap + bqg €< p,q >

II1.2. Le nombre (p —1)(¢ — 1) — 1 appartient-il & < p,q >7

Supposons par 'absurde qu’il existe a,b € N, tel que ap+bg=(p—1)(¢—1)—1=pg—p—q.

Donc (a+1—¢q)p+ (b+1)g=0. Ainsi g|(a+ 1 —q)p et comme pAqg=1, gla+1— q et donc gla + 1.
Mais a € N, donc a4+ 1 > 0 et donc il existe s € N* tel que a+1=sg et donca+1—¢q=(s—1)g.

On aalors 0 = (s—1)gp+ (b+ 1)q, donc (s — 1)p+ (b+ 1) = 0, alors que s — 1,p,b+ 1 € N.

Nécessairement : s —1 =0et b+ 1 =0, donc b = —1. Contradiction. /1

‘ (p—1)(¢ — 1) — 1 nappartient pas & < p,q >. ‘

II1.3. On définit les polynomes H = Z X®et K=1+4+ (X —1)H(X), qui sont donc a coefficients entiers.
seN\<p,q>
(a) Quels sont les degré de H et de K'?

D’apres les questions précédentes, pour tout k > R(= (p —1)(¢ — 1)), k €< p,q >, donc [H]; = 0.
Ainsi deg H < R.
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Et R—1¢<p,q >, donc [H]g—1 # 0 et donc donc deg H > R — 1.

‘Par double inégalité : degH = R—1=(p—1)(¢—1)—1=pg—p— q.‘

Puis deg((X —1)H) = deg(X —1)+deg H = 1+deg H > 1, donc deg K = max(0,deg((X —1)H) = 1+deg H/1

|deg K = R=(p—1)(q—1).]

(b) Calculer K pour le choix (p,q) = (3,5).

Pour ce couple, R=(p—1)(¢—1)=2x4=38.

Les termes suivants (> 8) ne sont pas intéressants & étudier.

Ona,deplus, 0 =0x3+0x5,3=1x34+0x55=0x3+1x5,6=2x3+0x5dans <3,5>.

Donc H = X' + X% 4+ X* + X7. Puis /1,5

K=1+(X-1)H=1-X+X3-X*4+ X5 X"+ X8

I11.4. Considérons deux polynémes S,T € Z[X] tel que pour tout k € N, [S]x € {0,1} et T = (X —1)S
(a) Exprimer pour tout k € N, [T en fonction des coefficients de S. En déduire que [T, € {—1,0,1}.

k
Pour tout k£ € N, [T]k = Z[(X — 1)]1[3]]9,@ = [X — 1]0[S]k + [X — 1]1[S]k71 +0+---= —[S]k + [S}kfl.
Or [S. [Slk_1 € {0, 1}, donc /1

[Tk = [S)e—1 — [S]k € {-1,0,1}]

(b) Soient k1 < ka € N tel que [T, # 0, [T]x, # 0 et pour tout k € [k + 1, ko — 1], [T]x = 0.
Montrer que [T]g, X [T]g, = —1.

Pour tout k£ € [[kl +1,ky — 1]], [T]k =0= [S]k—l - [S]k, donc [S]k = [S]k—l‘
La suite ([S]x)k, <k<k,—1 €st donc une suite constante.
Alors que [Tk, = [Slky—1 — [S]k, # 0, donc [S]k, # [Slky—1 = [S]k, -
et de méme [T, = [S]k,—1 — [S]k, # 0, donc [S]k,—1 # [S]k, -
Ainsi, ou bien YV k € [ki, k2 — 1], [S]k—1 =0, [S]g,—1 = 1 et [S]k, =1,
ou bien V k € [[k‘l,kiz - 1]], [S]k—l == 1, [S]kl—l =0et [S]kz =V,
Et donc, dans le premier cas : [T)g, = [S]ky—1 — [Sley, =1 —0=1¢et [T]g, = [STky—1 — [Sl, =0—1 = —1.
dans le second cas : [T, = [S]gy—1 — [S]ky, =0—1=—1 et [T)g, = [Slky—1 — [S]k, =1 —-0=1.
Dans tous les cas : /2
[Tk, x [T, = —1.]

(¢) En déduire que K n’a que des coefficients égaux a —1, 0 ou 1 et que les 1 et —1 s’alternent dans la suite des
coefficients (il ne peut y avoir que des zéros comme coefficient entre ces nombres).

Le polynome H vérifie les méme conditions que le polynéme S des questions précédentes, donc (X — 1)S.
Ainsi les coefficients de K —1 = (X — 1).S sont tous égaux a —1, 0 et 1 et que les 1 et —1 s’alternent dans la
suite des coefficients de K — 1.
Par ailleurs, [(X — 1)H]o = —[S]o € {—1,0} et donc [K]o=[1+ (X —1)H]o =1 — [S]o € {0,1}.
Si [K]o = 0, alors nous avons l'alternance de —1 et 1 dans les coefficients non nuls de K — 1 donc de K.
Si [K]p = 1, alors [S]p = 0, et donc le premier coefficient non nul pour (X —1)S est donné en r
avec [(X —1)S], = [S]y—1 — [S]r =0 —1= —1, donc [K], = —1, ce qui alterne bien avec [K|p =1. /1

Donc K n’a que des coefficients égaux a —1, 0 ou 1
et les 1 et —1 s’alternent dans la suite des coefficients (non nuls).
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On vérifie bien ce résultat sur notre exemple (p, q) = (3,5).

On admet (raisonnement combinatoire) que

Gp x Gy x K = Gpg x Gy

II1.5. Quelles sont les racines de K, avec quelle multiplicité ?

1 est racine simple de G, et de Gy, donc racine double de G G-
Et 1 est racine simple de G, et de G4, donc racine double de G\,G ;.
Donc 1 n’est pas racine de K.

Et, d’apres la factorisation précédente : les racines de K, sont les racines de G, qui non racines de G, et de G/1

Donc les racines de K sont les éléments Uy, \ (U, UU,), chacune d’ordre 1.

II1.6. D’apres la question II.1., il existe «a, 8 € N tel que pg+ 1 = ap + Bq.

(a) Vérifierque l<a<g—letl<fg<p—1.

Si a =0, alors ap + g = g = pq+ 1, donc (8 — p)g = 1. Donc ¢ divise 1. Impossible.

Donc nécessairement, o # 0 i.e. a > 1. Pour les mémes raisons : § > 1.

Puis 1 — 8¢ = (a—¢q)p. Or 1 — g < 0, puisque 5 > 1 et ¢ >2. Donc « —p < 0,i.e. a <p—1.

Pour des raisons symétriques : 8 < ¢ — 1.

‘léaéq—letlgﬁép—l.‘

/1,5

(b) Montrer la formule :

a—1 B—-1 q—1 p—1
K= <Z Xip) x | Yo xd| - xPe (Z Xip> x| ) xia
i=0 7=0 i=a j=p

1=0

1=

a—1 £—1 q—1 p—1
Notons T' = <Z Xip> X ( XJ9| — x—ra <Z Xip> X Zqu . Alors (telescopage)
J Jj=8

a—1 B—1 q—1 p—1
Gpx Gy xT = (GPZ(XP)’) x [ G, (X9 | — x—P4 <GPZ(XP)%'> x | Gy (XY
ailz:O ]:60_1 = 7j=8
= (Z(XPW - <Xp>"> (X0 = (X
i=0 Jj=0

q—1 p—1
— X P4 <Z(Xp>i+1 _ (Xp)i> Z(Xq)jﬂ —(Xx9y
j=8
= (XP* - 1) (Xqﬂ _ 1) — X P4 (XPI— XPY) <qu — Xqﬁ)
— xpotaB _ xab _ xpa L _ xPa x9P 4 xpoe _ xpotaB-pg

=

= XPITL — XPU— X 4+ 1= (XPT—1)(X — 1) = Gpg x G1 = Gp x Gy x K

car pa+ g = pq+ 1.
Par régularité dans K[X], on a donc

a—1 -1 q—1 p—1
K=T= (Z Xip> x | Y X9 - x (Z X@'p> x| Y xia
j j=0 i=a J=B

/2,5
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(c) Montrer que le nombre N de coefficients non nuls [K]; de K est égal a 205 — 1.

a—1
Le polynome Z X possede exactement o coefficients non nuls ;
i=0
B—1
et le polynﬁmez X4 possede exactement 8 coefficients non nuls.
j=0
a—1 -1
Par développement, (Z X ip) X Z X4 | possede o x 3 coefficients non nuls,
i=0 §=0
ce sont les coefficients de X°, X?.. . xVp., xa xpta xle—lpta. . o x(B-Da = xle—Dp+(B-1)q

q—1 p—1
De méme, par développement, (Z Xip> X Z X7 | possede (¢ — a)(p — fB) coefficients non nuls,
Jj=B

ce sont les coefficients de X P59, x(otDptba. .. x(a—Dp+(p—1)g,

=

q—1 p—1
Rappelons que ap + 8qg = pg+ 1, donc X P4 (Z X ip) Z X749 | possede comme coefficients non nuls,
Jj=pB
les coefficients de X!, XP*1 ... XPI=P=4 en nombre égal & (¢ — a)(p — f).
Tous ces coefficients non nuls sont associés a des mondémes distincts.
Donc K possede aff + (¢ — a)(p — ) = 2a8 — pa — qf + pq = 2a8 — 1 coefficients non nuls. /2

=

‘Le nombre N de coefficients de K est égal a 2a5 — 1. ‘

-1
(d) En déduire que N < pq2 .

On pourra commencer par montrer que N est inférieur a

P’ +1
2pq

1
On sait que ap + Bg = pg + 1, doncB:—Qa—i—p—i—f.
q q

1
Considérons N : a +— 204(—804 +p+ —) — 1, polynomiale de la variable réelle a.

2 1
N'(a) = 420+ 2p+ Z. Et donc N'(a) =0 <= o = pq;
q q p
1 1 2 2 2 1
Comme N”(a) < 0, ¢’est un maximum. Donc : V a € R, N(a) < N <pq + > = (pg+1)" 1= u/w
. . 2p 2pq 2pq
Ainsi, N < pa + — < ba + — Or p, g sont premiers impairs, donc /1,5
2 2pq 2 2
1 -1
N= N <B4+ -1=2

O Remarques !
On peut appliquer la factorisation de la partie précédente, p étant premier U, = Wq,Vqg =V WV, = {1} &V,,.

XP—1=G,=(X-1)®,

p—1
On peut faire la division euclidienne : ®, = XPlp XP 24 4 X41= Z X",
h=0
On a donc GpG K = (X = 18,8, K = Gpy(X —1) = (X = 1) [[ ®a = (X —1)°®, 0, x I 2.
d|pq dlpq,d¢{1,p.q}

On peut simplifier par (X —1)2®,®, : K = H Dy.
d|pg,d¢{1,p,q}
Mais l’ensemble des diviseurs de pq est {1,p,q,pq} car p et q sont des nombres premiers. Donc K = ®p,.
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