Lycée Pierre de Fermat 2021/2022
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°8

Sujet donné le samedi 26 mars 2022, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

EXERCICE -
.1. Calculer les deux limites :
. 1 1 . 1/x?
lim — — — et lim (cos x)
x—0 .%‘(693 — 1) 2 z—0

.2. Donner le développement limité de f : x — In(sinz) au voisinage de % et a lordre 4.

1
.3. Donner un développement limité généralisé a 1'ordre 3 de g :  — xch— au voisinage de +oo.
x

PROBLEME - MATRICES DE KAC-CLEMENT

Notations

e Pour n € N*, M,,(R) désigne I’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels
et M,,(C) désigne ’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients complexes.
e Dans tout ce probleme, les vecteurs de R" seront notés en colonnes.
e La lettre i désigne le nombre complexe usuel vérifiant 2 = —1. On s’interdira d’utiliser cette lettre & tout autre usage!
e On dit que A et B sont R-semblables (resp. C-semblable), noté : A ~ B (resp. A Y B).

si il existe une matrice P € GL,(R) (resp. GL,(C)) telle que A = P x B x P,
e On dit qu'une matrice A € M, (R) est diagonalisable dans R (respectivement dans C)

si il existe une matrice D € M, (R) (resp. M,,(C)) diagonale telles que A ~ D (K =R ou C respectivement).
e On dit que A € K est une valeur propre de A(€ M,,(R)) si Ker(A — \I,,) # {0},

de maniere équivalente : si il existe X € M,, 1(K) non nul, tel que AX = AX (ot K=R ou C).

L’espace E)\(A) := Ker(A — A\I,,) s’appelle alors I'espace propre de A associée a la valeur propre \.

e On note Spg(A) (resp.Spc(A)), 'ensemble des valeurs propres réelles (resp. complexes) de A. On a : Spr(A4) C Spc(A4).
d

d
e On rappelle que si 7' = Z ar X" € K[X] et que A € M,,(K) alors T(A) = ZakAk (avec A° = 1,).
k=0 k=0

Objectifs

Le but de ce probleme est d’étudier quelques propriétés spectrales de deux matrices A, € M, +1(R) et B,, € M, +1(R)
introduites par Mark Kac au milieu du XX siecle. Ces liens ont été mis en évidence par Alan Edelman et Eric Kostlan
au début des années 2000.

Ce probleme est divisé en quatre parties largement indépendantes. La Partie I permet d’étudier des criteres de
diagonalisation de matrices. La Partie II introduit les matrices de Kac en taille 3 et met en évidence les propriétés
qui seront démontrées en taille quelconque dans les Parties III et IV.



I - Valeurs propres et diagonalisation

1.1. Montrer que 3 est une relation d’équivalence sur M,,(R). La définition de 3 est donnée dans l'introduction..

I.2. Montrer que pour K =R, si A ~ B, alors Spy(A) = Spk(B).
On admet que le résultat est encore vrai pour K = C.
1.3. Montrer que si A ~ B, alors pour tout polynéme T' € K[X], T'(A) ~ T(B)

I.4. Montrer que si D est la matrice diagonale D = diag(A1, ... \,) € M, (K), alors Spg (D) = {\1,... \n}-

L.5. Soit T' € K[X] tel que T'(A) = 0 (annulateur de A), alors Spg(A) C Z(T') (ensemble des racines de T').
On pourra commencer par montrer par récurrence que si Ax X = \- X, alors pour tout k € N, A¥ x X = \*. X.

1.6. (*) Montrer que si A est diagonalisable sur K, alors il existe un polynéme 7' € K[X], scindé et a racines simples

tel que T'(A) =0
1.7. Notons {A1, A2,... A} 'ensemble des valeurs propres de A € M,,(K) sur K. Soit (Z1,...,2,) € Ey,(A) x ---

Ey, (A) tel que Z Z; =0
=1

T
(a) Montrer que, pour tout s € N, Z A Zj=0

j=1
. X = A
(b) On fixe j € [1,r], et on note L; = H SIS Pour h € [1,7], que vaut L;(Ap) 7
ks O
r—1
(c) On suppose que L; se développe sous la forme ZESX 5.
=0
r—1 r ’
Calculer de deux facons différentes Z Z (UsA}, - Zp). En déduire : Z; = 0.
5=0 h=1

On a donc démontré qu’on a la somme directe : ©}_; £y, (A).

(d) En déduire que dim Z E\(A) | = Z dim (E}, (A4)).
j=1 j=1

T
(e) Supposons que Z dim (E), (A4)) = dim M,, 1 (K) = n.
j=1
Montrer, en considérant une base adaptée a cette décomposition de E, que A est alors diagonalisable.

Bilan :
Soit A une matrice a coefficient sur K et T4 € K[X], un polynéme annulateur de A (i.e. T4(A) = 0).
Pour que A soit diagonalisable sur K, donc semblable & une matrice D = diag(\y,...\,) € M, (K)
il faut que pour tout k£ € N,,, T4 (A\x) = 0 (en combinant 2., 4. & 5.).
Cela donne une condition nécessaire, et un moyen de réduire les candidats-valeurs propres de A.
Pour que A € M,,(K) soit diagonalisable sur K et semblable & D = diag(\1, ... A\n),
n

(il faut et) il suffit que Zdim Ey, (A) =nou Ey, (A) = Ker(A — A\ 1p,) (7.).
k=1
Cela donne une condition suffisante pour diagonaliser A.
Mis en ensemble, ces deux résultats donne un algorithme pour savoir si une matrice est diagonalisable sur K.
On a aussi démontré que A est annulée par un polynome scindé a racines simples (s)si A est diagonalisable.

II - La dimension 3

On considere les matrices

010 0 -1 0
A=12 0 2 et B=1[12 0 =2
010 0 1 0




I1.1. Calculer A®> —4A4. On note 4, le polynéme X° —4X

I1.2. En déduire que la matrice A est diagonalisable sur R. Donner la liste des valeurs propres de A et la dimension
des espaces propres correspondants.
On ne demande pas de déterminer les espaces propres de A dans cette question.

I1.3. On considére pup = iua(—iX). Montrer que up € R[X] et que pp(B) = 0 (la matrice nulle).
Décomposer pp en produit de facteurs irréductibles sur C[X] et sur R[.X].

II.4. La matrice B est-elle diagonalisable sur R? Est-elle diagonalisable sur C? Donner la liste des valeurs propres
réelles puis complexes de B et la dimension des espaces propres sur R et C correspondants.
On ne demande pas de déterminer les espaces propres de B dans cette question.

On considere :
0

0
i 0 | € M3(C)
0 -1

D:

S O =

I1.5. Exprimer D~! x A x D & laide de la matrice B.

111 - Etude d’un endomorphisme

Soit n € N* un entier naturel fixé. Pour k € [0,n], on note f; : R — C la fonction définie par :
VzeR, fr(x) = cos(z)sin"*(z).

On note V,, le C-espace vectoriel défini par :

Vi = VeCtC(f07f17"'7fn) = {ZAkfk; / (>\07"' 7)‘n) € Cn+1} .
k=0

III.1. Montrer que la famille (fo, f1,..., fn) est libre. En déduire la dimension de 1’espace vectoriel complexe V,.

On pourra raisonner avec un équivalent, en 0 de la fonction Z Aefre

k=0
I11.2. Pour k € [0,n], montrer que f;, € V,,. En déduire que :
on Vo — V,
[ — on(f) = f/
définit un endomorphisme de V,, et que sa matrice B,, dans la base (fo, f1,..., fn) est la matrice :

0 -1 o ... ... 0

n 0 -2

0 n—1 0 =3 .

B, = ) . . ) ) € Mpt1 (R)

. .. .. .. .. 0

: .2 -n

o ... ... 0 1 o0

Pour k € [0,n], on note g : R — C la fonction définie par : Vo € R, gi(z) = ¢l(2k=n)z,

II1.3. Montrer que : Vo € R, gp(x) = (cosz + isinz)¥(cosz — i sina)"*.
II1.4. En déduire, a l’aide de la formule du binéme de Newton, que : Vk € [0,n], g € Vj.

I11.5. Pour k € [0,n], calculer g;.. En déduire que ¢, est diagonalisable. Donner la liste des valeurs propres complexes
de ¢, et décrire les espaces propres correspondants.

II1.6. Pour quelles valeurs de n ’endomorphisme ¢, est-il un automorphisme de V,, 7



IT1.7. Ecrire la décomposition de g, dans la base (fo, ..., fn) et en déduire que :

q0
. q1
ker(B,, —inl,+1) = Vect | . |,

dn

n
ou pour tout k € [0,n], on note ¢ = ink <k>

IV - Les matrices de Kac de taille n + 1

Soit n € N* un entier naturel fixé. On note A, la matrice tridiagonale suivante :

0 1 0 0
n 0 2
A= |V 03 € Mui1(R).
2 0 n
0 0 1 0

Le terme général ay; de la matrice A, vérifie donc :
— appy1 = ksil<k<n,
— app—1=n—k+2si2<k<n+1,
— ag,; = 0 pour tous les couples (k,1) € [1, (n + 1)2] non couverts par les formules précédentes.
On note enfin D,, € M,,+1(C) la matrice diagonale dont le k-ieme terme diagonal dyy vérifie dy = kL
IV.1. Soient M = (my¢)1<ke<p € Mp(C) une matrice de taille p et D = (dis) 1<k e<p € Mp(C) une matrice diagonale
de taille p. Exprimer le terme général de la matrice DM en fonction des my, ¢ et des dj ¢, puis exprimer le terme
général de la matrice M D en fonction des my, ¢ et des dj, ¢.

IV.2. Montrer que D;lAnDn = —iB,, ou B,, est la matrice déterminée dans la Partie III.
IV.3. Donner un polynéme pp € C[X] annulateur de B, puis un polynéme p4 € R[X] annulateur de A,.

IV.4. En déduire que A, est diagonalisable sur R, que les valeurs propres de A,, sont les entiers de la forme 2k —n
pour k € [0,n] et que :
Pbo

b1
ker(A,, —nly,41) = Vect | . |,

Pn

n
ou pour tout k € [0,n], on note py = <k>



Correction

EXERCICE -
.1. Calculer les deux limites : 1 ]
lim —— — — et lim (cos :c)l/x2
z—0 x(ew — 1) 2 z—0

e Au voisinage de O :

" _ 1
z(e® —1)=z(x + 5332 + o(z?))

/1
1 11 1 - 1/ 1 1 o0 en 0~
x<ex_1>‘x2—$z<<1+2“0<x>) ‘1>—xz<‘2“0<@>x:o‘2$m{_oo en 0F
1
e Notons que pour x € D € V) (non précisé), (cos $)1/x2 = exp <x2 In cos x)
z? 9 x? 9
Or, au voisinage de 0, In(cosz) = In (1—2—|—0(aj )>:—2—|—0(1: ).
1 2
Donc (cos ﬂ0)1/9«‘2 = exp <2 X <_$ + 0(332)>) — e_%, par continuité de exp. /2
T 2 z—0
. 1 1 . 1/x2 _1
lim e @ =0 lmlcose) =7
.2. Donner le développement limité de f : z — In(sinz) au voisinage de % et a lordre 4.
T i
Onposeh:x—z,onadoncx%Z@h—ﬂ).
On a alors
f() :f(h—i—%):ln(sin(h—i-g))zln(sinhsing—i-coshcosg)
ﬂ ) \/§ h2 h3 h4 4
—1H<2(Sll’lh+COSh) =In 7(1+h—?—€+ﬁ+0(h)
V2 R RS KA )
S P T P I TR AR IR
n-— +In|1+ > G +24+0( )
102 > .3 .4
:fni fu7+u7fu7+o(u4)
2 2 2 3 3 4 2 3\ 2 2\ 3
In2 h h h 1 h h 1 h 1 4 4
- A< SN T [ (7 i NI (A I h
2 2 6 24 2( 2 6)+3< 2) 7 (B + o)
In2 R B® At 1 R® Rt hd 1 ht 1
= 4h————+———(h—2— -2+ — )+ (AP -3 ) — = (A ht
2 26 24 2 2 6+4>+3< 32> 7 (B +o(h)
In2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e R A e Y (% NI (T Y. S (e =
2 <2 2> +<6+2+3) +<24+ 4>
In2 2
:—%+h W2 ShP = Sht o o(hY)
/4

.3. Donner un développement limité généralisé a l'ordre 3 de g : © — xch— au voisinage de +o0.
x

1
On pose h = —, on a I'équivalence x — 400 < h — 01,
x

Au voisinage de 400 pour x ou 01 pour h,

1 1 1 1 1
glx) = ach(u) =5 (e"+e™) = 7 (2 + 2§u2 + 2ﬂu4 + 0(u4)>
1 1 1
= + U + ﬂu3 + o(u?)



/2

3

1 1 1
Au voisinage de +oo, g(z) =z + % + Y +o < >

PROBLEME - MATRICES DE KAC-CLEMENT

Notations

e Pour n € N*, M,,(R) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels
et M,,(C) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients complexes.
e Dans tout ce probleme, les vecteurs de R™ seront notés en colonnes.
e La lettre i désigne le nombre complexe usuel vérifiant > = —1. On s’interdira d’utiliser cette lettre & tout autre usage!
e On dit que A et B sont R-semblables (resp. C-semblable), noté : A ~ B (resp. A Y B).

si il existe une matrice P € GL,(R) (resp. GL,(C)) telle que A = P x B x P~ 1,
e On dit qu'une matrice A € M,,(R) est diagonalisable dans R (respectivement dans C)

si il existe une matrice D € M,,(R) (resp. M,,(C)) diagonale telles que A ~ D (K =R ou C respectivement).
e On dit que A € K est une valeur propre de A(€ M,,(R)) si Ker(A — \I,,) # {0},

de maniere équivalente : si il existe X € M,, 1(K) non nul, tel que AX = AX (ou K =R ou C).

L’espace E)\(A) := Ker(A — \I,,) s’appelle alors I’espace propre de A associée a la valeur propre .

e On note Spg(A) (resp.Spc(A)), 'ensemble des valeurs propres réelles (resp. complexes) de A. On a : Spr(A4) C Spc(A4).
d

d
e On rappelle que si T' = Z axrX* € K[X] et que A € M,,(K) alors T(A) = ZakAk (avec A° =1,).
k=0 k=0

I - Valeurs propres et diagonalisation

I.1. Montrer que 3 est une relation d’équivalence sur M, (R). La définition de 3 est donnée dans [’introduction..

e Soit A € M,(R), alors A =1, x A X I;l.
Donc A ~ A, car I, € GL,(C). Donc Y est réflexif.

e Soient A, B € M,(R) telles que A ~ B.

Alors il existe P € GLy(C) telle que A= PBP~!, donc B= P 1AP.
Et comme P~' € GL,(C), B Y A. Donc ¥ est symétrique.

e Soient A, B,C' € M, (R), telles que A ~ Bet B ~ C.
Alors il existe P, Py € GL,(C) telle que A= PiBP; ' et B = PyCP;*

donc A = P1P20P2*1Pf1 = (PlPQ)C(PlPQ)_l, avec PP, € GL£,(C) (groupe).
Donc A Y C'. Donc Y est transitif. /1,5

Y est une relation d’équivalence sur M, (R).

I.2. Montrer que pour K=R, si 4 ~ B, alors Spg(A) = Spg(B).

On admet que le résultat est encore vrai pour K = C.

Supposons que A Y B, alors il existe P € GL,(R) telle que A = PBP~!, soit AP = PB.

On a les équivalences :

A€ Spr(A) <=3 X #0 telle que AX = AX <= I X #0 telle que PBP1X = \X
<= 3 X #£0 telle que B(P7'X) =AP'X
<= 3Y(= P X)), réelles, non nul car P~! € GL,(R) inversible telle que BY = \Y’
<= X € Spr(A4)



L.3.

I.4.

L.5.

Par double implication, qui signifie ici une double inclusion : /2,5

|Spr(4) = Spr(B) |

Montrer que si A ~ B, alors pour tout polynéme T € K[X], T'(A) ~ T(B)

Supposons que A ~ B et considérons P € GL,(K) telle que A= PBP™1.

Posons, pour tout k € N, Pp, : « A¥ = P x B¥ x P71 ».

— Powrk=0,onaA’=1,=PxP !'=PxI,xP '=PxB’x Pl
Donc Py est vraie.

— Soit k € N. Supposons que Py, est vraie. Alors

AR = A x Ak = pBP~! x PB*P~! = PB(P~'P)B*P~! = PBB*P~! = pBFtip-!

Donc Py est vraie.
La récurrence est démontrée. /1

d
Soit maintenant, 7' € K[X]. Supposons que T' = Z apX*. Alors
k=0

d d d
T(A) =) apA* =) aPB"P™' =P x (Z akBk> x Pl =P xT(B)x P
k=0 k=0 k=0

Donc T'(A) ~ T(B). /1

SiA E{ B, alors T'(A) ~ T(B) (avec la méme matrice de passage!).

Montrer que si D est la matrice diagonale D = diag(A1,...\,) € M, (K), alors Spg(D) = {A1,... A}

Soit A une valeur propre de D, alors Ker(D — AI,) # {0} (plus grand).

Ce qui signifie exactement que la matrice D — A\I,, n’est pas inversible.

Or celle-ci est diagonale, il s’agit de la matrice D — A, = diag(Ay — A\, ... Ay — A).

Une matrice diagonale est non-inversible si et seulement si un des coeflicients sur la diagonale est nul.

Donc A est valeur propre de D si et seulement si 37 € N, tel que \; — A =01ie. A€ {\,... \,}. /2

‘SPK(D) = {)\17.~>\n}-‘

Soit T' € K[X] tel que T'(A) = 0 (annulateur de A). Alors Spg(A) C Z(T) (ensemble des racines de T')

Soit. A une valeur propre de A.

Donc il existe un vecteur X non nul tel que AX = A X.

Montrons alors par récurrence que A¥X = \FX.

Posons, pour tout k € N, Qp : « AFX = 2\ X s

— Pour k=0, ona A =1,,, donc A°X = X = \°X.
Donc Qg est vraie.

— Soit k € N. Supposons que Q. est vraie. Alors

AL = A x AFX = Ax M X = MFAX = (W x N X = \FfLx

Donc Q41 est vraie.



L.6.

L7.

La récurrence est démontrée. /1,5
d

On a alors, en supposant que T' = Z ap X"

k=0
d d d d
O0x X =T(A) x X = <Z akAk> X =) ap(AX)=> (WX)= (Z ak)\k> X=T(0\) X
k=0 k=0 k=0 k=0
Or X est non nul, donc nécessairement, T'(A) = 0. /1,5

[Spxc(4) € Z(T).|

Montrer que si A est diagonalisable sur K, alors il existe un polynéme 7' € K[X], scindé et a racines simples tel
que T(A) =0

Supposons que A est diagonalisable sur K.
Alors A est semblable & une matrice diagonale, notée D = diag(A1, A2, -+, \p).
Notons E = {\;,7 € [1,n]}, 'ensemble des éléments de la diagonale.
Peut-étre que certains nombres aparraissent plusieurs fois dans D, ce n’est pas le cas dans I’ensemble F.
Considérons ensuite le polynéme T' = H (X — )), c’est un polynéme scindé a racines simples.
AEE

Montrons ensuite que T'(D) = 0.

T(D) = [[(D - AL

AEE

T(D) est donc un produit de matrices (les D — A\I,,, pour A € E), chacune de ces matrices est diagonale,
le produit de matrice diagonale est une matrice diagonale,
dont les termes sur la diagonale sont les produits des termes au méme place des matrices diagonales.
Formellement : T'(D) est diagonale et pour tout k € Ny,

[T(D)ew = [[(D = Malir) = [[([Dlkr =) = [] e = V) =0
AEE AEE AEE

car A\, € E.
Par conséquent, la matrice T'(D) est diagonale, avec que des 0 sur la diagonale. Donc T'(D) = 0. /3

Si A est diagonalisable sur K, alors il existe un polynome 7' € K[X], scindé et a racines simples
tel que T'(A) = 0.

Notons {A1, A2, ... A} ensemble des valeurs propres de A sur K.

Soit (Z1,...,2y) € Ex,(A) x -+ x E) (A) tel que > Z; =0

j=1
T
(a) Montrer que, pour tout s € N, Z A Zj=0
j=1
T
Soit s € N. Multiplions Z Zj =0 par A%, on a alors /1
j=1
T T
T SO
=1 =1

d’apres le calcul fait, par récurrence, en question 5.




(b)

()

X = A
N — Ak

On fixe j € [1,r], et on note L; = H
ki

. Pour h € [1,r], que vaut L;j(Ap)?

Si h = j, alors Lj(\y) =1 (produit de  — 1 nombres égaux a 1).
Si h # j, alors il existe k € [1,7] \ {j} tel que k = j, et donc un terme du produit est nul. Donc L;(Ap) = (1,5

YV heN,, Lj()\h) = 5]‘7]1.

r—1
On suppose que L; se développe sous la forme ZESX s,
=0
r—=1 r °
Calculer de deux facons différentes Z Z (UsA}, - Zp). En déduire : Z; = 0.
s=0 h=1
Selon qu’on somme sur s, puis sur h :
r—1 r r—1 r r—1 r
(LN Zn) =) LY (MZn) =) LY (0)=0
s=0 h=1 s=0 h=1 s=0 h=1

ou dans l'autre sens :

r—1 r r r—1 r
(CsA Zn) ( I ;)-Zh:Z(Lj(Ah))Zh:0+---+0+1-Zj+0+---+0=Zj
5=0 h=1 h=1 h=1

/2

‘Onadonch:O.‘

On a donc démontré qu'on a la somme directe : ©_; Ey,(A).

(d)

En déduire que dim Z E\(A) | = Z dim (E, (A4)).
j=1 j=1

La somme étant directe, le résultat demandé est une application directe du cours : /0,5

dim | Y Ex(A) | =dim (&), Ex(4)) = dim (E),(4))
j=1 j=1

T
Supposons que Z dim (E,\j (A)) =dim FE.
j=1
Montrer, en considérant une base adaptée a cette décomposition de E, que A est alors diagonalisable.

Considérons pour chaque espace propre E )\j(A), une base B;.
Comme les espaces propres sont en somme direct, I’association (concaténation) des bases B; donne donc au

total une famille libre. .

Par construction, cette association contient Z dim (E \j (A)) = dim E éléments.
i=1
Il s’agit donc d’une base de E.
L’écriture de la matrice de 'application linéaire ¢ 4 canoniquement associée a A dans cette nouvelle base est
nécessairement diagonale (car chaque vecteur a pour image par A, un vecteur colinéaire & lui-méme).
Cette nouvelle matrice, diagonale donc, est semblable & A. /2

Si Z dim (E),(A)) = dim E, alors A est diagonalisable.
j=1




Bilan :
Soit A une matrice a coefficient sur K et P4 € K[X], un polynéme annulateur de A (i.e. P4(A) = 0).
Pour que A soit diagonalisable sur K, donc semblable & une matrice D = diag(A1, ... \,) € My (K)
il faut que pour tout k € N,,, P4(A\;) =0 .
Cela donne une condition nécessaire, et un moyen de réduire les candidtats-valeurs propres de A.
Pour que A soit diagonalisable sur K et semblable & D = diag(A1, ... \,),

n
(il faut et) il suffit que Z dim Ey(A) = n.
k=1
Cela donne une condition suffisante pour diagonaliser A.
Mis en ensemble, ces deux résultats donne un algorithme pour savoir si une matrice est diagonalisable sur K.
On a aussi démontré que A est annulée par un polynome scindé a racines simples (s)si A est diagonalisable.

II - La dimension 3

On considére les matrices

010 0 -1 0
A=12 0 2 et B=1[12 0 =2
010 0 1 0

I1.1. Calculer A% —4A. On note ju4, le polynéme X3 — 4X.

/1

I1.2. En déduire que la matrice A est diagonalisable sur R. Donner la liste des valeurs propres de A et la dimension
des espaces propres correspondants.
On ne demande pas de déterminer les espaces propres de A dans cette question.

D’apres la partie précédente, comme py = X(X? —4) = X(X — 2)(X + 2) est un polynéme scindé & racines
simples qui annule A, les valeurs propres de A en sont des racines donc Sp(4) C {0,2,—2}. (En fait, A est
nécessairement diagonalisable d’apres la réciproque de 1.5.).

Montrons qu’elles sont bien valeurs propres, en montrant que E)(A4) # {0} pour A € {-2,0,2} Or

2 10
e A+2I3= |2 2 2|, non inversible, puisque L; + L3 = L et donc rg(A + 2I3) < 2 i.e. dim(E_2(A)) > 1.
01 2
010
e A+0I3= |2 0 2], non inversible, puisque L; = L3 et donc rg(A + 0I3) < 2 i.e. dim(Ep(4)) > 1.
010
-2 1 0
e A-2]3=| 2 —2 2 |, noninversible, puisque L;+ Lo+ Lg = 03 et donc rg(A—213) < 2i.e. dim(FEq(A)) >
0 1 -2
1. La somme des dimensions des espaces propres est donc supérieure & 3, mais aussi inférieure 4 3 = dim R>.
Donc d’apres le critere de 1.7. : /2,5

‘A est diagonalisable et Spgr(A) = Spc(4) = {—2,0,2}. ‘

I1.3. On consideére pup = ipua(—iX). Montrer que up € R[X] et que pp(B) = 0 (la matrice nulle).
Décomposer pp en produit de facteurs irréductibles sur C[X] et sur R[X].
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I1.4.

IL.5.

/1,5

pp =ix ((—iX)? —4(—iX)) =i x (iX? +4iX) = - X® —4X = - X(X? +4) = - X (X — 20)(X + 2i) € R[X]

-2 0 2 0 4 0
B*=10 -4 0 B =[-8 0 8| =-4B
2 0 -2 0 -4 0

Donc pp(B) = B34+ 4B =0

La matrice B est-elle diagonalisable sur R ? Est-elle diagonalisable sur C? Donner la liste des valeurs propres
réelles puis complexes de B et la dimension des espaces propres sur R et C correspondants.

Supposons que la matrice est diagonalisable sur R,
alors elle serait semblable & une matrice diagonale, notée Dp dont les éléments sur la diagonale
A sont des racines réelles de X3 +4X = X (X — 2i)(X + 2i).
Donc cette matrice serait la matrice diagonale avec que des 0, i.e. la matrice nulle.
B serait semblable a la matrice nulle et serait donc nulle. Impossible. /1.5

B n’est pas diagonalisable sur R. ‘

En revanche, sur C, les valeurs propres de B sont 0, 27 et —2i.
On calcule les espaces propres comme précédemment pour A :

20 =1 0
e B+2il3 = |2 2 —2], non inversible, puisque L; —iLy — L3 = 0 et donc rg(B + 2il3) < 2 i.e.
0 1 2
dim(E_5;(B)) > 1.
0 -1 0
e B+0I3= |2 0 —2], non inversible, puisque Ly = —Lg3 et donc rg(B + 0I3) < 2 i.e. dim(Ey(B)) > 1.
0 1 0
-2t —1 0
o B — 2i]3 = 2  —2¢ —2 |, non inversible, puisque Lj + iLy — Ly = 03 et donc rg(B — 2il3) < 2 i.e.
0 1 =2
dlm(EQZ(B)) Z 1.
Comme précédemment, la somme des dimensions vaut donc 3 et /1,5

B est diagonalisable sur C.

Exprimer D™ x A x D a Paide de la matrice B.

La matrice D est diagonale, donc son inverse s’obtient facilement (en inversant chaque terme de la diagonale).

Il suffit ensuite de faire le calcul : /1
1 0 0 0 ¢ 0 0 4 0
D'xAxD=(0 —i 0 |x|20 -2 |=(-2 0 2 |=-iB
0 0 -1 0+ 0 0 —i 0
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111 - Etude d’un endomorphisme

Objectifs
Soit n € N* un entier naturel fixé. Pour k£ € [0,7n], on note f; : R — C la fonction définie par :
Ve eR, filx)=cos®(z)sin" *(z).

On note V,, le C-espace vectoriel défini par :

Vn:VeCt(c(fo,fl,..., {Z)\kfk )\0,..., ) ECnJrl}.
ITI.1. Montrer que la famille (fo, f1,..., fn) est libre. En déduire la dimension de l’espace vectoriel complexe V,.
n
On pourra raisonner avec un équivalent, en 0 de la fonction Z Mefre
k=0

Soient Ag, ... A, € K tels que Z M fr = 0 (fonction nulle)
k=0

Alors, pour tout z € R, Z A cos® () sin® % (z) = 0.

k=0
Supposons que {k € N,, | \x # 0} # 0.
Cet ensemble est non vide, inclus dans N, majoré par n;
il admet donc un plus grand élément, noté k. Ainsi, pour tout k& > ko, A\x = 0.
ko
On a donc pour tout = € R, Z A cos® () sin*(z) = 0

On peut calculer un développement limité au voisinage de O :

VheN, cos"z ~ letsinz ~ 2P
z—0 z—0
ko
Donc 0 = Z)\k cos” (z) sin™ Z Ak ( Koz k)) = Ay RO (2R,

k=0
On a nécessairement A\, =0 (I’ equlvalent d une fonction nulle est 0).
On a donc une contradiction, ainsi {k € N, | Ay # 0} =0

’ Ainsi, la famille (fo, f1,..., fn) est libre. ‘

Par définition de V,,, la famille (fo, f1,..., fn) en est une famille génératrice. C’est donc une base de V,.

’dimVn:n—l—l.‘

/2

/1

I11.2. Pour k € [0,n], montrer que f;, € V,,. En déduire que :

n Vn — V,

[ eulf) = f/
définit un endomorphisme de V,, et que sa matrice B,, dans la base (fo, f1,..., fn) est la matrice :

0o -1 0O ... ... 0
n 0 —2

0 n—1 0 =3 ".

Bn = . € Mn—l—l(R)
2 -n

0 o 1 0
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fr est dérivable sur R et pour tout x € R,

fo(z) = —kcos® Hx)sin 1 (z) + (n — k) cos" T (2) sin® " F () = —kfr_1(2) + (n — k) frg1 (2)

/1

Donc f}, € Vy,.

La matrice de ¢, s’écrit en écrivant I'image d’une base. Cela donne directement : /0,5
o -1 0 ... ... O
n 0 -2
0 n—1 0 =3 "~
Bu = Mfo fi g (o) = | © ) L € Mp11(R).
: . P ()
2 0 —n
0 0o 1 0

Pour k € [0,n], on note g; : R —» C la fonction définie par : Vo € R, gj(x) = '),
I11.3. Montrer que : Yz € R, gi(z) = (cosz + isinz)*(cosz — isinz)" .

Pour tout = € R,

(cosx + isinz)¥(cosz — isinz)"F = (eix)k X (efm)n_’C = gihe—(n=kjiz _ (ik=n)z _ g ()

/1

VzeR, gi(x)= (cosz+isinz)¥(cosz —isinz)" .

II1.4. En déduire, a I’aide de la formule du binome de Newton, que : Vk € [0,n], gk € Vj,.

Soit k € [0,n],
n—~k

k o . _k
( _)ik] cos? sin" ™ x Z (n )(—i)”kr cos” sin™ k7
J T

r=0

k
(k> (n - k) ik—j(_i)n—k—r cos™ I Sinn—(r-i-j)
Vi T

Posons s = r + j, dans la seconde somme (c’est r qui est remplacé par s). Donc s variede j an —k+j

gk

I
]~

0

<.
= |l

n

=0r

<
Il
o

k n—k+j k n—k
g, = Z Z ( ) ( ,)ikj(—i)"ksﬂ cos®sin"™*
=0 5= M/ \FTJ
k\ (n—k - .
= Z < > < ,)ik_j(i)”_k_sﬂ cos®sin"*

0<j<s<n—kkes<n—k+g M7/ N5 T

SISSKn SSN—k+)

n

S5 ()0 )

6 i
s=0 \j=s+k—n J J

/2

’Vk‘E[[O,TL]], gkevn-‘

I11.5. Pour k € [0,n], calculer g;. En déduire que ¢, est diagonalisable. Donner la liste des valeurs propres complexes
de ¢, et décrire les espaces propres correspondants.
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Pour tout k € [0,n], = vn(gr) = g = i(2k — n)gg.
Ainsi, les vecteurs gj sont des vecteurs propres de ¢, chacun étant associé a la valeur propre i(2k —n) .

¢n admet donc n + 1 valeurs propres,
chaque espace propre associé est de dimension au moins 1 (puisque gx € Ej(a1—n))-
La somme des dimensions des espaces propres est donc au moins n + 1.
Comme, elle ne peut dépasser ce nombre, nécessairement, chaque espace propre est de dimension 1.

Ainsi, ¢, est diagonalisable. Sp(y¢,) = {i(2k —n),k € [0,n]} et Ejop_pn) = vect(gr)-

/2

II1.6. Pour quelles valeurs de n ’endomorphisme ¢,, est-il un automorphisme de V,, 7

Pour étre inversible (donc un automorphisme), il est nécessaire que 0 ne soit pas valeur propre de ¢,
sinon Ey = Keryp,, est non réduit a 0.

Cela donne comme condition nécessaire : V k € [0,n], i(2k —n) # 0, donc n n’est pas pair, donc impair.

Réciproquement,
si n est impair, alors pour tout k € [0,n], i(2k — n) # 0.
La matrice D, diagonale, semblable & B,, est donc inversible (dans C),
puisqu’elle ne possede aucun 0 sur la diagonale.
Donc, par similarité (donc équivalence), le rang de B,, vaut n (sur C donc sur R).
Ainsi B,, est inversible.

‘gon est donc un automorphisme de V,, si et seulement si n est impair.‘

/2

II1.7. Ecrire la décomposition de g, dans la base (fo, ..., fn) et en déduire que :

4o
. q1
ker(By, —inl,4+1) = Vect | . |,

an

n
ol pour tout k € [0,7n], on note g = i"~* <l<:>

On a démontré en question 4. que pour k € [0, n],

gn =@ — ¢ — (cos +isin)"

n
ny\ ., _ . o
= i"F cos sin®F
k
k=0

gn = Z (Z) in_kfk

k=0

Puis, génériquement, si X = My, 1, .1.)(h), on a les équivalences :

X € Ker(B), —inlpy1) <= Bp,X —inX =0<= B, X =inX
<= h € Ker(y — inid) = vect(gan—n) = vect(gn)

ker(By, — inlpy1) = vect (1" (3) " (T) a (Z> ) T

Donc

/1

/2
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IV - Les matrices de Kac de taille n + 1|

Le terme général ay; de la matrice A,, vérifie donc :

— ak,kH:ksilgkgn?

— app—1=n—k+2si2<k<n+1,

— ag,; = 0 pour tous les couples (k,1) € [1, (n + 1)?] non couverts par les formules précédentes.

On note enfin D,, € M, +1(C) la matrice diagonale dont le k-ieme terme diagonal dy vérifie dy, = ikt

IV.1. Soient M = (my ) 1<k e<p € Mp(C) une matrice de taille p et D = (dpe)1<ke<p € Mp(C) une matrice diagonale
de taille p. Exprimer le terme général de la matrice DM en fonction des my, ¢ et des di ¢, puis exprimer le terme
général de la matrice M D en fonction des my ¢ et des dj 4.

Pour tout (r,s) € NZQ,, puisque [D],, = 0 des que k # r :

p
Z [D]T,T[M]T s = dppMys
k=

)

—

p
Z 0 x
k=1,k#r
p p
Z Z 'rk x 0+ [M]T,S[D]S,S = My sds,s
k=1 k=1 ks
/15

Vr,s €Ny, [DM]T',S = dr,rmr,s [MD]T,S = ds,smr,s

IV.2. Montrer que D, L4, D,, = —iB,, ot B, est la matrice déterminée dans la Partie III.

La matrice D, est également diagonale et [D,,']s s = = — = (—9)*7,

On a alors, pour r,s € N,

[D}lAnDn]nS =D, 1] r[ApDylr s car D, 1 diagonale
= (—4)" 1 ApDy)r s = (—z’)r_l[An]m[Dn]&s car D, diagonale
- 1,;s

|
—
d

On a: [A], s =0 des que |[r — s| # 1.
Danslecas s =7 —1,

[DrzlAnDn]r,r—l = (_1)7"711‘7“711‘7,72[—’471]7"7"—1 = (_1)T71i2(r71)7;71[An]r,r—l = _i[An]r,r—l

)

=—iln—r+2)= _'L'[B]T‘J"*l

Dans le cas s =7+ 1,

[ 1A D ]M—H :( )T bt r[ n]w—irl - (_1)T_1i2(r_1)i1[An]r,r—irl - i[An]r,r+1
=qr z( r) = —i[Blrr41

/2
~1 A, xD=—iB,

IV.3. Donner un polynéme pp € C[X] annulateur de By, puis un polynéme p4 € R[X] annulateur de A,,.

On a vu que B, était semblable & la matrice diagonale DB,, = dlag( (2k — n)), k € [0,n]).

Donc H —i(2k — n)) est annulateur de DB,,.

Par 51m11ar1te (question 1.6.), /1,5

n

U = H(X —i(2k — n)) est annulateur de B,.
k=0
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n
Notons g4 = H(X — (2k — n)), alors comme A, Y —iB,, (question précédente) :
k=0
n n
A ,UA —1 —1By, — —n)Ipy1) = (—i n— 12k —n)lpt1) = (—1)" " pp(Br) =
(An) ~ a(~iB) By — (2k — m)Is1) = ()" [] (Ba — ik — m)Tgs) = (—)" i (Ba) = 0
k=0

Donc p14(Ay) est semblable & la matrice nulle. C’est nécessairement la matrice nulle. /1,5

n

A = H(X — (2k — n)) € R[X] est annulateur de A,.
k=0

IV.4. En déduire que A, est diagonalisable sur R, que les valeurs propres de A,, sont les entiers de la forme 2k —n
pour k € [0,n] et que :
T
ker(A,, — nl,4+1) = Vect (po P11 pn) )

n
ou pour tout k € [0,n], on note py = <k>

Les valeurs propres de A sont donc parmi les racines de ji4, i.e.
Sp(A4,) C {2k —n,k € [0,n]} CR
Ainsi A, posseéde au plus n + 1 valeurs propres, elles sont réelles.
Pour vérifier que ce sont bien TOUTES des valeurs propres, nous allons étudier les espaces propres Fop_,,, sur
C dans un premier temps, puis R ensuite.

Puisque D,, est inversible, on peut faire le changement de variable X = D,, x Y.
Posons finalement, pour la suite Y = D' X <= X = D,, x Y (car i~} = —i).

X € Ker(A, — 2k —n)Ipy1) <= A X = (2k—n)X < A,D,)Y = 2k —n)D,Y
< D, 'A,D,, xY = (2k —n)Y <= —iB,Y = (2k —n)Y
< B,)Y =i(2k —n)Y <= Y € Ker(B,, —i(2k —n)I4+1)

L’espace propre pour B, est Ker(B,, — i(2k —n)I,+1) est de dimension 1 sur le corps C.

Ainsi, sur C, Ker(A, — (2k — n)I,+1) est de dimension 1, il s’agit de l’espace engendré par D, X Y avec
Y € Ker(B,, —i(2k — n)I,+1) (de dimension 1) et Y # 0.

Notons X = D,, x Y, puis X; = Re(X) et Xo = Im(X). On a
AX = (2]{3 — n)X = A(Xl + ZXQ) = (2]{3 — n)(X1 + ZXQ) = AX; = (2]{} — n)X1 et AXy = (Qk — n)Xz
Donc Ker(A,, — (2k — n)I,+1) n’est pas réduit a {0} (sur le corps R). /3

‘Sp(An) C {2k —n,k € [0,n]} C R et A, est diagonalisable.‘

(Mémes arguments qu’en I11.5.)
On a alors (sur C, et finalement sur R) :

X € Ker(A —nl,1) & D' X € Ker(B — inl, 1) < X € vect(D,, x Q)

Or, puisque D,, est diagonale et ) une colonne (attention au décalage d’indice...) :

. 1 n—(i—1 n . n
vjeNn‘i’l? [ nQ] [ ]:J[Q]]_Z] XZn G )<]_1> :Zn<3_1>
En prenant la partie réelle (si n est pair) ou imaginaire (si n est impair), on trouve donc /2
ker(A,, — nl,+1) = Vect (po p1oc pn)T ,ou pour tout k € [0,n], on note py = (Z)
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