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Devoir a la maison n°-7
CORRECTION

Exercice 1 - Inégalité de Pompeiu
Soient f : R — R convexe et z,y,z € R. Le role joué par z, y et z dans le calcul est symétrique, il y
a bien un des trois nombres plus petit, un plus grand. On peut les appeler dans l'ordre z, y et z sans
perte de généralité.
On peut donc supposer (de maniere suffisante) : ¢ < y < z.

T+ z
En revanche, il n’est pas général de penser que y < % Il faudra donc étudier les deux cas.

T+ z
Supposons donc que y < 5
On a alors : yt+z gZ;—Z:Z.
etx:x+x\%:2m Yy+2=>2r4+2y+22<3y+ 3z = —|—y+z<y+z.

2

Ainsi, on a

3 T2
, ] (indépendant de 'hypothese y < I‘LZ)

+ +2
Yy ze{x—&—y

2 3
Et donc, il existe u € [0, 1] tel que vtz _ uerngZ + (1 —wu)z.
Onaégalementzgzéx;'zgzgzzz.
etyé%“é?y r+z=>2r+2y+22< 3z + 32 jx+§+z<m;z'
Ainsi,otlaxgze{x+g+z7z].
Et donc, il existe ¢ € [0,1] tel que rhe tw—i—y—i— 4 (1—-1)=.
Si on additionne ces relations, on trouve : %W = (u-+ t)w +(2—(u+t))z.
r+y+2z 3r+y+z
Or = =3 g +§ 5
Or Iécriture sur un segment est unique, on peut identifier : u+t = B (et donc 2—(u+t) = 1).
Bilan:Onam<x;yngrngZix;Zgygy;Zgz.

Les inégalités de convexité donne :

F(55) <o () ramwre e 7(557) <o (FE ) s

On a également f (33 ;— y) < %f(x) + %f(y)

En additionnant ces trois inégalités :

P 1 () 4 (550) < weor (FEEEE ) - ok ) + @)+ 350)

Et comme, u 4+t = %, en multipliant tout par % :

§[f(“"§y)+f(y“) (”ﬂ L@+ ) + f<z>]+f(“§{“)

N T+ z T+ T+ z r+y+z +z
Danslecasouy>T,onaa:§ 2y< 5 < 4 gyng <z
On décrit alors m et ¥E2 sur le segment [z, “""P)ﬂ] avec un v’ et ¥ comme précédemment.

On montre alors de nouveau que v’ +t' = 3...(Exercice!)



Probleme
On note M, I'ensemble des matrices & coefficients réels, de taille 2. (M, +, X) a une structure d’anneau.
On note G, le sous-ensemble de M des matrices inversibles. On admet que (G, X) est un groupe, on
Pappelle le groupe linéaire (réel d’ordre 2).

Pour une matrice M = ( CCL Z ) eM,

e on note det M = ad — be, appelé déterminant de M

e on note M7 = ( @ ¢ , on appelle cette derniere matrice, la matrice transposée de M.

b d

On note O = {M € M | MT x M = I,}, les éléments de O sont les matrices orthogonales.
On note S = {M € M | MT = M}, les éléments de S sont les matrices symétriques.

1. Structure

(a) On a évidemment l'inclusion ensembliste : S C M.
Puis la matrice nulle 05 € S, donc S # (.

. , , a b , [ d ¥V
Enfin, si A, A’ € S, on peut ecrlreA( b od ) et A’ = ( Yo

/ /
A—A/:A+(—A/):<a+a b+b )

b+b d+d
Donc A— A’ €8S.

‘S est un sous-groupe de (M, +). ‘

(b) Si A€ O, alors AT x A = I,,, donc A est inversible (d’inverse AT).
Donc on a l’inclusion ensembliste : O C G.
Puis la matrice identité Iy € O : 1T x Iy = 13 = I,.
Ensuite, si A € O, alors A~! = A7 et donc

(A A =44 =,
Ainsi A=' € O. Enfin sur 4, A’ € O, alors

(Ax AT x (Ax A)= (AT ATAA = (A)TA =1,
=1,

donc A x A" € O

‘ O est un sous-groupe de (G, X). ‘

(¢) Condition nécessaire et suffisante vérifié par les éléments de G.

i. Soit M = ( (é Z ) € M. Le calcul donne :
u? o o— a*+bc bla+d)\ [ a®+ad—ad+be b(a + d)
"\ cla+d) bet+d* ) cla+d) be — ad + ad + d?

(a+d)<‘; Z)(adbc)((l) ?)

| M2 = (a+d)M — det(M)1,. |

ii. On a donc (M — (a+d)ls) x M = M? — (a+d)M = — det(M)I5.

1
Donc si det M # 0, en notant N = m((a+d)12 — M), NxM = I.
e

1
Si det M # 0, M est inversible avec M ~! = detM((a +d)l — M).

iii. Supposons maintenant que M est inversible, d’inverse N. Donc 1 = det [, = det M N =
det M det N.
Si det M = 0, alors on a 1 = 0. Impossible. Donc det M = 0.

Réciproquement, si M est inversible, alors det M # 0. ‘

(d) Description des éléments de O. Soit M = ( a b ) On suppose que M € O

c d



i. Le calcul donne

ab+cd bV2+d?

Doncab+cd=0et a®?+c2=1=0b>+d>
Si b =0, alors cd = 0, mais b> + d?> = 1 = 02 + d?, donc on ne peut avoir d = 0.
donc nécessairement : ¢ = 0, puis a? = d?(= 1).
Sib#0, alors a = —¢d, et donc 1 = a® + ¢ = Gd> + % = 5 (d® + 1) = &.
Ainsi, 2 =b?etdonca?=1-c2=1-0b%=d>%

2.2
MTXM:(a +c ab—l—ccl)ZI2

‘Dans tous les cas a? = d?. ‘

ii. Supposons que a =d et d # 0, donc cd = —ab = —bd. Alors ¢ = —b.
Puis on trouve a® 4+ ¢* = 1, donc a € [—1,1]. Il existe a € [0,7] tel que a = cosa
(o = arccos a).
On a alors ¢ = V1 — cos? @ = £sina.
si ¢ > 0, on a donc ¢ = sin « et la matrice a la forme cherchée avec 6 <+ a.
si ¢ <0, alors ¢ = —sina = sin(—a) et a = d = cos(a) = cos(—a)
et la matrice a la forme cherchée avec 6 + —a.

Donc il existe 6 € [—m, 7] tel que M = ( cosf —sinf >

sinf  cos6

iii. Supposons que a = —d et d # 0, donc ¢d = —ab = bd. Alors ¢ = b.
Puis on trouve a? 4+ ¢* = 1, donc a € [—1,1]. Il existe a € [0,7] tel que a = cosa
(a0 = arccos a).
On a alors ¢ = V1 — cos? @ = £sina.
si ¢ > 0, on a donc ¢ = sin « et la matrice a la forme cherchée avec 6 <+ a.
si ¢ <0, alors ¢ = —sina = sin(—a) et a = d = cos(a) = cos(—a)
et la matrice a la forme cherchée avec 6 + —a.

sinf) —cos@

Donc il existe § € [—m, 7] tel que M = < cosf  sinf )

iv. Avant de faire la réciproque, il faut aussi analyser le cas d = 0.
On a alors a = 0, puis b = +c et b = +1, donc quatre cas possibles : (b,c) €

{(17__1)7(__1’1)7(171)’(__17__1)}' .

Mais cela correspond au cas précédent ii. pour 6 = —%5 et 0 = 7, puis iii. pour § =
et 0 = — 3 respectivement.

Faisons la réciproque.

Considérons 6 € [—m, 7| et My = < (s:?r?z ;21;160 ) et My = ( Z?ﬁg _s1cr(1)899 ), alors

INTE

M1T « M = < cosf sinf ) ( cos)  sinf

_ T .
—sinf cosf sin @ —cos&>_12 My x Mz = I

Finalement, par double inclusion

cosf —sinf cosf sind
OZ{(Sinﬁ cos )’96[_W’W]}U{<sin9 —cos@)’ge[_ﬂ-’ﬂ}

2. Propriété topologique de M.

an by

On dit que (M, )nen = (( o4 )) converge vers M = ( CCL Z ) si
n n neN

1
(a) Soit M = ( Z Z € M. On lui associe une suite (M,,) définie par : M,, = ( CHC_ n 0 >
On a I’équivalence M,, € G <= det(M,,) #0

d d
Ordet 77 b = dz+ad—bc. Donc det(M,,) =0 <= — =bc—ad < n = .
c n bc — ad

d
Il y a donc au plus une valeur de n (ou aucune si det M = 0) qui rend M,, non inversible.

‘Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout n € N, (M,,)) € G. ‘

‘ Clairement : lim(M, () )nen = M. ‘




(b) Soit (@), une suite de matrices orthogonales (pour tout n € N, Q,, € O).

On note Q,, = < (Cl" Z" ) (on pourrait exploiter mieux encore 1.(d)iv, mais ce n’est pas
n mn

nécessaire).
On a donc a,, € [—1,1], elle est bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut
en extraire une suite convergente. On note ; cette extraction.
On a ensuite by, () € [—1,1], elle est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
on peut en extraire une suite convergente. On note yq cette extraction.
On a ensuite ¢y, (,,(n) € [—1,1], elle est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
on peut en extraire une suite convergente. On note @3 cette extraction.
On a ensuite dy, (p,(ps(n))) € [—1,1], elle est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente. On note ¢, cette extraction.
Or ¢ := 1 0y 0 3 0wy sont des fonctions extractrices de @1, de 1 0 2 et de 1 0 s 0 Y3.
Ainsi les quatres suites (ay(n))ns (by(n))ns (Cpm))n €t (dyn))n sont convergentes.

Il existe ¥ : N — N strictement croissante telle que (Qyn))nen converge. ‘

A B

C D

Donc a2 + ¢2 = 1, donc afp( )+ ci(n) =1 et en passant & la limite A% + C? = 1.
Donc b2 + d? =1, donc bw(n) + d w(n) = =1 et en passant & la limite B2 + D? = 1.
Donc a,b,, + cndn =0, donc ay(n)byn) + Cyn)dymn) =1 et a la limite AB + CD = 0.
Cela donne donc QT x Q = I,,, donc

Par ailleurs, pour tout n € N, Q,, € O. On note Q = lim Q) = (

‘La limite de (Qyn)) est une matrice orthogonale. ‘

3. Diagonalisation orthogonale d’une matrice symétrique de S.

Soit M = ( Z Z >7 une matrice de S.

1 2b cosf —sinf
(a) On suppose que a — d # 0. On note 6 = 3 arctan <a—d> et U= ( sinf  cosd ) € 0.

T _ acosf +bsinf  bcosh + dsinf cosf —sinf
Ul x M xU _< —asinf +bcosf —bsinf + dcosb sinf cosf
_ acos?  + 2bcos O sin @ + dsin’ § (d — a) cos B sin @ + b(cos?  — sin? 9)
(d—a)cosfsinf + b(cos?f —sin?@)  asin?@ — 2bcosfsin b + dcos? 0
Or cos@sin 6 = sin(26) et cos? § — sin® 6 = cos(26).
1
Donc (d — a) cos fsin 6 + b(cos? § — sin? ) = i(d — a)sin(20) + bcos(26).
sin20 20
cos20 a—d

’La matrice UT x M x U est diagonale. ‘

Or tan 20 =

1
. Donc (a—d) sin 20 = 2bcos 26 et §(d—a) sin(20)+b cos(20) = 0.

2 _
(b) On suppose que a —d = 0. OnnotoU:\g< } 11 > € 0.

Le calcul donne

1/ a+b b+d 1 -1
T I
UmxMxU- =35\ o4 —btd ) L1 1
B a+2b+d (d—a) _( a+2b+d 0
a—2%+d )= 0 a—2b+d

’ La matrice UT x M x U est diagonale. ‘

(c) On a étudié tous les cas possibles dans les questions précédentes. Puis comme U? = U1,
puisque U est orthogonale. Donc

SiMES,alorsilexisteUE(’)et)\,MERtelqueM:Ux(())\ 2>><UT.

On cherche a démontrer le théoreme de décomposition polaire :
Pour toute matrice M € M, il existe (S,Q) € O x S tel que M =Q x S.

4. Décomposition polaire pour des matrices M € G.



(a) Analyse (i & v). On suppose qu’il existe (S,Q) € O x S tel que M =@ x S.

i. D’apres énoncé : M7 = ST x QT = SQT car S est symétrique, puis

MT x M = (SQT) x (QS) = S(QTQ)S = SS = S2

ii. Notons A = M7T x M, alors AT = (MTM)T = MT x (MT)T = MT x M = A.
Donc A est symétrique.
D’apres la question 3.,

ilexisteUEO,)\,MERtelqueA:Ux(())\ B)XUT.

On sait également que A = 5%, donc det A = det(S) > 0

3 g)det(UT) det Ux (M) det UT = A\pudet U det UT

= Audet(UUT) = Apdet Iy = M.

alors que det A = det U xdet (

‘Donc A= (det S)? > 0 (non nul sinon det M = det S det Q = 0, faux). ‘

iii. On considere la matrice colonne X = U X ( (1) ),

XTAX=(1 0 )UTU()‘ E)UTU(é)(l o)<3 2><(1)>)\

Alors que XTAX = XTMTMX = (MX)T(MX).
Sil'on note M X = ( ch ) (colonne), ona XTAX =(z y) ( * ) =22+y? > 0.
Donc A = 22 + 4% > 0.

De méme avec Y = U X ( (1) ),ontrouveu>0.

‘ A>0et u>0. ‘
A>0,u>0.
On a terminé I'analyse, on a suffisamment d’informations pour trouver un couple (S, Q)
satisfaisant.
iv. Considérons maintenant S = U x ( VA0 ) x UT Alors §? = U x ( VA0 ) X
0 Vi 0 Vi
UTU><<\F)‘ 0 )xUT Ux()‘ O)XUT:MTM
0 Vi 0 pn
Puis §7 = (UT)7 x ( VA0 ) xUT = §
0 Vi
‘donc SeSetS? :MTM.‘
v. Notons que S est bien inversible, car det S = \f)\\/ﬁ =/ An = Vdet M2 = |det M| # 0.

Notons alors Q = M x S, on a donc M = SQ et
QTQ _ (S_l)TMTMS_l _ 5—1525—1 _ 1'2
car SS~! = I, donc si 'on transpose : (S™1)TST =I5, or ST =S, donc (S~1)T'S = I,

done (S~HT =51

vi. On a construit, pour toute matrice M inversible une matrice S symétrique et ) ortho-
gonale telles que M = SQ.

Ainsi si M € G, il existe (5,Q) € S x O tel que M = SQ

vii. Montrer que @ = M x S~! € O.

viii. Conclure dans le cas M € G



(b) On suppose maintenant que M est quelconque.

i. On reprend le résultat de la question 2.(a)

‘Il existe une suite de matrice (M,,) € G telle que (M,,) — M. ‘

ii. On applique, pour tout n € N, les résultats de la question précédente (M, € G) :

‘Il existe deux suites (S,,) € SN et (Q,,) € ON tel que pour tout entier n, M, = Q,, x S,

iii. On applique maintenant le résultat de la question 2.(b)

‘Il existe ¢ : N — N strictement croissante tel que (Qy(,)) converge vers @ dans O. ‘

: _ -1 _ 0T
V. Syn) = Quiny Men) = Quny X My(n)-
Il s’agit d’un produit de deux matrices, on a besoin de regarder coeflicients par coefficients.

. an bn _ an  Bn
Supposons que M,, = ( o d, > et Q, = ( O )

Donc, pour tout n € N,

S,

) — ( Qg(n)  Vo(n) >X< Qo) Dp(n) ) _ ( Qg (m)@p(n) T Yo Cotn)  Vp(mbetn) + Vo(m)do(n) )

N\ Bet) o) Co(n)  dy(n) Be(n)tpn) + 0p(n)Con)  Beo(n)bp(n) + Op(n)di(n)

Or chacune de ces suites convergent,
puisque les suites (ay,) ... (d,) convergent vers a...d respectivement,
et les suites (quy(n)) - .- 0p(n) cOnvergent vers .. .d.

‘Donc S converge bien vers S. ‘

w(n)

[ aa+vyc ab+vyd \ 7
S_(5a+(50 5b+5d>_Q <M

Puis comme S,, est symétrique, on a pour tout n,

o (n) Dy (n) + Vo(n)dp(n) = Bo(n)tpn) + 0p(n) Co(n)
En passant a la limite : ab+ vd = Ba + dc¢, donc

v. Onadonc M =S5Q,avec Qe Oet S €S

Le théoreme de décomposition spectral est vrai aussi pour M non inversible.




