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Devoir a la maison n°7

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Exercice 1 - Inégalité de Pompeiu
Soient f: R — R convexe et z,y, 2z € R. Montrer que :

S () (5 oo ()] s sones (2532

On pourra supposer ¢ <y < z et y < xTH (quelles (famille d’)inégalités, sont « SPDG > ?)

y—;—z :ux+g+z+(17u)z etx;—Z:tx+g+z+(lft)z...

et exploiter u,t € [0, 1] tels que

Probleme
On note M, I'ensemble des matrices a coefficients réels, de taille 2. (M, +, X) a une structure d’anneau.
On note G, le sous-ensemble de M des matrices inversibles. On admet que (G, X) est un groupe, on
lappelle le groupe linéaire (réel d’ordre 2).

On rappelle que M est inversible, si il existe N € M telle que N x M = I>.

Dans ce cas N est unique, notée M~' et M x N = I, également.

Pour une matrice M = ZL Z e M,
e on note det M = ad — be, appelé déterminant de M.
On admet que pour tout A, B : det(A x B) = det A x det B.
r_ [a c
e on note M* = ( b od

Notons que I’on a la relation algébrique : ¥ A, B € M, (A x B)T = BT x AT,

, on appelle cette derniere matrice, la matrice transposée de M.

Onnote O = {M € M | MT x M = I,}, les éléments de O sont les matrices orthogonales.
On note S = {M € M | MT = M}, les éléments de S sont les matrices symétriques.

1. Structure
(a) On admet que (M, +) est un groupe. Montrer que § < M.
(b) Montrer également que O est un sous-groupe de (G, x).

(¢) Condition nécessaire et suffisante vérifié par les éléments de G.

i. Soit M = < Z Z ) € M. Montrer que M? = (a + d)M — det(M)Is.
1
ii. En déduire que si det M # 0, M est inversible avec M ! = ((a+d)Iy — M).

T det M

iii. Réciproquement, monter que si M est inversible, alors det M # 0.

(d) Description des éléments de O. Soit M = < (2 b ) On suppose que M € O

d

i. Montrer que a? = d?

ii. Supposons que a = d # 0, montrer alors que b = —c; puis, qu'il existe § € [—m, 7] tel que
cosf) —sin@
M= ( sinf  cos6 )
iii. Supposons que a = —d # 0, montrer alors que b = ¢; puis, qu'il existe § € [—m, 7] tel que

sinf —cos6

M= ( cosf sinf >

iv. Faire la réciproque qui permet de décrire le groupe O comme réunion de deux ensembles
paramétrés chacun bijectivement par une variable de [0, 27].



2. Propriété topologique de M.
(an)

On dit que (M,,)pen = (( (Z: ZZ ))nEN converge vers M = ( CCL Z ) si (bzg _”; .
)

. a b
(a) Soit M = ( . d
Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout n € N, (M)
Quelle est la limite de (My(n))nen ?

(b) Soit (@), une suite de matrices orthogonales (pour tout n € N, Q,, € O).
Montrer qu'’il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (Qy(n))nen converge.
Montrer que la limite de (Qy(y)) est une matrice orthogonale.

(
(
. . . o a+i b
) € M. On lui associe une suite (M,,) définie par : M,, = ( . n d )
€g

3. Diagonalisation orthogonale d’une matrice symétrique de S.

Soit M = ( b ), une matrice de S.

a
b d

1 2b cosf) —sinf
(a) On suppose que a — d # 0. On note § = §arctan (ad) et U = < Ginf  cosd ) € 0.

Calculer UT x M x U. Que constatez-vous ?

2 _
(b) On suppose que a —d = 0. OnnoteU:\Q[( 1 11 ) € Q0.

Calculer UT x M x U. Que constatez-vous ?
(¢) En déduire que si M € S, alors il existe U € O et A, 1 € R tel que

M:U><<>\ O>><UT
0 n

On cherche a démontrer le théoreme de décomposition polaire :
Pour toute matrice M € M, il existe (S,Q) € O x S tel que M =Q x S.

4. Décomposition polaire pour des matrices M € G.
(a) Analyse (i & iii). On suppose qu’il existe (5,Q) € O x S tel que M = Q x S.
i. Montrer que M x M =8 x S
ii. En exploitant les questions 3., montrer qu’il existe U € O, A, u € R tel que

A0

MTxM:Ux<O M)XUTet)\M:detSQ>O

0
Evaluer XTMTMX de deux facons, en déduire que A > 0.
On admet de méme que p > 0. (fin de Panalyse)
VA 0
0 Vi
v. Montrer que Q = M x S~1 € O.

vi. Conclure dans le cas M € G

. . 1
iii. On considere la matrice colonne X = U x ( )

iv. MontrerquesiS’:Ux( >><UTalorsS€Set52:MT><M

(b) On suppose maintenant que M est quelconque.
i. Montrer qu’il existe une suite de matrice (M,,) € G telle que (M,,) — M.

ii. En déduire qu’il existe deux suites de matrices (S,) € SN et (Q,) € OV tel que pour
tout entier n, M,, = @, X S,

iii. Montrer qu’il existe 1 : N — N strictement croissante tel que (Qy,)) converge dans O
vers une matrice Q.

iv. (* - ne pas aller trop vite)
Montrer que (Sy () converge également vers une matrice S, puis que S € S.

v. Conclure



