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Exercice - Une formule de Legendre
Soient n > 1 et p un nombre premier. On se propose de calculer m = v,(n!).
On suppose que n s’écrit en base p,

n:arpr""ar—lpr_l+"'+alp+a0 G/T#O, araar—h-'-aoE{Ovla---p_l}

1. Soit k € {0,1,...7}. Comme pour tout k, ar € {0,1,...p — 1}, p* < app® < p*+L.
Puis, pour tout h < r, (télescopage)
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2. nl=n(n-1)n-2)..2x1=[]*

k<n

O Remarques !

Si l'on demande d’étudier les diviseurs de 226! et en particulier de savoir combien sont divisibles par 10,
il suffit de compter le nombre de mombres divisibles par 10, il y en a 22 : 10, 20, 30,

...220, mais dans
ceux-ci 2 sont divisibles par 100 : 100 et 200.

Si l'on s’intéresse a un nombre N écrit arar—1---agp en base 10, il y en a arar—1 ---ay divisible par 10 et
parmi ceux-ci, il y en a arar—_1 ---az divisibles par 100 et parmi ceux-ci arar—1 - - - a3 divisibles par 1000. . ..
On suit ici la méme idée.

On considere donc n = a,p” + ar_1p" "L + -+ - + a1p + ao.
Soit k < n, retrouvé dans le produit n!.
On peut supposer que k s’écrit également en base p : k = b.p" + b,_1p" ' + -+ bip + by.
Pour tout i < 7, p'|k si et seulement si by = by = -+ = b;_1 = 0. Ainsi :

Vi

{k <ntap'lk} = {k=0bp" +b1p" " 4+ bip’ | k< n} _ _
P b b p" T T 4 b)) [ b T A b T by < @D A e e Fag)

cardV; = card({k < n tq p'|k}) = a,p” "+ ap_1p" V4 da; = {;J

d’apres un calcul précédent. Puis, on a la somme :

m =vp(nl) =uv, H = Z vp(k) Z Z i) = Z Z i
k<n)  h<n i=0 \k | vp(k)=i i=0 \keVi kgViss
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3. Soit k € [1,7]. On a déja répondu & cette question la :

.
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P =k

4. On a alors :

i=1 k= ik =1 j=0
T T
([z i+ agp [zaﬁao
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n—.S
m = ,avecS::E ag

(formule de Legendre)

5. On a la décomposition de 1000 en base 2 :

Et donc

1000 = 2% 4 2% 427 426 4 2° 4+ 2% = [11 1110 1000],

S2(1000) = 6, et ainsi

1000 — 6
m=———
2-1

=994

Probléme - Systeme de congruence
I. Lemme chinois
1. Soient a,b deux entiers positifs premiers entre eux, et soient rq{, ro € N.

On consi

dere le systeme de congruences :

(S){ n=r

n=ry

[a]
[0]

(a) Comme a et b sont premiers entre, eux, le théoreme de Bézout énonce

’Il existe a, b € Z tels que au + bv = 1. ‘

(b) Modulo a :

ro = aury + bury = aurs + bory + aury = r1(bv + au) = r1[d]

De méme, modulo b

ro = aurs + bvry = aurg + bury + bure = ro(au + bv) = rafb)

‘Donc si rg = aury + bury, alors rg est une solution de (.5). ‘

(¢c) Soit n une solution de (.5), alors

n—ro=r —ri=0[q]

Donc a|n — rg. De méme bln — ryg.

Enfin, a Ab =1,

donc d’apres la décomposition en facteurs relativement premiers : ab|(n — o).
Autre fagon d’écrire : n = rg[ab).

Réciproquement, si n = rg[ab], alors ab|n — ro, donc aln —rg et n = r¢ = r1[a).

de méme bjn —rg et n =g = ra(b).

Bilan :

‘ les solutions de (S) sont exactement tous les entiers n tels que n = rg [ab]. ‘




2. Une bande de 17 pirates dispose d’un butin composé de n pieces d’or d’égale valeur. Ils décident
de se le partager également et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui ci regoit 3
pieces. La premiere information :« Une bande de 17 pirates dispose . . .le reste au cuisinier (non
pirate). Celui ci regoit 3 piéces >, se traduit par 1'’équation : 17|n — 3, ou encore n = 3[17].

La seconde information signifie de méme que n = 4[11]

Enfin, la derniére information précise que n = 5[6].

Finalement ce que ’on cherche c’est n.

On va exploiter les résultats trouvés précédemment (lemme chinois) en résolvant le systéme en
deux temps.

Comme 17A11=1letquel =2x17—-3x11:

n=3 0T 917X 48 x 11 x 3 = 136 — 99 = 37[187]

Puis comme 187 A6 =1¢et que 1 =187 —31 x 6

n=3 [17] _
n=4 [11] { ’;::357 [1[2]7] = n=1x187x5—31 x6x 37 = —5947 = 785[1122]
n=>5 [6] -

On trouve finalement que n = 785 + 1122k, avec k € N.

‘La fortune minimale que peut espérer le cuisinier est donc égale a 785 pieces d’or‘

II. Dénumérants
Dans toute cette partie, pour = réel, on désigne par |z| la partie entiere de z.

1. Dans cette question on cherche & résoudre I'équation (E) : 2z + 5y = 2018 avec (z,y) € N2.
(a) 2018 — 2 x 9 =2000 = 5 x 400.

‘Un couple de solutions est par exemple (9,400) € N2, ‘

(b) (z,y) € Z? est solution de (E)
<= 2x + by = 2018 = 2xy + 5yo

> 2(z — z0) = 5(yo — ¥)

Cela implique que 2|5(yo — y), donc 2|y — y (lemme de Gauss car 2A5 = 1),
donc 3 k € Z tel que y = yo + 2k.
Mais Z’alors, 2(z — 20) = —2 x 5 x k, donc (par intégrité de Z) : 5k = o — x.
et donc il existe k € Z tel que © = x¢g — bk et y = yo + 2k.
Réciproquement s’il existe k € Z tel que x = zog + 5k et y = yo — 2k,
alors 2(z — xg) — 5(yo — y) = 10k — 10k = 0. On a vu que c’était équivalent a (z,y)
solution de (E).
Bilan

‘(:c,y)GZ2 vérifie (E) ssiEIk‘EZtelque:c:onrE)kety:yOka‘

(¢) En reprenant zo = 9 et yo = 400, pour obtenir une solution sur FE,
on a les conditions suivantes a respecter :

-9
r=94+5k>20ety=400—-2k>0et k€ Z <k > [5;200} NZ
Ainsi, le nombre de solutions distinctes de (F) dans N2 est égal a

9
card( [[5,2ooﬂ ) =200 — (—1) + 1 = 202

’Il y a 202 solutions entiere de (F) dans N2 ‘

Dorénavant, a et b désignent deux entiers naturels non nuls.
On note pour n € N, D,, le nombre de couples (z,y) € N? tels que azx + by = n.

2. Une presque-formule.

(a) Comme a,b > 0, alors il faut prendre z = y = 0, sinon au + bv > 0.



(b) Soit (x,y) une solution de ax + by = n.
Soit a’ et b € Ztel que a=a' x (aAb) et b=V x (aAD).
Alors (a Ab) x (a’z 4+ b'y) = n et donc nécessairement a A b|n.
Par contraposée si a A b ne divise pas n, il n’y a aucune solution au probleme.

’ Lorsque a A b ne divise pas n, alors D,, = 0‘

(¢) On suppose maintenant que a Ab = 1.
i. D’apres lidentité de Bézout, il existe (x1,91) € Z? tel que axy + by; = 1.
Faisons la division euclidienne de x; par b : x1 = bq + 2, avec x5 € [0,b — 1].
on a alors 1 = a(bqy + x2) + by; = axs + b(y1 + aqy).
Notons yo = —y1 — aqy. Alors 1 = axs — bys.
Comme azg > 1 (produit de nombre positif), alors bys > 0 et donc y2 € N.

‘On a trouvé (X,Y) € N2 tel que aX — bY = 1.‘

ii. On a alors anX —bnY =n.
Tout autre nombre (z,y) € Z vérifiant ax + by = n est de la forme
x =nX —kbavec y = —nY + ka avec k € Z (méme raisonnement qu’en II.1.(b).).
On aalors z > 0 ssi k < 25
On a également y > 0 ssi k > %
Ainsi

D,, est le nombre d’entiers ¢ € Z tels que % <UL %.

iii. Soient z et y deux réels, |z] + |y] <z +y.
Donc |x]| + |y] est un entier, plus petit que = + y.
Comme |z +y] est le plus grand des entiers plus petits que z+y : |z] 4+ |y]| < [z+y].
De méme, avec  +y < || + |y] + 2 et le méme genre de raisonnement :
le +y] +1< 2]+ |y] +2,donc |z +y| < 2]+ |y] + 1.

Par conséquent :
0< [z+y]—|z]—[y] <1

‘PourtoutmetyER, lz] + ly] = Lx—i—yJ—l—eavecee{O,—l}‘

iv. Donc, d’apres la question i., puis ii., en notant x = ﬂ ety = ’"Y :

D, = Card ([”Y ”,ﬂ n N) — Caxd ([—y, 2] NN) = Card ([ [y , [=]])

Ainsi
=lz]-(-lyh)+1=[z]+ |yl +1=|z+y]+e+1

D,
nX n n(aX —bY) n
{b GJ+ +1= {abJ+e+1LabJ+e+1

‘Par conséquent : Dy, € {[ 5] [ 5] + 1}‘

Pour 1.(c), on avait, n = 2018, a = 2, b= 5, et donc | 2| = [ 28] = 201.

‘Et donc on vérifie bien que Dag1s = 202 € {201,202} ‘

Désormais, on suppose que a > b > 2 désignent deux entiers premiers entre eux.
3. La formule de Popoviciu.

(a) Cela devient classique (comme en 2.(c).i) :
Considérons ay, By € Z tels que apa + Bob =1 (Bézout a a et b, premiers entre eux).
Alors apa = 1[b] et Bob = 1[a).
Procédons par analyse : si aa = 1[b], alors aa = apalb], donc b|(a — ag)a.
et comme b A a =1, alors il existe h € Z tel que ag = hb + a.
Et la condition « € [0, b], fait qu’'on reconnait la division euclidienne de aq par b.
Le reste est défini par cette division de maniére unique.
Notre analyse nous assure 'unicité de «p.
De méme toujours par analyse, on constate que
[ est nécessairement, le reste de la division euclidienne de Sy par a.
Faisons alors la synthése. En prenant o = ap%b et 8 = Sy%a (notation Python).
Alors aa — 8b = aga + hba — Bob — h'ab = aga — Bob+ (h — h')ab = 1+ Hab.



Or on sait, par définition/construction que («, 3) € [0, b[x ][0, a[, donc ca — 8b €] — ab, ab].
Il faut donc, nécessairement, que H = 0 et donc ava — b = 1.
Par analyse-synthese :

aa=1 [b]
Bb=1 [d]

il existe un unique couple d’entiers (¢, ) € [1,b[x[L, a[ tel que {

On ne peut avoir « (ou S) nul, sinon le systéeme donnerait 1 = 0[b] (ou [a] respectivement)

(b) «a € [1,b], alors aa > 1 et donc nécessairement y < 0.
Comme 7 est entier v < —1.
Par ailleurs, o < b, donc —vb=aa —1 < ab—1, donc vb > —ab+ 1, ie v > % —a.
Comme 7 est entier v > 1 — a.

‘Donc’ye [1fa;71].‘

(¢) On a alors aa + vb = 1.
Et en notant ' =~v+a (ie —y=a—pF'),ona g’ €[l,a—1].
Ce ' est donc LE f cherché en 3.(a)..
Donc f=v+aie v=—(a—f) et ainsi

‘aa—(a—ﬁ)b:l‘

Y X
(d) On se souvient que D,, = Card ¢ € N | << nT
a

Or, en faisant correspondre les notations,on a X =a et Y =a — .
On aalors 2X = [na| 4 g (na) et ¥ = 200 —pp 1B —py VTBJ ,9(%{3>_

Et donc I’équivalence :

car les nombres 6 (22) € [0,1[ et —6 (%ﬁ) €] —1,0].

o= ] (o- [ 2])

On remplace les parties entieres :

_ na no np nf3
o= =0 () —nt - <a)“

naa + nfBb — nab na nB
D, = —-0(—)—-0— 1
) ab (b) <a)+

Et comme naa + nfb — nab = n(aa — (a — B)b) =n x 1 =n, on en déduit :

n
D, = —
" ab

+1-6 (a—bn> —0 <ﬂn) formule de Poroviciu
a

(e) i. Faisons la division euclidienne de aa par b :

aa:kb+7“:>%:kz+%

OrkeZet . e {O, b { = [0, 1], alors {%J = k, puis

b b
)

De méme 0 (%) = %, ol 7/ est le reste de la division de ffn par a




ii.

iii.

Onaicin=1777,a=2,b=>5.
Comme 3 x 2+ (—=1) x5=6 —5=1, on doit prendre a = 3 et § = —1[2] donc 5 = 1.
o, . aa=6=1 [5]
On vérifie bien { Bh=5=1 [2] °
On cherche donc a décomposer 1777 (année de naissance du grand GAUSS) :

1777 3 x 1777 Ix1777\ 1777 . 1 1 1777+10-2-5
Dirrp = ——+1-0 (220 ) ¢ = 1———- = =1
AT < 5 ) ( 2 > 0 53 10 &

car 1777 = 1[2] (nombre impair) et 3 x 1777 =77771 = 1[5].

Il y a 178 facons peut obtenir la somme de 1777 euros avec des pieces de 2 et des billets de 57

On commencera par déterminer o et 3. Pourquoi 17777
Le calcul simple suivant donne : X2F x X% = X2k+5p,
n n
Si on note A, le coefficient de X™ dans le polynome (Z X%) X <Z X5p>7 alors \,
p=0

k=0
est le nombre de fois, ot 'on a 2k + 5p = n.

Ap = Z 1=D,

2k + 5p =n,
k,peN

le coefficient de X™ dans le polynéme (Z X2k> X <Z X5p> est D,
k=0 p=0




