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DEVOIR SURVEILLE N°3

Sujet donné le samedi 13 novembre 2021, 3h 30.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

EXERCICE : ETUDE D’UN POLYNOME

Posons, P(z) = (z —1)% — (z +1)°.
.1. Déterminer les racines de P.

.2. En déduire la forme factorisée de P(z).

m 27
.3. En utilisant le lien entre les racines et les coefficients de P, montrer que tan 5 tan + = V5.

2 1as . m .
4. En déduire I'expression de tan 5 avec des radicaux.

PROBLEME : PRODUITS DE CONVOLUTION

Notations :

e On note, pour tout k£ € N, Ck(R) I’ensemble des fonctions a valeurs complexes, définies sur R, k fois dérivables sur
R et telles que la fonction et ses k premieres dérivées sont continues sur R. Par exemple, f : R — C appartient
4 C%(R) si f est deux fois dérivable sur R et si f, f’, f” sont continues sur R.

On note 0 la fonction (identiquement) nulle sur R.

Pour tout p € C, on note ¢, € C'(R), définie par :
ep:R— C,z— el

On définit le produit de convolution * de deux fonctions f, g de C°(R) (continues) par :

V£geCOR), fxg:zs /wa(a:—t)g(t)dt

Soit I un intervalle de R. Lorsque f et g sont des fonctions définies sur I et a valeurs réelles, on note « f > g
sur I » (resp. « g < f sur I ») pour signifier que pour tout = € I, f(x) > g(z) (resp. pour tout = € I, g(x) < f(x)).

On définit une famille d’applications (Fy)rec de 'ensemble des fonctions de classe C ! sur I’ensemble des fonctions

de classe C° par :
Fr: CIR) — C'R)
U — u — \u

Ces applications sont étudiées dans les parties 77 et 77.



‘I Quelques calculs et propriétés de la convolution

I.1. Quelques résultats algébriques.
On considere trois fonctions f, g et A continues sur R et A € C.

(a) Calculer f 0.

(b) Montrer que f*xg=gx f.

(c) Montrer que f* (Ag+ h) = A(f*g) + f*h.
)

(d) On admet que, pour toute fonction u dépendant de trois variables, a valeurs dans C, définie sur R? et
suffisamment réguliere,

VreR, /Ox </Om_tu(x,t, s)ds) dt = /Oz (/Ox_s u(z,t, s)dt) ds

Montrer que (f * g) * h = f * (g % h). On pourra commencer par prouver que (f * g)*h = (f % h) * g puis
utiliser ce résultat et la propriété de commutativité du produit de convolution pour conclure.

[.2. Quelques exemples de convolution.
(a) On note P :t+— t> + 2. Montrer que e; * P =z +— (4¢® — (2% 4 2z + 4)).

(b) Calculer cos *sin et sin * cos.
Az

xe si A=y,
(c) Soient A et p deux complexes. Montrer que ey * €, : &+ § el — .
—_— sinon.
w—A

d) En prenant A = u = 7 et en considérant la partie imaginaire du calcul précédent, retrouver le résultat de la
p H p g p
question 2(b).

(e) Soit a € C. Exprimer e, * e; * e_; comme une combinaison linéaire des fonctions e,, e; et e_; dont on
précisera les coefficients en fonction des valeurs du parametre a. On distinguera les cas a = 1, a = —1 et

aecC\{-1,1}.
[.3. On s’intéresse au transfert d’inégalité par convolution.
(a) Soit f:R — R, continue sur R telle que f > 0 sur R.
Montrer que pour toutes fonctions g, h définies de R dans R et continues sur R,

f*xg< fxh sur0,+o0],

<
gsh surR:>{ fxg>=fxh sur]|—o0,0].
(b) Soit f: R — R, continue sur R telle que f > 0 sur [0, +oo[ et f < 0 sur | — oo, 0].
Soient g, h définies de R dans R, continues sur R et telles que g < h sur R.

Etablir une inégalité entre f * g et f *h sur R.
L.4. Quelques résultats analytiques. Soient v € C et h € CO(R).
(a) Justifier que e, * h € C°(R) et calculer (e, * h)(0).

On pourra montrer que e, x h s’écrit comme le produit de deux fonctions dont l'une est une primitive de
e_y X h (X est le produit usuel des fonctions e_,, et h).

(b) Justifier que e, * h € C'(R) et calculer (e, * h)'(0).

IT Résolution d’EDL d’ordre 1 avec la convolution

IL1. Soient A € C et f € C°(R).
On cherche & résoudre équation Fy(y) = f en fonction de A et f, Pinconnue étant y € C*(R).
(a) Soit y € C*(R). Considérons la fonction z € C'(R) définie pour tout z € R par z(x) = y(z)e "

Montrer que
Ve eR, y(x) = y(z) = f(z) < Ve eR, 2(z)= f(x)e



(b) Soit F' la primitive de z — f(x)e ™ qui s’annule en 0. Déterminer, en utilisant la question précédente (et non
le cours sur les équations différentielles linéaires) ’ensemble des solutions de Fy(y) = f que l'on exprimera a
laide de F' et A.

(c) Montrer I’équivalence :
Fay)=f<—=yec{aext+erxf|acC}

(d) F)y est-elle injective ? surjective ?
I1.2. Soient A € R et f € C°(R) & valeurs réelles.
Soit u € CY(R), & valeurs réelles, satisfaisant I'inégalité différentielle suivante :

Ve eR, u'(x) = u(z) > f
(a) Montrer, en utilisant la question ??, qu’il existe une unique fonction v € C ! (R) solution du probléme suivant :

y — Ay =f sur R,
y(0) = u(0)

On exprimera v en fonction de u(0), A, ey et f et on montrera que v est a valeurs réelles.
(b) Posons g = Fy(u —v). Montrer que u — v = e) * g.

(c) En déduire, en utilisant la question ?? et en déterminant le signe de g, que
Vo €] —00,0], u(x) <v(x) et Vrel0,4oof, ulz) > v(x).
(d) Soit w € C}(R) & valeurs réelles satisfaisant
w(0)=—-4 et VrcR, w'(r)—w(x)>2®+2.

En utilisant des calculs de la partie 7?7 et les questions précédentes, donner une minoration de w sur [0, +00].

(e) Soient a € R% et b € Ry. Soit w € C*(R) & valeurs réelles satisfaisant
Vz e R, w'(z) +aw(z) <b

En considérant la fonction @w = —w pour utiliser les questions précédentes, montrer que

V€ [0, +o0[ , w(z) < w(0)e™™ + 2(1 —e )

En déduire que w est majorée sur Ry et donner un majorant explicite.

II1 Résolution A’EDL d’ordre 2 avec la convolution

III.1. Résoudre, dans les fonctions a valeurs complexes, en fonction du parametre a € C, I’équation différentielle
y'—(1+a)y +ay=e" (Ha)

On distinguera lescasa=1,a=—-1let a € C\ {—1,1}.
On reviendra sur la résolution de cette équation différentielle dans la suite de cette partie.
II1.2. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 (& coefficients constants). Soit f € C°(R).

(a) Soient A, € C. Donner une équation différentielle (E) ,) pour laquelle on a l’équivalence, pour toute
y € C*(R),
Fxo Fuly) = f <= y est solution de (E) ;) sur R.

(b) En déduire, a I'aide de la question ??, que I'ensemble des solutions définies sur R de (E) ;) est

{alepxen) +Bey +epxensf | (a.p) € C*).



(¢) Résoudre, en donnant la ou les solutions sous la forme d’un produit de convolution, le probléeme de Cauchy

y est solution de (E) ,) sur R,
y(0)=0,
y'(0)=0.

On pourra utiliser les résultats de la question ?7.

(d) Réciproquement, étant donnée I'équation différentielle linéaire du second ordre (E') : ¢ + by’ + cy = f ol
b,c) € C2, trouver un couple (), 1) € C? tel qu’on ait ’équivalence :
i

y solution de (E') sur R <= y solution de (E) ) sur R .

(e) Résoudre une seconde fois, mais a I’aide de produits de convolution, I’équation (H,).
II1.3. Soit h € C*(R) & valeurs réelles vérifiant h(0) = 0, #'(0) = 0 et pour tout = € R,

R"(x) — 30 (z) + 2h(z) > e " .

(a) Posons g = h" — 3h' + 2h.
En cherchant un probléeme de Cauchy associé a une équation différentielle linéaire d’ordre 2 ayant g comme
second membre et dont h est solution, montrer que

h =esxeyx (W — 30 +2h) .

(b) En déduire que
1 1 1
h > 562 — 561 + 66—1 sur R.



Correction.
Posons, P(z) = (z —14)° — (z +14)°.

.1. Déterminer les racines de P.

(2) =0 (z—14)° —(24+19)°=0
{ zeC — zeC
N Y )
— { £Z€+é<{/i} (z =) car (i +1)° — (i —i)® # 0 donc i n’est pas solution de P(z) =0
)
< 2 —1 -
z € C\{i}
e,
< zZ—1
z € C\{i}
Z+1 ok
3k€ﬂ074]] N .:ez5
<~ 2 —1
z € C\{i}
e w0l (1 - )= it
z € C\{i}
kT km . kT ke
— dk € [0,4] : —2isin e e= —2i cos e’
z € C\{i}
kw
— Fk € [1,4] : == cotan 5 car pour Vk € [1,4], sin—7r #+0
z € C\{i} 5

et pour k£ =0, 0 = —2¢ n’a aucune solution,

k
= z€ {cotan;\k € [[1,4]]}

k
Les racines de P sont {cotang’ ke 1, 4]]}

.2. En déduire la forme factorisée de P(z).

Observons qu’en développant avec la formule du binéme de Newton,

P(z) = 2°+52%(—i)+ Pi(2) —25 —B24(i) + Ps(2)
polynéme de degré < 3 polyndéme de degré < 3
= —10iz* + P3(2)
——

polynéme de degré < 3

si bien que P est de degré 4, or nous avons trouvé 4 racines distinctes (car la fonction cotan est injective en
restriction a ]0,7[) donc les racines sont toutes simples et puisque le coefficient dominant est —104,

4
km
P(z) =—-10¢ — cotan—
(2) z”(z coan5)

k=1

s 27
.3. En utilisant le lien entre le produit/la somme des racines et les coefficients de P et montrer que tan 5 tan =

V5.




4 coeff. constant de P (—i)® — (¢)°  —2i

L duit des ines de P t(—1 = = =-d
¢ produit des racines de P vaut (—1) coeff. dominant de P —10¢ —10¢ 5 one
1 1
tan%tan%’Ttan?’%tan%7r 5
T 47 T 3 2 .
Or, pour tout z € R tel que x # 5 [r], tan(m — ) = —tanx donc tan 5 = tan 3 et tan = = tan - i bien
que la relation ci-dessus devient
1 1
tan? 5 tan? 2% 5
2
d’ott tan? il tan? i 5.
5 5
2 2
Or % € {O,;r[et % € [O,Q{donc tang >0et tang > 0 si bien que /2

T 2
tan — tan — = V5.
an5 an 5 \f

1. . ™ .
En déduire I'expression de tan — avec des radicaux.
5

T
Posons a = tan 5

2a

T 5 donc
—a

2
D’apres la formule de duplication, tan g =

2 20
tan%tangzx/g@»1a2:\/5<:>(2+\/5)a2:\/5<:>a2:
—a

Orge}(),;r[donca>0d’of1

/2

PROBLEME : PRODUITS DE CONVOLUTION

Notations :

e On note, pour tout k € N, Ck(]R) I’ensemble des fonctions a valeurs complexes, définies sur R, k fois dérivables sur

R et telles que la fonction et ses k premieres dérivées sont continues sur R. Par exemple, f : R — C appartient
a CQ(R) si f est deux fois dérivable sur R et si f, f/, f” sont continues sur R.

On note 0 la fonction (identiquement) nulle sur R.

Pour tout 1 € C, on note e, € C'(R), définie par :

ep:R— C,z— e

On définit le produit de convolution * de deux fonctions f, g de C°(R) (continues) par :

¥ f,g € C°(R), f*g:m/;ﬂxt)g(t)dt

Soit I un intervalle de R. Lorsque f et g sont des fonctions définies sur I et a valeurs réelles, on note « f > g sur

I » (resp. « g < f sur I ») pour signifier que pour tout x € I, f(z) = g(x) (resp. pour tout x € I, g(z) < f(z)).
Cette inégalité n’a de sens que si f et g sont a valeurs réelles.



e On définit une famille d’applications (Fy)ec de ensemble des fonctions de classe C ! sur ’ensemble des fonctions
de classe CY par :
Fr: C'R) — C'R)
U — U — M

Ces applications sont étudiées dans les parties 77 et ?77.

I Quelques calculs et propriétés de la convolution

I.1. Quelques résultats algébriques.
On considere trois fonctions f, g et h continues sur R et A € C.

(a) Calculer f 0.

Soit z € R fixé quelconque.

:/;f(x—t)xodtz/;o(it:o

Ainsi, f*0=0. /1

(b) Montrer que f*g=g=* f.

Soit € R fixé quelconque.

(o)) = [t =gt = [ fugte —u-au) = - [ fugle-wdu = [ o) fdn = (o)

chang. var, u =2 —t <= t=x —u
du = —dt

‘Ainsi,f*g:g*f.‘ /1

(¢c) Montrer que f % (Ag+h) = A(f*g)+ f *h.

Soit x € R fixé quelconque.
fx(Ag+h) = /Om f(z—t)(Ag+ h)(t) dt par définition de x
= [ #a =00t + h(v)
= /ac (Af(z —t)g(t) + f(z — t)h(t)) dt par distributivité de x sur + et commutativité de x

= )\/ flx—=1t)g(t)dt + / f(z —t)h(t)dt par linéarité de 'intégrale
0
= M[f*g)+[xh

| Ainsi, fx(Ag+h) =A(fxg)+ f*h.| /1

(d) On admet que, pour toute fonction u dépendant de trois variables a valeurs dans C, définie sur R? et
suffisamment réguliere,

VzeR, /(/ azts)ds)dt:/ox(/Ox_su(x,t,s)dt)ds

Montrer que (f * g) * h = f * (g * h). On pourra commencer par prouver que (f * g)*xh = (f % h) * g puis
utiliser ce résultat et la propriété de commutativité du produit de convolution pour conclure.

Soient (f,g,h) € CO(R)? fixées quelconques.



Soit € R fixé quelconque.

((f*g)*h)(z) = /Ow(f x g)(xz —t)h(t)dt par déf. de x

- /x </m_t fle—t— S)Q(S)h(t)ds) dt par linéarité de I'intégrale, h(t) est indép. de s
o \Jo
= [([7 st = sglo)hioar) ds - en appliquan Uindication
0o \Jo
pour u(z,t,x) < f(x —t— s)g(s)h(t)
- /w </x—3 flx—t— s)h(t)dt) g(s)ds par linéarité de l'intégrale, g(s) est indép. de ¢
o \Jo
= /Ow </0x—5 f((x—s)— t)h(t)dt) g(s)ds car f(x —t—s)= f((x —s) —t)
= (fxh)(x—s)
= 0 (f xh)(x —s)g(s)ds
= ((fxh)*g)(x)

Ainsi, V(f,g,h) € CO(R)3, (fxg)xh=(fxh)xg (P).

Considérons maintenant les fonctions f, g et h de I’énoncé.

(fxg)xh = (gx*f)*h par commutativité du produit de convolution, question ??
= (gxh)=*f en appliquant la propriété (P) pour (f,g,h) < (g, f,h)

f#*(g=*h) par commutativité du produit de convolution, question 77

‘Ainsi,(f*g)*h:f*(g*h).‘ /2

[.2. Quelques exemples de convolution.
(a) On note P :t s t* 4 2. Montrer que e; ¥ P = x > (4e® — (2% + 2z + 4)).

Soit x € R fixé quelconque.

T T T
(e1 % P)(z) = / "R + 2)dt = ex/ t2etdt + 2e$/ e 'dt par linéarité de I'intégrale
0 0 0

Par intégration directe,
r x
/ e tdt = [—e_t} =4+l =1—¢"
0 0
et en procédant a deux intégrations par parties successives,
xr xr
/ t?e”t = [t2(—e*t)r — / 2t(—e H)dt
0 0 0
xX
= 2% 740 +/ 2te”tdt
0
X
= —2%e 4 {Qt(—eft)r —/ 2(—e h)dt
0 0
X
= —z%e " —2ze T +0+ 2/ e tdt
0
= —2% % —2xe * +2(1—e®) en utilisant le calcul ci-dessus

donc

(e1 % P)(z) = (=22 ™ — 2z * +2(1 —e ) +2e%(1 — %) = (—2? — 20 — 2) + 2% + 2" — 2

Ainsi, Vz € R, (e1 * P)(z) = 4€® — (2% + 2z + 4). /1,5




(b) Calculer cos *sin et sin * cos.

e D’apres la commutativité du produit de convolution établi dans la question 7?7, cos*sin = sin * cos.
e Soit x € R fixé quelconque.

X
(cosx*sin)(z) = / cos(z — t) sin tdt
0
1
linéarisons avec la formule cosasinb = 5 (sin(a + b) — sin(a — b))
1 xX
= 5/ (sin(z —t+t) —sin(x —t —t))dt
0

1 T
= f/ (sinx — sin(x — 2t)) dt
2 Jo

1[ , cos(ac2t)r
= - |tsing — ———~
2 2 o
1 1
= gsinx 1 cos(—x) + 1 cos(z)
T

= 3 sinz par parité du cosinus.

Ainsi, Vx € R, (cos*sin)(z) = (sin*cos)(x) = gsin x.

Ax

xe si A= pu,
(c) Soient A et p deux complexes. Montrer que e) * €y 1T eHr — T .
_— sinon.
w—A

Soit z € R fixé quelconque.

Par définition du produit de convolution,

(e,\ * 6“)(1‘) = /x e)x(x—t)eutdt _ e/\x /x e(u—)\)tdt
0 0

si bien qu’il faut intégrer une fonction de la forme t — e et nous savons que cela nécessite de distinguer
deux cas!
e si A=y,
X x x
/ e Ntqt = / Vtdt = / dt =z donc (ey*ey,)(z) = xe
0 0 0
e sinon, u — A # 0 donc

. (=NE]* =Nz he — el
/ el Vg = | =S T2 done (exkep)(a) = ———
0 =X, p=A peA

e si A= u,
Ainsi, Vz € R, ey xe,(z) = el — M .
—_— sinon.
w—A

(d) En prenant A = 1 = i et en considérant la partie imaginaire du calcul précédent, retrouver le résultat de la
question 2(b).

Appliquons le résultat de la question précédente pour A = =1 :

Vz eR, (e;xe)(z) = 2™ = xcosx + irsinz



En prenant la partie imaginaire des deux membres,

zsinz = Im((e; *e;)(x))

= Im </ ei(”:_t)eitdt>
0

= / Im(ei(x_t)eit)dt par déf. de 'intégrale d’une fonct. a valeurs complexes

or /@it — cos(x — t) cost — sin(z — t) sint + i cos(z — t) sint + sin(x — t) cost)

= / (cos(xz — t)sint + sin(x — t) cost)dt
0

x x
= / cos(z — t) sintdt + / sin(z — t) costdt
0 0

= (cosx*sin)(x) + (sin * cos)(x)

= 2(cos*sin)(z) par commutativité du produit de convolution (question ?7?)

/2

Ainsi, (cos*sin)(x) = g sin .

(e) Soit a € C. Exprimer e, * €1 * e_; comme une combinaison linéaire des fonctions e,, e; et e_; dont on
précisera les coefficients en fonction des valeurs du parametre a. On distinguera les cas a = 1, a = —1 et

aecC\{-1,1}.

Puisque le produit de convolution est associatif, on peut faire le calcul dans ’ordre que 1’on souhaite.

1 T _ -
D’apres 2.(c) :ep xe_1 1z +— 7(6_”” —e?) = c-¢
Puis, selon quea=1,a=—-1loua ¢ {-1,1}:
— Sia=1:
1 1 1 2x — 1 1
Ea*€l*e_1:T 5[(61 xep)(x) — (ep xe_q)(z)] = i[xex — i(ex —e M) = x4 er + Ze*x
— Sia=-1:
1 1.1 1 2 1
€a k€] k€1 T > 5[(6_1 xe1)(x) — (e_1 xe_1)(x)] = §[§(ex e —ze] = Zex B II -

— Sia¢{-1,1}:

1 1 et — et e~ T _ 0%
€qg*¥€1%¥€_1:T > 5[(6a*€1)($)f(ea*efl)(gg)] — 3 ( _ )

1—-a —1—-a
1 1 1
x> o o o
€qg*¥€1 %€ 1:T 2(1—0,)6 +2(1+a) a2 — 1 /3
1 T 1 —x 1 ax :
—1,1
2(1—0,)6 —|—2<1+a)e t ¢ sia¢ {-1,1},
Ainsi, eg xe1 xe_q1 : x> 2x4—1€ +le z sia=1,
1, 2x+11& . 1
—e S1a = —1.
4 4

1.3. On s’intéresse au transfert d’inégalité par convolution.
(a) Soit f:R — R, continue sur R telle que f > 0 sur R.
Montrer que pour toutes fonctions g, h définies de R dans R et continues sur R,

fxg< f*h sur0,+o0],
<
g\hsurR:{f*g>f*h sur | — oo, 0].

Soient g, h définies de R dans R, continues sur R et telles que g < h sur R.
Soit € R fixé quelconque.
Par définition du produit de convolution et par linéarité de 'intégrale,

(Fem)@) = (fr)@) = [ fe—nnwa— [ fa—tgar= [ fa-t x () g0) @

> (0 par hvp. >0 par hvp.



* Sixz >0, (fxh)(z)— (f*g)(z) est 'intégrale d’'une fonction positive ou nulle entre deux bornes, 0 et x,

dans le « bon ordre » (c’est-a-dire 0 < z) donc (f * h)(x) — (f *g)(x) = 0, ce qui prouve f*g < f*h sur

[0, 4+o00[.
* Six <0, (f*h)(x)—(f*g)(x) est 'intégrale d’une fonction positive ou nulle entre deux bornes, 0 et z,

mais 0 > x donc (f * h)(z) — (f * g)(x) < 0, ce qui prouve f* g > f*h sur | — 00, 0]. /2,5
f*xg < fxh sur|0,+o0],
fxg>=f*xh sur]—o0,0].

Ainsi, g < h sur R = {

(b) Soit f: R — R, continue sur R telle que f > 0 sur [0, +oo[ et f < 0 sur ] — oo, 0].
Soient g, h définies de R dans R, continues sur R et telles que g < h sur R.
Etablir une inégalité entre f * g et f * h sur R.

Reprenons l'expression intégrale de (f * h)(z) — (f * g)(x) établie dans la question précédente.

* Sixz >0,
(fem@ - (9= [ fa—1) < (h(t) ~ g(0) dt
do. 7 T
0<%z =0 >0 par hyp.
bornes dans €T £ € [0,z] donc z —t >0
le bon ordre et f >0 sur [0, +o0]
done (f * h)(x) = (f * g)(x) = 0.
* Sixz <0,
(fen@ - @ = [ fa—1) < (h(t) ~ g(0) dt
:L‘\ZO <0 >0 par hyp.
bornes dans car t € [z,0] donc z —t <0
le mauvais ordre et f<0sur]—o0,0]
done (f « h)(a) — (f # 9)(a) > 0. P

Ainsi,f*ggf*hsur]R.‘

L.4. Quelques résultats analytiques. Soient v € C et h € CO(R).

(a) Justifier que e, * h € CO(R) et calculer (e, * h)(0).
On pourra montrer que e, x h s’écrit comme le produit de deux fonctions dont l'une est une primitive de
e_y X h (X est le produit usuel des fonctions e_,, et h).

Par définition,

Ve € R, (e h)(x) = / CEDR(E)dE = e x / e h(t)dt |
0 0

Or,
* e, = x — e’ est continue sur R par propriété de la fonction exponentielle complexe,
* t e_Vth(t) = e_, X h est continue sur R en tant que produit des fonctions e_,, et h continues sur R
xr

donc la fonction x — e "'h(t)dt qui est sa primitive s’annulant en 0, est continue sur R,
donc e, x h est continue sur R en tant que produit de deux fonctions continues sur R.
De plus,
(e  1)(0) = /0 " 0-Dp (1)t = 0

Ainsi, e, * h € C°(R) et (e, * h)(0) = 0. /1,5

(b) Justifier que e, * h € C*(R) et calculer (e, * h)'(0).

*x e, = x — €% est de classe C* sur R par propriété de la fonction exponentielle complexe sachant que
2 — vz est C' de R dans C (car polynomiale),



X
x t +— e V'h(t) est continue sur R (question précédente) donc la fonction z / e V'h(t)dt qui est sa
0

primitive s’annulant en 0, est de classe C! sur R,
donc e, * h est de classe C! sur R en tant que produit de deux fonctions de classe C! sur R.
De plus, pour tout = € R,

(e, * h) (x) = Ve’”:/ e th(t)dt + e* x eV h(z) = Ve”m/ e V'h(t)dt + h(x)
0 0

donc

0
(e  h)'(0) = v /0 e~ h(t)dt + h(0) = h(0)

Ainsi, e, * h € CH(R) et (e, * h)'(0) = h(0). /3

II Résolution A’EDL d’ordre 1 avec la convolution

I1.1. Soient A € C et f € C°(R).
On cherche & résoudre ’équation Fy(y) = f en fonction de X et f, 'inconnue étant y € C*(R).

(a)

Soit 3 € C*(R). Considérons la fonction z € C*(R) définie pour tout = € R par z(z) = y(z)e **.

Montrer que
VeeR, /(z) = y(z) = f(z) <= Vz eR, 2/ (x) = f(z)e

Les applications y et z sont de classe C! sur R. On peut les dériver.
Par produit :
VrzeR, () =y(@)e ™ = Iy(@)e ™ =y (x) - Ay(x))e ™

Comme le nombre e~ est strictement positif donc non nul, on a alors Péquivalence : /1

Ve eR, o/ (x) — My(z) = f(z) <= Vz € R, 2/ (z) = f(z)e "

Soit F' la primitive de x — f (:c)e*)‘x qui s’annule en 0. Déterminer, en utilisant la question précédente (et non
le cours sur les équations différentielles linéaires) ’ensemble des solutions de Fy(y) = f que 'on exprimera a
I'aide de F et A.

Soit y € CI(R), en notant z =y X e_) (6 CI(R)), d’apres la question précédente, on a les équivalences :

Ay =f = VzeRy () - ty(z) = f(z)
= VzeR Z(x)=f(x)e ™ =F(x)
< JKecRtelqueVzeR z2(z)=F(zr)+ K
<~ IF K cRtel queV z € R,y(z) = F(x)e* + Ke®

Puisqu’on a une équivalence, on peut conclure : /1

L’ensemble des solutions de Fy(y) = f est {z — (F(z) + K)e | K € R}.

Montrer 1’équivalence :
Fy)=f<—=yec{aext+erxf|acC}

F est la primitive de z — f (x)e_)‘x qui s’annule en 0, donc formellement :

F:zw— /Om ft)e Mdt = /Ox f(H)erT e qp = ¢7A /Ox AT F(1)dt = e x (ey * f)(x)



Ainsi, F x ey = ey * f.
En reprenant ’ensemble trouvé a la question précédente (avec v = K)) : /1,5

’L’ensemble des solutions de Fy(y) = f est {aey +exx f | a € C}. ‘

(d) F)y est-elle injective ? surjective ?

Pour toute fonction f, on a trouvé une solution a ’équation Fy(y) = f en prenant, par exemple, e * f.

‘Donc F) est surjective. ‘

On a également : Fy(ey) =0 = .7-}(6) et ey # 0.

‘Donc JF) n’est pas injective. ‘

/1

I1.2. Soient A € R et f € C'(R) & valeurs réelles.
Soit u € C'(R), & valeurs réelles, satisfaisant I'inégalité différentielle suivante :

Ve e R, u'(x) — du(z) > f
(a) Montrer, en utilisant la question ??, qu'il existe une unique fonction v € C*(R) solution du probléme suivant :

v — Ay = f surR,
y(0) = u(0)

On exprimera v en fonction de A, ey et f et on montrera que v est a valeurs réelles.

On peut noter, pour commencer qu’il s’agit d’un probléeme de Cauchy d’ordre 1, donc

‘il admet une unique solution. ‘

Mais ici, on attend également une réponse explicite.
La fonction v vérifie F)(v) = f, donc il existe a € C tel que v = aey + ey * f.
Puis v(0) = u(0), par hypothése, alors qu’on a également v(0) = we*’ 4+ (ex* f)(0) = a. /2
—_———

=0 quest. 77

‘U =u(0)ey + ey * f et il s’agit bien d’une fonction a valeurs réelles (car ey et f le sont). ‘

(b) Posons g = Fx(u — v). Montrer que u — v = ey * g.

On applique le résultat de 1.(c), en prenant y < u — v et f < g.
Donc il existe o € R tel que u — v = aey + ey * g.
Or (u —v)(0) = u(0) — u(0) = 0 = . Donc /1,5

U—U:(i)\*g‘

(¢) En déduire, en utilisant la question ?? et en déterminant le signe de g, que

Vo €] —00,0], u(z) <v(xz) et Vre|0,4oo[, ulz)=v(x).

On a par ailleurs, la relation fonctionnelle :

g=F(u—-v)=(u—v) =MNu—v)=0W —du)— W =)= f—Ff=0



On applique ensuite le résultat de la question ?? pour f « e) (autorisé car ey > 0 sur R), g «+ Oet h+g.
On a donc

exx*g=u—v sur Ry,

exxg=u—v sur R_.

Finalement : /1
‘V:U €] —0,0], u(z) <v(x) et Vrel0,+oof, u(z) > v(x) ‘

Soit w € C'(R) & valeurs réelles satisfaisant
w(0)=—-4 et VreR, w'(z)—wx)=>z>+2.

En utilisant des calculs de la partie 7?7 et les questions précédentes, donner une minoration de w sur [0, +00].

On retrouve ici les hypotheses de la question 2. avec A <~ 1, u < w et f < P : x — x> + 2 (question ?7).
Cela donne alors

vz (w(0)ep + ey * P)(z) = —4e” + (4e” — (2* + 22+ 4)) = —2® — 220 — 4

On a donc /1
Vo € [0, +oof , w(z) > —x* — 22 —4 .

Soient a € R* et b € Ry. Soit w € C*(R) & valeurs réelles satisfaisant

Ve R, w'(z) +aw(z) < b

En considérant la fonction w = —w pour utiliser les questions précédentes, montrer que
—axr b —axr
Vo € [0,+o00] , w(z) < w(0)e ™ + a(l —e )

En déduire que w est majorée sur R et donner un majorant explicite.

On considére @ = —w, on a donc @ de classe C! sur R et pour tout = € R,
@' (x) + a(z) = —w'(z) — aw(z) = — (W' (z) + aw(z)) = —b
On retrouve ici les hypothéses de la question 2. avec A «— —a, u + @ et f < —b: xz +— —b (constante).
Cela donne alors
b

vz (0(0)e—g + e—q * (=) (z) = —w(0)e * + o (e7 % —1)
(S

= b / e~ (==t qs
0

On a donc b
Vo € [0,+o00] , w(x) = —w(0)e™ ™ + — (e7* —1).
a
/2
b
Vo € [0,+o00], w(z) <w(0)e™ ™ 4+ — (1 —e™ %) .
a
Enfin,
* par positivité de la fonction exponentielle,
b b b b
VreR —(l—e ™) =2 - gm0 g 2
o L (1=e™) e af a

* attention le signe de w(0) n’est pas connu,



— si w(0) > 0, la fonction s — w(0)e™* est décroissante donc
Ve e Ry, w(0)e® < w(0)e 0 = w(0),
— si w(0) < 0, la fonction s — w(0)e™* est négative ou nulle donc
Ve e Ry, w(0)e ** <0,
Ces deux situations peuvent étre unifiées en

Ve e Ry, w(0)e” * < max(w(0),0)

/1,5

b
Ainsi, Vz € [0, +o00[ , w(z) < max(w(0),0) + o

11T Résolution d’EDL d’ordre 2 avec la convolution

III.1. Résoudre, dans les fonctions a valeurs complexes, en fonction du parametre a € C, I’équation différentielle
y' = (1+a)y +ay=e" (Ha)

On distinguera lescasa =1,a=—-1let a € C\ {—1,1}.
On reviendra sur la résolution de cette équation différentielle dans la suite de cette partie.

e Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants et avec second membre défini
sur R.
Les coeflicients étant constants et le second membre continu sur R, les solutions définies sur un intervalle
maximal sont définies sur R et leur ensemble constitue un plan affine, le plan affine passant par une solution
particuliere et dirigé par le plan vectoriel des solutions de I’équation homogene.

¢ Résolution de I’équation homogeéne.
L’équation caractéristique est r? — (14 a)r+a =0, 1 est racine évidente et le produit des racines vaut a
donc lautre racine est a.
L’équation caractéristique admet donc deux racines réelles : 1 et a ce qui nécessite de distinguer le cas ou elles

Le plan vectoriel des solutions de 1’équation homo;
R — C
, \ . { r o AT 4 e | MW EC
sont égales du cas ou elles sont distinctes. K /0J5
R — C 9
{ x = (Az+pe’ (A n) €€ }

e Recherche d’une solution particuliére.
Le second membre est de la forme « polynéme xe™* » donc on cherche une solution particuliére sous la forme
Q(x)e™™ ou @ est une fonction polynomiale telle que
— deg@ = 1 et le terme constant de @ est nul si @ = —1 (car —1 est alors racine simple de I’équation
caractéristique),
— deg@ = 0sia# —1 (car —1 n’est alors pas racine de I’équation caractéristique).
Maintenant, calculons!
— Sia=—1,soit A € C tel que Q(z) = Az,

x +— Aze "est sol. de (H_1) VeeR, (Aze ™) — (1 —1)(Aze™™) — Aze ™® =€ 7
Ve eR, (Aze ™) — Aze ™ ="
Ve e R, (—24e "+ Axe ™) — Aze * = *

VeeR, —24e *=¢" "

a=-1
2

r1eee



— Sia# —1, soit A € C tel que Q(z) = A,
x+— Ae "est sol. de (H,) <= VzeR, (4e ™) —(1+a)(Ae™™) +ade ™™ =7
< VreR, Ae®+(1+a)lde ™ +aAxe *=€"
— VreR,2(1+4+a)de®=¢"
— 2(1l+aA=1
1
= A= —1
it @77V
/1,5
Une solution particuliere de (H,) est
R — C R — C
N 1o, sta=-1, et N 1 oo siaF L
x 5 2e 20 +a)
Le plan affine des solutions de I’équation (H,) est
{ R — C 2}
1 —z | (W) eC siaeC\{-1,1}
A €T axr T 9 Y 9
T +—  Ae” + ue +72(1+a)e
R — C )
1 ia=1
T ()\$+M)ez+1€_m (A,M)GC S1.a ;
R — C )
1 A ia=—1.
T )\ex+ue_m—§x6_m (A n)eC SLa
I11.2. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 (& coefficients constants). Soit f € C(R).
(a) Soient A, p € C, donner une équation différentielle (E) ,) pour laquelle on a ’équivalence, pour toute y €
C*(R),
Fro Fu(y) = f <=y est solution de (E) ,) sur R.
Soit y € C*(R) fixée quelconque.
FraoFuly) = AW — )
= ' —mw) =Ny — )
= y' = =N+ Ay
= ¥ = (u+ Ny + Ay
Notons (E) ) Péquation différentielle y” — (u + A)y' + Apy = f.
D’apres le calcul précédent, /1
Vy € C*(R), Fy o Fu(y) = f <= y est solution de (E) ) sur R.

(b) En déduire, a I'aide de la question ??, que I'ensemble des solutions définies sur R de (E) ;) est

{alepxex) + Bey +epxenx f | (o, 8) € C?).



y € C*(R) est une sol. déf. sur R de (E) ) FroFuly) =f (question ?7?)

FaFuly) = f

Fu(y) est solution de équation Fy(y) = f

Fuly) € {aex+exx f | aeC} (question ?7?)

JaeC : Fuly) =aex+exxf

JaeC : ye{Be,+eux(aex+exr*f) feC}

d’apres la question 7?7 pour A < u, f < aey +ey*x f

JacC : IBeC : y=Pe,+eux(aey+eyxf)

e, B) €C? : y=Pe,+ale,xex)+e,xex*f (question ?7)
y € {aley*ex) +Bey+euxenxf|(a,B) €C?

rroet

1o

Ainsi, ensemble des solutions définies sur R de (E) ) est {a(e, * ey) + Be, + ey xex* f | (o, B) € CR2

(c) Résoudre, en donnant la ou les solutions sous la forme d’un produit de convolution, le probléeme de Cauchy

y est solution de (E) ,) sur R,
y(0)=0,
y'(0)=0.

On pourra utiliser les résultats de la question ?7.

y € {aley*ex) + Bey+euxenxf | (a,B) € C*}
= y(0) =0 (question ?7)
y'(0)=0

y est une sol. du pb.
de Cauchy ci-dessus

y=oale,*xey) + PBe, +euxexxf
— J(a,p)eC*:{ y(0)=0

y'(0) =0

y=oale,xey) + fe, +e,xeyxf
a (eyxex)(0) +Beu(0)+ (eu*xex*f)(0) =0
—— N~ ——
=0 (quest. 7?) =1 =0 (quest. ?7)
— Ja,BeC?:
a  (epxen)(0) 4B €,(0) + (euxex* f)(0) =0
— ——— ~—— ~———
=e,(0) (quest. ??) = pe,(0) = (ex* £)(0) (quest. ?7)
=1 = =0 (quest. 77?)

1
y=oae,*xey+fe, +e,xeyxf
— J(,BeCH:{ =0
a+Bu=0
y=oae,*xey+ fe, +e,xey*f
— J(,BeCH:{ =0
a=10

= y=eyxerxf

‘Ainsi7 le probleme de Cauchy considéré admet une unique solution qui est e, * ey * f. ‘ /2,5

(d) Réciproquement, étant donnée 1’équation différentielle linéaire du second ordre (E') : 4" + by’ + cy = f on
(b,¢) € C2, trouver un couple (X, i) € C? tel qu’on ait I’équivalence :

y solution de (E') sur R <= y solution de (Ej ) sur R .



22 4 bz + ¢ est un trinéme du second degré donc il admet deux racines (non nécessairement distinctes) dans
C que 'on note Ag et ppg.

Montrons que ce couple (A, i10) répond a la question.

y est solution de (E), ;) sur R <= 4" — (o + Xo)y’ + Xopoy = f sur R (question ??)
or Ao + po = —b et Agup = ¢ (relations coefficients racines)
— Yy +by)+cy=f surR
<= y solution de (E') sur R

Si A et p sont les racines dans C de 2% + bz + ¢ = 0, on a I'équivalence :
/1,5

y solution de (E') sur R <= y solution de (Ej ) sur R

(e) Résoudre une seconde fois, mais a ’aide de produits de convolution, I’équation (H,).

Les racines du trinéme 22 — (14a)z +a = 0 étant 1 et a, d’apres la question ?? appliquée pour (E') < (H,),
(Avu) A (].,CL) et f e,

y solution de (H,) sur R <= y solution de (E; ) sur R avec f < e_
si bien que ’ensemble des solutions de (H,) est, d’apres le résultat établi dans la question ?7,

{a(eg *xe1) + Beqg +eqxe1xe_1 | (o, 8) € (CQ}

Par ailleurs,

* eq xe]*xe_q a été calculé dans la question 77 en fonction de a € C,

1 1
*ea*el:waexsiazletea*elsz1 e"”—l e sia#1,
—a _
donc l'ensemble des solutions de (H,) est
* sia=1,
R — C ) R — C ,
_ = 1 1 1
T axex—i-ﬁex—i-%e_m—l—zxél 1e$ (2,8 € C T <a+2>xex+<5—4>ex+46x (@, f) € C

ce qui est le méme ensemble que celui obtenu dans la question 77 en posant
1 1
A=a+ - et =0—--
2 n=>h=3

car I'application (o, 8) — (A, ) est bijective (exo) de C* dans C2.
* sia=—1,

R — C
1 1 2 1 1
r = o« (em - e’”) + pe " — %eﬂ” + zem

(a, B) € (C2}

soit

{]R — C 2}
g l x _g _1 *96_} —x (a,ﬁ)E(C
T (2+4)e +< 2—1—5 4)6 5¢

ce qui est le méme ensemble que celui obtenu dans la question 7?7 en posant

o' 1
A= + et ,u:—§+ﬁ—1

| Qo
=

car Dapplication (o, 8) — (A, 1) est bijective (exo) de C? dans C2.



* siaeC\{-1,1},

R — C

1 1 1

T @ o @ e + Be® + e’ + e+ ——e®
a

soit

(o, B) € <c2}

{R — C
« 1 « 1 1
H . - X _ axr 771
“ (1—a+ﬁ+2(1—a)>e+( 1—a+a2—1)e it a)f

ce qui est le méme ensemble que celui obtenu dans la question ?? en posant /3

o' rm 1 ; Q 1
- e —
1-a 21— a) T e @1

A=

car 'application (o, 3) — (X, 1) est bijective (exo) de C? dans C2.

IT1.3. Soit h € C*(R) & valeurs réelles vérifiant 1(0) = 0, 4'(0) = 0 et pour tout = € R,
h"(z) — 310 (z) +2h(z) = e .

(a) Posons g = h" — 3h’' + 2h.
En cherchant un probleme de Cauchy associé a une équation différentielle linéaire d’ordre 2 ayant g comme
second membre et dont h est solution, montrer que

h = e ey * (h — 3h' + 2h)

e Remarquons que I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2
y' =3y +2y=g

admet pour équation caractéristique 2 — 3r + 2 = 0, or 1 est racine évidente et le produit des racines
vaut 2, donc ’autre racine est 2.
D’apres le résultat de la question ??, y" — 3y/(z) + 2y = g est donc I'équation (F21) pour f <+ g.

e Sachant que h(0) = h'(0) = 0, la fonction h est évidemment une solution définie sur R du probléme de

Cauchy
y' =3y +2y=(h" -3 +2h) =g y est solution de (Fo 1) sur R pour f < g = B’ —3h + 2h,
y(0) =0, <~ ¢ y(0)=0,
y'(0)=0. y'(0)=0.

or nous avons établi dans la question ?? (pour (\, u) < (2,1) et f < h” — 31’ + 2h) que ce probléme de
Cauchy admet une unique solution qui est ez * eq x (h” — 30’ + 2h) donc, par unicité, c’est h. /15

Ainsi, h = ey x ey x (b — 30" + 2h).

(b) En déduire que
1 1 1
h > 562 — 561 + 66_1 sur R.

e D’une part, par hypothese dans cette question,

B —3hn +2h >e_; surR,



x
e d’autre part, pour tout z € R, (e2 xe1)(z) = / e?*72eldt donc ey * e; est a valeurs réelles (ce

qui est une des hypothéses que doit satisfaire la fonction f dans le résultat de la question ?7) et, plus
précisément, pour z € [0, 400/,

xT xr
(eg x e1)(x) :/0 2T 2ot dt = /0 At > 0
~ =20
x>0

bornes dans
le bon ordre

tandis que, pour x €] — 00, 0],

T xr
_ 20—2t t —_ 2x—t <
(eg x e1)(x) /0 e e'dt /0 ertdt <0
~~ =20
r <0

bornes dans
le mauvais ordre

donc
eaxe; =0 sur [0,+00[ et egxe; <0 sur|— oo,0].

Les deux points ci-dessus permettent d’appliquer la propriété de croissance du produit de convolution établie
dans la question ?? pour f < ez xe1, g < e_1 et h < h” — 3h' + 2h (autorisé car ces deux fonctions sont a
valeurs réelles) ce qui donne

ea ke x (W —3h +2h) > eaxe; xe_y sur R.

Par ailleurs, en utilisant les regles de calcul établies dans la question 77,

. €_1—¢€1
ea kel ke_| = 82*(_1_1>
1 1
= —562*6_14-562*61
1 /e_1—e9 1 /e —ey
- _2(—1—2>+2(1—2>
1 1 1 1
= —3 (—36_1 + 362) +5(mer +e2)
1 1 1 1
= 66 1_662_561+562
1 1
= 66_1_§€1+§€2
1




