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DEVOIR SURVEILLE N°4

Sujet donné le mercredi 8 décembre 2021, 3h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

ETUDE DES SOUS-GROUPES ADDITIFS DE (R, 4) ET APPLICATION A LA

CONSTRUCTION DE LA FONCTION LOGARITHME

L’objet de ce probleme est ’étude des parties G de R pour lesquelles la restriction de la loi de composition interne
« + » de R permet d’obtenir une structure de groupe.
La premiere partie établit quelques résultats préliminaires concernant des questions de densité.
La seconde partie permet de classifier les sous-groupes additifs de (R, +), en particulier les sous-groupes engendrés par
deux éléments.
En troisieme partie, il s’agit de construire une fonction logarithmique sur un sous-groupe dense de R.
FEn derniere partie, nous prolongeons la fonction du logarithmique a R par densité.

La partie III est indépendante des parties précédentes.

En revanche, la partie IV est fortement liée a la partie I1I.

Tout résultat, une fois établi, peut étre utilisé dans la suite du probléme.
On admettra que 7 est un nombre irrationnel

I Sur les parties denses et discretes de R

Rappelons et donnons quelques définitions utilisées dans la suite du probléme.
— Une partie A C R non vide est dense dans R

siV(z, y) € R? tels que = < v, il existe au moins un élément a € A tel que a €lx, yl.

— Une partie A C R qui n’est pas dense dans R est dite non dense dans R.
— Une partie A C R non vide est discréte (dans R)

I.1.

[.2.

L.3.

I.4.
L.5.

L.6.
L.7.

si Va € A, il existe un réel n > 0 tel que Ja —n, a+n[NA = {a}

Montrer que A C R est dense dans R si et seulement si

V(z, e) eRxRY, Ja€ A : |z —a| <e.

k
Démontrer que D = {3p ‘ (k, p) € ZxN } est une partie dense de R. Est-elle incluse dans Q ou égale a Q
(réponse a démontrer) ?

Donner les deux caractérisations des parties non denses qui se déduisent, par négation, des assertions équivalentes
de la question I.1. Donner (avec justification) un exemple de partie de cardinal infini non dense de R.

Donner (avec justification) un exemple de partie discréte non bornée de R.

1
Montrer que & = { —
n

Une partie non vide de R peut-elle étre simultanément dense et discrete ?

n e N*} est discrete dans R. La partie £ U {0} est-elle également discréte dans R?

Donner (avec justification) un exemple de partie non bornée, ni dense ni discréte dans R.



IT Classification des sous-groupes de (R, +)

Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.
I1.1. Soit g € G. Montrer que 'ensemble {kg | k € Z}, qui sera désormais noté ¢gZ, est inclus dans G.
II1.2. Montrer que G N R’ admet une borne inférieure a positive ou nulle dans R.
Selon la valeur de a (a = 0 ou a > 0), la nature du groupe G varie comme le montrent les questions 3. et 4.

suivantes.
I1.3. (a) Donner un sous-groupe additif G de (R, +) satisfaisant la condition inf G NRY > 0.

Supposons a > 0 dans la suite de cette question.
(b) i. Montrer que, si a ¢ G, alors il existe (g1, g2) € G2 tels que a < g1 < g2 < 2a.
ii. En considérant g» — g1, montrer que G N R’ admet a pour plus petit élément.

(¢) Soit g un élément quelconque de G. Montrer (sans utiliser un résultat répondant directement & la question)
qu’il existe un unique n € Z tel que 0 < g — na < a. En déduire que g — na = 0.

(d) Conclure que G = aZ. G est-il discret ?
II.4. (a) Donner un sous-groupe additif G de (R, +) satisfaisant la condition inf G NRY = 0.

Dans la suite de cette question, supposons que a = 0. Soient ¢ € R’} et x € R fixés quelconques.
(b) Montrer qu’il existe g € G tel que 0 < g < e.

(c) En effectuant la division pseudo-euclidienne de x par g, établir l'existence de n € Z : |ng — z| < €. Que
vient-on de prouver concernant le sous-groupe G 7

I1.5. Etude des sous-groupes de (R, +) engendré par deux éléments.
Soient (x, y) € R’f. Posons Gy, = {nz +my | (n, m) € Z?}.

(a) Montrer que G, 4 est un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.

x
(b) Montrer que G, est discret si et seulement si — est un nombre rationnel.

)
(c) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe G, soit dense.
(d) En considérant le sous-groupe additif de R noté G ar, calculer sup{cos(n) | n € Z} et inf{cos(n) | n € Z}

apres en avoir justifié I'existence dans R.

(e) Montrer plus généralement que ’ensemble {cos(n) | n € Z} est dense dans [—1, 1].

III Construction du logarithme népérien sur Qi

Considérons la suite définie pour tout n € N* par

x| =

Hy=)_
k=1

Considérons, pour tout m € N*, la suite (™) définie par Vn € N, e%m) = Hpyn — Hy.

1
III.1. Soient (a,b) € N*? fixés tels que a < b. Montrer, apres avoir encadrer Z lorsque k € [a,b], que

b
b—a < Z 1 < b—a
b Wit k" a+1
I11.2. Soit m € N* fixé.
(a) Montrer que
Vne N, 0<elm < m=bn
n+1

(b) Montrer que (e™),en- est croissante. On pourra utiliser la minoration de la question IIL1.

(¢) En déduire que la suite (e™),en- est convergente.



N* — R
m +—  lim e™

n—-+oo n

Ce résultat permet de définir 'application f ce qui signifie que, pour tout m € N¥,

flm) = lim ef™.

I11.3. Soient (m,p) € (N*)2,
(a) Justifier que les suites (Hpp —Hy )nen+ €t (Hypmpn — Hpn)nen+ convergent et déterminer leurs limites respectives.
(b) En déduire que f(mp) = f(m) + f(p) (ce qui signifie que f est un morphisme de (N*, x) dans (R, +)).
Q, — R
I11.4. Posons ¢ roe () - f(q) ol = g avec (p, q) € N* x N*

(a) Pourquoi n’est-il pas immédiat de voir que ¢ est une application bien définie sur Q% ? que faut-il faire pour
prouver que £ est une application bien définie ?
(b) Montrer que ¢ est une application bien définie ?
(c) Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de (Q7 , x) dans (R, +).
II1.5. L’objectif de cette question est de prouver que ¢ est strictement croissante. Soient (ry,72) € Q*JFQ fixés tels que
r1 < ro.

(a) Soient (m,p) € N*2. Montrer que f(m +p) — f(m) > P

m—l—p'

(b) Justifier Pexistence de (m,p) € N*? tels que 75 = 7} (1 + m)
p

(c) Montrer que £(re) — l(ry) = ¢ (m—i—p) puis conclure.
p

. 1 1 kldy 1
I11.6. (a) Montrer, pour tout k € N*, en encadrant u — — sur [k, k + 1], que Tl < / — < T
U k

(b) En déduire que

mn+l dq 21 mn dy
v N* N* — < - < — .
me ) V€ ’ /n+1 U Z k / U

(c) Conclure que Vm € N*, f(m) = Inm puis que ¢ coincide avec la fonction logarithme népérien sur Q7 .

IV Construction du logarithme népérien sur R

On considere une fonction ¢ définie sur Q7 , croissante et coincidant avec la fonction logarithme népérien sur Q.

IV.1. (a) Soit z € R} \ Q7.
Montrer que {£(r) | 7 € Q7 , r < x} admet une borne supérieure.

B * < . * *
On pose, pour tout z € RY, {(x) = { Zl(lal?){ﬁ(r) |reQ}, r<a} Zi ;‘ 2 gr \Q%,
T

(b) Montrer que, pour tout x € R*, f(z) =sup{l(r) | r € Q% , r < z}.

(¢) En déduire que £ est croissante sur R’ . Est-elle strictement croissante sur R ?

IV.2. Conclure que ¢ = In sur RY .
[2"z)
271

On pourra considérer, pour x € R} fixé, la suite définie pour tout n € N par r,, = et montrer qu’il existe

un rang ng € N tel que Vn € N, n > ng = 0(r,,) < l(z).



Correction

ETUDE DES SOUS-GROUPES ADDITIFS DE (R, 4) ET APPLICATION A LA
CONSTRUCTION DE LA FONCTION LOGARITHME

L’objet de ce probleme est ’étude des parties G de R pour lesquelles la restriction de la loi de composition interne
« + » de R permet d’obtenir une structure de groupe.
La premiere partie établit quelques résultats préliminaires concernant des questions de densité.
La seconde partie permet de classifier les sous-groupes additifs de (R, +), en particulier les sous-groupes engendrés par
deux éléments.
En troisieme partie, il s’agit de construire une fonction logarithmique sur un sous-groupe dense de R.
FEn derniere partie, nous prolongeons la fonction du logarithmique a R par densité.

La partie III est indépendante des parties précédentes.
En revanche, la partie IV est fortement liée a la partie I1I.
Tout résultat, une fois établi, peut étre utilisé dans la suite du probléeme.

I Sur les parties denses et discretes de R

Rappelons et donnons quelques définitions utilisées dans la suite du probleme.
— Une partie A C R non vide est dense dans R
siV(z, y) € R? tels que = < v, il existe au moins un élément a € A tel que a €]z, yl.
— Une partie A C R qui n’est pas dense dans R est dite non dense dans R.
— Une partie A C R non vide est discréte (dans R)
si Va € A, il existe un réel n > 0 tel que Ja — 7, a +n[NA = {a}

I.1. Montrer que A C R est dense dans R si et seulement si

V(iz, e) eRxR}, dJac A : |z —a|<e.

e Soit A une partie dense dans R fixée quelconque.
Soit € € R, fixé quelconque. Soit 2 € R fixé quelconque.
Appliquons la définition de A est dense dans R en remplagant x par x — € et y par x + &, ce qui est autorisé
carr—e<x+e:
Jao€eA :a€glx—e,x+el

Ainsi, la définition implique la caractérisation proposée.
e Soit A une partie de R non vide fixée quelconque telle que V(z, ¢) e Rx R, Ja € A : |z —al <e.

Soient (u,v) € R? fixés quelconques tels que u < v. Appliquons la propriété supposée en remplacant z par
u-+v v—Uu U+ v

v—u
5 et € par ce qui est possible car ceRet — > 0. Alors,
u+v v — U
JaeA : |a—
2 2
L utv v—u ut+v  v—u
soit — <a< + d'ouu <a<w.

2
Ainsi la partie A est dense dans R.

Ainsi, toute partie A C R est dense dans R si et seulement si V(z, ¢) e RxRY, Ja € A : |z —al <e.

k
[.2. Démontrer que D = {SP

(réponse a démontrer) ?

(k, p) € ZxN } est une partie dense de R. Est-elle incluse dans Q ou égale a Q

Soit x € R fixé quelconque.

Méthode 1 : Prouvons la caractérisation séquentielle de la densité en exhibant une suite d’éléments de D qui
converge vers x.

/2



L.3.

I.4.

L.5.

k
Posons, pour tout n € N, k, = |3"z]. La suite (32) est parfaitement définie dans DV et vérifie :
neN

k k,+1 k 1
Vn € N, kn<3”az<k‘n+1:>3—2<:c< n3: :>0<:c—3—z<3—n.

1
La suite constante identiquement nulle converge vers 0 et la suite (3n) converge vers 0 donc, d’apres le
neN

théoreme d’existence de limite par encadrement, d’une part la suite (x - 32) converge et d’autre part sa
neN
limite est nulle.

k
Par conséquent, la suite <Z> e DN converge vers .
neN
Méthode 2 : Prouvons la densité avec la définition.

Soit (z,y) € R? avec z < y. Soit ' €]z, y]
1
Onay —z>0,et lim(3—p) =0, donc il existe pg € N tel que 3/ — 2 > — > 0.

3po
k
Soit k = |3P°y/|, alors k € Z et k < 3"y’ < k + 1. Donc d’une part : 30 <y <y;
t d’aut by < ! u ' Done 0 < est-a-di u
et d’autre part : y <3%+%<3%+(y —z). Donc < g — & Clest-drdire & < o
Ainsi on a trouvé un élément de D inclus dans |z, y[. /2

k
D= {3}) (k, p) €Z x N} est une partie dense de R.

1
D est trivialement incluse dans Q. Montrons que l’'inclusion réciproque est fausse en prouvant que 3 ¢ D. En

1 k 1
effet, si 3 €D, 3k, p) €ZxN : =3 d’ott 2k = 3P. On en déduit que, 2 divise 3” ce qui est toujours faux. /1

‘Par conséquent, D C Q. ‘

Donner les deux caractérisations des parties non denses qui se déduisent, par négation, des assertions équivalentes
de la question I.1. Donner (avec justification) un exemple de partie de cardinal infini non dense de R.

Par négation des caractérisations de la question 1.1, une partie A de R est non dense si et seulement si

I(xo,y0) € R? : zg <y et AN)zo, yo[= 0

ce qui est équivalent a

I(zo,e0) € Rx RL : ANzg — €9, o + €0[= 0

ce qui est équivalent a

I(zo,e0) ERXRY : Va€ A, a<xg—e9 ou a=x9+ep.

Z est une partie de cardinal infini non dense (’assertion précédente est vérifiée pour zg = 3 et g9 = 5)

De méme, Q NR n’est pas dense dans R (I'assertion précédente est vérifiée pour zo = —2 et g9 = 1. /1,5

Donner (avec justification) un exemple de partie discréte non bornée de R.

Montrons que Z est une partie discréete non bornée de R.
e Soit A € R fixé quelconque. Alors [A| + 1 est un entier relatif tel que [A] +1 > A.
Par conséquent, Z est une partie non bornée de R.
e Soit n € Z fixé quelconque. Alors en posant n = 1, [n — 1,n + 1][NZ = {n}. Par conséquent, Z est une partie

discréte de R. /1,5
‘Ainsi, 7Z est une partie discréte non bornée de R. ‘

1
Montrer que £ = { — ‘ n e N*} est discrete dans R. La partie £ U {0} est-elle également discrete dans R ?
n




1 1 1
e Soit z € & fixé quelconque. Alors dng € N* tel que + = —. Montrons que pour 1 = — —

no no ng + 1’ ©
Joe —n,z+nNE = {x}.
En effet, pour tout n € N*,

n a

. 1 11 1 1 1
—sin>ny, ———> — — donc — <z —n dou — ¢|lz —n,z + 1],
ng n ng no+1 n n
NS B U/ St N S 1 1 Ly 1>+d,\1¢] ol
— sin<ng, ——— = > > = — — onc — > x ol — &lx —n,x ,
o ng non non ~ no(no+1) mng no+1 n n n n "

. 1
— sin=ng, — =z et donc x €]z —n,x + 1.
n
Par conséquent, £ est discrete dans R.
e Supposons que £ U {0} est une partie discrete Alors, il existe n € R} tel que | —n+0,7+40[NE = {0}. Fixons

1 1 1
N = {J + 1 de sorte que 0 < N <" Alors N €l —n+0,74+0[NE \ {0} ce qui contredit 'hypothese. Par
conséquent, £ U {0} n’est pas une partie discréte. /2

1
La partie £ = { —
n

n e N*} est discrete dans R mais € U {0} ne l'est pas.

[.6. Une partie non vide de R peut-elle étre simultanément dense et discrete ?

Supposons que A soit une partie non vide de R simultanément dense et discrete. Soit a € A fixé quelconque
(possible car A # ). Puisque A est discrete, il existe n € R} tel que

la—n,a+nNA={a}.
Choisissons d’appliquer la définition de la densité de A dans R pour x =aety=xz+7:
Ja,a+n[NA#0

ce qui est en contradiction avec Ja —n,a +n[NA = {a}. /1,5

‘Ainsi, une partie non vide de R ne peut pas étre simultanément dense et discrete.

1.7. Donner (avec justification) un exemple de partie non bornée, ni dense ni discrete dans R.

Considérons la partie A =& U {0} UZ.
e A contient Z qui n’est pas bornée donc A n’est pas bornée.
e A contient £ U {0} qui n’est pas discréte donc A n’est pas discrete.

57
e A n’est pas dense dans R car l'intervalle } 71 { ne rencontre pas A.

| /1,5
‘Ainsi, EU{0} UZ est une partie non bornée, ni dense ni discrete dans R. ‘

IT Classification des sous-groupes de (R, +)

Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.
I1.1. Soit g € G. Montrer que l’ensemble {kg | k € Z}, qui sera désormais noté ¢gZ, est inclus dans G.

e Considérons la propriété P(n) définie pour tout n € N par
P(n) : «ngeG»

* 0 x g =0 or 0 est le neutre du groupe (R, +) donc il appartient au sous-groupe G donc 0 x g € G donc
P(0) est vraie.
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.

Alors (n+1)g = ng 4+ g € G par stabilité d’un sous-groupe pour la loi induite par le
— <~
€G €G

car P(n) est vraie
groupe ambiant donc P(n + 1) est vraie.



Ainsi, Vn € N, ng € G.
e Soit n € Z\ N fixé quelconque.
Alors —n € N donc, d’apres le premier point ci-dessus, (—n) x g = —ng € G. Or G est un sous-groupe de
(R,+) donc G contient les symétriques dans (R, +) de tous ses éléments et en particulier celui de —ng qui
est ng. Par conséquent, ng € G.
Par conséquent, Vn € Z\ N, ng € G. /1,5
| Ainsi, {kg | k € Z} C G.|

IT.2. Montrer que G N R’ admet une borne inférieure a positive ou nulle dans R.

G NRY est
e une partie de R,
e non vide car G # {0} donc il existe g € G tel que g # 0, si g > 0 alors g € GNRY, si g <0, alors —g € G
(un sous-groupe contient les symétriques de tous ses éléments) et donc —g € GNRY
e minorée par 0 car incluse dans R,
donc G MR’ admet une borne inférieure notée a € R.
De plus, 0 minore G N R’ donc a > 0. /1

Ainsi, G NRY admet une borne inférieure a positive ou nulle dans R.

Selon la valeur de a (a = 0 ou a > 0), la nature du groupe G varie comme le montrent les questions 3. et 4.
suivantes.

I1.3. (a) Donner un sous-groupe additif G de (R, +) satisfaisant la condition inf G NRY > 0.

e (Z,+) est un sous-groupe additif de (R, +),
e ZNR} =N" et inf N* =1 car 1 minore N* et 1 € N*. /0,5
‘Ainsi, le groupe (Z,+) vérifie a = 1.

(b) Supposons a > 0 dans les questions suivantes.

i. Montrer que, si a ¢ G, alors il existe (g1, g2) € G? tels que a < g1 < g2 < 2a.

Supposons que a ¢ G.
Appliquons la caractérisation de la borne inférieure pour € = a ce qui est possible car a > 0 :

Jgo e GNRY @ go—a<a<go

d’out 'on obtient d’une part g < 2a et d’autre part a < go puisque a < g2 et a ¢ G. Appliquons une
seconde fois la caractérisation de la borne inférieure pour € = go — a ce qui est possible car go —a > 0 :

HgleGﬂRi cg1—(ge—a)<a< g

d’ott 'on obtient d’une part g; < g2 et d’autre part a < g; puisquea < gy eta ¢ G. /2

ii. En considérant go — g1, montrer que G N RY admet a pour plus petit élément.

Puisque G est un groupe, go — g1 € G. Or, d’apres la question précédente 0 < go — g1 < 2a — g1 < a donc

g2 — g1 est un élément de G N R’ strictement inférieur a la borne inférieure de G N RY ce qui est une
contradiction.

Par conséquent ’hypothese a ¢ G est fausse donc a € G,

or a>0donca=infGNR} € GNRY,

or une partie qui admet une borne inférieure qui lui appartient admet cette borne inférieure comme plus
petit élément,

donc a = min G NRY. /2
Ainsi, G N R’ admet a pour plus petit élément.




(¢) Soit g un élément quelconque de G. Montrer qu'il existe un unique n € Z tel que 0 < g — na < a. En déduire
que g —na = 0.

e Existence. Posons n = LgJ Alors,
a

n < g <n+1
a
doncna < g <na+adoul<g—na<a.

e Unicité. Soient (n1,n9) € N? tels que 0 < g—nja < aet 0< g—nsa < a. Le second encadrement donne
—a < ng2a — g < 0 et en ajoutant le premier encadrement a ce dernier, on obtient —a < (n2 —ni)a < a
d’ou en divisant par a > 0, —1 < ne —n; < 1 donc n; = ny car ce sont des entiers.

‘Ainsi, il existe un unique n € Z tel que 0 < g — na < a.

Or, par stabilité de G pour la loi +, (¢ — na) € G donc g — na est un élément de G strictement inférieur a
min R} NG donc (g —na) ¢ RY, or g —na > 0 donc g = na. /2

Ainsi, g = na.
|

(d) Conclure que G = aZ. G est-il discret ?

Dans la question précédente, nous avons montré que G C aZ,

or nous avons aussi prouvé, dans la question II.1 appliquée pour g < a que aZ C G,
| donc G = aZ.|

L’ensemble aZ est une partie discrete de R car, pour tout x € aZ, | — a,z + a[NaZ = {x}. /1

‘Ainsi7 G = aZ est une partie discrete de R. ‘

I1.4. (a) Donner un sous-groupe additif G de (R, +) satisfaisant la condition inf G NR% = 0.

e Q est un sous-groupe additif de (R, +),

e 0 minore QNRY et, la suite ( ) est une suite de (QNR* )N qui converge vers 0 donc la caractérisation
neN*
séquentielle de la borne inférieure donne inf Q NR% = 0. /1,5

Ainsi, (Q,+) est un sous-groupe de (R, +) et inf Q NRY = 0.

Dans la suite de cette question, supposons que a = 0. Soient € € R’ et z € R} fixés quelconques.

(b) Montrer qu’il existe g € G tel que 0 < g < e.

Appliquons la caractérisation de la borne inférieure en prenant pour ¢ la valeur que nous avons choisie fixée
quelconque :
JgeGNRY : g<a+e=0+¢

d’ott, d'une part g < ¢, et d’autre part g > 0 car g € R /1

Ainsi, il existe g € G tel que 0 < g < €.

(c) En effectuant la division pseudo-euclidienne de z par g, établir 'existence de n € Z : |ng — z| < . Que
vient-on de prouver concernant le sous-groupe G ?

Soit g est I’élément obtenu dans la question précédente.
Effectuons la division pseudo-euclidienne de x par g (autorisé car g # 0) :

A(n,r) € Zx[0,|g|[: z=ng+r

Cela signifie que |ng —z| = |r| < |g| =g < e. /2

‘Ainsi, il existe n € N tel que |ng — x| < e. ‘

D’apres la caractérisation établie dans la question 1.1, G est un sous-groupe de (R, +) dense dans R. ‘




I1.5. Etude des sous-groupes de (R, +) engendré par deux éléments.
Soient (x, y) € Rjz. Posons G, = {nx +my | (n, m) € Z*}.

(a)

(b)

()

Montrer que G, est un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.

e (4 est une partie non vide de R (0 =0z + 0y € G, ),
e Soient (g1,g2) € Ggyy. Alors il existe (ny, mq,n2, ma) € Z* tels que g1 = nix + miy et go = nox + may.
g1 — g2 = (n1 — n2)x + (M1 — ma)y avec (n; — ng,my —may) € Z? donc g1 — go € Gy
Par conséquent, G, est un sous-groupe de (R, +).
De plus z = 1z + 0y € G, et = # 0 donc G, n'est pas réduit a {0}.
‘Ainsi, G2,y est un sous-groupe de (R, +) non réduit a {O}‘

Montrer que G, est discret si et seulement si — est un nombre rationnel.
Yy

e Supposons que G, est discret.
Alors, puisque 0 € G, il existe n > 0 tel que GN] — n, n[= {0}
si bien que 7 minore G N R’ ,
donca=inf GNRY =27 >0
donc, d’apres la question 11.4, G = aZ.
Or z = 1l.x + 0.y € G donc il existe k € Z tel que ka = . De méme, y = 0.2 + 1.y € G donc il existe

x k
k' € Z tel que k'a = y. Nous en déduisons que — = — € Q. Remarquons que k' # 0 car y # 0.

y K
e Supposons que T e Q. Alors, il existe (p,q) € Z x N* tel que TP By.
Yy
Ainsi, Gy = { (np + m) Yy ‘ (n,m) € ZQ},
q
donc G,y = {My (n,m) € ZQ} C Y7, si bien que inf G,y NRY > inf Y7 NRY = ¥ > 0.
q q

Par conséquent, d’apres les résultats de la question I1.3, G, est un sous-groupe discret.

Ainsi, G, est discret si et seulement si — est un nombre rationnel.
Yy

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe G, soit dense.

Nous avons vu en début de partie II qu'un sous-groupe de (R, +) est soit discret, soit dense (ou exclusif) (le

x
cas ou G = {0} rentre dans le cas ou le sous-groupe est discret!). Or la négation de « — est rationnel » est
Y

x . .
« — est irrationnel ».

T
Ainsi, le sous-groupe G, est dense si et seulement si — € R\ Q.
Y

En considérant le sous-groupe additif de R noté G 2., calculer sup{cos(n) | n € Z} et inf{cos(n) | n € Z}
apres en avoir justifié ’existence dans R.

L’ensemble {cos(n) | n € Z} est
e une partie de R par définition,
e non vide car cos1 en est un élément,
e majorée par 1 et minoré par —1 (car la fonction sinus est comprise entre —1 et 1)
donc il admet une borne supérieure inférieure ou égale a 1 et une borne inférieure supérieure ou égale a —1.

1
Le sous-groupe additif de R noté G2, est dense dans R car o e R\ Q.
T

La caractérisation séquentielle de la densité permet d’affirmer I'existence d’une suite v € Gll\{zw qui converge

vers 0.

Or, pour tout n € N, il existe (an,by,) € Z? tels que u, = a, + 2mh,, et nous avons donc ll)rf an + 2mb, = 0.
n o0

Par conséquent, par continuité de la fonction cosinus en 0, la suite (cos(a, +27by,))nen converge vers cos(0) =
1, or cette suite coincide avec la suite (cos(ay))nen qui converge donc vers 1.
Ainsi,

/1,5

/1,5

/1,5

/1



— 3(cos an)nen € {cosn | n € Z}N telle que lim cos(an) =1,
n—+oo
— 1 est un majorant de {cos(n) | n € Z},
donc la caractérisation séquentielle de la borne supérieure donne sup{cos(n) | n € Z} = 1.
On procede de la méme maniére pour trouver une suite d’entiers (al,)nen telle que (cos(al,))nen converge vers
—1 a partir d’une suite de Gll\izﬂ qui converge vers 7. Cela permet de prouver que inf{cos(n) | n € Z} = —1.

‘Ainsi, sup{cos(n) | n € Z} =1 et inf{cos(n) | n € Z} = —1.‘

(e) Montrer plus généralement que ’ensemble {cos(n) | n € Z} est dense dans [—1, 1].

Soit a € [—1, 1] fixé quelconque.

La caractérisation séquentielle de la densité du sous-groupe Gipor dans R donne l'existence d’une suite
u € G?Z7r qui converge vers Arccos(«).

Or, pour tout n € N, il existe (ay,b,) € Z* tels que u, = a, + 27by,

donc lim a, + 27b,, = Arccosa.
n—-+o0o

Par conséquent, par continuité de la fonction cosinus en Arccosa, la suite (cos(ay, + 27by,))nen converge vers
cos(Arccosa) = «,
or cette suite coincide avec la suite (cos(ay))nen qui converge donc vers a.
Ainsi,
— d’une part {cos(n) | n € Z} C [inf{cos(n) | n € Z},sup{cos(n) | n € Z}], ce qui, d’apres la question

précédente, donne {cos(n) | n € Z} C [-1,1],
— d’autre part, pour tout a € [—1,1], il existe (cos(an))nen € {cos(n) | n € Z}N telle que ngrfoo cos(ay) = a,
donc, d’apres la caractérisation séquentielle de la densité d’une partie de [—1, 1] dans [—1,1], {cos(n) | n € Z}
est dense dans [—1, 1].

‘Ainsi, I'ensemble {cos(n) | n € Z} est dense dans [—1, 1]‘

IIT Construction du logarithme népérien sur Q'

Considérons la suite définie pour tout n € N* par

x| =

Hy=)_
k=1

Considérons, pour tout m € N*, la suite e(™) définie par Vn € N, e%m) =H,, — H,.

1
II1.1. Soient (a,b) € N*? fixés tels que a < b. Montrer, aprés avoir encadrer z lorsque k € [a,b], que

b
b k:a-i—lk a+1
Soit k € [a + 1,b] fixé. Alors,
+1<k<b d 1.1t
S X 11 T X
“ M ESES a1

si bien qu’en sommant terme & terme ces b — (a + 1) 4+ 1 encadrements pour k € [a + 1, 0],

)OS DI g
— < - <
hat1 0 Koot hear1 @1
——— —_———
1 & 1 b
S Z 1 — Z
b k=a+1 a+1 k=a+1
b—(a+1)+1 b—(a+1)+1
N b B a+1

/3

/3
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b— b1 b—ua
Ainsi, < Z - <
Mt kK " a+1
II1.2. Soit m € N* fixé.
(a) Montrer que
-1
e, 0<em g Mo bn
n+1
Soit n € N*,
(m) _ - Z - Z -
en
k=1 k k=1 ko k=n+ k
(m)

11 s’agit donc d’une somme de termes positifs, donc e, > 0.
Par ailleurs, en utilisant la majoration établie dans la question III.1 pour a < n et b <+ mn,
m)y  nm—n _n(m-—1)

(m) « =
“n TS T n+1

/1,5

VneN*, 0<elm g M= bn
n+1

(b) Montrer que (e™),en- est croissante. On pourra utiliser la minoration de la question IIL1.

Soit n € N*.

622)1 _ eng) — H(n+1)m —_ n+1 — Hnm -+ Hn
= (Hnm—i-m - Hnm) - (Hn+1 - Hn)
B m(i—:i-l) 1 - 1
k=nm+1 k n+1
m(n+1) —nm

mn+1)  n+1

en utilisant la minoration de la question III.1 pour a <— nm et b <— m(n + 1)

Et donc, en calculant explicitement ce minorant,

(m)

o(m) m(n+1) —mn I m 1
n+l

"7 mn+1) n+l mn+l) ntl

e

/15

Donc (e{™),en- est croissante.

m)

¢) En déduire que la suite (e neN* est convergente.
q n € g

-1 —1 1 —1
Pour tout n € N*, (m ) < (m J(n+1) carn<n-+1et m
n+1 n+1 n+1

Donc, pour tout n € N*,

(
“n S n+1

0.

WV

<m-—-1

m)

" Jnen+ est croissante, majorée (indépendamment de n), donc elle converge. /1,5

La suite (e

La suite (eSZ”))neN* est convergente.

N* — R
Ce résultat permet de définir I'application f m s lim e( m) ce qui signifie que, pour tout m € N*
n——+00

f(m)= lim (™.

"M\ LA



II1.4. Posons ¢

IT1.3. Soient (m,p) € (N*)2.

(a) Justifier que les suites (Hpp —Hy )nen+ €t (Hpmpn — Hpn)nen+ convergent et déterminer leurs limites respectives.

(Hpn — Hy)nen- est, en fait, la suite (e P))en et on a vu quielle est convergente, de limite f(p).

n
Et, pour n € N*,

(mp) _ o(p)

Hmpn - Hpn = (Hmpn - Hn) - (Hpn - Hn) =€

Donc (Hympn — Hpn)nen- est la différence des deux suites convergentes (e en et (eP))pens,

elle est donc convergente, avec pour limite, la différence des deux limites des deux suites en question.

(Hpn - Hn)nEN* — f(p) et (Hmpn - Hpn)nEN* — f(mp) - f(p)

(b) En déduire que f(mp) = f(m)+ f(p) (ce qui signifie que f est un morphisme de (N*, x) dans (R, +)).

* *
Soit ¢ : { N= N

n o +— pn
¢ est une fonction strictement croissante de N* dans N* (car p € N*).
Donc pour toute suite (uy)nens convergente, (Up(n))neNs = (Upn)nen+ en est une suite extraite, donc elle
converge vers la méme limite que .
Ainsi, (Hpmpn — Hpn)nens = (Hpmp(n) — Hypn))nens est une suite extraite de (Hyup — Hp)pen+ qui converge
vers f(m) donc (Hypn — Hpn)nen+ converge vers f(m).

Par unicité de la limite de (Hyppn — Hpn)nen+ qui vaut f(m) d’apres ce qui précede et f(mp) — f(p) d’apres
la question précédente,

f(mp) — f(p) = f(m) = f(mp) = f(m) + f(p)

Ce résultat est vrai pour tout (m,p) € N*2,

‘donc f est un morphisme de (N*, x) dans (R, +). ‘

QL — R
roo— f(p) - f(q) ourzgavecmq)eN*xN*

(a) Pourquoi n’est-il pas immédiat de voir que ¢ est une application bien définie sur Q* ? que faut-il faire pour
prouver que £ est une application bien définie ?

Il n’y a pas unicité d’écriture d’un rationnel strictement positif sous la forme P avec (p,q) € N* x N*.

q
15 , . . . s 3 15 .
et 10 représentent le méme rationnel strictement positif, donc £ | = 14 1) ce qui est

Par exemple, 5

2
équivalent, d’apres 1’énoncé a

fB) = f(2) = f(15) - f(10)

mais cette égalité n’est pas évidente du tout a priori et 'on peut donc légitiment craindre que 'image d’un
rationnelle dépende du représentant choisi pour la calculer, alors que pour définir une application, il faut que
tout élément de I’ensemble de départ admette une unique image.

Il faut donc s’assurer que ’expression définissant ¢ <p) est indépendante
q

du représentant b choisi pour chaque rationnel.
q

(b) Montrer que ¢ est une application bien définie ?

/2

/1,5
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/

Soient (p,q) € N* x N* et (p,¢') € N* x N* fixés tels que P_P Q%.Onadoncpxqg =p xq.
q

o

D’apres la propriété de morphisme de (N*, x) dans (R, +),
f) + f(d)=flpxd)=f' xq) = f)+ fa)

Donc f(p) — f(q) = f(') — f(d). /1.5
’Ainsi, £ est bien déﬁnie.‘

(c) Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de (Q7 , x) dans (R, +).

Notons que cette fois-ci (Q7, x) et (R, +) sont bien des groupes.
Soient r1,ry € Q7.
p2

Fixons (p1,q1) € N* x N* et (p2,q2) € N* x N* de sorte que 1 = PL ot ro = —=.
q1 q2

Alors, en utilisant que f est un morphisme de (N*, x) dans (R, +),

ﬁOuxm)—E(zi:)—nﬂmpﬁ—fMMﬁ——f@ﬁ+f@ﬂ—f@ﬁ—f@ﬁ——f@ﬁ—f@ﬁ+f@ﬁ—f@ﬂ——ﬁﬁ)—ﬂm)

/1

¢ est un morphisme de groupes de (Q7, x) dans (R, +).

II1.5. L’objectif de cette question est de prouver que ¢ est strictement croissante. Soient (r1,72) € Q*+2 fixés tels que
r1 < ro.
(a) Soient (m,p) € N*2. Montrer que f(m + p) — f(m) > P

m+p

Rappelons que

fm+p)= lim e™P) = lim (Himgpyn — Hp) et f(m) = lim e™ = lim (Hpy, — Hy,)

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

si bien que, par différence de suites convergentes,

(m4p)n
. i = ' 1
fm+p) = f(m) = nEIfoo (H(m+p)n — Hy — (Hpn — H”)> N ngrfoo (H(m“’)" - Hmn) B ”EIEOO k_%;-&-l L
(m+p)n 1
d’ou I'idé i 7
ou l'idée de minorer Z A
k=mn-+1

Soit n € N* fixé.
La minoration établie dans la question III.1 appliquée pour a - mn et b < (m + p)n donne

(mf)n 1 - (m+pn—mn D
o K (m+p)n m+p
—_——— v
— — it t.
St (m +p) — f(m) Wt Mt p (suite const.)

Les deux membres de 'inégalité ayant une limite lorsque n — 400, en passant a la limte dans I'inégalité, on
obtient /2

Jm+p) = fom) > 2




(b) Justifier Pexistence de (m,p) € N*2 tels que 5 = 71 (1 + 7;)

T2 .
Posons r = —= — 1 (ce qui a un sens car 9 # 0).
™

D’une part, (r1,72) € Q x Q" donc r € Q,

r
d’autre part 0 < r1 < 19 donc 1 < 22 donc r >0
1
m
si bien qu’il existe (m,p) € N* x N* : r = —.
p
Fixons de telles valeurs de m et p.

r <1+m>=m(1+r)=m (1+”—1):r2
p

1

On a donc

Ainsi, il existe (m,p) € N*2 tels que ry = 71 (1 + m).
p

(c) Montrer que £(r9) — €(ry1) =¥ (m+p) puis conclure.
p

La propriété de morphisme de ¢ donne

U(rs)) = ¢ (m (1 + 7;)) = 0(r1) + £ (1 + 7;)

donc

Lrg) —L(r1) = ¢ <1+ 7;) =/ (mp—i—p) d/f\:a_/ Ef(m +p)— f(m) > m]—)i—p >0 (car (m,p) € N*Q)
éf de

quest. IT1.5(a)

Ainsi, ¢ est strictemnt croissante sur R*Jr.

. 1 1 k1 du 1
I11.6. (a) Montrer, pour tout k € N*, en encadrant u — — sur [k, k + 1], que < / — < -
U k+1 k U k

Soit k € N* fixé.

1
La fonction u +— — est décroissante sur [k, k + 1] donc
u

1 1 1

si bien qu’en intégrant ces inégalité entre k et k + 1 (croissance de I'intégrale, les bornes étant dans 'ordre

croissant
) k+1 du k+1 du k+1 du
/ < / — < / —
k kE+1 k U k k
%,1_/ ——

(b) En déduire que

anrldu mn 1 mn dq
Vm e N*, Vn e N* < f</ Q.
m e N, Wn e /n+1 LY o

Soient (m,n) € N*? fixés.

/1

/2

/2



D’apres la question précédente,

1 k+1 q
k

donc en sommant ces mn — (n + 1) + 1 inégalités,

mn mn
1 k+1 g mn+1 |
Sz U=l
k=n+1 k=nt1’/k U ntl U
D’apres la question précédente,
1 i1 du
Vj € n,mnfl,,j</ —
J [[ ]] j+1 h j U
donc en sommant ces mn — 1 —n 4+ 1 inégalités,
mn—1 1 mn—1 .49 du mn Jqyu
L
ot 1 =i U n U
—_———
mn
1 .
= Z —en posant k=75+1
k=n+1
/2,5
mn+l dq, - 1 mn dq,
VmEN*,VnEN*,/ f<2*</ —
n+l u k=n+1 k n u
Conclure que Vm € N*, f(m) = Inm puis que £ coincide avec la fonction logarithme népérien sur Q.
Soit m € N* fixé.
Reprenons I'encadrement de la question précédente en calculant les deux membres extrémes et en reconnais-
sant la suite encadrée :
Vn e N* In(mn+1)—In(n+1) < Hyp — Hy, <In(mn) —lnn =Inm
soit /1,5
mn 1+ -4
Vn € N* | In { — x —14% < e,(lm) < Inm
n 1+ - —~—— \/'1’
— Inm
— Inm njoo Flm) S
n—-+00

par continuité de In en m

Les 3 membres de I’encadrement admettent une limite finie lorsque n — +o00 donc on peut passer a la limite
dans les deux inégalités pour obtenir
Inm < f(m) <lnm

Ainsi, Vm € N*, f(m) = m.‘

Soit r € Q7 fixé quelconque.

Fixons (p,q) € N* x N* tels que r = P
q

£(r) =€(§> = f(p) — f(q) =1np—1nq=1n§ =Inr

/

Ainsi, Vr € Q', £(r) = In7.




‘IV Construction du logarithme népérien sur R

On considere une fonction ¢ définie sur Q7 , croissante et coincidant avec la fonction logarithme népérien sur Q.

IV.1. (a) Soit z € R \ Q.
Montrer que {¢(r) | r € Q7 , 7 < 2} admet une borne supérieure.

*x {€(r) | 7€ Q) , r <z} est une partie de R par définition de .
* Montrons qu’elle est non vide.
Par densité de Q dans R, z > 0 donc QN]0, z[# 0 donc il existe 7, € QNJ0, z[. Fixons un tel r,.
Alors r, > 0, 7, € Q et 7, < x donc ¢(r,) appartient & la partie considérée.
* Montrons qu’elle est majorée.
Posons m = |z| + 1 de sorte que m > = et m € Z. De plus z > 0 donc m € N* si bien que ¢(m) est bien
défini.
Montrons que ¢(m) est un majorant de {{(r) | r € Q} , r < z}.
Soit y € {€(r) | r € Q7 , r < x} fixé quelconque.
Il existe r € Q7 : r <z et y = (7).
Or z < m donc r < m et, puisque (r,m) € Qj_z, par croissance de /,

(r)<f(m) donc y<{t(m).
/2

Ainsi, {{(r) | r € Q% , 7 < z} admet une borne supérieure.

sup{{(r) |re QL , r <z} sizecRP\QY,

On pose, pour tout = € RY, {(z) = { ) stz e Q.

(b) Montrer que, pour tout z € R, {(z) =sup{{(r) | r € Q. , r < z}.

Soit x € R fixé quelconque.
— Siz € RY \ Qf, le résultat est immédiat par définition de ¢(x).
— Sinon, x € Q7. Par définition, {(z) = {(x).
Montrons que £(z) = max{{(r) | r € Q} , r < x}.
* x€ Q) et x <adoncl(x) e {l(r)|reQ} , r<a}.
* Soit y € {4(r) | r € QL , r < x} fixé quelconque.
Il existe r, € Q7 tel que r, < x, donc par croissance de ¢, y = {(ry) < £(x).
Par conséquent, {(x) majore {{(r) | r € Q} , r < z}.
Ainsi, {(x) = max{{(r) | r € Q) , r < x}.
De plus, lorsqu’une partie admet un plus grand élément, elle admet une borne supérieure et cette borne
supérieure coincide avec le plus grand élément donc ¢(z) = sup{{(r) | r € Q% , r < z}. /1,5
Ainsi, Vo € RY, {(z) = sup{l(r) | r € Q% , r < z}.

(c) En déduire que £ est croissante sur R . Est-elle strictement croissante sur R’ ?

Soient (x1,x2) € R} fixés quelconques tels que z1 < xs.

Montrons que {{(r) | 7 € Q} , r <z} C{l(r) | r € Q) , r < x2}.

Soit y € {¢(r) | r € Q% , r < x1} fixé quelconque.

Il existe r, € Q7 tel que ry < x1 et y = £(ry).

Puisque z1 < 22, on a ry < g, or 7y € Q7 donc y = £(ry) € {{(r) | r € QL , 7 < x2}.

L’inclusion ci-dessus prouve que tout majorant de {/(r) | r € Q) , r < x2} est aussi un majorant de
() | re@;, r<m

or {(x2) est un majorant de {€(r) | r € QF , r < x2} (la borne sup d'un ensemble est un majorant de
I’ensemble),

donc (x2) majore {{(r) | 7 € QY , r < 1},

donc £(x1) = sup{l(r) | r € Q7 , r < w1} < l(x2).



Ainsi, ¢ est croissante sur R . ‘

Par densité de Q dans R, puisque z1 < 2, QN|x1, z2[# @ donc
IrieQ @ x1<r <x9

Fixons un tel r;.
Par densité de Q dans R, puisque r1 < x2, QN|ry, z2[# 0 donc

dro € Q @ 1 <r9g <9

Fixons un tel .
On a z1 < 11 < ro < 2 donc, par croissance de £,

Ux) < Lr) < €r2) < f(x2)
—— ——
=L(r1)  =L(ra)

or { est strictement croissante (question III.5) si bien que

U(z1) < Ll(r1) < l(rg) < Ll(xe) don l(z1) < l(z2)
—_————

car 1 < 19

/2

De plus, ¢ est strictement croissante sur R%.

IV.2. Conclure que ¢ = In sur R

[2"]

On pourra considérer, pour x € R} fixé, la suite définie pour tout n € N par r,, = on

et montrer qu’il existe

un rang ng € N tel que Vn € N, n = ng = £(r,,) < ().

Soit x € R fixé quelconque.
— Sixz e Ql, le résultat a été prouvé dans la question IIL.6(c).
— Sinon, z € R} \ Q7.
Par définition, ((z) = sup{{(r) | r € Q% , r < z}.
* Soit y € {4(r) | r € QL , r < x} fixé quelconque.
Il existe r, € Q7 tel que r, < x, donc par croissance de la fonction logarithme, Inr, < Inz, or r, € Q%
donc Inr, = ¢(r,) donc
y=4{(ry) <Inz.

Par conséquent, In x majore {{(r) | r € Q} , r <z} donc
Uz)=sup{l(r) |re Qi , r<z}<lnz. (1)

2"z
* Considérons la suite définie pour tout n € N par r,, = L — J .

** Pour tout n € N, la majoration usuelle (|¢] < t) de la partie entiere donne

2™ x
“on~

™ X

*x x> 0 donc liril 2"x = 400 donc il existe un rang ng € N a partir duquel 2"x > 1 si bien que
n——+0oo

|27z | 1
2n 2n

VneN, n>2ny=r, =

Fixons un tel nyg.
Par conséquent, pour tout entier n > ng, r, > 0 donc r, appartient au domaine de définition de ¢ et
rn, < x si bien que, par croissance de /,

() < U(x)
/2

Ainsi, il existe un rang ng € N : Vn € N, n > ng = (r,) < (). ‘



De plus, pour tout n € N, la définition de r, comme quotient d’un entier par un entier non nul donne
rn, € Q donc, pour tout entier n > ng, r, € Q7 si bien que ¢(ry,) = £(ry), donc

0(ry) < U(x)

L’encadrement usuel de la partie entiere (t — 1 < |¢t]| < t) donne

v N 1 _ 2"y — 1 < < 2"y _
nell, oo =T SSs  = L
ke —— x (suite const.
n—+oo v n—+00 ( )

Les deux membres extrémes de ’encadrement convergent vers la méme valeur qui est & donc le théoreme
d’existence de limite par encadrement permet d’affirmer que la suite (7, ),en converge et que sa limite et
x.

Reprenons maintenant la minoration de ¢(z) établie pour n > ng : pour tout n € N tel que n > ny,
puisque 7, € Q% on a {(r,) = In(r,) ( question III.6(c)) donc

Vn € [no, +oof , Inr, < {(z)
v ~—
. Inz A {(x) (suite const.)

(continuité de In en x)
Les deux membres de I'inégalité convergent donc en passant a la limite dans 'inégalité,
Inz < 0(x) (2)

Les inégalités (1) et (2) permettent de conclure que Inz = ¢(z) pour z € RY \ Q7.

Ainsi, £ =In sur R




