Lycée Pierre de Fermat 2021/2022
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°5

Sujet donné le mercredi 5 janvier 2022, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

ETUDE D’UNE RELATION DE RECURRENCE D’ORDRE 2

L’objet de ce probléeme est I’étude des suites réelles v définies par ug > 0, u; > 0 et,

Up + Upt1 + (unun—i-l)ﬂ

Vn €N, uppo = 2 (Rps)

ou [ est un parametre réel positif ou nul.
On utilisera la convention Vz € R, z° = 1.

Dans la suite du probléme, on note Eg I’ensemble des suites réelles u satisfaisant les conditions ug > 0, u1 > 0 et la
relation de récurrence (Rg).

Les différentes parties traitent de différentes valeurs de .

I Cas =0

Dans cette partie, nous traitons le cas 5 = 0.

I.1. Déterminer les racines 11 < ro du trindme 3> —r — 1 = 0.

1.2. Exprimer, en fonction de r; et r9, 'ensemble Si des suites réelles x qui vérifient la relation de récurrence

1 1
Vn €N, z,40 — gl’n—&-l — gxn =0

[.3. Déterminer une suite solution particuliere de la relation de récurrence

Tn+ Tpy1 +1

VTLGN,.’En_A'_Q: 3

(Ro)

I.4. En déduire 'expression explicite du terme wu,, de la suite u vérifiant (Rg) en fonction de n, r1, 72, ug et uj.
[.5. Conclure cette partie par la description explicite des éléments de I’ensemble Fj.

1.6. Calculer la valeur |v13] et en déduire que 0 < —r; < ro < 1. Que dire de la limite des suites de Ey?



IT Généralités lorsque [ € R+‘

IL.1. Soit u € Eg. On sait donc que ug = 0 et u; > 0.
(a) On suppose de plus que up + u; > 0 (et uniquement dans cette sous-question II.1(a)). Montrer que, pour
tout n € N tel que n > 2, u, > 0.
(b) Supposons qu’il existe ng > 2 tel que up, = 0. Que dire de u?
z +y+ (ay)°

3
Soient (z,y) € (Ry)% et (2/,1) € (R4)? tels que = < 2’ et y < 3. Comparer Fs(z,y) et Fa(a',y') pour 8> 0.

I1.2. Posons, pour tout 3 € Ry et tout (z,y) € (R%)?, Fs(z,y) =

I1.3. Posons, pour tout § € R et tout = € RY, fg(x) = Fs(z,x). Montrer que,
1
(@ sige o]
Ve €]0,1], fa(x) >z et Vre|l,+oo[, falz) <z,

(b) siﬁe};,—i-oo[,

Vo €]0,1[, fg(z) <z et Vxell,+oo[, falx)>z.

1
III Cas § € }0,2

Soit u € Eg.
III.1. Montrer que, si u converge, alors sa limite ¢ vaut 0 ou 1.
II1.2. Posons A = max(ug,u1,1). Démontrer que, pour tout n € N, u,, < A.
II1.3. Définissons la suite v pour tout n € N par v, = sup{uy | k € [n,+oo[}.

(a) Justifier que v est bien définie, montrer que v est décroissante puis qu’elle converge vers un nombre réel
4, = 0.

(b) Montrer que Vn € N, v,42 < fg(vy,) puis en déduire que £, < 1.
II1.4. Dans cette question on suppose ug + u; > 0.
(a) Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que Vn > 2, u, > a.
(b) Définissons la suite w pour tout n € N par w,, = inf{uy | k € [n,+oo[}.
Montrer que w est bien définie, monotone puis qu’elle converge vers un nombre réel £,, > a.
(c) Montrer que ¢, = ¢, = 1.

II1.5. En déduire la convergence de w et sa limite.

1
IVCasﬁz2

Soit u € E 1
IV.1. Dans cette question, supposons qu’il existe ng € N tel que u,, = Upg+1-
(a) Montrer que la suite u est stationnaire et préciser la valeur b de stationnarité.
Posons pp = min{k € N | Vj € [k, +oo[ , u; = b}.
(b) Justifier que pg € N est bien défini.
(c¢) Soit g la fonction définie pour tout = € Ry par g(z) = %(x + b+ Vbx). En étudiant les variations de g,

montrer que
VeeR, , glx)=b < z=1b

(d) Supposons que py > 1. Calculer g(up,—1). Que peut-on en déduire concernant u ?

TET ~ P— B N N B 1 . . . D —



IV.3. Supposons que ug < uj et posons p = (u2p)nen €t ¢ = (U2n+1)nen les sous-suites de u constituées des termes
d’indices pairs et impairs.

1
(a) Montrer que, pour tout n € N, w49 — u, = g(,/unﬂ — V) (VUunt1 + 2¢/uy). En déduire que le signe au
sens large de un42 — u, est le méme que celui de uy 11 — Uy.

(b) Montrer que ug < ug < ug < uj.

(c) Montrer, par récurrence sur n la propriété Q(-) définie pour tout n € N par
Q(n) : « pp < Pt Cing1 < ip »

(d) Montrer que les suites p et ¢ sont convergentes et de limites positives ou nulles.

Posons £, = lim p, et {; = lim i,.
n——+oo n——+oo

(e) En écrivant la formule démontrée dans la question IV.3(a) pour n <— 2n et en calculant les limites des deux
membres, montrer que ¢; = £,. Que peut-on en déduire concernant la suite u ?

Dans la suite de cette partie, on admet que sous ’hypothese ug > u; on démontre par des techniques analogues
a celles de la question IV.3 que les suites i et p convergent encore vers la méme limite.

IV.4. On admet que I'on dispose de deux fonctions p(u_0, u_1, n) et i(u_0, u_1, n) écrites en python qui renvoient
respectivement les valeurs p, et i,. On veut en déduire une fonction approximation(u_0, u_1, epsilon) qui
renvoie une valeur approchée v de la limite de la suite u & epsilon pres (c’est-a-dire telle que |[v—lim u| <epsilon).
Ecrire une telle fonction en utilisant les propriétés des suites (pp)nen €t (in)nen et une boucle « tant que ».

IV.5. Dans cette question, on suppose que ug 7 1.

Posons, pour tout n € N, 6,, = |tup41 — Up|.

Unp+2 — Un+1

1
(a) Apres avoir justifié que la suite ( ) est bien définie, montrer qu’elle tend vers —— (on justifiera
neN

Un+1 — Un
au passage que limu > 0) puis en déduire la convergence de (Ind,+1 — Indy)pen.

(b) Soit (sp)nen une suite réelle qui converge vers le réel s.
1 n
Posons, pour tout n € N*, m,, = — Z Sk-
n
k=1

Soit € > 0 fixé.
i. Justifier l'existence de N € N* tel que, pour tout n € N,

L€
2

SRS

n>=N=|m,—s| <

N
> (s — )
k=1

ii. En déduire la convergence de (my,)nen+ vers s.

(c) Utiliser la question précédente pour établir un équivalent de In |up11 — up|.

In |u —u
version MPSI 1 Utiliser la question précédente pour montrer que lim M

T = 1 ce qui sera
n——+oo In 557

prochainement formalisé en disant que les suites (In|up+1 — Up|)nen et | In on sont équivalentes.
neN

V Etude de la limite de u ¢ E% en fonction des conditions initiales

Pour tout (a,b) € R2 et tout n € N, notons u,(a,b) le terme d’indice n de la suite de 'ensemble E1 définie par les
2
conditions initiales ug = a et uy = b.
Nous avons vu dans la partie IV que la suite (un(a,b))nen converge.

Posons ¢(a,b) = lirf un(a,b). On note, en particulier, vy = ¢ ( 1, 3)
n—-+0oo

V.1. (a) Calculer, pour tout a € R, ¢(a,a) en fonction de a (on pourra déduire ce résultat de la partie IV).
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(¢) Soit A > 0 un réel fixé.
Montrer que, pour tout n € N, u,(Aa, Ab) = Auy(a,b) puis en déduire ¢(Aa, \b) = X\ x £(a,b).

Posons, pour tout b € Ry, L(b) = £(1,b).

V.2. (a) Exprimer pour tout (a,b) € R} xR, ¢(a,b) comme le produit d'un nombre avec L(z) ot  est un réel positif
ou nul bien choisi.

(b) Soient n € N et (a,b) € Rj_z. Justifier que uy,(a,b) > 0 et montrer que

nt1(a,b
#(a,b) = L(un(a,b), uns1(a,b)) = un(a,b) x £(1, W)
s . * un+1(1a33)
En déduire que pour tout n € N, tout x € RY,, L(z) = u,(1,z) x L(ﬁ)
un (1,2
(c) Montrer que pour tout a,b € Ry, ua(a,b) = wua(b,a) puis en déduire que pour tout x > 0, L(z) =

1 1
op (b D) _ 2l

T T

(d) Soient 0 < b < b'. Montrer que, pour tout n € N, u,,(1,0) < u,(1,). Que peut-on en déduire concernant la
fonction L7

V.3. Posons, pour tout b € R, pour tout n € N, S,(b) =1+ Z(ukH(I, b) —ur(1,b)). Soit b € Ry fixé.
k=0
(a) Justifier que, L(b) = lim S,(b).

n—-+00

(b) Montrer que, pour tout n € N,
Un+1 (L b)
\/unJrl(la b) + \/Un(l, b)

puis en déduire que |up42(1,0) — up41(1,0)] < Kl|upt1(1,b) — un(1,b)| ot K est une constante réelle indé-
pendante de n et b vérifiant K €]0, 1] que l'on précisera.

-1
Un42(1,0) — upt1(1,0) = ?(Un+1(1,b) —up(1,0)) [1+

(c) Montrer que, pour tout n € N,
[uns1 (1,0) — un(1,b)] < Kb — 1|

(d) En déduire que, pour tout n € N, pour tout p € N,

Kn+1
St () = Su(B)] < T—5lb— 1
puis conclure que, pour tout n € N,
Kn+1
L(b) — S,(b)| < b—1
L) = Su(b)| < T—5 b= 1]

(e) Soit z € Ry fixé.
i. Montrer que, pour tout ' € R,

Kn+1

IL(z) - L@')| < +—

(lz =11+ ]2’ = 1)) + [Sn(z) — Sn(2)]

ii. Justifier que, pour tout n € N, b — wu,(1,b) est continue sur R,.
iii. En déduire que L est continue en z.
V.4. On cherche a approcher les valeurs particuliéres de L.

1 1
On rappelle que v = ¢ (1, 3) =1L (3)

1
(a) Montrer que L(0) = =~.

3
(b) En utilisant la relation établie dans la question V.2(c), montrer que L(x) ~ . T ce qui équivaut a
T—r+00
L(z
lim (z) =7
r—+o0 I

L(x)

Version MPSI 1 En utilisant la relation établie dans la question V.2(c), montrer que lim

= 7y ce que
r— 00 €T

nous formaliserons prochainement en L(z) ~ ~z.



Correction

I Cas =0

Dans cette partie, nous traitons le cas g = 0.

I.1.

I.2.

L.3.

I.4.

Déterminer les racines rq < ro du trindéme 3r2 —r — 1 = 0.

Le discriminant du trinéme est (—1)*> — 4 x 3 x (=1) = 13 > 0 donc le trindme admet deux racines réelles

distinctes
1—-+v13 1413

T r9.

Exprimer, en fonction de r; et 79, 'ensemble Sy des suites réelles  qui vérifient la relation de récurrence

1 1
VneN, z,40 — gaan — gxn =0

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, homogene a coefficients constants.

L’ensemble des suites solutions de cette relation est un plan vectoriel.

1 1 1
L’équation caractéristique associée & cette relation de récurrence est 0 = 72 — —r — = = §(3r2 —r —1) dont les

racines sont r1 et ro d’apres la question précédente. Cette équation caractéristique admet deux racines réelles
distinctes donc

le plan vectoriel des solutions est Sy = {(M 7} + prd)nen | (A, 1) € R%}.

Déterminer une suite solution particuliere de la relation de récurrence

Tp +ﬂfn+1 +1

VneN,xn+2: 3

(Ro)

La question est équivalente a la recherche d’une solution particuliere de la relation de récurrence linéaire d’ordre

2, a coefficients constants,

1 1 1
VTLEN, l‘n+2*§l’n+1*§$n:§x1n

Le second membre est de la forme d’une suite polynomiale (P(n)) fois la suite géométrique (1") (avec pour tout

1
n €N, P(n) = §) La raison de la suite géométrique est 1, or 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique

1 1 1
associée & la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 car 12 — 3 x1— 3=3 # 0 donc on cherche une solution

particuliere sous la forme (Q(n) x 1™) avec @) une fonction polynéme de méme degré que P c’est-a-dire de degré
0, donc @) est une constante.

1 1 1
(c1™)pen est une sol. partic. de (Rg) <= VneN, 12— gcln+1 - gcln =3
— 1 1 1
c—=c—=c==<
3 3 3
— L L
“e= =
3 3
— c=1

Ainsi, la suite constante de valeur 1 est une solution particuliere de la relation de récurrence (Ry). ‘

En déduire I’expression explicite du terme u,, de la suite u vérifiant (Rg) en fonction de n, ri, 72, ug et u;.

L’ensemble des suites solutions de (Ry) est le plan affine passant par une solution particuliére de (Rg) et dirigé
par le plan vectoriel des solutions de 1’équation homogéne.

[.- w  a - P, - .. + 4 5 . - ., PN N M o\ S Ny N

/1
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La suite u appatient & Ey donc elle vérifie (Rg) si bien qu’il existe (X, p) € R? tels que
VneN, u, =] +pury +1
Déterminons les valeurs de A et p a ’aide des deux valeurs initiales de w :

A+ w + 1 = wu A+ p o= u—1
Ary + ourg + 1 = wug Ary 4+ prg = up—1

, . . 1
or le déterminant de ce systeme est

1

donc il admet un unique couple (A, i) solutions

up—1 1
ur—1 7o —1) — (u; — 1
N _ra(ug—1) = (g — 1)
ro — T ro — 1
1 UQ—l
r1oup —1 -1- -1
ot = _w ri(uo — 1)
ro — 1 To — T

ra(ug —1) — (w1 _1)r’f+ up — 1= (uo = 1)r§+1.
ro—T1 22— "N

Ainsi, Vn € N, u,, =

=rog—r1 #0

I.5. Conclure cette partie par la description explicite des éléments de I’ensemble Fj.

Les éléments de Ej sont les suites dont ’expression explicite a été déterminée dans la question précédente avec

la condition ug > 0 et uy > 0.

—-1)—(b-1 —1- —1
Ainsi, Ey = { <r2(a ) - )r’f + b r(a )rg + 1)
ro — T T — T

(a,b) € Ri}.
neN

1.6. Calculer |V13] et en déduire que 0 < —r; < ro < 1. Que dire de la limite des suites de Fy?

9 < 13 < 16 donc, par stricte croissance de v/, 3 < V13 < 4 donc | [V13] = 3|
En utilisant ’encadrement 3 < /13 < 4,

1-+V13 1-4 1-3 1 1 1 1
* 1= 5 donc 5 <1"1<Tdonc —§<7‘1<—§ donc§<—r1<§,
1+ V13 1+3 1+4 2 5
* Tg = i donc + <r2<%donc§<rg<6,

<2d 1< <1<2< <
or - < _-donc - <-—r —<z=<r -
273 3 1>95352% %

‘d’oﬁ0<—7“1<7“2<1.‘

Les réels |r1| = —r1 et |re| = 2 appartiennent a ]0, 1[ donc In|r;| < 0 et In|ra| < 0 si bien que
= (=1 * = (~1)" enlnlril R = eninlr2l
—— TV n—+© N—— n—+o0o
bornée , 7 0 nothe

‘Ainsi7 toutes les suites de Ey convergent vers 1. ‘

IT Généralités lorsque 5 € R,

IL.1. Soit u € E. On sait donc que ug = 0 et u; > 0.

(a) On suppose de plus que ug + u; > 0 (et uniquement dans cette sous-question II.1(a)). Montrer que, pour

r o iid i P RNT LY L~ O - N

/2,5

/1

/1
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11.2.

IT.3.

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € [2, +oo[ par
P(n) : « up >0 et upgrp >0».

>0carug=>0etu; =0
——

up + Uy + (UOUl)B up + up
3 3

* D’une part : ug = > 0 car on a supposé ug + uj > 0.

WV

>0
—_—~
B
u2+u2+(u1u2) >%>0caruQ>0.

D’autre part : ug = 3
Par conséquent, P(2) est vraie.
* Soit n € [2,400] fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
D’une part, la véracité de P(n) donne up41 > 0.
> 0 car P(n) est vraie

B
u u UpU u
D’autre part : u, 1o = — * Untr F (Untini) > éL > 0 (car P(n) est vraie donc u, > 0).

Par conséquent, P(n + 1) est vraie. /2
‘Ainsi, Vn € [2,4o00[, u, > 0.‘

(b) Supposons qu’il existe ng > 2 tel que u,, = 0. Que dire de u?

Puisque ng > 2, d’apres la question précédente, si ug + w3 > 0, alors u,, > 0 ce qui est une contradiction.
Par conséquent, ug + u1 < 0 or, par hypotheése dans le probleme, ug > 0 et uq > 0 donc ug + u; = 0 si bien
que ug +u; = 0 d’out ug = u; = 0 et une récurrence immédiate en considérant la propriété Q(-) définie pour
tout n € N par

Q(n) : « up =0 et upyy =0 ».

permet de conclure a la nullité de tous les termes de la suite u. /2
‘Ainsi, s’il existe ng > 2 tel que u,, = 0, alors u est la suite nulle. ‘

x+y+ (zy)”
3 .
Soient (x,y) € (Ry)? et (2/,y') € (R4)? tels que = < 2’ et y < y'. Comparer Fg(z,y) et Fg(',y’) pour 8> 0.

Posons, pour tout 8 € Ry et tout (z,y) € (Ri)g, Fg(z,y) =

Soient (z,y) € (R)? et (z/,y') € (Ry)* tels que x < 2’ et y < ¢/

On a la suite d’inégalités :

/ )
ry < Ty < Ty
~~ ~~
<z’ et y>0 y<y’ et />0

Puis, ¢ — t” est croissante sur R, donc (zy)® < (2y')".
Enfin, par additions (croissantes) et division par 3 : /2

z+y+ (2y)? 4y + 2y

= Fa(z',y/).

Posons, pour tout § € R et tout = € R, fg(x) = F(z,z). Montrer que,

(a) sif E}O,;{,
Vo €]0,1[, fg(z) >z et Vaell,+oo[, faz)<z,

Pour tout = € RY,




* Siz €]0,1], puisque 1 — 25 > 0, t — 1728 est strictement croissante sur R,
donc 2172 < 11726 = 1 donc fs(z) —z > 0.

* Siz €]1,4o0[, puisque 1 — 25 > 0, t — 1728 est strictement croissante sur R,
donc 2172 > 11726 = 1 donc fs(z) — z < 0.

1
Ainsi, si 5 € }0, 3 [, Vz €]0,1], fg(x) > x et Vo €]1, +00], fa(z) < .

(b) siﬁe};,—i-oo[,

Vo €]0,1[, fa(z) <z et Vzell,+oo[, falz)>z.

Pour tout z € R* |

>0
* Siz €]0,1], puisque 1 — 25 < 0, t — 1728 est strictement décroissante sur R,
donc #1727 > 11729 = 1 donc fa(z) —x < 0.
*x Siz €]1,4o00[, puisque 1 — 25 < 0, t — 1728 est strictement décroissante sur R,
donc z'72% < 11728 — 1 donc fs(z) —x > 0.

Ainsi, si g € } %, +o0 [, vV €]0,1], fa(x) < x et Vo €]1, +00], fa(x) > .

1
IIT Cas 3 € }0,2[

Soit u € Eﬁ.

III.1. Montrer que, si u converge, alors sa limite ¢ vaut 0 ou 1.

Notons /¢ la limite de w.
Une récurrence immédiate (analogue a celle de la question II.1(a)) montre que

vn eN, u, = 0.

En passant a la limite sur cette inégalité (ce qui est autorisé car les deux membres sont des suites convergentes),

on obtient ¢ > 0.

La convergence de u = (uy)nen vers £ implique
* celle de ses sous-suites (tp+1)nen €t (Un+2)nen vers la méme limite £,

* lim (unun+1)'3 = (%8 car, avec la convention 07 = 0 pour 8 > 0, ¢ — t° est continue sur R4 donc en /.

n—-+o0o
Par conséquent,

Up + Upt1 + (unun-i—l)ﬂ

VneN, upps =
—— 3
o ! (404 (2P
_> S —
n—-+o0o 3
donc, par unicité de la limite,
=0 £=0
=240 = (=% = ¢ ou = ¢ ou
(=10% et l>0, In¢=28In¢ et >0,
=0
ou =0
= (1-28) nl=0 etf>0, = § o8 = £e{0,1}
— Inf =0 et?>0,
#0 carﬁ#%

‘Ainsi, si u converge, alors sa limite £ vaut 0 ou 1.‘
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II1.2. Posons A = max(ug,u1,1). Démontrer que, pour tout n € N, u,, < A.

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
Pn): «up < Aetuppr < A».

* Par définition de A, up < A et u; < A donc P(0) est vraie.
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
D’une part, la véracité de P(n) donne uy,4; < A.
D’autre part : la véracité de P(n) donne u, < A, up+1 < A et uptpiq < A? (car up, > 0 et uyr1 = 0) d'ou

<24 < A% car t — P croiss. sur R4

—_——
——
_ Un + Up—1 + (ununJrl)B < 2A+ AP < 24+ A — 4
2 = 3 T3 NP 3
A>1let26<1
donc 0 < AP < A
Par conséquent, P(n + 1) est vraie. /2

‘Ainsi, pour tout n € N, u,, < A. ‘

II1.3. Définissons la suite v pour tout n € N par v, = sup{uy | k € [n,+oo[}.

(a) Justifier que v est bien définie, montrer que v est décroissante puis qu’elle converge vers un nombre réel
4, = 0.

e Soit n € N fixé.
L’ensemble {uy | k € [n, +oo[} est
— une partie de R,
— non vide (car elle contient u,),
— majorée par A d’aprés la question précédente car Vk € [n, +oo[, ur < A,
donc il admet une borne supérieure. /1,5

‘Ainsi7 la suite (v, )nen est bien définie. ‘

e Soit n € N fixé. Par définition de la borne supérieure d’une partie, c’est un majorant de cette partie,
donc vy, est un majorant de {uy | k € [n, +oo[}
or {uy | k € [n+1,+oo[} C {ux | k € [n, +oo[},
donc vy, est un majorant de {uy | k € [n + 1, 4o00[},
or la borne supérieure de {uy | k € [n+ 1, +oo[} est le plus petit de ses majorants,
donc vp41 = sup{ug | k € [n+ 1, +o0[} < vy, /1,5
‘Ainsi7 la suite (v, )nen est décroissante. ‘

e Soit n € N fixé.
up € {ug | k € [n,+oo[} donc u,, < sup{ug | k € [n,+o0[} = v,.
De plus une récurrence immédiate (analogue a celle de la question I1.1(a)) montre que

VjGN,Uj>0

donc u, = 0 donc v, > 0. /1,5
‘Ainsi, la suite (vp)nen est décroissante et minorée (par 0, constante) donc convergente.
e Posons ¢/, = lim w,.
n—-+0oo
En passant a la limite sur l'inégalité prouvée ci-dessus (autorisé car les deux membres ont une limite
finie)
YneN, v, >0
on obtient

¢, > 0. /1

(b) Montrer que Vn € N, v,12 < fg(v,) puis en déduire que £, < 1.



e Soit n € N fixé.
Soit k € [n, +oo[ fixé.
Par définition, de vy, k > n donc ug < vy, Up+1 < Vp €6 U1 < U,% donc

< 2u,, < Uiﬁ car t — 122 est croiss. sur Ry
’ ' B 2 28
_ Ug - Ugy1 + (ugugs1) Up + U7
Uy = 3 < 3 fa(vn)
Nous venons de prouver que fg(vy,) est un majorant de
{usa [ k€ n,+ool} = {uj|j€n+2 4o}
j=k+2
donc
unt2 = sup{u; | j € [n+2,+00[} < fs(vn)
Ainsi, Vn € N, vp40 < f3(vp). /2
e Les deux membres de l'inégalité prouvée dans le point précédent admettent une limite finie lorsque
n — +00 :
* EIE Unt2 = £y car (vn42)nen est une sous-suite de la suite v qui converge vers /£,
n oo

* EIE fa(vn) = fa(ly) par continuité de fg sur R4 et donc en ¢, car £, > 0 (question précédente).
n o

En passant a la limite lorsque n — 400 sur
Vn €N , Un+42 < fg(vn)

on obtient
by < f,@(ev) (1)

Par I’absurde, supposons que ¢, > 1.
Alors I'inégalité établie dans la question I1.3 donne, pour z < ¢, (> 1) :

fﬁ(ﬂv) < Zv

ce qui contredit I'inégalité (1) prouvée ci-dessus. /2

II1.4. Dans cette question on suppose ug + u; > 0.

(a) Montrer qu'il existe un réel a > 0 tel que Vn > 2, u, > a.

Posons a = min(1, ug, u3).
e L’hypothese ug + u; > 0 permet d’affirmer (question II.1(a)) que ug > 0 et uz > 0 donc a > 0.
e Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € [2,4+o0[ par

P(n) : « up = a et uppq = a».

* Par définition de a, us > a et ug > a donc P(2) est vraie.
* Soit n € [2,4o00] fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
D’une part, la véracité de P(n) donne up41 = a.
D’autre part : la véracité de P(n) donne u, > a, unt1 = a et uptyyg = a? (car a > 0) d’on

> 2a > a?? car t — P croiss. sur Ry
—_——
_Un + Uup—1+ (ununJrl)B S 2a + (12’8 S 2a +a o
Un+2 = 3 = 3 \// 3 a4

a€l0,1[et 28 < 1
donc a?? >a

Par conséquent, P(n + 1) est vraie.



Ainsi, il existe un réel a > 0 tel que Vn > 2, u, > a. ‘

/2

(b) Définissons la suite w pour tout n € N par w, = inf{uy | k € [n, +oo[}.
Montrer que w est bien définie, monotone puis qu’elle converge vers un nombre réel £,, > a.

e Soit n € N fixé.
L’ensemble {uy | k € [n,+oo[} est
— une partie de R,
— non vide (car elle contient wy,),
— minorée par a d’apres la question précédente car Vk € [n, +oo[, ur > a,
donc il admet une borne inférieure.
‘Ainsi, la suite (wy)nen est bien définie. ‘

e Soit n € N fixé. Par définition de la borne inférieure d’une partie, c¢’est un minorant de cette partie,
donc wy, est un minorant de {uy | k € [n, +oo[}
or {ug | k€ n+1,+00[} C{ug | k € [n,+oo[},
donc wy, est un minorant de {uy | k € [n+ 1, 4+o00[},
or la borne inférieure de {uy | k € [n+ 1, 400[} est le plus grand de ses minorants,
donc wp41 = inf{ug | k € [n+ 1,4+00[} = wy,.
‘Ainsi, la suite (wp)nen est croissante.

e Soit n € N fixé.
D’apres la question 111.2,
VEeN, u, <A
donc wy, = inf{uy, | k € [n, +oo[} < u, < A.
‘Ainsi, la suite (wy)nen est croissante et majorée (par A) donc convergente.

e Posons 4, = lim w,.
n—-+00

Soit n € N fixé.

/1

/1

/1

Nous avons déja signalé que a minore {uy, | k € [n, +oo[} donc il est inférieur au plus grand des minorants

de cet ensemble qui est sa borne inférieure :
a < inf{uy | k € [n,4+o0[} = wy,
En passant a la limite sur I'inégalité (autorisé car les deux membres ont une limite finie)
YneN, a<w,

on obtient
a < by

/1

(c) Montrer que £, = ¢, = 1.

* D’une part,
Vn € N | w, =inf{u | k € [n, +oo[} < u, < sup{ug | k € [n,+o0[} = vy,

donc
YneN, w, <vy,

si bien qu’en passant a la limite sur cette inégalité (autorisé car les deux membres ont une limite finie), /1,5

by < 4y

* D’autre part, soit n € N fixé.
Soit k € [n, +oo[ fixé.
Par définition, de wy, k > n donc up = wy, ugp+1 = Wy et upugr = wfl donc

S 2w > w?ﬁ car t — 128 est croiss. sur Ry
= n A\

—_——
U + Uks1 + (Ukuk+1)ﬁ _ 2w, + wr%ﬁ PN

(2)



Nous venons de prouver que fg(wy,) est un minorant de
{upso [k € n,+ool} = H{uj|jen+2 +oof}
j=k+2

donc
Wn+2 = inf{uj ’ JE [[77, + 27+OO[[} Z fﬁ<wn)

Ainsi, Vn € N, w12 > fa(wy). /1
Les deux membres de I'inégalité ci-dessus admettent une limite finie lorsque n — +o0 :

* lim wpi9 = £y car (Wnp42)nen est une sous-suite de la suite w qui converge vers £y,
n—-+o0o

* lirf fa(wn) = fa(ly) par continuité de fz sur Ry et donc en ¢, car £, > a > 0 (question précé-
n——+0o0

dente).
En passant a la limite lorsque n — 400 sur

Vn e N, wpio > fa(wn)

on obtient

Par I’absurde, supposons que ¢,, < 1.

Alors I'inégalité établie dans la question I1.3 donne, pour = < ¢, (€]0,1[car 0 < a < £, < 1) : /1,5
fﬂ (Ew) > gw

ce qui contredit I'inégalité (3) prouvée ci-dessus.
Par conséquent,
by >1 (4)

En combinant les inégalités (2), (4) et la majoration de ¢, prouvée dans la question II1.3(b),

1< by <4, <1

donc, £, = £, = 1.

II1.5. En déduire la convergence de u et sa limite.

Soit n € N fixé.
On a u, € {ug | k € [n,+oo[} donc

wy, = inf{uy | k € [n, 400} < up < sup{ug | k € [n,+oo[} = vy
Par conséquent,
VneN, w, <u, <v,

or les deux suites extrémes convergent vers la méme limite finie puisque ¢,, = £, = 1 (questions IIL.3 et II11.4),
donc le théoreme d’existence de limite par encadrement permet d’affirmer que /1,5
‘la suite u converge et sa limite est 1. ‘

1
IVCasB:2

Soit u € F1.
2
IV.1. Dans cette question, supposons qu’il existe ng € N tel que u,, = wp,+1-

(a) Montrer que la suite u est stationnaire et préciser la valeur b de stationnarité.

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € [ng, +oo[ par

PN



* Par hypothése dans cette question, P(ng) est vraie.

* Soit n € [ng, +oo[ fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
D’une part, la véracité de P(n) donne up41 = Up,.
D’autre part : la véracité de P(n) donne uy, = tupt1 = up, d’ou

2
Up + Unt1 + /UnUn+1 N 2u"0 + V Ung . 2Un0 + |Uno|

Un+2 = 3 3 3 NV Ung -
Upy = 0
car la suite u est > 0
Par conséquent, P(n + 1) est vraie. /1

‘Ainsi, la suite u est stationnaire a la valeur uy,.

Posons pg = min{k € N | Vj € [k, +o0[ , u; = b}.
(b) Justifier que py € N est bien défini.

L’ensemble {k € N | Vj € [k, +oo[ , u; = b} est une partie de N non vide (car elle contient ny d’apres la
question précédente) donc elle admet un plus petit élément. /0,5
‘Ainsi, po € N est bien déﬁni.‘

1
(c) Soit g la fonction définie pour tout € Ry par g(z) = g(:z: + b+ Vbz). En étudiant les variations de g,

montrer que
VeeR,y , glx)=b <= z=b

La fonction g est définie sur R, continue sur R et dérivable sur R’ de dérivée

1 Vb
Vo €]0,+oo], d(x) == |1+ —=] >0
donc la fonction g est strictement croissante sur R .
* La stricte monotonie de g permet d’affirmer que I’équation g(x) = b admet au plus une solution.

1 2
« Par caleul, g(b) = 5(b+b+ VI?) = b?b'
moins une solution qui est x = b. /1
‘Ainsi, Ve eRy , g(x)=b < z= b.‘

= b (car b = up, = 0) donc I'équation g(z) = b admet au

(d) Supposons que pg > 1. Calculer g(up,—1). Que peut-on en déduire concernant u ?

Par définition de pg, up, = b donc

Upy—1 + b+ /bupy—1 _ Upg—1 + Upy + /UpyUpg—1 B
3 =

3 = U(pg—1)+2 = Upo+1 = b
—_———
déf. de pg

g(upy—1) =

déf. de la suite u par récurrence

ce qui permet d’utiliser I’équivalence établie dans la question précédente pour affirmer que u,,—1 = b,

or Vj € [po, +oo[, u; = b (par def de py),

donc Vj € [po — 1, +00[, uj = b,

d'oupy—1e{keN|Vje [k +oo], uj = b},

donc pg — 1 > min{k € N | Vj € [k, +o0[ , uj = b} = po,

ce qui implique —1 > 0 d’ou une contradiction. /1
’Ainsi, po < 1 donc pg = 0 donc u est la suite constante de valeur up,.

IV.2. Montrer que, pour tout ¢ € R, il existe une unique suite v € E1 stationnaire a la valeur c.
2

o~ e A~ -,



* Analyse.
Soit u € F'1 une suite stationnaire a la valeur c fixée.
Alors il exi2ste no € N tel que u,, = ¢ = up,+1 ce qui permet d’appliquer le résultat de la question IV.1 afin
de conclure que u est la suite constante de valeur c.
Par conséquent, il existe au plus une suite de F1 stationnaire a la valeur c.
* Syntheése. ’
Une récurrence immédiate permet de montrer que la suite de E'1 définie par les conditions initiales uy = c et
u1 = ¢ est la suite constante de valeur c, ’
donc la suite constante de valeur ¢ est une suite de F1 stationnaire a la valeur c.

2
Par conséquent, il existe au moins une suite de E'1 stationnaire a la valeur c.
2

/2

Ainsi, pour tout ¢ € Ry, il existe une unique suite u € F1 stationnaire a la valeur ¢ (c’est la suite constante de valeur c).
2

IV.3. Supposons que ug < uj et posons p = (u2p)nen €t ¢ = (U2n+1)nen les sous-suites de u constituées des termes
d’indices pairs et impairs.

1
(a) Montrer que, pour tout n € N, up19 — u, = g(«/unﬂ — V) (VUunt1 + 2¢/uy). En déduire que le signe au
sens large de un42 — Uy, est le méme que celui de uy 1 — uy.

Soit n € N fixé.

Unto — Uy = %(UnHﬂLunJr\/unu—nJrl*Bu")
= %(unﬂ—un—l-\/m_un)
= 5 (Ve = Vi + V(i = i) ear > 0t >0
- %((m—\/@)(mJﬂ/@Jﬁ/ﬁTn(\/m—\/ﬁ))
= (I — V) (i + 2)

1
Ainsi, Vn € N, upi0 — Uy = g(\/un+1 — Vun) (Vunt1 + 2y/uy). /1

La fonction /- étant croissante, le signe (au sens large) de /tn11 — /Uy est le méme que celui de uy, 11 — Uy,
Or \/Upy1 + 2y/up = 0,
donc le signe de (\/un+1 — Vtn)(\/Unt1 + 2y/uy) est celui de u,11 — ty, /1

‘donc le signe de un42 — u, au sens large est le méme que celui de w41 — Up.

(b) Montrer que up < uz < uz < uj.

* Sachant que 0 < ug < uq,

up + U1 + /U1 < uy +uy + Jurur ug A+ ug A+ | —u
3 b 3 N 3 N

Uy = (u; = 0)
done [ <]
De plus, d’apres la question précédente, le signe de us —ug est celui de w1 —ug or par hypothese, u; —ug = 0
done (19 < 1]

* Sachant que uo < uq,

_up F U+ Jurug > ug +ug + \Juguy  ug +ug + |ug|
N 3 - 3 N 3 N

u9 (U2 2 O)

done [17 <]
De plus, d’apres la question précédente, le signe de ug — u est celui de ug — u1 or d’apres le premier point

ci-dessus, us — u1 < 0 donc | ug < uq |. /2

]Ainsi, ug < ug < ug < uj.




(¢c) Montrer, par récurrence sur n la propriété Q(-) définie pour tout n € N par

Q(n) @ « pp < Pnt1 < int1 <ip »

e Par définition, pg = ug, p1 = us, i1 = us, ig = uy donc les inégalités établies dans la question précédente
s’écrivent py < p1 < i1 < g si bien que Q(0) est vraie.
e Soit n € N fixé quelconque tel que Q(n) est vraie.
* Sachant que pp41 < ipq1 car Q(n) est vraie,

U2n+2 + U2n4+3 + /U2n+2U2n+3  Pn+l + intl + VPnt+lln+l _ fntl + intl + Vintrlinsl .
3 = 3 < 3 = ln+1

donc | ppyo <ing1 |
De plus, d’apres la question précédente, le signe de pp 1o — Pnt1 = Uopta — Uopto est celui de ugpyy3 —
U2nt2 = iny1 — Pni1 OF puisque Q(n) est vraie, in41 — Ppy1 = 0 donc |pry1 < prga |

* Sachant que ppio < iny1,

U2n+3 + U2ntd + \/U2n43U2nt4 gl + Dnt2 + Vint1Pnt2 S, Pni2 + Pni2 + /Dny2Dnt2 ’
3 = 3 = 3 = Dn42

donc Pn+2 < in+2 .
De plus, d’apres Ta question précédente, le signe de ip,49 — iny1 = Uonts — Uonts est celui de ugpiq —

Un+3 = Pn+2—Iint1 Or d’apres le point précédent, ppi2 < 41 donc ppio2—ins1 < 0donc .

Pn4+2 = U2n+4 =

Int2 = Uopys =

Par conséquent, pp11 < ppi2 < int2 < int1 done Q(n + 1) est vraie. /1,5

‘AiHSL Vn € N, pp < ppt1 < int1 < in- ‘

(d) Montrer que les suites p et i sont convergentes de limites positives ou nulles.

* D’apres la question précédente, la suite 7 est décroissante,
or elle est minorée par 0 (car c’est une sous-suite de u qui est & termes positifs ou nuls)
donc i converge vers inf{i,, | n € N} > 0 (car 0 minore {i,, | n € N}).
* D’apres la question précédente, la suite p est croissante,
or elle est majorée par iy (car Vn € N, p, < i,, d’apres Q(n) et i,, < ip puisque i décroit donc p, < ip)
donc p converge vers sup{p, | n € N} > pg = ug > 0. /1,5
‘Ainsi, les suites p et i sont convergentes et leurs limites sont positives ou nulles.

Posons /, = lim p, et {; = lim i,.
n—-+o0o n—-+o0o

(e) En écrivant la formule démontrée dans la question IV.3(a) pour n < 2n et en calculant les limites des deux
membres, montrer que ¢; = £,. Que peut-on en déduire concernant la suite u ?

Ecrivons la formule démontrée dans la question IV.3(a) pour n < 2n :

1
Vn € N ugpio — ugp = g(\/u2n+l — Vu2n) (Vu2n+1 + 2/ uay)

d’otl, par continuité de /- sur R, donc en /; et ¢, (ces limites sont > 0 d’apres la question précédente),

1, :
VneN, Pn+1 — DPn :g (\/’E_\/pin) (\/’E‘FQ\/Z?TL)
e T G-\, — Va2

— 0
o (V) (V2 )

n—-+oo

Par unicité de la limite d’une suite,

1, [N, /7 o~ [N A
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donc
(VG = ) (VT +2y/6) = 0
Ve = \Jty=0 on VE+2/t,=0
— Si\/zi—\/Z:O,alors \/E:\/gdonc&zﬂp.

— Sinon, al b;4+24/0, =0, d l;=0et +/l,=04d l;=0etl,=0d b;i=0=1,
mon, alors \\>//; \/7, onc \/> € \/7, onc et £y onc D

donc

‘AIDSI, b = 1. ‘
Par conséquent, les sous-suites de u constituées par les termes d’indices pairs et impairs convergent vers la
méme limite donc la suite u converge.

Ainsi, la suite u converge (vers ¢; = {).

Dans la suite de cette partie, on admet que sous ’hypothese ug > u1 on démontre par des techniques analogues
a celles de la question précédente que les suites ¢ et p convergent vers la méme limite.

On admet que 1’on dispose de deux fonctions p(u_0, u_1, n) et i(u_0, u_1, n) écrites en python qui renvoient
respectivement les valeurs p, et i,. On veut en déduire une fonction approximation(u_0, u_1, epsilon) qui
renvoie une valeur approchée v de la limite de la suite u & epsilon pres (c’est-a-dire telle que |v—lim u| <epsilon).
Ecrire une telle fonction en utilisant les propriétés des suites (pp)nen €t (in)nen et une boucle « tant que ».

def approximationl(u_O, u_1, epsilon):
n =20

while abs(i(u_0, u_1, n)-p(u_0, u_1, n)) > 2*epsilon:
n = n+1

return (i(u_0, u_1, n)+p(u_0, u_1, n))/2

def approximation2(u_0, u_1, epsilon):
n =20

while abs(i(u_0, u_1, n)-p(u_0, u_1, n)) > epsilon:
n = n+1

return i(u_O, u_1, n) # ou p(u_0, u_1, n)

Dans cette question, on suppose que ug # uq.
Posons, pour tout n € N, d,, = |tpt1 — Up|-

U —u 1
(a) Apres avoir justifié que la suite (M> est bien définie, montrer qu’elle tend vers —— (on justifiera
Un4+1 — Un / peN 2

au passage que limu > 0) puis en déduire la convergence de (Ind,,4+1 — In dy)pen-

e Supposons qu’il existe ng € N tel que u,, = up,+1, alors d’apres la question IV.1(a), u est stationnaire
donc d’apres la question IV.2, u est une suite constante donc ug = u; ce qui contredit les hypotheses de
cette question.

Donc, pour tout n € N, u,, # w41 et donc :

. Unp+2 — Unp+1 . P
la suite (M> est bien définie.
Un+1 — Un / peN

e D’apres la question IV.3, la suite u converge et sa limite £ est la limite commune des deux suites adjacentes
(pn) et (ip). La suite u étant a termes positifs ou nuls, en passant a la limite sur I'inégalité ¥n € N, u,, > 0,
on obtient ¢ > 0.

A L

/2

i

/2
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— Si up < wy, la suite (pp)nen est croissante (question IV.3(d)) et converge vers ¢ donc 0 = ¢ =
sup{pn | n € N} donc
VneN, 0L uy =p, <€=0

donc (p,) est la suite nulle donc pg = uy = 0, or u; # 0 donc w3 > 0 donc ug + u; > 0 donc
(question I1.1(a)) p1 = uz > 0 d’olt une contradiction avec la nullité de la suite (py,).

— Siup > uy, la suite (i, )pen est croissante (admis par 'énoncé a la fin de la question IV.3) et converge
vers ¢ donc 0 = ¢ = sup{i,, | n € N} donc

VTLEN, O<UQn+1:in<€=0

donc (i,) est la suite nulle donc ip = u; = 0, or uy # 0 donc ug > 0 donc ug + u; > 0 donc
(question II.1(a)) i1 = uz > 0 d’ou une contradiction avec la nullité de la suite (iy).

‘Par conséquent, la suite v converge vers une limite ¢ > 0. ‘
e Puis le calcul donne, pour n € N :

1
Un42 —Up+1 = 3(un+un+l +1/UnUnt1— 3un+l) 3( —2Up11+y unun—l—l) (\/ Un —+/ un—l—l)(\/ un+2\/ un-i—l)
Et comme up+1 — up = (V/Unt1 — Vun)(VUnt+1 + /Un), en simplifiant par \/un+1 — /un :

- Vun + 24/ C+ 21 1
Unt2 7 Untl __ Vin tnt1 — —M = ——| (continuité de /- en )

Up+1 — Up 3(\/%"" \/W-H) n—+00 3(\/24- \/E) 2

1 1
en utilisant que /uy + /un+1 TH—J:OO VE+VE =21 = m TH—+>OO 2—\/2 est vraie car nous

savons que ¢ > 0 (justifié dans le point précédent!) donc 20 # 0 ce qui permet d’appliquer le théoréme
disant que l'inverse d’une suite qui converge vers une valeur non nulle converge vers la limite inverse.

e Enfin, par continuité de In en 3 et de t — |t| en —5

— 1
Unt2 7 Untl) ln52—1n2

Indp11 —Ind, =In el

Unp+1 — U

(b) Soit (sp)nen une suite réelle qui converge vers le réel s.
1
Posons, pour tout n € N*, m,, = — Z Sk
n

Soit € > 0 fixé.
i. Justifier l'existence de N € N* tel que, pour tout n € N,

n>=N=|m,—s|<

3\'—‘

N
Zsk—s

Comme (s,,) — s, avec le ¢ fixé par l’énoncé

IN eNtel queVn>N,|s,—s| <=.Et donc, pour tout n > N,

n 1 N n 1 N n

[my — 5| = ZSk—*Z *Zé’k—s)+ > (sk—s) \*ZSk;—S > (sk—9)
" k=1 " k=1 k=N-+1 "= k=N-+1

Par inégalité triangulaire et majoration pour k > N + 1 (a droite) :

ma—s| < WLy < S et S < S )

My —S$ sp—s| < — sp—8)|+—(n— - < - Sp — 8

k=1 k_N—I—IH’_/ "= " 2 njiH

<

| ™

Il existe, donc, N € N* tel que pour tout n € Ny n > N = |m,, — s| <

/1

/2

/1



ii. En déduire la convergence de (my,)nen+ vers s.

N N
1
La suite ( Z(sk —5) > converge vers 0 (Z(Sk — s) est une constante).
"= neNx k=1
. . / * / 1 N £
Donc il existe N € N* tel que pour tout n > N, — Z(Sk‘ —35)| < 3
n
k=1
Posons N” = max(N’, N). Soit n € N* tel que n > N”.
1| €
My, — S < — S —S)| + = < €
‘ n | X n kz—;( k ) 9 =
n>N">N - n>N">N'
C’est la définition (puisque € est quelconque) : /1,5
M, —> S.

n—-+00

(c) Utiliser la question précédente pour établir un équivalent de In |up11 — |-

In |u —u
version MPSI 1 Utiliser la question précédente pour montrer que lim M

1 .
= In - ce qui sera
n—-+o00 2

prochainement formalisé en disant que les suites (In |y 1 — un|)nen et | In on sont équivalentes.
neN

D’apres la question précédente, appliquée pour s, = In(d,+1) — In(d,,), puisque (sy,)nen converge vers — In 2

1 & 1
(question IV.5(a)), la suite m, = — Z Sp = — (Indp41 —Indy) (par téléscopage) converge aussi vers — In 2.
n n
k=1

1 1
Ona —(Indp41 —Indy) — —In2et —Ilnd; — 0, donc par somme de deux suites convergentes, /1
n n—-+oo n n——+o0o
. Inupgr — ug| 1 1

V Etude de la limite de u ¢ E% en fonction des conditions initiales

Pour tout (a,b) € R2 et tout n € N, notons u,(a,b) le terme d’indice n de la suite de I'ensemble E1 définie par les
2
conditions initiales ug = a et uy = b.
Nous avons vu dans la partie IV que la suite (un(a,b))nen converge.

Posons /(a,b) = lirf un(a,b). On note, en particulier, v = £ <1, 3
n—-+0o0

V.1. (a) Calculer, pour tout a € R, ¢(a,a) en fonction de a (on pourra déduire ce résultat de la partie IV).

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
Pn) : « up(a,a) = upti(a,a) = a ».

* P(0) est vraie, puisque ug(a,a) = a et ui(a,a) =a
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.

a+a+vVa®  2a+ |a
= = Qa

Upto = F% (un(a,a),upt1(a,a)) = F%(a, a) =

3 3
car a > 0.
Par conséquent, P(n + 1) est vraie.
Ainsi, pour tout n € N, uy(a,a) = a. Par unicité de la limite, /1

l(a,a) = a.



b
(b) Justifier que, pour tout b € Ry, £(0,b) = ¢ (b, 3).

Soit b € R+.
b
D’une part : u1(0,b) = b = ug(b, §> Et d’autre part :

ug(0,b) +u1(0,b) + /ug(0,b) x u1(0,b 0O+b++v0xb b b
’LLQ(O,b): 0( ) 1( ) 3\/ 0( ) 1( ): ; :gzul(bvg)

Puisqu’elles vérifient la méme relation de récurrence (R1), par récurrence facile :

1
2

b

VneN, u,+1(0,b) :un(b,g)
Par unicité de la limite, /1,5
b
VobeRy, £(0,0) zf(b,g).

(c) Soit A = 0 un réel fixé.
Montrer que, pour tout n € N, u,(Aa, \b) = Auy(a, b) puis en déduire £(Aa, Ab) = A x {(a,b).

(Pour changer, faisons une récurrence a deux termes).

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
P(n) : « up(Aa, Ab) = Auy(a,b) ».

* P(0) est vraie, puisque ug(Aa, Ab) = Aa et Aug(a,b) = Aa
* P(1) est vraie, puisque ui(Aa, Ab) = \b et Auj(a,b) = \b
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies.

Un (A, AD) + tpt1(Aa, Ab) + /un(Aa, Ab) X uni1(Aa, Ab)

Unt2(Aa, \b) =

3
B g (@, b) + Mupy1(a, b) + |AVun(a,b) X uni1(a, b)
~~ 3

AUp42 (aa b)

Par conséquent, P(n + 2) est vraie. /1,5
’Ainsi, pour tout n € N, u,(Aa, \b) = Auy(a,b). ‘

Par unicité de la limite,

| (Aa, \b) = M(a,).|

Posons, pour tout b € Ry, L(b) = £(1,b).

V.2. (a) Exprimer pour tout (a,b) € R} xRy, ¢(a,b) comme le produit d’un nombre avec L(x) ot = est un réel positif
ou nul bien choisi.

f(a,b)\z/ f(axl,axb):cw(l,b) :aXL<b)
% a a a

question précédente appliquée pour \ < a (autorisé a > 0)

/

€(a,b):axL<b>.

a




(b) Soient n € N et (a,b) € Riz. Justifier que uy,(a,b) > 0 et montrer que

U a,b
0, b) = £un(a, b), tns1(a, b)) = un(a, b) x £(1, :M)
n 17
En déduire que pour tout n € N, tout z € R" | L(z) = u,(1,x) x L(u+(11(:§))
un (1, 2

Soit (a,b) € (R%)?. Soit n € N.

D’apres la partie IV, les sous-suites des termes d’indices pairs et impairs de (ug(a,b))ren sont adjacentes
donc si la suite croissante est celle des termes pairs, ug minore la suite, si la suite croissante est celle des
termes impairs, u; minore la suite si bien que

Vk € N, ug(a,b) > min(ug(a,b),ui(a,b)) = min(a,b)

Par conséquent, | u,(a,b) > min(a,b) > 0| car dans cette question, on a supposé a > 0 et b > 0. /1

La suite (ug(a, b))k>n
la méme limite ¢(a, b).
Or la suite (ug(a, b)),

et sa limite vaut £(uy(a,b), uny1(a,b)).
Par unicité de la limite, puis en factorisant par A <— u,(a,b) et en utilisant que u,(a,b) # 0 :

est extraite de la suite (ug(a,b)) qui converge vers f(a,b) donc elle converge vers

keN

fait partie de E'1, avec pour premiers termes u,(a, b) et u,11(a,b) donc elle converge
2

n ,b
VneN, la,b) =Ll(up(a,b),upt1(a,b)) = uy(a,b) x £(1, UJrza(ab)))
un(a,
Puis comme L(z) = ¢(1,z), en prenant a < 1 et b < x : s
VneN, VaeR,, L(z) = un(l,a) x LD,y
7 * ’ un (1, x)

(c) Montrer que, pour tout (a,b) € R, us(a,b) = uz(b,a) puis en déduire que pour tout = > 0, L(z) =
1 1
op (b D) _ )y
x x

Comme l'interversion ug <> u; ne change pas le calcul de us :

a+b++vab b+a+Vba
uz(a,b) = = = uz(b, a) |
3 3
Avec la formule de la question précédente pour n = 1, /1,5
1 1 1
Va>0, L) =u(l,2)L (uz( ,x)> ol (uz(:c, )) . (W(,x))
Ul(l,ﬂf) x T

(d) Soient 0 < b < b'. Montrer que, pour tout n € N, u,(1,b) < u,(1,b"). Que peut-on en déduire concernant la
fonction L7

Toujours par récurrence, considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
P(n) 1 « up(1,b) < up(1,0) ».

P(0) est vraie, puisque ug(1,b) = 1 = ug(1,¥).

P(1) est vraie, puisque u1(1,b) = b <V = uy(1,0).

*
*
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies.

Unt2(1,b) = F% (un(1,0), un41(1,0)) < F% (un(1,0"), unt1(1,0)) = tps2(1,0)
x <+ un(1,b)
en appliquant le résultat de la question 11.2. avec { 7 ,<_ (_uZJrzilé,b)) puisque z < 2’ et y < ¢/
y g (1Y)



/1,5

Ainsi, pour tout n € N, u,(1,b) < u,(1,V).

En passant a la limite (autorisé car les deux membres sont des suites convergentes), /0,5
L(b) = £(1,b) < £(1,b') = L(V'), i.e. L est croissante sur R .

V.3. Posons, pour tout b € R, pour tout n € N, S,(b) =1+ Z(ukH(L b) — ux(1,b)). Soit b € Ry fixé.
k=0
(a) Justifier que, L(b) = lim S,(b).

n—-+0o0o

Soit n € N. Il y a télescopage directement :

Sn(b) =1+ zn:(uk_H(l,b) - uk(l,b)) =1+ zn: uk+1(1,b) - En:uk(l,b)
k=0 k=0 k=0

=1+ (Zn: uk(1,b) +Un+1(17b)> - Zn:uk(l,b) +ug(1,0) | = wnt1(1,0)

k=1 k=1
=1

or (up(a,b))nen converge vers £(a,b) donc (un+1(a,b))nen, qui en est extraite, converge vers la méme limite : /1

L) = lim _upi(L,b) = lim S, (0)

n n—-4o0o

(b) Montrer que, pour tout n € N,

un+1(1ab)
\/un—i-l(lv b) + \/UH(L b)

puis en déduire que |up12(1,0) — upt1(1,0)] < Kl|ups1(1,b) — un(1,b)] ou K est une constante réelle indé-
pendante de n et b vérifiant K €]0, 1] que 'on précisera.

—1
Uny2(1,b) — upy1(1,0) = ?(Unﬂ(l,b) —un(1,0)) |1+

Soit n € N. En reprenant la technique de calcul de la question IV.5(a),

(VB i ) LB (1)) Ve D (D)~ (1)

Unt2(1,0) — upy1(1,0) = un(1,b) = tn+1(1, ) : t \/u”(l’ b)un+1(1,0) — unt1(1,)
_ (\/un(lv b) — \/un-‘rl(l? b))(\/un<17 b) + 2\/un+1(17 b))
3

or deux termes consécutifs ne sont pas tous les deux nuls (sinon c’est la suite nulle, quest IV.1)

donc \/ un(1,b) + \/ un+1(1,0) # 0 ce qui permet de multiplier par I'expression conjuguée
Un(1,b0) — upy1(1,b) " Vo (1,0) + 24/un1 (1, 0)

\/un(17b) + \/unJrl(lvb) 3
_ unt1(1,0) — un(1,0) y Vun(1,b) + V/unt1(1,b) + Vunt1(1,b)
3 \/un(lab) + \/unJrl(lvb)
/1,5
_ung1(1,0) —un(1,0) Un+1(1,0)
21, 0) = n i (1,0) = 3 (1 T LD + Vel b>>
Puis, comme /u,(1,0) > 0 et \/up4+1(1,b) > 0, alors
un+1(17b) < \/un(lvb) + \/un+1(17b) -1

\/un(l,b) + \/Un+1(1,b) h \/un(l,b) + \/Un+1(1’b)

Donc

|un+2(1,0) —uny1(1,0)] _ 1




(c)

/1,5

2
Vi €N Vb E Ry, funra(Lb) = tnsr(1,5)] < Slunsr (1) = ua(L0)]

Montrer que, pour tout n € N,
|un+1(1ab) - un(1¢b)| < Kn|b - 1|

On réalise une récurrence, en posant pour tout entier n € N,
2 n
Po < [ums1(1,0) — un(1,b)] < (3) b1 ».

— Py est vraie, puis |ugy1(1,b) — ug(1,b)| = |b— 1| = Kb —1].
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.

2
D’apres la question précédente, |u,42(1,0) — up11(1,0)] < §|un+1(1, b) — un(1,0)|.
2 n
Mais d’apres Py, le terme de droite est inférieur a (3) |b—1].

2 n+1
Donc |un42(1,0) — upy1(1,0)] < (3) |b —1|. Donc Pp41 est vraie.

/1
2 n
VbeR,VneN, |upt1(l,b) —up(l,b)| < (3) |b—1].
En déduire que, pour tout n € N, pour tout p € N,
Kn—H
[Snsp(D) —~ SuD) < 1l 1]
puis conclure que, pour tout n € N,
Kn+1
L(b) — < -1
L) ~ Sa0)] < 1o~ 1
Soit ne Net pe N (onadoncn+p>n):
n+p n
‘Sner(b) - Sn(b)| =1+ Z(Uk+1(1,b) - Uk(l,b)) —-1- Z(uk’—i-l(lvb) - uk(lab))'
k=0 k=0
n—+p n—+p
= Z (uk—f—l(l’b) _uk(l?b)) < Z |uk+1(1ab) _uk’(lab)‘
k=n+1 k=n-+1
D’apres la question précédente :
n+p 2\ k n+p 2\ k
Sus® = S0 < | 3 (5) o-1[=p-11 3 (3)
k=n+1 k=n+1
On reconnait la somme de (n +p) — (n + 1) + 1 = p termes consécutifs de la suite géométrique de raison
9 9 n+1
K= 3 et de premier terme K"t = <3> ,
1— KP Kn+1
[SepB) — Sa(B)] < b 1] x T x K™ < T 1]
/1,5
Kn—H 2 n+1
St — Sab) < T—lb =11 =3 (3) p-1l.
Le terme de gauche converge pour p — +oo vers |L(b)—.S,,(b)|, le terme de droite est un majorant indépendant
de p donc en passant a la limite dans 1'inégalité, /1

1-K

Kn+1 2 n+1
L) — Su(b)] < |b—1y:3x<3> b—1|.




(e) Soit z € Ry fixé.
i. Montrer que, pour tout ' € R,

Kn+1
1-K

|L(z) — L(2)| < (lz =11+ ]2’ = 1)) + [Sn(z) — Sn(2)]

Soit ' € Ry. Soit n € N,

|L(x) = L(a)] < [L(2) = Sn(@)] + [Sn(z) = Sn(2")] + [Sn(2') — L(2'))|

On exploite (deux fois) I'inégalité précédente, pour b < x et b + 2. /1

Kn+1
1-—

| L(w) = L) < 7 (e = 1+ |2" = 1)) + [Sa(2) = Su(a’)]

ii. Justifier que, pour tout n € N, b — wu,(1,b) est continue sur R.

On démontre que b — u,(1,b) est continue par récurrence (a deux termes).
On pose pour tout entier n € N,
Pp o « b= u,(1,b) est continue sur Ry ».
— Py est vraie, puis ug(1,b) =1 et donc b +— ug(1,b) = 1 est constante donc continue.
— Py est vraie, puis uq(1,b) = b et donc b — up(1,b) = b est continue.
— Soit n € N. Supposons que P, et P41 sont vraies.

1
Or : wnya(1,8) = 5 (un(1,6) + unga (1,0) + Vttn(1,0) X wny1(1,0).
Mais par produit, composition avec la fonction racine carrée continue sur R, , puis addition : b —
Uun+2(1,b) est continue sur Ry. Donc P, 12 est vraie. /1,5

‘ pour tout n € N, b+ u,(1,b) est continue sur R;. ‘

iii. En déduire que L est continue en z.

Soit € > 0.
1. Majoration indépendante de 2’ pour 2’ € [x — 1,z + 1] NR,.
Siz' €rx—1,z+1]NRy, alors 2’ — 1 € [max(x — 2, 1), 7],
donc |2' — 1] € [0, max(z,1,2 — z)] donc |2’ — 1| < max(2,z).
et de méme |z — 1| < max(1,z) < max(2,x).
Ainsi, pour tout 2’ € [z — 1,z + 1] NRy, |x — 1| + |2/ — 1] < 2max(2, z).

Une autre méthode, moins précise mais cela n’a pas d’importance dans ce type de raisonnement, consiste
a utiliser I'inégalité triangulaire

lz—1|<|z|+1<z+1, |2/ —1|=|r' —z+2—-1< |z -2 |+|z -1 <1+ (xz+1)=2+x

si bien que, pour tout @’ € [z — 1,z + 1], |z — 1| + |2/ — 1| < 3 + 2x.
2. Choix de N grand
Comme K € [0,1] et que pour tout 2’ € [z — 1,z + 1], |z — 1| 4+ |2’ — 1| est majoré par 2max(2, z)

Kn—l—l n+1 n+1
< - - i -
0< . (|x 1+ 2" = 1)) < 7— 7 2max(21,$) et nEIJPoo —% X 2max(2,z) = 0.
n+
Alors, il existe N € N tel que Vn > N, 0 < TR 2max(2,x) < %
n+1

£
5

Donc, par encadrement, Vn > N,V 2’ € [z — 1,z + ]OR+,O<1 K(|x—1]+|x’—l\)<



3. Continuité en grand N de Sy, ou N est bien choisi.
Pour tout k € N, b+ ug(1,b) est continue alors par addition finie (N fixé), Sy est continue en z.

Par conséquent, il existe § > 0 tel que V 2’ € [z — §, 2 + 6] N R4, [Sny(z) — Sn(2')] < %
4. Bilan
Posons n = min(d, 1) > 0. Soit 2’ € [z — 1,z +n] N R fixé,

n

1-K

N
™

|L(z) — L(z)| < (le =1+ " = 1) + |Sn(x) = Su(a')]

€
<— car n<l 2

AR

C’est la définition de la continuité de L en z. /3

’L est continue en (tout) z € Ry, donc continue sur R, .

V.4. On cherche a approcher des valeurs particulieres de L.

1 1
On rappelle que v =/ (1, ) =1L ()

3 3
1
(a) Montrer que L(0) = 37
L(0) = £(1,0).
14040 1 0+ 1 0 1
Or U2(1’0) = —’—37—’_ — g’ et ug(l,o) — _'_33—“/> — §

Donc d’apres la question V.2(b) :

L(0) = £(1,0) = us(1,0) x £ (1, “3(1’0)> _ L (1,

uz(1,0) 3
/1,5
L) = 5
(b) En utilisant la relation établie dans la question V.2(c), montrer que L(x) ~ yx ce qui équivaut a
T—>+00
L

lim (z) =
r—+oo I
On a vu que

1
L(:z:)—xL( > < —i—x—i—f)
3z
1+2+ f 1 1 1

Or, d’ t — 4 -+ — =

b ume pat 3¢ 323 3¢:E r om0 3

1
et d’autre part L est continue en 3’
L 1 1
donc ﬂ =L ﬂ — L () =~ (composition des limites)
x 3x T—+00 3

Cela signifie exactement : /1,5

L(z) ~ ~a.

r—r-+00




