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Devoir a la maison n°13
CORRECTION
Exercice
Pour tous.

1. On note que le numérateur est sans racine réel : pour tout € R, 2+2r+22 = (z+1)2+1 > 1 > 0.
Dans le cours (savoir-faire 186), on lit qu’il faut :

e commencer par faire apparaitre une forme du type %, ot u =2+ 2z + x2.
Ici v’ = 2x + 2, il faut donc enlever la constante 3 au numérateur,

e afin d’obtenir une fraction de la forme ————,
(t2 4 bt + ¢)?

on écrit alors 2422422 = (x+1)%2+1 et I'on effectue le changement de variable tan§ = 1+z.

Cela donne :
1 1 1
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Enfin, notons que arctan1 = 7 et que sin26 = 2sinf cos 6, sin 40 = 4 sin 6 cos f(cos? § — sin? 9)
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2. On note u,, = Z k arctan —

Il s’agit d'une bomme de Riemann, on identifie avec b —a =1, a =0doncb=1et f: 2 —

1 < k !
un:nkz_lf(oHn)njooe;:/o f(x)dz

Pour faire le calcul de 'intégrale, on exploite une intégration par parties, avec u : x — arctanx
1 2
etv:x— :

x arctan x.
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O Remarques !
% Pour calculer I’équivalent de la vitesse de convergence, il faut refaire toute la démonstration.

Pour la partie de ’égalité des accroissements finis, on propose une nouvelle démonstration avec [’égalité

de Taylor reste intégral.

On a, en notant F', une primitive de f. Par télescopage :

eun/olf(x)dxiéf@) :zn: (F(S)F(kgl)if(z))

k=1

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral (avec a < zj = % et b+ Tp_1) :

Tk—1 T

Fane1) = Flag) + (oo — o) F o) + —t Pyt

Tk

F (i) _F (’f;1> - %f <:) _ _/: xk%_tF”(t)dt: /k (21 — &) f (t)dt

n

Or f’ est continue (car f est de classe C*°), donc f'([xk—1,xk]) est borné (Weierstrass),
notons Mk = sup[@ ﬁ] f/ et mg = mf[@ ﬁ] f/.
Comme t — x_1 est positive sur [zy_1, 2] :

k k

(t—zp_1)dt < /
1 k

3=

(t—ap 1) ()dt < M, / (t—p_1)dt = %(mk—xk,lf

n

Mk 2 _
5 (Tp—2r—1) —mkﬁ

n

Donc, comme (2 — T5-1)? = # :

e (e (2) -0 () - (2)) e

Et donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (f” est continue) :

Jep € [%,%] tel que (F (7]{;) F<kn1> —%f (5)) :%f'(ck)

On a alors (on reconnait une somme de Riemann) :

2n(l — uy,) = Zf k) WS / f(tdt = f(1) — f(0 ):—larctanlz_Tﬂ-

—T
{—u, ~ —
n—+oo &n

3. Soit z € R.
Avec la formule de Taylor avec reste intégral, puisque cos est de classe C* sur [0, z] (ou [z, 0]) :

2n
-0 k T —t 2n
cosx = cos0 + Z % cos®(0) + / u cos® T (t)dt

0
- si k= 1[2]
Or cos'®) (z) = cos(x + =s) et donc cos*)(0) = cos &x si k = 0[4]
2
si k = 2[4]
et cos" ) (z) = cos(x + nw + g) = (=1)"cos(x +Z = —(—1)"sinz = (—1)"* ' sinx.
Donc
. (z —0)* (k) (z —0)*F (k) ! ot (T — D
cosx =1+ Z g cos (0) + Z g cos (0) + | (-1) o
k<2n,k=1[2] k<2n,k=0[2]
i z (x —t)*" .
=> (- +/ (1) 2 sin(t)dt
Donc (on rappelle que x est fixé)
n JJQT max(0,z) |.’II _ t|2n 1
_ -1 < dt = 2n+1 0
oS ;O( ) /min(w (2n)! R L —
) n (_1)nx2n B
VreR, nll)rfw;;;w—cosm




O Remarques !
Comme 2" est positif, on aurait pu appliquer le critére de Leibniz pour assurer la convergence, et méme

la majoration du reste (conforme par ailleurs au résultat ici redémontré).

En revanche, nous n’aurions pas eu accés a la valeur exacte de la limite (cosx).

Soit n € N, fixé.
cos est bornée, pour calculer ’équivalent d’un polynéme en +oco, on se concentre sur le terme
de plus haut degré :

- (_1)kx2k ~ (_1)nx2n
(2k)!  a—=+oo (2n)!

COST —
k=0

n -1 k .2k
Donc lim cosa:—z((;k)m'

T—r+00
k=0

= +400.

) ) n (71)kx2k
Et donc, il existe X € R tel que V x > X, |cosx — Z W
k=0 ’

> 1.

n
-1 k..2k
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (continuité de v :  — cosx — Z ((Q)k):f)’
k=0 ’
n
-1 k .2k
il existe zg € [0, X] tel que coszg — kZ_O ((Q)Ic)xlo

= 1€ [(0),p(X)].

O Remarques !
En fait, on a pour tout x € R (premier considéré puis fixé),
A partir d’un certain rang n(x) (second considéré, qui dépend de x), la somme jusqu’au rang n(x)
vaut & peu pres cosx (premicre question).
On a lim n(z)=+oo
xT—+00
Et en méme temps, pour tout n € N (premier considéré puis fixé),
1l existe toujours un nombre réel x(n) (second considéré, qui dépend de n), tel que la somme
Jjusqu’au rang n est déifférente (nettement aussi qu’on veut) de cosx. (seconde question).
On a, la aussi, lim x(n) = +oo
n——+oo

Il est important de bien faire attention auxr ordres de passage a la limite pour les convergences !

4. La fonction f est croissante. Donc par composition, z € Ry +— f(e™ ") est décroissante.
€[0,1]
Ainsi, pour tout k € N et tout ¢t € [k, k+1] :

Fle ) < fle™) < fle7F)

Puis, on intégre entre k et k4 1 (& gauche et & droite, on intégre des constantes) :

k+1

k+1
Fle= kD) = / " e tar < / fle™)dt < f(e™")
k k

Puis, on somme pour k de 0 & K — 1(€ N), avec la relation de Chasles :

K o1 % K—1
S fet =Y fle®) < / fledt < Y7 fe™) S
k=1 k=0 0 h=0

Faisons alors, pour le calcul intégral, le changement de variable : u = €', (¢t — €' est de classe
Ct, bijective).

1
On at=Inwu et donc dt = —du et e_t:e%
u

Donc .
/()Kf(e_t)dt:/le % (i) du @)

f
Or, si 0 < up < ug, alors o~ > .= > 0et f (%) > f (i) > 0 (car f a valeurs dans R})
done e (&) 2wt () > s ()

positivité de f
Donc u — +f (l) décroissante.
u u



Donc, on a de la méme fagon que précédemment (pour prouver (1)),
Pour tout N € N :

Y11\ © 1 N1 =

- - < - -

> (5)- > /() < [ 2 (3) s Zkf<> ¥
k=2 =1

Soit K € N. On a donc, en notant N = |exp K |, donc N <ef < N +1:

Koo - 1 /1 N+lq g N
;f(ek /f tdt‘ : uf(u)d“ < / uf(u>du\<//zkf

positivité de L f(1) (3

1 1
Donc si Z T f (k) converge, la série a termes positifs Z f (e*k) est majorée donc convergente.
E>1 k=1
Et de méme

O S LT B O Lo i

positivité de 1 f(1) (2) (1)

u

1 1
Donc si Z f (e_k) converge, la série a termes positifs Z z f (k) est majorée donc convergente.
k>0 k22

1 n 1 1 .
Z ﬁf (e ) et Z Hf (n) sont de méme nature.

Probleme

A. Théoréme de convergence monotone
Dans cette partie, on démontre le théoréme de convergence monotone (appelé aussi théoréme de Beppo-
Levi) sur un intervalle du type [a, +00[. On commence par établir le théoréme sur les segments bornées
[a, b] avant de généraliser.

1. Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, b], KH-intégrable sur [a, b]. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V z € [a,b],V n € N, f,(z) < frnt1().
e cette suite est convergente vers une fonction f sur [a,b] : V z € [a,b], (fn(z)), — f(2)

e la suite ( ff fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).

On fixe € > 0. Les premiéres questions permettent surtout ici de s’accorder sur les notations.
(a) Pour tout n € N :

Vl‘e[a,b],fn(l‘)gfn+1($) = I _/ fn /fn+1 dt— n+1

Donc (I,,) est un suite croissante.
Par hypothese, pour tout n € N :
b
I, = / fo(x)de < M
a
Donc (I,,) est bornée.

D’apres le théoreme de convergence monotone :

‘ (I,) est convergente. On note I sa limite, alors I = sup(l,,). ‘

Et, pour € (fixé précédemment) :

’EInOGNtelqueVn>n0,I—eé[ngéfnglnﬂgl‘

(b) De méme, pour z fixé, la suite (f,,(z)), converge, de maniére croissante, vers f(x), donc :

3 Ni(x) tel que Vn > Ni(z), f(z) =€ < fulz) < f(2)
En prenant Ny(z) = max(Ny(z),ng) :

‘EIN() ng tel que V n > N(z), f(x)—eéfn(x)éf(x)‘




(c) On fixe n € N, on considere alors €, = 55.

Par définition de lintégrale I,, de f, sur [a,b],

il existe d,, jauge sur [a,b] tel que ¥V o, = (([zo,xl],tl), e ([zp_l,:z:p],tp)) On-fine, |S(frn,0p) — In| < € = —.

(d) On considere alors § : [a,b] = RY, &+ dn (g ().

Soit o), = (([xo, z1],t1), - - ([zp=1, xp), tp)), une subdivision pointée d-fine.
Soit n € N, on compare f a son intégrale potentielle, en passant par fy,) (pour tout k) :

|S(f,op) — 1| ’ Z (xr — p—1)(f(tk) — Fneee () + Z ((iﬂk —Tp—1) N (te) — /
k=1 =1 T

Tp

fN(tk)(t)dt>

k—1

+ Z fN(m(t)dt - I‘

1Tk1

k=1

=17 Tk-1

<| S - st - fN<tk><tk>>\ + \ Z (@:k — ) v () — | fN<tk><t>dt> |

" i1

On va s’intéresser a chacun des morceaux, cela nous donnera une condition sur n. ..

— Pour le premier morceau :

p

Z o — 1) (f(te) — [ ()

k=1

p

k=1

— Pour le deuxiéme morceau (par définition de N(tx)) :

k=1

Z ( T — Tr—1) [ne) () / Ineen( )dt>

p
<Y ok —aeale =€) (zh —zpo1) = €(b—a)
k=1

on reconnait p fois le lemme d’Henstock appliquée aux fonctions fr (s, )-
Or on peut avoir plusieurs fois une méme fonction fy,) (si N(tx) = N(ty)), on les

regroupe donc ainsi, on trouve :

p
Z ( T — 1) [ (tr) / N (t dt)

k=1

>y

n=no N(ty)=n

Tk

<>y

n=mno N tk)_n

k—1

T — Tp—1)fnltr) — / fu(t)dt

T — Tk—1) N (k) —/ | SN (t)dt

On notera que souvent {t | N(tx) = n} = (), puisqu’on a initialement une somme finie.

Or d’apres le lemme d’Henstock et d’apres la définition de la jauge §,, associée a

“+ o0
€

Z ((wk — 1) [N (th) — /mk fN(tk)(t)dt>

k=1

n=no

— Pour le troisieme morceau :
Pour tout k, N(t) = no, donc fi,(t) < fae,)(t) < f(2),

I—1I,, =1- /fno tydt =1 — Z fno( >1— Z

o =

37

k=1"YTk—1 k=1"YTk—1

Donc

<e

0

tk) dt - I) In

fhl

Donc pour tout subdivision 5—ﬁne, [S(f,op) —I| < [(b—a)+ 2+ 1)e.

Ceci est vrai pour tout € > 0

b
Ainsi f est intégrable sur [a,b] et que / ft)dt =
a

1




2. Sur lintervalle [a, +00].
(a) Soit b > 0.

O Remarques !
Sur [a, b], (fy,,”a,b])" vérifie les conditions du théoréme précédent. . .
Enfin, presque, on a un soucis pour la magjoration de lintégrale sur [a,b], il nous faudrait enlever un
terme dont on soit str qu’il est positive.
Comme fn, est croissante, on va considérer, non pas frn directement, mais fn — fo dont on est certain

de la positivité.

On note donc gy, : [a,b] = Ry, t — fr(t) — fo(t). Alors
eVuxe [a‘ab]av ne Na gn(x) = fn(x) - fO(x) < fn-‘rl(x) - fO(x) = gn+1($)7
par croissance de f,, sur [a, +oo[ donc sur [a, b].
La suite (gy,) est croissante.
¥ 1€ [0,8] C [a,+00], (9n(2)), = (Fule) — fole)), = [(@) — fole)
Donc (gy,) est convergente vers une fonction f — fo(= 0) sur [a, b].
e Par relation de Chasles (avec reste) :

Donc la suite ( f gn(t dt) est majorée par une constante M.

On peut appliquer le résultat des questions précédentes :

On peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone a ((f, — f0)|[a,b])n~

(b) On peut alors affirmer que, pour tout b > 0, f — fo = lim(f,, — fo) est intégrable sur [a, b[

etque/ f@&) = folt dt—hm/ dt.

Notons, I, = lim/ (fn — fo)(t)dt. Pour &' > b,

b b
Ib/—fb—hm/ a t—hm/ (fn — fo)(D)dt = /b(fn—fo)(t)dt>0

>0

par positivité de 'intégrale. Donc (I )per est une famille croissante.
Elle est par ailleurs bornée par M d’apres la question précédente.
Donc (I;) admet une limite pour b — oo. On la note I.
Enfin, d’apres la définition de U'intégrale sur [a, 400 (convergence pour b — 00) :
+oo

fn — fo est KH-intégrable sur [a, +o0[, et / (f — fo)(t)dt =, lir+n Ip.
a —+00
En additionnant, la fonction fy étant intégrable sur [a,+oo[ : f est intégrable.

400
etpourtoutb>a/f dt—Ib+/ fo —+> hmIb—i—/ fo(t)dt

On en déduit le théoreme de convergence monotone (Beppo Levi) sur tout intervalle de type
[a, +o0.

400 “+ o0
f =1lim f, est intégrable sur [a, +oo[ et / f(@®)dt = lim fa(t)dt

n—-+4oo

a a

B. Relation de récurrence
Soit o > 1.

1. Fonction Zéta de Riemann.

La série Y o converge si et seulement si x > 1.
n>1

+oo
1
Donc D¢ =] — 1,+o00[ avec ( : x ZE

n=1




2. Soit a > 0. Fonction Gamma d’Euler.
(a) Par comparaison classique, lim z%t2e™% = 0.
Tr—+00

Donc il existe M € R tel que pour tout « > M, 2%2e=% < 1.

1
Il existe M € R tel que Vx> M, 2% % < —-
T

(b) Soit € > 0.
Pour tout « > b =max(M, 1) et ¢ > b,

¢ °1 —11° 1 1 _1
Oé/xae—xdx</2dx:[:| =-——-<-<c¢e¢
b b X x|, b ¢ b

C
/ % *dx
b

Pour tout € > 0, il existe b > 0 tel que V ¢ > b, <e

(c) Soit b >0,

O Remarques !
< On a besoin d’un candidat I. Comme x +— z% =% > 0, on doit pouvoir proposer une limite [

x
L’application = +— x%e~" est positive sur R, donc sa primitive F' : z > / t%~tdt est
0

croissante. .
Soit € = 1, il existe by tel que V ¢ > by, / e Tdx| < 1.
b1
Donc pour tout ¢ > by,
|E(c)| = ‘F(bl) +/ z%e Fdx| < |F(b)|+ 1
by

Ainsi F' est majorée a partir d’un certain rang. Comme elle est croissante, elle est majorée.
Par conséquent F' admet une limite en +o0o

‘x — z% " est KH-intégrable sur [0, +o0]. ‘

+oo
On note, pour tout a > 0, I'(a+ 1) = / x%e "dx.
0

“+o0
3. Etude de/ un (x)da.
0
(a) Soit b > 0.

’ uy, est continue donc KH-intégrable sur [0, b]. ‘

Puis, on réalise un changement de variable v = nx (z — nz est C'-bijectif) :

b nb nb
1 _,du 1 _
up(x)de = —ute Tt — = ——= X x%e dx
0 0 n¢ n nat 0

Ici N(a,n) = —1

(b) Comme f est KH-intégrable sur [0, +oc], il en est donc de méme de u,, et mieux :

+o0 a
/ up (2)dz = L@
0

na+1

4. Application du lemme de Beppo-Levi.
(a) Soit z € R (ﬁXé), Un+1(£lf) — Un(x) = un-l—l(x) = xae*(n+1)x > 0.

‘ Donc la suite (Uy,) est croissante. ‘

(b) Soit x € R (fixé toujours).

La suite (u,(z)), est géométrique : u,y1(x) =%

un (), de raison e~ *(< 1, pour = > 0).

400 —x
Ainsi Y u,(x) est convergente et Z up(z) = ¢ | ie—x = ef— T

[}

n=1




(¢) On peut alors appliquer le théoréme de Beppo-Levi sur Uintervalle (doublement ouvert)
10, +o0] :

n

+oo P
dz = / lim U,(z)de = lim ug(z)dz
/O er — 1 10,+00] n—+oo n—-+oo 10,400] kZ:I

Comme la somme est finie (a droite), on peut intervertir :

n

Yoo n
z® : . I'a+1)
dz = lim E / ug(z)dez = lim E —_
/0 et — 1 n—+oo Pt 10,4-00[ n—4oo Pt kO‘JFl

“+o0 o
VneN, / a 1dx:F(a+1)§(a+1)
0

eZL’_




