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Devoir a la maison n°12
CORRECTION

Exercice 687 - Déterminant de la matrice de Cauchy

1. Faisons Lo < Lo — Ly et L3 < L3 — Ly, ce qui laisse le déterminant invariant :

1 1 1 1 1 1
ar+by a1 +by ay+bs a; + by aj + by ay + b3
o by, ba, bs) 1 1 1 ap — a a; — as a; — az
ai, az,as, vy, 02, = =
1, a2, as, b1, b2, b3 4z + b az+by as+bs (ag +b1)(a1 +b1) (a2 +b2)(ar +b2) (a2 + bs)(ar + bs)
1 1 1 a; — as a; —as a; — as
as+by  as+by as+bs (az +bi)(a1 +b1) (a3 +b2)(ar +b2) (asz+bs)(ar + b3)
Factorisons les colonnes par ﬁ et les lignes par (a1 — a;)
171095
1 1 1
1 1 1

(a1 —az)(ar — as) ; ; ;
(a1 +bi)(ar + bo)(ar + bg) | 2700 2702 G270

a3 +b; as+by as+bs

C(a17a27a37b17b27b3) =

Puis, faisons CQ — 02 — Cl et 03 — 03 — 01.

1 0 0
1 by — by by — b3
(a1 —az)(a1 — a3)
C b b ’b 7b 7b =
(a1, a2, 03, by, b, ba) (a1 + b1)(ar + ba) (a1 + b) | 2 T b (e +bb12)_(a22+ b) e +bb13)—(%23+ "

as+b1 (a3 +0b2)(az+b1) (as+b3)(as+b1)

1 0 0

(a1 — ag2)(a1 — az)(by — ba)(by — b3) 1 1 ; 1 -
(a1 + b1)(a1 + b2)(ar + bs)(as + b1)(as + b1) as -ll- 2 G2 -1|- 3

Cl(a1, a2, a3, b1, ba, bg) =

asz +by as+bs
Développons par rapport & la premiére ligne (ou par blocs) :
1 1

(a1 — az)(a1 — az) (b — b2) (b1 — b3) as+bs  as +bs
(a1 4 b1)(ar + b2)(a1 + bs)(az + b1)(as + b1) 1

C(a17a27a3ab1ab2’b3) =

a3+ by a3+ b3

De méme avec Lo < Lo — Ly :

1 1
(a1 — az)(a1 — az) (b — b2) (b1 — b3) as + by as + bs

a1 +b1)(a; +b2)(a; +b3)(as +b1)(as +b az — as az — as
(a1 4+ b1)(a + b2)(a1 + bs)(az + b1)(as + b1) (@3 T bo)an 5] (T bo)(a 1 5)

O(Cll, az, as, bla b2a b3) =

Et la factorisation :

(al *az)(a1 *03)(02 *a3)(b1 *b2)(b1 *53) % %

(a1 + b1)(a1 + bz)(al + b3)(a2 + bl)(ag + bg)(az + bg)(ag + bl)

O(ala az, as, bla b2a b3) =

a3 +by as+bs
Et la soustraction Cy + Cy — Oy

(a1 — a2) (a1 — a3) (a2 — a3)(by — ba) (by — by) | by by

C(ay1,as,as,by,bs,b3) =
(a1, a2, as,b1,be,b3) (a1 +b1)(ay + b2) (a1 + b3)(as + b1)(az + bo)(az + b3)(as + by) a5+ b (a3 + bs)(as + ba)

(a1 — az)(a1 — az)(az — az)(by — ba)(by — b3) (b — b3)
(a1 + bl)(al + bg)(al + bg)(ag + b1)(a2 + bg)(ag + bg)(ag + b1)(a3 + bg)(ag + bg)

C(ah az, ag, b17 b27 b&) =




2. Le dénominateur de F' est un produit de monéme X + b;, donc n’a aucune racine double.
Donc F' admet by, by...b,, comme p poles simples.
Le degré du numérateur de F' est strictement plus petit que celui du numérateur donc, la

décomposition en éléments simples de F est de la forme Z

X+bk
p—1 p— 1
[Ttk —a)  J](a;+be)
Avec ay, = (X +by) x F)(—by) = ‘= == .
k= (X +br) x F)(=br) ICECER I
hAk htk

(Attention le produit n’est pas sur les mémes termes, mais chacun est composé de p— 1 termes.)

3. Dans le calcul de D, la derniére colonne est composée d’une série de 0 (F(ax) = 0, si k < p),
sauf le dernier terme.
En faisant un développement par rapport a cette derniere colonne, on trouve :

D= (_1)p+p X F(ap) X C(al,az...ap,17b17...bp,1)

Par allleurs si 'on reprend la decompos1t10n en éléments simples de F' :
F= Z
p—1

Ainsi, I'opération élémentaire : Cp, < C), — Z aCy, conduit a la colonne dont I’élément en ligne
k=1

823

donc F(a;) = Z e

Pt a; + b

avec oy, indépendant de i.

1 vaut
p—1
1

F(@i)—z Ok _ Y

=«
1 a; +b}€ a; +bp pai + bp

On retrouve alors, par linéarité avec la p-eme colonne D = ay, x C(ay,...ap,by,...b,). Par
double calcul :

C(al,...ap,bl,...bp):D:

X C’(al,az...ap_l,bl,...bp_l)

4. On peut faire une récurrence, ou un télescopage sous forme de produit. Mais on va d’abord

. . [1/21(X —a))
commencer par appeler F., la fraction rationnelle

H;:l(X—’—bj).
On a pour tout r € N,
C(ay,...ar,b1,...0,) _ F.(ar)
C(al,ag...aT_l,bl,...bT_l) B (679
C(a1,...ap,b1,...bp H C(ay,...ar,by,...0.) 7ﬁFr(ar)
C’(al,bl C al, .arfl,bl,...brfﬁ (679

r=2

1 pFr(aT.)_ 1 & TZi(a a])HW( br)
C(ah...apabh...bp)_a1+b1T_1i[2 o _a1+b11:[2(aT+b)H %( )(aj—kbr)

H(ar*%‘)(br*bﬁ)
Clay, .. ap,by,...by) = = H(a +b;)

Jir

5. Dans la cas de la matrice de Hilbert, a; =i et b; = j — 1 (par exemple).
On applique directement la formule, et comme

[T —a)=T]G - =m—-1)x@m-2)x. 1'—Hk' s —v0)

i<j i<j i<j

2n—1

n [ n n ' I1 *
H(ai+bj):HZ+j—1 :H H(i+j_1) :H(Z?-i;)'l):i_?
1,J i,j i=1 \j=1 i1\ : H N
k=0




n—1 3 n—1 4
<H k!> (H k!)
det 1 ~ \k=0 ~— \k=0
€ i+j—1) 21 T 2n—1

IT * IT *
k=n k=1

Exercice 690 -Théoreme de Cayley-Hamilton

Soit M € M,,(K). On définit pour tout ¢ € R,
x(t) = det(tl, — M)

appelé la fonction caractéristique de M. Dans tout le probleme, on suppose que M = (a; ;).

1w = Z det MM
Ic(n,l)

Dans ce cas I est un sous-ensemble de N,, de cardinal (n — 1),
il s’agit donc des n ensembles I = N, \{k}, donc M e = qy 4.

Par conséquent : u, = Z ag.r = —tr(M)

Et pn = (=1)" Y detMW (—1)" det M0 = (—1)" det M

Ic(n n)

|1 = —tr(M) et 1, = (=1)" det M. |

n
2. Comme I,, = (; ;), on peut écrire (formule du déterminant) : xas(t) = Z (e(a) H(da(i)ﬂ-t — ag(i),i)> .
oeS, =1
1l s’agit donc d’une somme de produits de n mondmes (de degré 1 ou 0) en ¢t. C’est donc bien
un polynome.
Par ailleurs ce polynéme est au plus de degré n.
En effet, chacun des monomes est de degré 1, au plus
et on a exactement un produit de » monomes de degré 1 pour o = id.
Soit k € [0,n], cherchons maintenant quelle est la valeur du coefficients devant t* (noté [xar]x)-
Dans le développement précédent, pour que t*, il s’agit de prendre :
— k fois t dans le développement donc cela apparait pour toute permutation ¢ qui laisse fixe
au moins k valeurs de [1,n].
Par exemple on peut considérer o(iy) =iy ...0(ix) = ix.

— A chaque ensemble {iy, ...} fixé par o, on trouve alors associé a t* = tdiq,i1 X ... 10, 4.,

le nombre
e0) I  (awpi)=(=0"" ) II  aoiys
J¢{i1,d2,. ik} J¢ {102, ik}

Notons alors I = {iy,4g,...19x} et considérons alors ¢’ la permutation de N, \T
telle que V j ¢ I, o'(j) = o(j),
alors les transpositions qui décomposent o décomposent aussi o’ et donc e(c) = e(o’)

On a donc associé & t* = 41,41 X ...td;, 4, le nombre

n k Hag/(]) ;= 1)n—k det(AI/\I)
J¢I

Insistons : il y a autant de I que de {i1,...i}.
Globalement, on a donc comme coefficient devant ¢* :

Z (_1)7171@ det(AI/\I) = e

()

On peut conclure que

] X () = 7 + " 4 o™ A it i

On notera que po = 1 (déterminant de la matrice vide. . .)



3. Par définition : L(t) =' com(tl,, — M).
Pour construire la comatrice, on fait un calcul de déterminant pour chacun des coefficients de
cette matrice.
Donc pour tout %, j € N,,, Coef; ;(L(t)) est un polynéme en t.
Il est obtenu en supprimant une ligne et une colonne de tI,, — M,
donc toujours au moins un ¢ dans le calcul du déterminant.
Ainsi le polyndme obtenu est de degré deg(xp) —1=n—1.
Au lieu d’écrire la matrice en coefficient polynomiale A = (P; ;(t)); ;,
n—1
on écrit la matrice A sous la forme A = Z Apth, avec Ay = ([P 5lk)ig
k=0
c’est-a-dire Ay € M,,(K) comme matrice des coordonnées de t* dans P,
Et on peut affirmer :

‘L(t) =! com(tI,, — M) est une fonction polynomiale en ¢, de degré n — 1 et a coefficients dans M., (KK). ‘

4. Soit t € K.
Un résultat du cours énonce que pour tout A, ‘com(A) x A = det(A)I,,, donc pour A = tI,—M :

Wt EK, L(t) x (t, — M) = det(tl, — M)L, = xa(t) x L |

5. On cherche & démontrer la relation de Cayley-Hamilton : xa (M) =0

O Remarques !
Il ne suffit pas de dire on prend M a la place de t et < pouf> det(tl, — M) =det(M — M) =0...
En effet, ici nous avons une relation numérique et non matricielle.

1l faut donc faire le calcul coefficient par coefficient. . .

n—1
Et par ailleurs, en conservant la notation L(t) = Z AptF avec Aj, € M, (K), on a
k=0
n n n—1
L(t)(th—M) = > Apth(tL,—M) = Apth T — A Mt* = A, 1"+ (Ap1—ApM)t"—AgM
k=0 k=0 h=1
n—1
= XM(t)In =t"I, + Z .Un—hlnth
h=0

L’égalité de deux polynomes permet d’affirmer une égalité des coeflicients.
Donc (si besoin, en prenant A_; = O,,) :

A,_1=1, et Vhe [[0, n— 1ﬂ, (Ah—l — AhM) = Un—nlpn

Reste alors & calculer 7. En notant M° =1,,, on a :

n n—1 n—1
xm(M)=M"+ ZNan*k =M" + Z,Un—th =M"+ Z(Ah—l — Ay M)M"
=1 h=0 h=0

n—1 n—1
— M+ A M =3 AMM = M+ AT, — Ay M
h=0 h=0

par télescopage.
OrA_1=0et A,_1=1,.

‘ On trouve donc la relation de Cayley-Hamilton : x (M) = O‘

O Remarques !
§ Cela assure que pour toute matrice A de taille n, il existe (au moins) un polynome de degré n qui annule A.

Cela n’était pas évident a priori car A € My, (K) qui est un espace de dimension n?.



