MPSI - MP2I - Fermat Le 21.09.22
2022-2023

Devoir surveillé n°1

Durée de I’épreuve : 3 heures
La calculatrice est interdite

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, de la précision des raisonne-
ments et de ’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées
par un trait horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON COURAGE

Exercice 1

2n
1. Calculer explicitement en fonction de n € N*, S, = Z(—2)]C . L’expression finale ne fera apparaitre que
k=n
des entiers, des puissances de —1 et de 2.
i
2. Calculer, pour n € N*| T,, = Z _
n<i<j<2n n+ J +1
2n
. 4k + 2
3. Ecrire, pour n € N*, en utilisant la notation factorielle, P,, = H 3: .
k=1

Exercice 2

1. Soit p un entier non nul et f(p) = p> + p+ 1. Que vaut f(p —1)?

3
—1
&. Exprimer, pour p > 2, b
p(p+1) pP+1

2. On pose u, = en fonction de u, et up_1.

3. Déterminer, en fonction de ’entier n, n > 2, la valeur de H p3 .
p°+1

p=2

Probleme. Propriétés cyclotomiques

T
On considere n € N* et on pose w = exp(2i—).

Le symbole i est réservé exclusivement dans ce probléme pour désigner le nombre complexe bien connu vérifiant
i? = —1.
U désigne I’ensemble des nombres complexes de module 1.

A. Calculs préliminaires
1. Exprimer, pour m, k et p entiers naturels, la partie réelle de (1 + wk)mw_kp a ’aide de la fonction cosinus
et des parametres m, k et p.
n—1
Pour tout r € Z, posons S, = Z(wk)r.
k=0
2. Résoudre I’équation d’inconnue p € Z, w? = 1.

3. En déduire le calcul de S, en fonction de r € Z.

B. Une premiere inégalité

Soient a et b deux nombres complexes.
n—1

1. Calculer, en fonction de a, b et n uniquement, Z(a + wkb).
k=0



2. Montrer que nla| < Z la + wkb|.

n—1

n—1
3. Montrer que Z la + wkb| = Z b+ whal.
k=0 =

2
4. En dédui b < = ~b).
n déduire que |a| + |b] nZ|a—|—w |

C. Calculs de sommes trigonométriques
n
1. En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que, pour tout z € C, Z(wk +2)"=n(z"+1).
k=1

2. En appliquant la formule ci-dessus pour les valeurs z = 1 et z = —1, donner des expressions simples de
- k7r
C= Z F cos™ S = Z k sin™
k=1

D. Transformation de Fourier

On considere une suite finie A = (ag, a1, ... a,—1) d’éléments de C.
On lui associe la suite B = (bg, b1, . ..by—1) d’éléments de C vérifiant :

vV rel0,n-—1], bT:ZakwTk

1. (a) Calculer (bg,b1,...b,—1) dansle casotag =ay =+ =ap_1 =
(b) Calculer (bg,b1,...b,—1) danslecasoliagp=1leta; =+ =ay,_1 =
(¢) Calculer (bo,by,...b,_1) dans le cas ou Yk € [0,n — 1], ap = wF.
2. Montrer que, pour tout k € [0,n — 1],
n—1
ar = l Z bhw_kh
h=0

E. Applications de la transformation de Fourier

1. Application 1.
Soit m € N*, fixé. Pour tout couple d’entiers (p,n) € N? tel que p < n, on définit :

m
sm= 3 (})
ke[0,m] | k=p[n]

(a) Exprimer (1+1)™ et (1 —1)™ a l’aide de Sp2 et S1 2 puis en déduire les valeurs de Sp 2 et Sq 0.

Considérons (p,n) € N? tels que p < n.

On note, pour tout r € [0,n — 1], Z Sk, "

(b) Montrer que, pour tout r € [0,n—1], T, = (1 +w")™
(¢) En déduire que, pour tout p € [0,n — 1],

ln—l
Snzf 1 k\m
nk;( +wk)

puis, a l'aide de la question 1 de la partie A, donner une expression de S,, comme une somme de
nombres réels.
2. Application 2.
n—1
Soit f:xz+— Z apx”, une fonction polynomiale définie sur C, & valeurs dans C.
k=0
On suppose qu'il existe M € R tel que pour tout z € U, |f(2)] < M.
En exploitant la famille des nombres b, = f(w") pour r € [0,n — 1], montrer que

VkE[[O,n—lﬂ, |ak|<M



Correction du devoir surveillé n°1

Exercice 1

2n

1. Calculer explicitement en fonction de n € N*, S, = Z(—2)k.
k=n

Il s’agit de la somme de n+ 1 termes consécutifs de la suite géométrique de raison (—2) et de premier terme
1 & partir du terme d’indice n : (—=2)" :
1— (_2)n+1 (_2)n _ (_2)2n+1 (_1)n2n _ (_1)2n+122n+1

S A e oy 3 N 3

(71)n2n + 22n+1
3 .

donc S,, =

)
2. Calculer, pour n € N*, Z —
n<l<j<2nj+n+1

. 2n g .
(3 (3
2 jtn+l 2 2 jAnt1

n<aLj<2n j=n+1li=n+1

2n

1 L
= 2 rara 2 i

j=n+1 1=n—+1
——

(G+n+1)G—(n+1)+1)
2

2n

_ U+n+1)—n)
B Z 2(j+n+1)

Jj=n+1

1 2n
) Z (J—n)

j=n+1

1 n
= 52]{: en posant k=7 —n
k=1
nin+1)
4

o ) nn+1)
Ainsi, Z y— = 1 .

n<iL<j<2n

2n

3. Ecrire, pour n € N*, en utilisant la notation factorielle, P, = H
k=1

4k +2
3k

2n

(2k +1)
299k 1\ 220 2okl 220
k=1

ko) g 32n (2n)!

or
2n 2n 2n

2n (2k+1) [ [ (2F) [2k(2k + 1)]
H(2k+1)—’“1:[1 kll[l _ch:II _ (dn+1)!

P ), - 22n(2p)!
= [JIEA) 22 ] *
k=1




Exercice 2

1. Soit p un entier non nul et f(p) = p*> + p + 1. Que vaut f(p —1)?

flp—1) = (p—1)2—|—(p—1)+1 =p P —2p+1+0p :p2—p—|—1donc‘f(p—l):pQ—p—l—l.

f(p) . p® —

2. On pose u, = . Exprimer, pour p > 2,

en fonction de u, et up_1.

p(p+1) pP+1
Soit p > 2.
Pl _e=D)@+p+l) @’ +p+1)  pe-1 _ fp) -D-D+1D) _ u
P+l (p+1)P*-p+1) p(p+1) (P*—-p+1) plp+1) fp—1) Up—1
-1
Ainsi,pourp>2,z3+1:u:::.

-1
3. Déterminer, en fonction de ’entier n, n > 2, la valeur de H P’

p +1°
Soit n > 2.
n n n—1
n 3 n H up H Up Un H up f(n)
H p’—1 _ H Up  p=2 p=2 _ p=2 _ Un _ nx(n4D) _ 2f(n)
p:2p3+1 " Uy f() n(n—+1)f(1)

s Up—1 H y n—1 n—1
S | K7 | R Tx2
p=2 j=1 j=2

o p3 Z4+n+1
Ainsi, pour p > H 3+1 (n+1) )

Probleme. Propriétés cyclotomiques

On considere n € N* et on pose w = exp(QiI)

Le symbole i est réservé exclusivement dans ce probléme pour désigner le nombre complexe bien connu vérifiant
2

=—1.
U désigne I’ensemble des nombres complexes de module 1.

A. Calculs préliminaires

1. Exprimer, pour m, k et p entiers naturels, la partie réelle de (1 +w"®)™w ™" & I’aide de la fonction cosinus
et des parametres m, k et p.

(1 +w)ymu=hr =

m 2k
kmm pT
= e " n [2co0s— ) e ' n
n
k(m—2p)m kﬂ'
= e " x 2™ cos™ —
Par conséquent,
kym, —kp ,L'k'(”l*QP)"f kﬂ-
Re (14+w*)™w ™) = Re (e »  x2™cos™
n

- k(m—2p)w

= 2Mcos™ %Re (eZ n ) car Re (A\z) = ARe (z) lorsque A € R

k k —2
_ om g KT g KM = 2p)T
n n



k k(m —2
Ainsi, pour tout (m, k,p) € Z%, Re ((1 4 w®)™w™FP) = 2™ cos™ T cos M
n

n—1
Pour tout r € Z, posons S, = Z(wk)r.
k=0

2. Résoudre I’équation d’inconnue p € Z, w? = 1.

Soit p € Z.
2ipm 0 2pm

Ww=1 = en =¢e" <= 750[277] < p=0[n] < n|p.

L’ensemble des solutions de I’équation w” =1 d’inconnue p € Z est nZ = {nk | k € Z} ‘

3. En déduire le calcul de S, en fonction de r € Z.

Soit r € Z fixé.

n—1 n—1 n—1
S, = Z(wk)r _ Zwkr _ Z(wr)k
k=0 k=0 k=0
est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison w” et de premier terme 1.
n—1
e Sir € nZ, d’apres la question précédente, w” = 1 donc S, = Z 1=n.
k=0

e Sinon, r ¢ nZ donc, d’apres la question précédente, w” # 1 si bien que

1— r\n 1 — ™
S, =1x (@) = w =0 car nr € nZ donc w"" = 1.
1—w" 1—wr

‘Ainsi, pour tout r € Z, S, =nsir € nZ et S, = 0 sinon.

B. Une premiere inégalité

Soient a et b deux nombres complexes.

n—1
1. Calculer, en fonction de a, b et n uniquement, Z(a + w"b).
k=0
n—1 n—1 n—1
Z(a +wkb) = a Z 1+5b Z w*  par linéarité de la somme
k=0 k=0 k=0

= axSy+bxS5;
= axn+bx0 en utilisant 'expression de S, en fonction de r € Z

= na

n—1
Ainsi, Z(a + whb) = na.
k=0

n—1
2. Montrer que nla| < Z la + wFb|.
k=0

En prenant le module sur 1’égalité de la question précédente,

n—1 n—1
|nal| = (a + wFb) < la + WD)
= |n| x |a| nég. triang.
n—1
Alnsi, nlal < Z la + wkb|.
k=0




n—1

n—1
3. Montrer que Z la + whb| = Z b+ whal.
k=0 h=0

n—1 n—1
Z la +wkb| = Z |w*(w™*a + b)]
k=0 k=0

n—1
= Z |wk(w"7ka +b)| car w"” =1 donc W R = orwR = Wk
k=0

n—1
= Z || x|w"Fa 4+ b car w = e
—

k=0
=wf=1"=1

n
= Z|wja+b| en posant j =n —k
j=1

n—1
= Z lwia +b| + lw™a + b]
=1 ~——

= |a+b| = [w’a + b|

n—1
= Z lwia + b|
j=0

n—1 n—1
Alnsi, Z la + wkb| = Z b+ wlal.
k=0 h=0
9 n—1
4. En dédui bl < = Fb).
n déduire que |a| + | |\nkz_o|a—|—w |

Reprenons d’une part le résultat de la question 1 :
n—1
nla| < Z la + wFb| (1)
k=0

et appliquons-le pour a < b et b < a (ce qui est autorisé car la seule contrainte est que a et b soient deux
nombres complexes) afin d’obtenir

n—1 n—1

k _ k

nlp| <Y b+wkal = > ja+ Wby (2)
k=0 quest. 3 k=0

puis sommons (??) et (??) ce qui donne

n—1
n(lal +[b]) <23 |a+w"b|
k=0

9 n—1
Ainsi, |a bl < — a + whbl.
ol 18 < 2 3o+ o

C. Calculs de sommes trigonométriques

1. En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que, pour tout z € C, Z(wk +2)"=n(z"+1).
k=1

Soit z € C fixé quelconque.



NE

B
Il

—

(Wt = kiz (") I (W

1
2 (Z(W + (w")j> orw" =1 =’ done (")’ = ()’

2" % { nsij=0[n] (d’apres le résultat de la partie B)

0 sij#0[n]

n
2" wk)I en permutant les symboles car les indices sont indépendants I'un de ’autre
p

0
= n(z"+1)
n
Ainsi, pour tout z € C, Z(wk +z2)"=n(z"+1)
k=1
2. En appliquant la formule ci-dessus pour les valeurs z = 1 et z = —1, donner des expressions simples de

e Appliquons la relation précédente pour z < 1 :

n(1"+1) = Y (¢

e Appliquons la relation précédente pour z < —1 :

n Z‘?k}ﬂ' n
n((-D)"+1) = Y (¢ —1)
k=1
— Z[ei%(ez% — eil%)n
k=1
= Z e*™ (2 sin — )"
k=1

= 2M" Z k sin™ (kﬂ-)

on 3t (fm) IS




En particulier,

* sin=1][2],

* sin=0[2],

D. Transformation de Fourier

On considére une suite finie A = (ag, a1, ... a,—1) d’éléments de C.
On lui associe la suite B = (b, b1, ...b,—1) d’éléments de C vérifiant :

n—1
vV rel0,n-—1], br:Zakwrk
k=0

1. (a) Calculer (b, by,...b,—1) dans le casoli ap =a; =+ = a1 = 1.

Soit r € [0,n — 1], le calcul de b, est exactement le méme que celui de S,.
On a donc

‘Ainsi7 pour tout r € [1,n — 1], b, =0 et bg = n.

(b) Calculer (bg,b1,...b,—1) dansle casoliagp=1eta; =---=a,_1 =0.

Le calcul est immédiat car il ne reste qu’un terme non nul dans la somme.

‘Ainsi7 pour tout r € [0,n — 1], b, =’ = 1.

(¢) Calculer (bo,by,...b,_1) dans le cas ou Vk € [0, — 1], ap = wF.

Soit r € [0,n — 1],

n—1 n—1 k
b, = Zwkwrk _ Z (w(r+1)) — S
k=0 k=0

On a donc

‘Ainsi, pour tout r € [0,n —2], b, =0et b,_1 =S, =n.

2. Montrer que, pour tout k € [0,n — 1],

1 n—1
ap = ﬁ E bhw_kh
h=0

Soit k € [0,n — 1],

n—1 n—1n—1 n—1 n—1 A

_ _ r—
E:bhw kh :E:E:arwhrw khZE:GTE:(wh)
h=0 h=0 r=0 r=0 h=0

n—1
= E arSy_r = na
r=0

car pour r € [0,n — 1], r — k € [-k,n — 1 — k], ensemble dont le seul entier divisible par n est 0,
ainsi dans la somme précédente, le seul terme non nul est obtenu pour r — k = 0 c’est-a-dire r = k.

o 1%,
Ainsi, pour tout k € [0,n — 1], ax = - ];)bhw kh

E. Applications de la transformation de Fourier

1. Application 1.
Soit m € N, fixé. Pour tout couple d’entiers (p,n) € N? tel que p < n, on définit :

e 2 (0

ke[0,m] | k=p[n]



(a)

Exprimer (14 1)™ et (1 —1)™ alaide de Sp 2 et Sy,2 puis en déduire les valeurs de Sp 2 et Sy 2.

D’apres la formule du binéme de Newton :

m m - m kqin—k _ m m
2 =(1+4+1 = 171 =
e =3 () (1) (+)
k=0 kejo, m]] | k pair ke[0,m] | k impair
> (i)
k
m
—1
(%)

=502+ 51,2

& 3
N~

ke[0,m] | k=0[2] ke[o, m]] | k=1[2] (

3 (1)

> (i) vrr -
> (1) (

ke[o,m] | k=0[2]

0=0"=(-1+1)"

kefo, m]] | k pair kefo, m]] | k impair

—'5b2"512

& 3
N~

ke[o,m] | k=1[2]

En faisant la demi-somme et la demi-différence :

1 1
So2 = 5(2m +0) =2""" Si2 = 5(2"1 —0)=2m"1

Considérons (p,n) € N? tels que p < n.

On note, pour tout r € [0,n — 1], T}, = Z Skynwrk

Montrer que, pour tout r € [0,n — 1], T;.,, = (1 + w")™

Soit r € [0,n — 1].

n—1 n—1
o= sur=3 Y (1)
p=0 [n]

p=0 \ke[0,m] | k=p[n

Pour k = p[n), il existe h € Z tel que k = p+ nh et donc w”" = W™ = k(W) = Gk
w' =1
Donc

-3 5 (v:)w

p=0 \ke€[0,m] | k=p[n]

Notons E, = {k € [0,m] | k = p[n]}, alorson a EgUE,U---UE,,_; = [0, m], la réunion étant disjointe,

on a donc la sommation par paquets :

S Y u- Y w

p=0 keE, ke[0,m]

Ainsi
= (1) =S (e - e

d’apres le binome de Newton.

‘Pourtoutre[[ 1], T =1 +w")™ ‘

En déduire que, pour tout p € [0,n — 1],

n—1

1 kym, —k
sp,nzﬁz(uw) w kP

k=0

puis, a l'aide de la question 1 de la partie A, donner une expression de S, comme une somme
nombres réels.

de




On applique la formule d’inversion trouvée a la partie précédente, pour
A= (Clo, ag, ... an—l) <~ (SO,na Sl,n cee Sn—l,n)y

onaalors B= (Ton,T1n.- - Tn-1n)

Et par transformation inverse (question D.2.) :

n—1 n—1
1 1
VEkelon— R R hym, —kh
[0,n—1], Sk, nE T}, nw ng(l—l—w)w
h=0 h=0
C’est-a-dire :
n—1
Pour tout p € [0,n — 1], Sp, = — g (14 wkymw=rke
n
k=0

Par définition (construction), le nombre S, ,, est un nombre réel, il est donc égal & sa partie réelle.
Donc (par linéarité) :

n—1
1 o
Spn =Re(Spn) =Re (n E :(1 + M)W kp)

k=0

n—1 n—1
1 & 1 km k(m — 2p)w
_ = My kP) m o .
= ZRe 1+ wF)mw ZQ cos™ - cos -
- ™ =0
n—1
_ 1 km k(m — 2p)w
Spn m — _
. Z 2™ cos™ - cos -
" =0
2. Application 2.
n—1
Soit f:xz+— Z apx®, une fonction polynomiale définie sur C, & valeurs dans C.

k=0
On suppose qu’il existe M € R, tel que pour tout z € U, |f(2)] < M.
En exploitant la famille des nombres b, = f(w") pour r € [0,n — 1], montrer que

Vie[o,n—1], l|ax <M

Soit r € [0,n — 1], b Zakw

Donc d’apres la partie précédente, on a pour tout k € [0,n — 1], ax = — Z bpw ™.
n

Fixons k € [0,n — 1]. Par inégalité triangulaire :

x| < thw Mg Z|f ) x 1< %Z

h=0

Ainsi

VEee[on—1], |l <M|

10



