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Devoir a la maison n°1
CORRECTION

Exercice 1
1. (a) Fy =1Im (f°) = Im (idg).
Nécessairement, Im f° C E car f°: E — FE.
Et réciproquement : V z € E, x = f°(x), donc z € Im f°. Ainsi £ C Im f°.

‘ Donc par double inclusion : Fy = F ‘

(b) Soit x € F,yq = Im (fn1).
Donc il existe a € E tel que z = f"*1(a) = f*(f(a)).
Ainsi € Im (f™) (en prenant A = f(a), z = f*(A)), donc z € F,,.

’Par conséquent : Vn eN, F,1 CF,.

2. On suppose dans cette question qu’il existe un entier p telle que Fp1 = F.

(a) On va démontrer le résultat par récurrence.
Posons, pour tout k € N, Py, : <« Fpyp = F), >.
— F, = F,, donc Py est vraie.
— Soit k € N. Supposons que P}, est vraie.
On sait déja que Fyip+1 C Fptr (1.(b)), on va montrer l'inclusion réciproque.
Soit x € Fp1y. Donc il existe a € E tel que z = fP**(a) = fk(fP(a)).
Or fP(a) € F, = F,4+1. Donc il existe b € E tel que fP(a) = fPH1(b).
Par conséquent : z = fF(fP+1(b)) = fETP+1(b) et donc @ € Fpypi1.
Donc Fpipt1 = Fpqr et Fpyp = Fp, d’apres Py,.
Et donc Fpyr4+1 = F) et la proposition Pj41 est donc vérifiée.
\Ainsi, Vk>p, Fp=F, \

(b) Soit J non vide inclus dans N. J est non vide, il admet un élément nyg.
L’ensemble T = JN [0, no] est un ensemble fini (il posséde au plus ng+ 1 éléments), il admet
donc un plus petit élément N vérifiant N < ng et N € J.
Puis, pour tout n € J, ou bien n > ng et donc n > N,
ou bien n < ng, et doncn € J et n € [0,ng], donc n € I et par définition (de N): N > n.

‘Ainsi7 J admet un plus petit élément V. ‘

(¢) L’ensemble {k € N | F,41 = Fj} n’est pas vide, car p € {k € N | Fi41 = Fi}.
Par ailleurs, c’est un ensemble d’entiers naturels.

‘ Donc {k € N | F,11 = Fi} admet un plus petit élément. ‘

3. On suppose dans cette question que f est injective.
(a) Soient A, B deux parties de F telles que f(A) = f(B).
Soit x € A. Alors f(z) € f(A) = f(B). Donc il existe 2’ € B tel que f(z) = f(a').
Or f est injective, donc z = z’ et donc x € B. Ainsi A C B
Par symétrie, on montre de méme que B C A.

‘si A et B sont deux parties de E telles que f(A) = f(B), alors A = B. ‘

(b) Supposons qu’il existe p tel que F), = Fpy1.
Nous avons déja que f est injective. Il suffit de montrer que f est surjective.
On a vu, en question 2.(b) que {k € N | Fi4; = Fj,} admet un plus petit élément, noté h.
Donc Fjy1 = Fy et, si h > 1, F}, # Fy_1. Supposons donc que h > 1, et soit € Fj,_1.

Ja€ B tel quew = [N (a) = f(2) = fHa) = f(2) € Fy = Fupr = b € B tel que f(x) = [ (b)

et par injectivité de f : z = f"(b), donc = € F},.

Donc Fjy,—1 C Fy. L’inclusion réciproque Fy, C Fj,_1 est démontrée en 1.(b).

On a donc F},_; = Fy, et une contradiction avec I’hypothese, donc h = 0.
Par conséquent £ = Fy = F; =Im f, donc [ est surjective.

‘s’il existe un entier p tel que Fj,11 = F},, alors f est bijective. ‘




4. Si I'ensemble E n’est pas infini, on risque d’avoir quelques soucis. . .
Prenons par exemple E =R+ et f:x— x+ 1.
f est clairement injective (f(z) = f(2') =z +1=2"+1= 2z =2').
On montre par récurrence (a faire, pour avoir vraiment tous les points mais sinon, on n’a
déja beaucoup de points...) que pour tout n € N, F,, = f*(E) = [n, +o0|.

Par exemple, avec f: Ry = Ry, x—z+1,
la suite (F),) = ([n, +00o[) est strictement croissante pour 'inclusion

Exercice 2
Soit @ € [0, 27 Soit n € N.
1. Puisque e™*® = (¢?)* il s’agit de calculer la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique

de raison e®.

eSie? =1<«=0=0 (car § € [0,27[), on a
Sp(0)=n+1

eSie #£1,0na _
1— (610>n+1

1—ei
Or, en factorisant par 'angle moitié numérateur et dénominateur :

Sp(0) =1 x

) ) ) ) ) ) 0
1—eif = (0 —¢if) = ¢l (e —¢'%) = —2isin 56 ig
; ; ; jintlg, _;ntl jntl ..o n+1 jntl
1— ez(nJrl)G _ (610 _ 62(n+1)9) — i3 9(6 i3m0 _ ity 9) — —9 SlIl( 9)67' =0
Donc
sin %—&-19 i50 i@ # 0
——e'2 si
Sn(0) = sin %9
n+1 sinon
2. ¢« Sif =0, alors Zcos(k@) = Z l=n+1let Zsin(k@) =0
k=0 k=0 k=0
e Si 0 # 0. En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve :
sin #3=6 sin 2-L1p ‘n
Zcos ko) (16 > = %Re (6279)
sin 56 sin 56

Et de méme pour sin :

sin "7*10 X sin 26

1
sin 59

" in L0 x cos 20 "
ZCOS(RQ) _ 2SiIl locos 2 et Zsin(k@) =
2

k
= Z 1 (addition de constante), donc
h=1

S -3 (L) w Z(W)

k=1 1<h<k<n h=1

n ihe 1— ez(n h+1)6 n ethd _ ez(n-‘rl)e n n i(nt1)6
D e I e = ] DI
h=1 h=1 h=1 h=1 .
) ) n
e 'z .1 — e . 1 o . 7 0
= ﬁ X (ete]w — nel(7l+1)9 = ﬁeljg X (_21) Sin %0 —n 2 si 7
—2isin 5 —e —4sin” 5 —2isin 5
2 2 2
- 2n+1
singl ., et=—0
= 2 gie'2" —in———
2sin” 5 2sin 5
En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve :
n n j2ntlg
; sin26 .. CeltT3
E k:cos(k:@)zRe(E k‘e’k9> = Re (2 %026729—27’12 - 9>
=0 et sin 5 S111 5
2n+1 2n+1
5—=0  sin 1

n n sin 2n n cos 2fsin 20  ncos
kcos(kf) = 2 et ksin(k0) = 2 2 _
Z (k0) 2sing 281 2 Z (k6) 2siHQg 2sing
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