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Devoir a la maison n°3
CORRECTION

Exercice

On cherche a résoudre I’équation différentielle

Y+ 4y +dy = D(x)e > (Eo)
1. L’équation différentielle homogene est
y'+4y +4y=0 (H)

C’est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre a coefficients constants.
Son équation caractéristique associée est

r? 4 dr +4 = (r+2)?

Elle possede une racine double : r = —2 (A = 0).

Donc I’ensemble des solutions de (H) est {x + (Az + B)e=?*; A, B € R} ‘

2. Pour ® : x — z? — 22 + 1, I'équation différentielle devient :
y' 4y +4y = (2 — 20+ 1)e”**  (Eg)

Il s’agit toujours d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,
dont le second membre est de la forme d’un polynéme de degré 2 multiplié par une exponentielle
qui est une racine double de I’équation homogene.

On cherche donc une solution particuliere de la méme forme mais ou le polynéme est de degré
4 (on peut méme ne pas considérer la partie de degré 1 qui s’annulera dans (Ey).

Soit y(x) = (az* + bx® + cx?)e™22. y est de classe C? sur R et

VereR ¢ (z)=[-2az* + (4a — 2b)z® + (3b — 2¢)x? + 2cx)e "
VeeR o' (z) = [4az® + (—16a + 4b)2® 4 (12a — 12b + 4c)x? + (6b — 8c)x + 2c|e ™"
y est solution de Fy
= VzeR ([4az'+(—16a+4b)z”+(12a—12b+4c)z”+(6b—8c)z+2c]+4[—2az* + (4a—2b)2®

+(3b — 2¢)2® + 2ca] + 4[az® + ba® + cz?])e ™ = (2* — 22 + 1)e >
—=VarecR (4a—8a+4a)r’+(—16a+4b+16a—8b+4b)x®+(12a—12b+4c+12b—8c+4c)x+
(6b — 8¢+ 8¢c)x + 2c = x* — 22 + 1
—=VreR 12a2®+6br+2c=a>—2z+1
L’identification polynomiale est possible car le résultats est vrai pour tout x € R :
1

a =
y est solution de Fy <= b= =

| =

3

N,

Par conséquent, I’ensemble des solutions de (Eg) avec ® : z — 22— 2+ 1 est

1 1 1
{x > (Ex4 — §x3 + 5932 + Az +2)e *"; A, B € R}

1
3.0 ici d(z) = ——.
n suppose ici que ®(x) T2
On ne peut donc pas appliquer la méme méthode : ce n’est pas un polynome



(a) Soit y une solution de (E) sur R.
y est solution de (F) donc nécessairement deux fois dérivable sur R.
x +— €2 est de classe C*°, donc

‘par produit, z est deux fois dérivable sur R‘

Puis pour tout z € R
2 (x) = [y (x) + 2y(x)]e* Z(x) = [y () + 4 (x) + dy(x)]e**

Mais comme y est solution de (Fg), on a donc

1

VeeR 2'(z)= 22

(b) Pour trouver z, il s’agit donc d’intégrer deux fois x — H% Or

T
/ ——dt = Arctan ¢
1 +12
On fait une intégration par parties avec u(t) = arctant et v(t) = t, de classe C! :
xT
t

/1’ arctan tdt = /3j w(t)v' (t)dt = [u(t)v(t)]” — /1 o' (t)v(t)dt = zarctan(x) — / mdt

Donc

1 1
z:x+— rarctanx + 51n(|1 + 2%|) + C = zarctanz + iln(l +23) +C

(c) Les solutions sont exactement obtenus par 'addition d’une solution particuliere de (Eg) (on
peut prendre y = ze 2% avec C' = 0) et les solutions de (H).
Donc I'ensemble des solutions de (Eg) est

{# — (zarctanz + L In(1 + 2?) + Az + B) e >"; A, B € R}

Probléeme : Etude des intégrales de Wallis
On considere la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :

™

I, = /2 (sinz)"dz
0

1. Etude classique de la suite (I,)

(a)

™

Bl El
I = / sin®(t)dt = / 1dt = =
0 0 2

3 3 -
L= / sin'(t)dt = / sintdt = [—cost]§ =1
0 0

(b) Soit n €N, I,49 = fO% (sinz)" ™! sin(z)dz.
Considérons u : z ~ sin""'(z), de classe C! sur [0,Z]. Vo € [0,3], W/(z) = (n+
1) cos x sin"(x).

Considérons v : z — — cos(z), de classe C' sur [0,%].V z € [0, 3], v/(z) = sin(z).

On peut faire une intégration par partie :
hia = [T ulap@de = @) - [ @t
0 0 .
= sin"*1(0) cos(0) — sin™ ™ Z cos T + (n+ 1) /0 ’ cos?(z) sin" (z)dz =

=(n+1) /05(1 —sin’(xz)) sin”(z)dz = (n 4+ 1)1, — (n 4+ 1)1, 12

Onadonc (n+14+1)l,10=(n+1)I,

1
n+I

n

VneN, I o=




(c) Soit p € N.

2k — 1
En faisant n < 2k — 2 (k > 1), dans la relation précédente on a I, = o I _o, donc
Iy, 2I<; — 1
Iyk—1) 2k

Puis en faisant le produit pour k de 1 & p (téléscopage) :

2p
(2 — 1) h
I2p f[ Iy, _ H 2k -1 I];[l hl;[l _(2p)!

IZ(k 1 - 2]€ P P 2 22p(p|)2
= I]2x <H 2k:>
k=1

(On aura noté : les termes impairs sur les termes pairs) En faisant n « 2k — 1 (k > 1),

2% Ioks1 2%
——— Is,_1, donc = .
2k +1 1 D111 2k+1

Puis en faisant le produit pour k de 1 & p (téléscopage) :

) I1 2« (H 2k> o

Iopia _ ﬁ Iop41 _ H 2k k=l _ \k=1 _ P!
i I Lok 2p+1 2p+ 1)
- h

dans la relation précédente on a Iox41 =

i1 f20-1+1

(On aura noté : les termes pairs sur les termes impairs) Connaissant les valeurs de I et
Il :

_@2p)! _2%(p!)?

S 27

(d) Pour tout = € [0,%], sinz € [0,1], donc sin™(z) > 0.
Ainsi, en multipliant I'inégalité vraie sinz < 1 par sin™(z) > 0, on trouve : sin"™!(z) <
sin” (z).
Puis par croissance de l'intégration (0 < §) : I41 < I,,.
Donc la suite (I,,) est décroissante :

‘ Pour tout entier naturel n : I,y o < Ip11 < I,

(e) Nous avons vu a la question précédente que I,, > 0, on peut donc diviser l'inégalité précédente
par I,,, cela ne change pas 'ordre :

n+1 _ Iy < Iyt
n+2 I, I,
d’apres la réponse a la question 1.(b).

Enfin, comme ("i;) converge vers 1, on peut appliquer le théoréeme d’encadrement :

<1

In+1

admet une limite quand n tend vers +oo. Cette limite vaut 1.

n

En particulier pour n < 2p :

Ipi1 247 (p!)*
(

2
X — =1
Isp 2p+1)((2p))2 "«

2p+1

En multipliant par 7 qui tend vers 7, on trouve :

247 (ph)*
lm —— =7
p—+oo (2p)12p

2. Une autre méthode (pour n pair)

(a) Considérons ¢ : [07 g] — [0, %L x — 5 — x est une fonction affine bijective.
Posons alors t = ¢1(z), on a dt = —dx et

I, = /; (sin(g —t)))"(—dt) - /Ogcos”(t)dt



Considérons s : [O, g] — [g, ﬂ, u — 7 — u est une fonction affine bijective.
Posons alors u = ¢o(t), on a du = —dt et

z T

I, = /ﬂi cos™(m — u)(—du) = (—1)”/ cos™ (u)du

™

2

z i

VneNIT, = /2 (cost)dt = (—1)"/ (cosu)"du
0

i

2

(b) Soit p € N.
. . 2p 2p
(e“ +e ”)2?’ _ 2p kit o (2p—k)(—it) _ Z 2p (2(k—p)it
2 k k
k=0 k=0

Donc, par linéarité de I'intégrale :

T it 4 =ity 2p 1 S /2p\ [T ,
- - dt = — Q(k—p)ltdt
A( ) WE:Q)Ae
k=0

1

2(k—p)it d
2i(k—p)e , donc

Pour k # p, une primitive de t — e2(F=P)it gt

s . 1 . 1
2(k—p)ztdt — 2im(k—p) _ 0| _ 1—-1)=0
A ¢ %@fp)F e} it Y

Pour k = p, une primitive de t — e2(=P)it = 1 est t > t.

RN eQ(k—p)it _

™ it —it\ 2p 1 2
/ (Ee dtZZ(P>W
0 2 2?2\ p

(¢) Sin = 2p est pair, on a alors :

™

Ainsi

Bl ™ ™
2L, =20, = / cos tdt + (—1)% / g cos” tdt = / cos?P (t)dt
0 0

d’apres la relation de Chasles. Or e“*;_” = cost, donc d’apres la question précédente :
11 /2 2p)!
%:2(%W:§mzw
2220\ p 22r(pl)2 2
3. Lapplication ¢ : [0, %] — [0,1], 6 — sin 6 est bijective, de classe C'.
1
On fait le changement de variable z = 1,,(#), donc dz = cos #df ou encore df = ——dx.
§ o) VI
! 2 1 1
/0 2"V 1 — x2dx = /0 sin™ 6(1 — sin? 0)do =1, — I,40 = <1 - ZI2> I, = mfn
(2p)" T sin=2p
1 _— =
n 220(pl)2 dp + 4
/0 z"V1 — z22dz = (2p2’2(p!)% .
sin=2p+1
(2p+ 1)!(2p+3)




Probléme - Intégrales abéliennes

1. On appelle intégrale abélienne de premiere espece, les intégrales du type :

/R (:U, {/ W) dx
cx+d

ol R est une fraction rationnelle (et n € N).

On considere ¢ : z +—

Jjar+Db
cx+d

On suppose que ad — be # 0.

Onnote I = {x €R | cx +d # 0 et 222 > 0}

(a)

cx+d

Z;Ig > 0 si et seulement si ax + b et cx + d ont strictement le méme signe.

Plusieurs options (on supposera que ad — be # 0 donc on a pas (ax + b) = Mz + d)) :
— Ou bien —g <-4

—siaxc>O.Aclors

— siaxc¢<0. Alors
— Ou bien —§>—%
— siaxc¢>0. Alors

axr+b
cx+d
azr+b
cx+d

>0 <<=z €] —o0,—2[U] — ¢, +o0|.

a

>0 axel—L -4

C

azx+b
cx+d
axr+b
cx+d

>0<=>:c€]—oo,—g[u]—f +ool.
>0«=azel—49 b

a

— siaxc<0. Alors

‘ I est intervalle, ou la réunion de deux intervalles. ‘

Soit I = [«v, 8], un intervalle inclus dans I. La fonction ¢ est continue sur I’.
Par ailleurs, elle est dérivable de dérivée

,.x'_)l ar +b %Xad—bc
v n \cx+d (cx + d)?
>0

donc ¢ est strictement monotone (selon le signe de ad — bc) sur I'.

Et donc ¢ établit une bijection de I” sur l'intervalle J' = [p(a), p(8)] (si ad — be > 0)
ou sur Uintervalle J' = [p(5), p(a)] (si ad — be < 0).

On note v = ¢(a) et 6 = p(f).

La fonction ¢ étant :

— continue,

— strictement monotone de l'intervalle I’ = [«, 5] dans 'intervalle J = [y, d] ou [d, 7],

— de classe C! sur I’

elle établit une bijection de classe C* (C!-difféomorphisme), on peut alors faire le changement

de variable : ) & — b
ax -
t= —th = e T
() cr+d —ct™ 4+ a .

n

Notons ¢ : JI — I, t — e il s’agit de I’application réciproque de ;.

a—c

Elle est également de classe C' et Vt € J :

ndt" a — ct™) — (—nct" 1) (dt™ —b)  nt" " (ad — bc)
(a — ctn)?  (c—atn)?

W'(t) =

’ b S (dt" —b d — be)tn1
En posant ¢ = ¢(z), on a / R|z, T\L/W do = / R p) Mad =Bt
o cx +d . a— ct” at™ — c)?

Il s’agit du calcul de l'intégrale de ﬁ qui est bien une fraction rationnelle avec y(z) =
v —1.

Onposedonct=+z -1 t?2+1=uz.

En effet, Papplication ¢ : t — +/t — 1 est bijective sur [1, 2] & valeurs dans [0, 1] (par croissance

2W/t—1

de ), elle est dérivable sur [1,2] de dérivée ¢ : t —



Cela donne le calcul

2 1 1 1
1 1 2t +1 1
/ggggfm 5/444fmw:/44i4m_/444f¢
1 z+vVr—1 o P+1+t o P+t+1 o t2+t+1

1 1
1 2 2 1
:[1n|t2+t+1|}(1)7/ thln3{\/§arctan :E\/J:% }
V3
° (t+32+ (%) 0
2 2v/3 3
=In3-— 7 (arctanﬁ—arctan%) =In3— T\f (g - %) =1n3— %
2
1 V3
————=dr=In3 - —
/1 T++vxr—1 r=a 9 T
1
(e) On cherche une primitive de f : z — N définie sur R.
On considere donc F : x +— ———dt, définie sur R .
/ NERT "
On pose u = ¥/t <= u5 =t, on a alors = fraction rationnelle en wu.

Vit Vi ut

On peut faire ce changement car ¢ — /¢ est bijective de R, sur R (non dérivable en 0).
On a alors v o
To6ud ol
F(z) = ————du=26 d
) / RN / w1t

Faisons la division euclidienne : v® = (u +1)(u? —u+1) — 1

v %o
F(x):G/ (u 7u+1)du76/ —— du=6 \fff\er\ffln(erl) +C

>0

3CeRtq Fla)=28a—3¢a+6¢z—6ln(Yz+1)+C|

2. On appelle intégrale abélienne de premiere espece, les intégrales du type :

/R(x, \/am2+bx—|—c) dx

ou R est une fraction rationnelle.

(a) On exploite la forme canonique :

b c dca — b? dac — b?
2 _ 2, 0 N _ Oy F@a— 07y 2
(az? + bx + ¢) = a(x +ax+a) o(@+ o)+ — =) =aly’+ — )

b

Selon le signe de a et de < , on a les cas suivant

Vaz? +br +c a<0 a>0
2 b? —4 b2 — 4
dealt <0 | Va/A2 —y? avecA—u Var/y? —AQavecA—u
24
4ca—b? : P 5 \/4ac —b?
=0 Impossible (tout est négatif) Vav/y? + A% avec A = o

(Le cas a = 0 n’est pas intéressant).
En admettant la possibilité théorique de faire les changements de variable suivant, on posera :

y=Ashuouy=Atanu , y=Achuouy=

,  y=Asinu
COS U

respectivement.

(b) On remarque que : —t2 —4t = —((t+2)?—4) = (4—(t+2)?). lcia=-1<0et A=V4=2.
On pose donc (y =)t +2 = 2sinu < t = 2sinu — 2,
on a donc 4 — (t +2)? = 4(1 — sin®u) = 4 cos®>u et dt = 2 cos udu.

Enfin : u — 2sinu — 2 est bijective de [-F, 7] sur [—4, 0]

3
/\/ 4tdt = / 2|cosu|2cosudu—4/ cos? udu

_
2 2



(c) On remarque que t2 +t — 6 = (t +

/ V- 4tdt = 2/2 (cos(2u) 4+ 1)du = [sin(2u) + Quﬁ%

jus
2

0
/ V —t2 — 4tdt = 27
—4

B Teia=1>0et A=2

l)2
Méthode 1. On pose donc (y =)t + 2% = 3chu <=t = 1(5chu — 1)

on a donc tV/t2 +t —6 = 1 (5chu — 1)3V/ ch?u—1 = 2(5chu — 1)[shu| et dt =

Enfin : u + % (5chu — 1) est bijective de Ry sur [2, +00].

1l existe donc 0 < a < b tel que 1 (5chu — 1) est bijective de [a,b] sur [3,4] ou sh(u)
En fait : a = argch% et b= argch% On a alors

4 b
/3 t\/t2+t—6: o 5chu—1:/a Sev + He~t —2

On fait ensuite le changement de variable v = e

dans R, et de classe C*.
On a alors dv = e"du.

Méthode 2. On pose donc ( =)t+ 1=
on a donc Vt2 +¢ —

— 1) est bijective de ]0, 5[ sur [2, —|—oo]
Il existe donc 0 < a < b < ’T tel que £ (=2

1
§(cosu

b 4du B /b et du
He2uv — 2ev + 5

5
gshudu

> 0.

, on peut le faire car exp est bijective de R

/4&_/&%_4/&&}
5 WEZFt—6 Jeo 502—2045 5. (v—1)2+2
— 32 fanctan( 1>>]eb
——— |arctan(—=(v — =
- 5424 V24 57 a
ZCosu :>t_ 52c((:)(;suu
Ssinu
m*ﬁtanm et dt = du Enfin : u —

2|co<u| 2cos2 u

— 1) est bijective de [a, b] sur [3,4].

Cos u

En fait : a = arccos% et b= arccosg et cosu,sinu > 0 sur [a, b]

4 Hsinu b dsinu b 2
2 = 2, (5—cosu)b du = 5 du = T du
3 tVt2+t—6 a 2cos?u(5 2205 tanu a (5 —cosu)gsinu o D—cosu
On fait le classiquement changement de variable ¢ = tan g,
2
— 2
11 = t du = ——dt.
on rappelle que cosu = s et du = wn
4 tan & 3 4 tan % 1 \/6 \/6 tan %
- dt = 55— dt = |~ arctan ~——t
3 7’/'\/tZ‘i‘t_ tan § +t)_(1_t) tan & §t +1 3 2 tan @
2
4
dt \/6 7 9
— = — (arctan (i edrgchy 1 ) — arctan (i edrgchy 1 ))
/3 tVEZ+t—6 3 ( vl 2 vl 2
= @ arctan (@ tan arCCQOS %) — arctan (@ tan %))
3
—12 + /64 —12 — /64
Les racines de 12z — 422 — 5 sont ©; = % %1 et o = — 5 = %
Donc la fonction intégrant n’est définie que sur | — % %[ ou elle admet une primitive.
On remarque que 12z —42% =5 =43z —2? - 2) =4(1— (z—3)?). Icia= -4 <0et A =1.
On pose donc (y =)z — 3 =sinu <= z =sinu + 2,
on a donc 12z — 422 — 5 = 4(1 — sin? u) = 4(:052 u.
Enfin u — sinu + 3 est bijective de ] — Z, X[ sur ] — 1, 2[.
elle est dérivable, de dérivée : u — cosu. Donc, pour s €] — % %[ :
Sy — arcsin(sfg) 8 si 9 arcsin(s—32) 9
/ i Ssmu ) cosudu = / (4sinu + —)du
\/12—43;2 2| cos u _ 2
car cosu > 0, puisque u €] — 5, Z[. Enfin, comme cos arcsin(y) = /1 — y? :
s 8z —3 3 9 3 9 3
< = —4 cos(arcsin(s — <)) + - arcsin(s — —) = = arcsin(s — 5) —2v12s —4s2 -5

Vi2—4z2 -5

2 2 2 2




