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DEVOIR SURVEILLE N°3

Sujet donné le samedi 26 novembre 2022, 8h-12h. L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La clarté et la précision seront prises en compte dans 'appréciation de la copie. Les réponses aux questions seront
numérotées et séparées par un trait horizontal. De plus, les conclusions devront étre encadrées ou soulignées.

Exercice 1

r _ -z h
On note th : z — c —c 7 (z) la fonction tangente hyperbolique.
e +e *  ch(x)

.1. Fonction argth.

(a) Quel est ’ensemble de définition, noté D de th ? Montrer que th est dérivable sur D et calculer, pour tout
x € D, la valeur de th’(x). On donnera deux expressions, 'une en fonction de th et I'autre en fonction
de ch.

(b) En déduire que th établit une bijection de D sur un intervalle I a préciser.

(c) On note argth, la fonction réciproque de th. Montrer que argth est dérivable sur I et calculer argth’(x),
pour tout x € I.

.2. Calculus.
1 0
(a) Donner une primitive de g :]0, 7[— R, x — ——, en faisant le changement de variable ¢ = tan 3
sin x

(b) Soient (a,b) € R? tels que a < b. Soit h une fonction définie et continue sur 'intervalle ]a, b[. On note H
une primitive de h sur |a,b[. On pose, lorsque cela a un sens, f(x) = h(2x + ¢) ou ¢ est une constante
réelle.
Déterminer le domaine de définition de f, justifier que f est continue et exprimer une primitive de f en
fonction de H.

(c) Donner le plus grand intervalle contenant 0 sur lequel est définie ¢ : x — argth(tanz). On note cet
intervalle J.

1
(d) Montrer que Vz € J, ¢/(z) =

cos 2z’

1
(e) En déduire que pour tout x € J, argth(tanz) = 3 In (tan (x + %))



PROBLEME
Dans ce probleme, on étudie les solutions a valeurs réelles de I’équation différentielle sous forme résolue
y"+a(t)y +b(t)y =0 (E)

ot (a,b) € CO(I,R)?, I étant un intervalle réel.

I Résolution de (E) connaissant une solution particuliére

Dans cette partie, on suppose que ® est une solution de (E), définie sur I, qui ne s’annule jamais (i.e. Vt €

I, ®(t) #0).

On fixe ty € I et on note A une primitive de a définie sur I.

t
I.1. Soit f une fonction deux fois dérivable définie sur /. On définit la fonction g pour tout ¢ € I par g(t) = %

(a) Justifier que la fonction g est bien définie et qu’elle est deux fois dérivable.

(b) Montrer que f = ® x g est solution de (F) sur I si, et seulement si, ¢’ est solution sur I de I’équation

e

¢@)+a@)z:0 (E)

1.2. Indiquer & quel type d’équations appartient (E’) puis citer soigneusement les hypothéses du théoréme per-
mettant de la résoudre. Expliciter ’ensemble de ses solutions (que I'on exprimera en fonction de A et ®) et
donner sa nature.

1.3. En déduire que ’ensemble des solutions de (E) définies sur I est

I — R
e AW | (A, p) eR?
t — APt ———du+ pud(t ’
() to @2(’&) lu ()

1.4. Exemple. Considérons ’équation différentielle
92y + 3ty +y =0 (Ex1)

(a) Déterminer a € R tel que ¢ — t* soit solution de (Ex1) sur |0, 4+o00].
(b) Résoudre (Ex1) sur R’} . On observera que I"équation (Ex1) n’a pas exactement la forme de I’équation (E).

(¢) Soit h une fonction définie sur |0, +oo[, deux fois dérivable sur ]0, +oo[, a valeurs dans R.

~|]=00,0 - R
Posons h . > h(—t)
Justifier que h est bien définie puis qu'elle est solution de (Ex1) sur ] — oo,0[ si et seulement si h est

solution de (Ex1) sur |0, +oc0].
En déduire les solutions définies sur | — oo, 0] de (Ex1).

(d) Supposons qu’il existe une solution h de (Ex1) définie sur R. Justifier qu’il existe (a~,b~,a™,b") € R?
tels que

a[t|5Inft|+ b |3 sit <O,

Vte R*, h(t) =
®) { a+t% lnt+b+t% sit>0.

En exploitant la dérivabilité de h en 0, obtenir des contraintes sur a™, a™, b~ et b™.

En déduire 'ensemble des solutions de (Ex1) définies sur R.



II Etude du cas particulier a = 0 et b paire

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R symétrique par rapport a ’origine.
Nous envisageons 1’équation (E) dans le cas ot a = 0 et ou b est continue sur [ et paire :

vtel, y"+bt)y=0 . (Fy)

On admet (car cette équation est linéaire du second ordre a coefficients non constants et ne rentre donc pas
dans le cadre du cours de MPSI) I'existence et 'unicité d’une solution définie sur I au probléme de Cauchy suivant :

veel , y'(t)+b(t)y(t) =0
y(to) = o
Y (to) = a1

outg €l et (ap,a1) € R? sont fixés quelconques.

Une premieére application de ’énoncé ci-dessus pour tg =0, ap = 1 et a; =0 (resp. to =0, ap =0 et oy = 1)
permet de définir les fonctions notées fo (resp. f1) comme les uniques solutions des probléemes de Cauchy

vtel , o'(t)+b{t)y(t) =0 vtel ,  y'@t)+b{t)y(t) =0
y(0) = 1 et y(0) = 0
y(0) = 0 y(0) =1

I.1. (a) Montrer que 'ensemble S des solutions définies sur I de (Ey) vérifie {\ofo + A1 f1 | (Mo, \1) € R?} C S.
(b) Montrer que, pour tout (a,b) € R?, Punique solution notée f du probleme de Cauchy

vtel ,  y'(t)+b{t)y(t) =0
y(0) = a
y'(0) = b

s’exprime comme une combinaison linéaire de fy et f;. En déduire que S = {\ofo+ A1 f1 | (Ao, \1) € R?}.
I1.2. (a) Montrer que, si y est une solution de (E4) sur I, alors § : t — y(—t) est aussi une solution de (Ej) sur I.
(b) Montrer que fy est paire et que f1 est impaire.

(c) Déterminer, parmi les solutions de (E) sur I quelles sont celles qui sont paires et quelles sont celles qui
sont impaires.

I1.3. On suppose, dans cette question uniquement, que fp ne s’annule pas sur I.

(a) Expliciter ’ensemble des solutions définies sur I de (E7) en fonction de fy en appliquant la question 1.3
et en choisissant ty = 0.

(b) Préciser I'expression intégrale de f; en fonction de fy. En admettant que fy est paire, reprouver I'imparité
de f1 & partir de 'expression obtenue.

II.4. Dans cette question, on suppose de plus que I =R et que b est m-périodique.
Supposons également qu’il existe une solution g de (E;) m-périodique non identiquement nulle.
(a) Justifier quil existe (a,b) € R?\ {(0,0)} tel que g = afo + bf1 puis exprimer les fonctions g, : t ~
g(t) + g(—t) et g; : t — g(t) — g(—t) en fonction de fy et fi.
(b) En déduire que fp ou fi est une solution m-périodique non identiquement nulle.

I1.5. Traitons par exemple le cas particulier ou b est une fonction constante strictement positive. Soit w un réel
strictement positif. Considérons I’équation différentielle

VteER, ¢ +w?y=0 . (Es)

(a) Déterminer fy et fi.

(b) Montrer que fo(m) + f1(m) = 2cos(wm) et résoudre les équations d’inconnue w, fo(r) + fi(7) = —2 et
folm) + fi(m) = 2.

(¢) En déduire que,
(i) si fo(m) + fi(7) = 2, toutes les solutions de (F2) sont m-périodiques,



(ii) si fo(m) + f1(m) = —2, il n’existe aucune solution de (Ey) m-périodique non identiquement nulle et
toutes les solutions sont 27 périodiques,

(ii) si |fo(m) + f1(7)| < 2, il n’existe aucune solution de (F2) m-périodique non identiquement nulle. On
pourra supposer qu’une solution est w-périodique, particulariser l’égalité qu’elle satisfait en 0 et en
% pour déterminer les paramétres de cette solution aprés avoir calculé le déterminant du systéme

linéaire établi.

[IIT Alternative de Sturm|

Dans cette partie, nous envisageons ’équation (E) dans le cas oi I =R, a = 0 et ou b est continue sur R et
m-périodique :
VteR, ¥ +b(t)y=0 . (E1)
II1.1. Posons, pour tout ¢t € R, W(t) = fo(t)f1(t) — f5(t)fi(t). En justifiant la dérivabilité de W sur R puis en
calculant sa dérivée, montrer que W est une fonction constante dont on précisera la valeur.
II1.2. (a) Montrer que, si y est une solution de (E7) sur R, alors g : ¢t — y(¢ + m) est aussi une solution de (E)
sur R.

fot+m) = fo(m)fo(t)

’ . +
(b) En déduire que, pour tO““ER’{ Alt+m) = Amf) +

o(m) f1(t)
1(m) ()
I11.3. Soit A € R.

(a) Montrer qu'il existe une solution g de (E) non identiquement nulle vérifiant
Vie R, g(t+m) = A\g(t)
si et seulement si le systéme d’inconnues (a,b) € R?

{(fo(w)—A)a + Al =
fima + (fi(m)=\b =

admet au moins une solution différente de (0,0).

o O

(b) En déduire qu’il existe une solution g de (E;) non identiquement nulle vérifiant
VieR, gt+m) = Ag(t)
si et seulement si \ est racine du trinéme X2 — (fo(r) + f1(7))X + 1.
I11.4. Dans cette question, on suppose que |fo(m) + f1(m)] > 2.
(a) Justifier quil existe A € R tel que |A| > 1 et les racines du trinome X2 — (fo(m) + f1(7))X + 1 sont A et %

(b) Montrer qu’il existe deux solutions g; et go non nulles de (E1) telles que
1
VEER, gilt+7) =Agi(t) et ga(t+7) = 10a(t)

(c) Justifier que 'ensemble S des solutions de (E;) est l'ensemble des combinaisons linéaires de ¢; et
g2. On pourra commencer par montrer par l'absurde que le systéme linéaire d’inconnues (z,y) € R?
g1(0)z + g0y =
/ /
5910)z + 6(0)y =
(d) Justifier 'existence de t; € R tel que ¢1(¢1) # 0 puis montrer que liI_’?El lg1(t1 + nm)| = 400.
n—-+o0o

a un déterminant non nul puis exploiter ce résultat.

Montrer de méme qu’il existe une suite de réels (uy,) telle que lirf lg2 (upn)| = 4o0.
n——+0o0
On admet que tgr_noo g1(t)=0= tl}inoo g2(t).

(e) Conclure que toute solution h non nulle de (E;) n’est pas bornée sur R.
I11.5. Dans cette question, on suppose que |fo(7) + f1(7)| = 2.
(a) Montrer que, si fo(m) + fi(7) = 2, alors il existe une solution non identiquement nulle de (F7) qui est
m-périodique.
(b) Montrer que, si fo(7) + f1(7) = —2, alors il n’existe aucune solution non identiquement nulle de (E1)
qui est m-périodique et il existe une solution non identiquement nulle de (E) qui est 27 périodique.



CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°3

Exercice 1

T—e®  sh(x)

e
On note th : x — = , la fonction tangente hyperbolique.

e +e*  ch(x)

.1. Fonction argth.

(a)

Quel est I'ensemble de définition, noté D de th 7 Montrer que th est dérivable sur D et calculer, pour tout
x € D, la valeur de th’(x). On donnera deux expressions, 'une en fonction de th et I'autre en fonction
de ch.

Pour tout z € R, ch(z) > 1 donc

‘th est définie sur D = R. ‘

Ensuite, sur R, th est le quotient de deux fonctions dérivables sur R -le dénominateur ne s’annulant
pas-, elle est dérivable sur R et pour tout = € R.

() = sh’(z) ch(z) - ch’(z) sh(x) _ ch?(x) - sh?(x) 1 th2(r) = 21
ch®(x) ch”(x) ch®(x)
En déduire que th établit une bijection de D sur un intervalle I & préciser.
On a alors :
— th est continue sur R,
1
— pour tout x € R, th'(x) = m > 0, donc th est strictement croissante sur R,
ch®(x
—xz(,2x 2x —2x
—1 -1 1-—
— lim th(z) = lim el 1) = lim e —let lim th(z)= lim g
T——00 z——00 e T(e2® 4 1) a——o00 14 e z——400 z—+oo 1 + =22
‘Ainsi th établit une bijection de R sur Uintervalle I =] — 1, 1]. ‘

On note argth, la fonction réciproque de th. Montrer que argth est dérivable sur I et calculer argth’(x),
pour tout x € I.

En tant que fonction réciproque, argth est définie sur I et a valeurs dans R.
Elle est, par ailleurs dérivable sur {z € I | th’(argth(x)) = 0}. Or pour tout = € I =] — 1, 1],

th’(argth(z)) = 1 — th?(argth(z)) =1 — 2% # 0

Donc argth est dérivable sur I =] — 1, 1].

1 1
Bt, pour tout z €] — 1,1, argth'(v) = 7oy = 75

.2. Calculus.

(a)

1 0
Donner une primitive de g :]0, 7[— R, x — ——, en faisant le changement de variable ¢t = tan 3
sinz
z 1
Version MPSI3. On note G : x — / ——d#, une primitive de ¢ : z — —— sur |0, 7].
sin sin x

2
1+ t2é
Le changement de variable 6 — ¢t = tan 3 est bijectif de ]0, 7| sur |0, +o0[ et de classe C?,

0
Si on note t = tan g ona sinf =

la bijection réciproque est ¢t — 6 = 2arctant.

On a alors df = ——=d¢t.
1+ ¢2

T
tan§ 1

Va €]0, 7], G(z) = / ;dt =In (tan g) +C




Autre rédaction. Déterminons la primitive G de g qui s’annule en T
2t
1+
Le changement de variable 6 — ¢t = tan 3 est bijectif de ]0, [ sur |0, +o0[ et de classe C?,

0
En posant ¢ = tan —, on a sinf =
2

la bijection réciproque est t — 0 = 2arctan t.

2
On a alors df = ——=d¢t.
1+ ¢2

z 1] tan% 1

Vo €]0, 7], G(x) = —df = —dt =1In
= sin 6 tan T
2 4

tan E’ —In(l) =In (tan E)
2 2

x
car, pour tout x €]0, 7|, tan 5> 0.

Ainsi, une primitive de g est G : x €]0, [ In <tan g)

Soient (a,b) € R? tels que a < b. Soit h une fonction définie et continue sur intervalle ]a, b[. On note H
une primitive de h sur |a,b[. On pose, lorsque cela a un sens, f(x) = h(2x 4 ¢) ou ¢ est une constante
réelle.

Déterminer le domaine de définition de f, justifier que f est continue et exprimer une primitive de f en
fonction de H.

f(z) aun sens <= 2z +c€la,b] = xe]a;c’b;c[.

—c b—
Ainsi, le domaine de définition de f est } a-c ¢ {

2 72

f=ho(z— 2x+ c) est la composée de deux fonctions continues donc

‘ f est continue sur son intervalle de définition. ‘

a—c b—c¢
2 7 2

1 1
Posons F' : x € [ — EH(QCU +c¢). F=(x— 5::3) o H o (z +— 2z + ¢) donc F est dérivable

a—c b—c
sur } 5 3 { comme composée de fonctions dérivables, et de plus

a—c b—c¢
2 7 2

vgce] [,F’(x):%><H’(2x+c)><2:h(2w+c):f(w)

a—c b—c¢
2 7 2

1
Ainsi, une primitive de f est F': x € ] [ — §H(2m +c)

Donner le plus grand intervalle contenant 0 sur lequel est définie ¢ : x +— argth(tanz). On note cet
intervalle J.

On cherche J, intervalle de R tel que :

—0eJ
— JC U] - g + nm, g + nn[ (domaine de définition de tan)
nez

— tan(J) C] — 1,1].

La derniére condition donne en fait J C | J] — % + nm, % + nml.

neZ
J contenant 0 et étant 'intervalle le plus grand possible, on trouve

™ T
J—}‘M[




1

d) Mont A4 J, Y (z) = ———.
(d) Montrer que Vz € J, ¢'(x) p—

On applique alors la dérivation de fonctions composées. La définition de J permet d’affirmer que v est
dérivable sur J et

1 1 1 1
Vz € J. '(z) = tan’ th'(t = = =
v, Yle) = tan(z) x argth (tan 2) cos?(x) 1 —tan?(z) cos?z —sin’x  cos2z
T 1
vee |-Z T '(z) =
me} 4’4[7 V() cos 2z

1
(e) En déduire que pour tout x € J, argth(tanz) = 3 In (tan (m + %))

Méthode 1 en utilisant la question 2(b). D’aprés la question précédente,

T
T _ — — 2 ’S
VmG] 4’4|:’1)Z)(I) cos 2x Sin(2$+%) I x+2

donc v est une primitive de x — ¢ (21‘ + g),

ce qui nous permet d’appliquer le résultat de la question 2(b) pour a < 0, b < m, h < g, H + G

T
(car d’apres la question 2(a), G' est une primitive de g), f « ¢ et ¢ < 5 @ une primitive de 1)’ est

1
T §G (21‘ + g) donc I’ensemble des primitives de v’ est

1 2 z 1
{xn—>§ln<tan%>—l—)\])\ER}:{xagln(tan(x—i—%))—k)\\)\GR}

Or 7 est une primitive de ¢’ donc il existe A € R tel que

1
Yz € ]—Z, %[ , Argth(tanz) = ¢ (z) = §ln (tan (x + %)) + A
Particularisons pour x < 0,

1
Argth(tan0) = —In <tan <0 + E)) +A=A
NI 2 4
= Argth(0) =0

=1
donc A = 0.

1
Ainsi, pour tout x € }—%, % [, argth(tanz) = 3 In <tan <£U + %))

Méthode 2 sans utiliser la question 2(b). On remarque que In (tan (m + %)) = G(2x + g)

On peut dériver la différence, pour tout = € J (par linéarité et composition) :

d 1 T 1 2 T 1 1
— th(t —=In(t —~ = —=G'2x+ =) = - =0
dz argth(tan z) 2 n< an <x+ 4))} cos2x 2 (22 + 2) cos2x  sin(2x + 3)

1
Donc z +— argth(tan ) — 3 In <tan <ac + %)) est constante sur J.

1 1
Et en particulier en x = 0 : argth(tan 0) — 3 In (tan (O + Z)) = argth(0) — 3 In(1) =0.

1
Ainsi, pour tout x € J, argth(tanz) = 3 In (tan (m + %))

Remarque. En fait, il existe une forme fermée pour argth faisant intervenir les fonctions usuelles.

. 1 +2x 1. 1+4+th(z) 1, 2
Ilsagltdexnﬁilnl_x(eneﬂet:ilnmzilnze_x:x).
On a alors
1. 1+tanxz s tanx + tan I 1+tanz
th(t =—In——" et ¢ - = i
g (an(x)) 2 nl—tanx ¢ an(x+4) l—tanxtan% 1 —tanz



PROBLEME
Dans ce probleme, on étudie les solutions a valeurs réelles de I’équation différentielle sous forme résolue
y" +a(t)y' +b(t)y =0 (E)

ot (a,b) € CO(I,R)?, I étant un intervalle réel.

I Résolution de (E) connaissant une solution particuliére

Dans cette partie, on suppose que ¢ est une solution de (E), définie sur I, qui ne s’annule jamais (i.e. Vt €

O(t) #0).
On fixe tg € I et on note A une primitive de a définie sur I.
t
I.1. Soit f une fonction deux fois dérivable définie sur I. On définit la fonction g pour tout ¢ € I par g(t) = M

(t)

(a) Justifier que la fonction g est bien définie et qu’elle est deux fois dérivable.

g est le quotient d’une fonction deux fois dérivable définie sur I par une fonction deux fois déri-
vable définie sur I qui ne s’annule pas sur [ donc ‘ elle est bien définie et deux fois dérivable définie sur 1. ‘

(b) Montrer que f = ® x g est solution de (E) sur [ si, et seulement si, ¢’ est solution sur I de I’équation

2+ (2;1))21(51)5) + a(t)) z=0. (E)

La formule de dérivation d’un produit de fonctions dérivables donne :

vte I, f/(t) = (t)g(t) + ®(t)g'(t), puis Vt € I, f"(t) = ®"(t)g(t) + 28 (t)g (t) + ®(t)g" (¢).
Ainsi :

[ est solution de (E) sur I <= Vt eI, ®"(t)g(t) +2®'(t)g (t) + (t)g" (¢)
T+ alt) [¥'(Dg(t) + B(E)g (1)] + bOD(E)g(t) = 0,
=0, car ® est solution de (F)
< Vtel, ("(t)+a(t)®'(t) + b(t)®(t)) g(t)
+@(t)g"(t) + (22'(t )+a(t)¢>(t)) t)=0
g"'(t) + 22'(t) + a(t)®(t)g'(t) =
29 (t)
O(t)

— Vtel, o(t)

— vtel, ¢"(t) + ( a(t)) g (t) =0 car ® ne s’annule pas sur [

207 (t
<= ¢ est solution sur I de I'équation (E’) : 2’ + ( @(i)) + a,(t)) z2=0.

L’équivalence recherchée est donc démontrée. ‘

I.2. Indiquer & quel type d’équations appartient (E’) puis citer soigneusement les hypothéses du théoréme per-
mettant de la résoudre. Expliciter ’ensemble de ses solutions (que 'on exprimera en fonction de A et @) et
donner sa nature.

e (E’) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, homogéne.
Elle est définie sur I, résolue sur [ et le coefficient est continu sur I (® est deux fois dérivable donc
® et @' sont continues sur I, a est continue sur I par hypotheése) donc les solutions définies sur un
intervalle maximal sont définies sur [ et leur ensemble constitue une droite vectorielle.



20/ (¢)

e Une primitive de t — +a(t) est t — 2In |P(t)|+ A(t) donc la droite vectorielle des solutions définies

o(t)
sur I est
I — R
b e 2@ -A(D) I — R
T | A€ R » = Vect e~ AW
|[@(2)]
I.3. En déduire que ’ensemble des solutions de (E) définies sur I est
I — R
temAW | (i) € B2
¢ — o ’
t = AD(t) 3 <1>2(u)du+” (t)
f , I — R
f est une sol. de (E) déf sur I <= (5) € Vect = e~ AW (question I.1(b))
o(t)?
ek vier, (L) @ =r
= eR : Vtel, (5) (t) = B2
Y temAt)
= R :Vtel =] t)=t— A ——d t
— e Vt e ’<<I>>() — t0<1>(U)2u (t)
/
f(t) t efA(u)
INeR : Vtel, [t— % —A d t)=0
= € el, ( H(I)(t) ()2 ul (t)
SO ffe i
(A R* : Vtel, % — du =
= 3d(\p) e vtel, 0 BT
SO _ ottt
E[0) R* : Vtel, == = d
< 3d(A\p) € erl, (1) D) u+ p
5 t e—A(u)
— IOWeER?:Viel, f(t):)@(t)/ Cdu+ pd(t)
to (1)(“)
I — R
— fec 't oA | (A p) € R?
t AD(t ———d P(t
= 20 | G du ()
1.4. Exemple. Considérons ’équation différentielle
9%y” 4+ 3ty +y =0 (Ex1)

(a) Déterminer a € R tel que ¢ — t“ soit solution de (Ex1) sur |0, 4o0].

Pour tout a € R, t — ¢t est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ donc, en injectant dans I’équation,

t > t* est solution de (Ex1) sur ]0,+o00[ <= V¢ €]0,+o00], 92a(a — 1)t* 2 + 3tat® ! 4t =0
— WVt €l0,+oo, (9% — 9o+ 3a +1)t* =0
— Vt€l0,+oo[, (3a—1)%*=0

1
Ce calcul, dans le cas o = 3 montre que |t — £3 est une solution de (Ex1) définie sur |0, +ool.

(b) Résoudre (Ex1) sur R’ . On observera que I"équation (Ex1) n’a pas exactement la forme de I’équation (E).

Sur RY, équation (Ex1) est équivalente a

77+1 /+ 1 _O
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ce qui permet d’appliquer le résultat de la question 1.3 : en prenant



— I <0, +o0],
— to < 1 (autorisé car 1 €]0, +00]),

— a(t) + — (autorisé car t +— 3 est continue sur |0, +00]),

3t
1
— A(t) « 3 Int (une primitive de a),
— ®(t) + t3 (autorisé car nous venons de voir que c’est une solution de (Ex1) et elle ne s’annule pas
sur ]0, +00]).
On a alors,

t 6_‘4(“) te 3lnu t du
vt €]0, +o0] , B2 u /1 . u= /= nu]] =In

si bien que le plan vectoriel des solutions de (Ex1) définies sur |0, 00| est

10,400 — R
t s M3 Int o+ pts

| (A m) GRQ}

(¢) Soit h une fonction définie sur |0, +oo[, deux fois dérivable sur ]0, +ool, a valeurs dans R.

~|]=00,0 - R
Posons h : > h(—t)
Justifier que h est bien définie puis qu'elle est solution de (Ex1) sur ] — oo,0[ si et seulement si h est
solution de (Ex1) sur |0, 4o0l.
En déduire les solutions définies sur | — oo, 0] de (Ex1).

e x Pour tout ¢ < 0, —t €]0, +o00[ donc | h = h o (t — —t) est bien définie sur | — oo, 0[.

* h=ho(t — —t) or t — —t est deux fois dérivable sur | — co,0[ et h est deux fois dérivable sur

10, +o00| donc | b est deux fois dérivable sur | — oo, 0].
* En observant que i'(t) = —h/(—t) et B"(t) = (=1)2h" (—t) = h"(—t),

Vt €] — 00,0, 9t2h"(t) + 3th'(t) + h(t) = 0

Vt €] — 00,0, 92h"(—t) + 3t(—h'(=t)) + h(—t) =0

Vs €]0, 4+00[ , 9(—5)?h"(s) + 3(—s)(=h'(s)) + h(s) =0 en posant s = —t
Vs €]0, +00[ , 9s2h”(s) + 3sh'(s) + h(s) = 0

h est solution de (Ex1) sur ]0, +o0o[

h est solution de (Ex1) sur | — oo, 0]

1111y

e Le résultat ci-dessus prouve que ’application h +— h réalise une bijection de I’ensemble des solutions
de (Ex1) sur ]0, +o0o[ dans ’ensemble des solutions de (Ex1) sur | — 0o, 0[ si bien que le plan vectoriel
des solutions de (Ex1) définies sur | — oo, 0[ est

{]—oo,O[ — R

t o A=) In(=t) + p(—1)8 |(M)€R2}

(d) Supposons qu’il existe une solution h de (Ex1) définie sur R. Justifier qu’il existe (a~,b~,at,b") € R?
tels que
1 1
a”|t|3In|t| + 07|tz sit <O,

Vte R*, h(t) =
®) { a+t% lnt+b+t% sit>0.

En exploitant la dérivabilité de h en 0, obtenir des contraintes sur a—, a™, b~ et b+.

En déduire ’ensemble des solutions de (Ex1) définies sur R.

e h est une solution de (Ex1) définie sur R donc
* sa restriction a | — 0o, 0[ est une solution de (Ex1) définie sur | — oo, 0] si bien qu’en utilisant la
question précédente,

J(a~,b7) €R? : Ve R |, h(t) = a " |t|3 In|t| + b7 |¢]3

10



* sa restriction & |0, 400 est une solution de (Ex1) définie sur ]0,+oo[ si bien qu’en utilisant la
question précédente,

J(at,bt) €R? : VEeR: , h(t) = a™t3 Int + b3

e De plus, la fonction h étant une solution définie sur R d’une équation du second ordre, elle est deux

fois dérivable sur R donc, en particulier,
* h est continue en 0 si bien que

h(0) = lim A(t) = lim a© ¢3lnt +bTt3 =0
t—0t t—0t ~——

t—0t+

croiss. comp.

* h est dérivable en 0 h B0 L 10
t—0+ t—0 t—0— t—20

ce qui équivaut a (en utilisant que h(0) = 0)

In(t) ©b* In |t b~
h/(O) = lim [a™ n(g) +— | = limi a” n|2| +—5
t—0+ i3 t3 t—0 |t|3 |t|3

Sia® #£0,
cn@) vt L In() bt +oo siat <0
a — +—==a B) 1+ T .+
t3 t3 t3 atInt | 1o+ —oo sia” >0
0 — 0
t—0t 0"
%’_/
— 1
t—0T

or cette limite doit étre égale a h’(0) donc finie ce qui permet d’affirmer que H.
La dérivabilité a droite en 0 se reformule donc en
pt
B'(0) = lim —

t—0+ t%

bt —00 sibt <0

lim —={ 0 ibt=0 d by =0/
or, ti%l‘F t% S1 onc

+oo sibT >0
Des calculs et un raisonnement analogues montrent de méme que |[a~ =0~ =0/|.

Ainsi, il existe au plus une solution de (Ex1) définie sur R : la fonction nulle.

e Réciproquement, la fonction nulle est évidemment une solution de (Ex1) définie sur R (car cette

équation est homogene) donc | ensemble des solutions de (Ex1) définies sur R est le singleton {0}.

II Etude du cas particulier a = 0 et b paire

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R symétrique par rapport a ’origine.
Nous envisageons ’équation (E) dans le cas ot a = 0 et ou b est continue sur [ et paire :

vtel, ¥ +b(t)y=0 . (E1)

On admet (car cette équation est linéaire du second ordre a coefficients non constants et ne rentre donc pas
dans le cadre du cours de MPSI) I'existence et 'unicité d’une solution définie sur I au probléme de Cauchy suivant :

vtel ,  y'(t)+bt)y(t) =0
y(to) = ao
y'(t)) = o

11



ot tg € I et (o, 1) € R? sont fixés quelconques.

Une premiére application de 1'énoncé ci-dessus pour tg =0, ag = 1 et a3 =0 (resp. to =0, ap =0 et ag = 1)
permet de définir les fonctions notées fy (resp. f1) comme les uniques solutions des problémes de Cauchy

viel , y'(t)+b(t)y(t) =0 veel , y'(t)+b(t)y(t) =0
y(0) = 1 et y(0) = 0
y(0) = 0 y(0) = 1

I1.1. (a) Montrer que ensemble S des solutions définies sur I de (F;) vérifie {A\ofo + A1 fi | (Mo, \1) € R*} C S.

Soit v € {Xofo+ Aif1 | (Mo, A1) € R?} fixée quelconque. II existe (A, A1) € R? tels que v = Ao fo + A1 fi
De plus,

Vtel, v"(t) +b(t)y(t) = (Mofo+Aif1)"(t) +b(t)(Aofo+ Aifi)(t)
= Xofy @) + M fl(t) +bt)Nofo(t) + b(t)A1f1(t) car la dérivation est linéaire

= 20(f5®) + bt fo(®)) + M (F(#) + b A1(1))
= 0 car fpeSet f1 €8

donc v est une solution de I’équation différentielle (E7).

Remarque : un autre argument repose sur le théoréme de superposition pour les équations différentielles
linéaires homogenes (quel que soit 'ordre et avec des coeflicients non nécessairement constants) : fp et
f1 sont des solutions d’'une méme EDL homogeéne donc toutes les combinaisons linéaires de fj et fi sont
aussi solutions de la méme EDL homogene.

(b) Montrer que, pour tout (a,b) € R2, I'unique solution notée f du probléme de Cauchy

vtel , o'@t)+b{t)y(t) =0
y(0) = a
y'(0) = b

s’exprime comme une combinaison linéaire de fy et f. En déduire que S = {\ofo+ A1 f1 | (Ao, A1) € R%}.

e Soient (a,b) € R? fixés quelconques. Posons f: afo+ bf.
— f est combinaison linéaire de fy et fi donc, d’apres la question précédente, c’est une solution de
(EB1). ~
~ De plus F(0) = afo(0) +bfi(0) = a et F/(0) = afy(0) +bfi(0) =b.

Par conséquent, f et f sont des solutions définies sur I du méme probléeme de Cauchy a savoir

viel , y'(t)+b(t)y(t) =0
y(0) = a (1)
y'(0) = b

donc, d’apres l'unicité de la solution & ce probleme de Cauchy, f = f
‘ Ainsi, afy + bfy est la solution du probléme de Cauchy étudié. ‘
e Procédons par double inclusion.
* Nous avons déja établi que {\ofo + Aif1 | (Mo, \1) € R*} C S.
* Soit f une solution de I’équation (E7) fixée quelconque.
Alors f est la solution du probléme de Cauchy

veel , o'(t)+b(t)y(t) =0
y(0) = f(0)
y'(0) = f'(0)
donc en appliquant le résultat de la premieére partie de la question pour a < f(0) et b < f/(0),
on a

f=710)fo+ f0)f1 € {hofo+Af1 | (Ao, A1) € R?} .
donc 8 € {Xofo + M fi | (Mo, A1) € R%}

12



Ainsi, Pensemble des solutions réelles définies sur I de (E}) est S = {Xofo 4+ Aif1 | (Ao, A1) € R%).

I1.2. (a) Montrer que, si y est une solution de (E4) sur I, alors § : t — y(—t) est aussi une solution de (Ej) sur I.

R — R

t — y(-1)
— est bien définie sur I car I est symétrique par rapport a lorigine,

— est deux fois dérivable sur I car c’est la composée de y et de £ — —t qui sont deux fois dérivables,
— vérifie, pour tout t € I, §'(t) = —y'(—t) et §'(t) = —(—=y"(—-t)) = 3" (—t) donc

g'(t) +0()y(t) = y"(—t) + b(t)y(—t) = y"(=t) + b(—t)y(—t) = 0

en utilisant la parité de b et en évaluant en —t la fonction 3’ + b x y qui est la fonction nulle.

Soit y une solution de (E7) sur I fixée quelconque. Posons 7 : . Alors 3

‘Ainsi, si y est une solution de (F7) sur I, alors t — y(—t) est aussi une solution de (E7) sur [I. ‘

(b) Montrer que fy est paire et que f; est impaire.

— R

E o fol—t) est une solution de (E7) sur I,

D’apres la question précédente, la fonction ?8

or fo(0) = fo(0) =1 et fo'(0) = —f3(0) = 0
donc fy et fy sont deux solutions définies sur I du méme probleme de Cauchy donc, par unicité elles
sont égales ce qui prouve la parité de fp.

— R
t o— fi(=1)
or f1(0) = f1(0) = 0 et f1'(0) = —f{(0) = —1
donc f1 et —f; sont deux solutions définies sur I du méme probléme de Cauchy donc, par unicité elles
sont égales, f1 = —Tf; ce qui prouve l'imparité de fy.

‘Ainsi, fo est paire et f; est impaire.

De méme, la fonction ﬁ est une solution de (F7) sur I,

(c) Déterminer, parmi les solutions de (E7) sur I quelles sont celles qui sont paires et quelles sont celles qui
sont impaires.

Montrons que les solutions paires sont {\fy | A € R} en procédant par double inclusion.
x Soit f une solution paire de (E1) sur I. Alors il existe (Mg, A1) € R? tel que f = Ao fo + A1 f1. Puisque
f est paire,

f&) + (=) _ Aofolt) + Aif1(t) + Aofo(=t) + A fi(=1)
2 2

donc f = )\Qfo S {)\fo ‘ AE R}.
* Réciproquement, soit A € R fixé quelconque. La fonction Afy est une solution de (F;) (d’apres la

forme générale des solutions de (F1)) et elle est paire (car fy lest).
On procede de maniére analogue pour montrer que l'ensemble des fonctions impaires est {uf1 | u € R}.

viel, f(t)= = o fo(t)

‘L’ensemble des solution paires est {\f1 | A € R} et celui des solutions impaires est {uf; | p € R}. ‘

I1.3. On suppose, dans cette question uniquement, que fp ne s’annule pas sur 1.

(a) Expliciter 'ensemble des solutions définies sur I de (E7) en fonction de fy en appliquant la question 1.3
et en choisissant ty = 0.

Puisque fy ne s’annule pas sur I, on applique la question 1.3 pour A < 0 (puisque a = 0, on peut choisir
pour A la fonction constante de valeur 0) et ¢ < 0 :

I — R 2
t = )‘fO(t)/O %du"i_ﬂfo(t) |()‘,,U)GR}

L’ensemble des solutions définies sur I est {

13



(b) Préciser I'expression intégrale de f; en fonction de fy. En admettant que f est paire, reprouver I'imparité
de f1 & partir de ’expression obtenue.

e Puisque f; € S, I(\, 1) € R? tel que

Ve T, filt)=Aol) [ o o)

La contrainte f1(0) =0 donne

o:AfO(o)/OO%duwf&@:

= !

La contrainte f](0) = 0 donne

0
1:Aﬁ«DA E%Edu+Aﬁ() 1)+“ﬁﬁl A

30
=0
=0 _
12
Ainsi, Vi € 1, fi(8) = fo(t) [ -2
1msi, y J1 = Jo 5 -
0 f§(w)

e Admettons la parité de fj et procédons au changement de variable s = —u dans I’expression intégrale
de fi(—t) ce qui est austorisé car u — —u est une fonction de classe C L sur le segment d’extrémités
0 et —t,

—t du
VtEI,fl—t = fo—t -
N )
t —ds
= fo(— t) du = —ds
(—8)

= —folt / par parité de fy
13(s)
—fi(t

‘Ainsi, f1 est une fonction impaire. ‘

I1.4. Dans cette question, on suppose de plus que I = R et que b est m-périodique.
Supposons également qu’il existe une solution g de (Fp) m-périodique non identiquement nulle.
(a) Justifier quil existe (a,b) € R?\ {(0,0)} tel que g = afy + bfy puis exprimer les fonctions g, : t
g(t) + g(—t) et g; : t — g(t) — g(—t) en fonction de fy et f1.

* g est une solution de (E1), or I'ensemble des solutions de (E1) est {Aofo + Aifi | (Mo, M) € R?},
donc il existe (a,b) € R? tel que g = afy + bfy.
Par I'absurde, si (a,b) = (0,0), alors g est la fonction identiquement nulle ce qui contredit ’hypothese
faite sur g.

Ainsi, il existe (a,b) € R?\ {(0,0)} tel que g = afo+ bfi.
* En utilisant la parité de fy et I'imparité de fi, pour tout ¢t € R,

9p(t) = g(t) + g(—t) = afo(t) + bf1(t) +a fo(—t) +b fi(=t) =2afo(t)
—— —
= fo(t) =—fi(?)
9i(t) = g(t) — g(—=t) = afo(t) + bfi(t) —a fo( fi(=t) =2bf1(t)
W—/

t) —
) =—f1(t)

donc ‘gp = 2afy et g; = 2bf1. ‘
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(b) En déduire que fp ou fi est une solution m-périodique non identiquement nulle.

Nous avons prouvé que (a,b) # (0,0).

— Sia #0, alors fop = —g donc fy est m-périodique (car multiple d’une fonction w-périodique).
a

— Sinon, a = 0, or nous avons prouvé que (a,b) # (0,0) donc b # 0, alors f; = 39 donc f; est

m-périodique (car multiple d’une fonction m-périodique).

‘Ainsi, fo ou fi est w—périodique.‘

I1.5. Traitons par exemple le cas particulier ou b est une fonction constante strictement positive. Soit w un réel
strictement positif. Considérons I’équation différentielle

(a) Déterminer fy et fi.

VtER, ¢ +w?y=0 . (Fs)

Le plan vectoriel des solutions réelles de 1’équation harmonique (F3) est

{R—> R

) | (A ) € RQ}

t +— Acos(wt) + psin(wt

Posons, pour tout (\, 1) € R? et tout ¢ € R, posons fy ,(t) = Acos(wt) + psin(wt).

Ainsi, fy I;R

_ hu(0) = 1 A= A=l
f*“_fO{:}{fﬁ,Z(O):O(:){wusz{:}{MZU
- fau(0) = 0 A =0 A=
o (i Tt (3=
R — R
et f1 . sin(wt)
w

_)
—  cos(wt)

(b) Montrer que fo(m) + f1(7) = 2cos(wm) et résoudre les équations d’inconnue w, fo(m) + fi(7) = —2 et

Jo(m) + fi(m) = 2.

o fo(m) + f1(m) = cos(wm) +

w cos(wr) = 2 cos(w).
w

fo(m)+ fi(mr) =2 <= 2cos(wrm) =2
< cos(wm) =1
<— wrE€2nZ orw >0,
— we2N*
fo(m) + fi(m) = =2 2 cos(wm) = —2
cos(wm) = —1

wr € {m+2km | k € Z}

keZ : wrn=2k+ 1)
JkeN: w=2k+1 (carw >0)
we{2k+1]|keN}

1ttr1et

Ainsi, les solutions de fo(r) + f1(m)

2 (resp. = —2) sont les entiers naturels pairs strictement positifs (resp. impairs).
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(¢) En déduire que,

(4)
(i)

(i)

si fo(m) + fi(7) = 2, toutes les solutions de (F3) sont m-périodiques,

si fo(m) + f1(m) = —2, il n’existe aucune solution de (E;) m-périodique non identiquement nulle et
toutes les solutions sont 27 périodiques,

si |fo(m) + f1(m)| < 2, il n’existe aucune solution de (E9) m-périodique non identiquement nulle. On
pourra supposer qu’une solution est w-périodique, particulariser l’égalité qu’elle satisfait en 0 et en
il pour déterminer les parameétres de cette solution aprés avoir calculé le déterminant du systéme

linéaire établi.

(iid)

Supposons que fo(m) + fi(7) = 2.
D’apres la résolution de 1’équation fo(m) + f1(m) = 2, w est un entier naturel pair strictement positif
donc il existe k € N* tel que w = 2k. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

N R — R 2
{f)"“_ t +—  Acos(2kt) + psin(2kt) [ () eR }

Or, Vt € R, fiu(t +7) = Acos(2kt 4 2km) + psin(2kt + 2km) = Acos(2kt) + psin(2kt) = fi (1),

donc ‘toutes les les solutions de (Fs) sont m-périodiques. ‘

Supposons que fo(7) + f1(7) = —2.
D’apres la résolution de I’équation fo(m) + f(m) = —2, w est un entier naturel impair donc il existe
k € N tel que w = 2k + 1. L’ensemble des solutions de I'équation différentielle est

R — R
{f)\,u Tt = Acos((2k + 1)t) + psin((2k + 1)t) [ () € Rz}

Vt € R, fou(t+7) = Acos(2kt +2km+7) + psin(2kt +2km+1) = — A cos(2kt) — psin(2kt) = — fi ,(t)
si bien que, si f) , n’est pas identiquement nulle, il existe ty € R tel que fy ,(to) # 0,
donc fyu(to +m) = —faulto) # fau(to),

ce qui prouve que fy , n’est pas m-périodique.

‘Ainsi, aucune solution non identiquement nulle de (Es3) n’est w-périodique. ‘
De plus, Vt € R, fy . (t + 2m) = Acos(2kt + (2k + 1)27) + psin(2kt + (2k + 1)m) = Acos(2kt) +
psin(2kt) = fru(t),
‘donc toutes les les solutions de (F2) sont 2m-périodiques. ‘

Supposons que | fo(7) + f1(7)| < 2.
Soient (A, u) € R? fixés quelconques tels que la fonction fy, : t = Acos(wt) + psin(wt) est une
fonction m-périodique solution de (Es). Alors

Vi € R, Acos(wt) + psin(wt) = Acos(wt 4+ wm) + psin(wt + w)

77
Particularisons ’égalité ci-dessus pour ¢ <— 0 et ¢t 2
w

Acos 0+ psin0 = Acos(wm) + psin(wm) <= A = Acos(wm) + psin(wm)

et
™ L ™ (T .
A cos 5 Thasing = A cos (5 + ww) + psin (5 + ww) < p = —Asin(wn) + pcos(wm)

Les deux équations ci-dessus montrent que (A, ) est solution du systéme linéaire

(1 —cos(mw))A  — sin(wm)u = 0
sin(wm)A 4+ (1 —cos(wm)p = 0

Le déterminant ce ce systéme linéaire est

(1 — cos(mw))? 4 sin’(wr) = 2 — 2cos(wm) = 2 — (fo(m) + f1(7)) #0 car |fo(m) + f1(m)] < 2.
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donc le systeme admet une unique solution,
or il est homogene, donc (0,0) est solution, donc (A, 1) = (0,0)
si bien que f) , = fo,0 est la fonction nulle.
On vient de prouver que I’équation a au plus une solution m-périodique, la fonction nulle. Récipro-
quement, la fonction nulle est une solution de (E3) (car cette équation est homogene) et elle est
m-périodique.

‘Ainsi, la fonction identiquement nulle est 'unique solution w-périodique. ‘

[III Alternative de Sturm|

Dans cette partie, nous envisageons 1’équation (E) dans le cas ot I = R, a = 0 et ou b est continue sur R et
m-périodique :
VieR, ¢ +b(t)y=0 . (Ey)

II1.1. Posons, pour tout ¢t € R, W(t) = fo(t)f1(t) — f5(t)fi(t). En justifiant la dérivabilité de W sur R puis en
calculant sa dérivée, montrer que W est une fonction constante dont on précisera la valeur.

fo et f1 sont des solutions d’une équation différentielle du second ordre sur R donc elles sont deux fois
dérivables sur R donc

— fo et f1 sont dérivables sur R,

— f§ et f1 sont dérivables sur R,

si bien que, par stabilité de la dérivabilité par produit et combinaison linéaire, | W est dérivable sur R ‘

De plus, en utilisant que fo et f1 sont solutions de (E), fJ = —bfo et f{ = —bf1,

W' = (fofi = foft) = fofi+fo f — fo  fi—fofi=—bfofi +bfofi=0
~— ~
=-bfi =-bfy
donc W est dérivable de dérivée nulle sur 'intervalle R,
donc W est constante sur R,
donc Vt € R, W(t) = W(0) = fo(0)f1(0) — f5(0)f1(0) =1x1—-0x0=1.

‘Ainsi W est la fonction constante de valeur 1. ‘

IT1.2. (a) Montrer que, si y est une solution de (E;) sur R, alors g : ¢t — y(¢ + m) est aussi une solution de (E)
sur R.

* y est une solution d’une équation différentielle du second ordre sur R donc elle est deux fois dérivable
sur R donc § = yo (t — t+m) est deux fois dérivable sur R (comme composée de fonctions deux fois
dérivables sur R).

*

VieR , 7'(t)+b)y(t) = y'(t+m) +bt)y(t+m)
= y'(t+m) +b(t+my(t+m) car b est m-périodique,

= W' +by)t+m)
= 0 car y est une solution de (F1) sur R donc y” + by = 0 sur R

‘Ainsi, si y est une solution de (E7) sur R, alors y : ¢t — y(t + 7) est aussi une solution de (E7) sur R. ‘

folt+7m) = fo(m)fo(t) + folm)fi(t)
filt+m) = fl)fot) + film)fi(t)

D’apres la question I11.2(a), fo est une solution de (E1) sur R,

donc fo:t — fo(t + ) est aussi une solution de (E;) sur R,

or I'ensembles des solutions de (E;) sur R est {A\ofo + A f1 | (Mo, A1) € R?} (question I1.1(b)),
donc

(b) En déduire que, pour tout ¢t € R, {

a,b) €R? ¢ fo=a.fo+b.f1 (2)
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En évaluant en 0 : fo(7) =a x 14+ b x 0 donc a = fo(m).
En dérivant I'identité (2) puis en évaluant en 0 : f}(7) = a x 0+ b x 1 donc b = fi(r).

Par conséquent, Vt € R, fo(t + ) = fo(m).fo(t) + fi(m).f1(t).

En reproduisant ce raisonnement pour E it~ f1(t + ), on montre de méme que

VtER, filt+m) = film)-fo(t) + fi(m)-F1(}).

III.3. Soit A € R.

(a) Montrer qu’il existe une solution g de (F1) non identiquement nulle vérifiant
VteR, gt+m) = Ag(t)

si et seulement si le systéme d’inconnues (a,b) € R?

{ (fo(m) = Na
fo(m)a

admet au moins une solution différente de (0,0).

+
_|_

e Supposons qu’il existe une solution g de (F7) non identiquement nulle vérifiant
VieR, g(t+m) = Ag(t)

* ¢ est une solution de (E1) donc il existe (a,b) € R? tel que g = afy+ bfi.
* De plussi (a,b) = (0,0), alors g est la fonction nulle ce qui est exclu, par conséquent, (a,b) # (0,0).
* Injectons I'expression de g en fonction de fy et fi dans la relation satisfaite par g :

VEER , afo(t+m) +bfi(t +m) = Aafo(t) + Abfi(t)

Remplacons fo(t+m) et fi(t 4+ 7) par leurs expressions en fonction de fo(t) et fi(t) établies dans
la question I11.2(b) :

vt € R, a(fo(m)-fo(t) + fo(m).f1(t) + b(fi(m)-fo(t) + fi(m).f1(t)) = Xafo(t) + Abf1(t)
donc
VteR , (afo(r) +bfi(m) = Aa).fo(t) + (afo(m) + bfi(m) — Ab).f1(t)) =0
Evaluons cette égalité en 0 :

afo(m) +bfi(m) —Aa =0 <= (fo(r) —Na+ fi(m)b=0

puis dérivons-la et évaluons en 7 :

afo(r) +bf1(m) =Ab =0 <= fo(m)a+ (fi(r) = A\)b=0

Par conséquent,

le systéme d’inconnues (a,b) € R?, { (fo(w)fT(;\gZ i (f! (ﬂ_)fl (7;;2 i 8 admet au moins une solution # (0, 0).
0 1 - -

e Supposons que le systeme admet au moins une solution

(a,b) # (0,0).
Fixons une telle solution (a,b).
Posons g = afy + bfi.
x Par construction, g € {\ofo + A1f1 | (Ao, A1) € R?} donc g est une solution de (F;) (ques-
tion II.1(b)).
* En évaluant g en 0, on obtient g(0) = afo(0) + bf1(0) =
En évaluant ¢’ en 0, on obtient ¢'(0) = af}(0) + bfl (0) =
Puisque, par hypothese, (a,b) # (0,0), on a (g(0),¢'(0)) # ( 0).
Si g est la fonction nulle, alors (g(0),¢’'(0)) = (0,0) ce qui est une contradiction, par conséquent
g n’est pas identiquement nulle.

{(fo(w)—A)a + flr)b =
foma + (fi(r) =Nb =
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* Soit t € R fixé quelconque.

glt+m) = afolt+m)+bfr(t+m)
afolm)-Jo(6) + F(m)-F1(6) + DU (m)-folt) + FL(x).fi(8))  quest. TIL2(b)
= (fo(m).a+ fi(mb) fo(t) + (fo(m)a + fi(m)b) .1 (t)
= \a =\b
= Aafo(t) + Abfi(t)
= ()
donc vVt e R, g(t +m) = \.g(t).
Ainsi, il existe une solution g de (E7) non identiquement nulle vérifiant Vt € R | g(t + 7) = A.g(t).

(b) En déduire qu’il existe une solution g de (E7) non identiquement nulle vérifiant
VteR, gt+m) = Ag(t)

si et seulement si \ est racine du trindme X2 — (fo(7) + f1(7))X + 1.

e Supposons qu'il existe une solution g de (E7) non identiquement nulle vérifiant
VieR, g(t+m) = Ag(t)

D’apres la question I11.3(a) précédente, un certain systéme linéaire homogene 2 x 2 admet au moins
une solution non nulle,

donc il admet au moins deux solutions distinctes (car (0,0) est solution de tout systéme homogene),
donc le déterminant de ce systeme est nul d’ou

0 = (fo(m) =N (f1(m) =A) = fo(m) fr(m) = A = (fo(m) + fI(m))A+ fo(m) fi () = fo(m) fa(m) = A2 (fo(m)+ fi(m)A+1
=W (mw) =1 quest. IIL.1

Ainsi, \ est racine de X2 — (fo(7) + f1(7))X + 1.
e Supposons que X est racine de X? — (fo(r) + f1(7))X + 1.
Alors \? — (fo(m) + fi(m))A +1 =0,
or (voir ci-dessus), A2 — (fo(m) + f{(m))A + 1 est le déterminant du systéme linéaire 2 x 2 de la
question II1.3(a),

donc sa nullité signifie que ce systéme posséde une infinité de solutions ou aucune,

or ce systéme est homogene et admet donc au moins (0,0) comme solution,

donc il admet une infinité de solutions,

donc il admet au moins une solution différente de (0, 0),

ce qui implique, en utilisant le sens réciproque de 1’équivalence établie dans la question II1.3(a),

qu'’il existe une solution ¢g de (Ej) non identiquement nulle vérifiant Vt € R, g(t + m) = \.g(¢). ‘

I11.4. Dans cette question, on suppose que |fo(7) + f1(m)| > 2.

1
(a) Justifier quil existe A € R tel que |A| > 1 et les racines du trinéme X2 — (fo(7) + f1(7))X + 1 sont X et %

Le discriminant du trinéme est (fo(m) 4 f1(7))* — 4 > 0 car |fo(r) + f1(7)| > 2 donc ce trindme admet
deux racines réelles distinctes.

Le produit des racines vaut 1 (coefficient constant du trindme car il est unitaire) donc les deux racines
sont inverses I'une de 'autre.

Si les deux racines ont une valeur absolue < 1 alors leur produit a une valeur absolue < 1 ce qui contredit
le fait que leur produit vaut 1. Par conséquent, 'une des racines, que I'on note A, a une valeur absolue
> 1.

Si [A] = 1 alors A € {—1,1} mais alors lautre racine est aussi égale & A (car leur produit vaut
1) ce qui contredit le caractére distinct des racines (discriminant # 0). Par conséquent, |[A| > 1.

1
Ainsi, il existe A € R tel que |A| > 1 de sorte que \ et X sont les racines de X% — (fo(m) + f1(m))X + 1.
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(b) Montrer qu’il existe deux solutions g; et g, non nulles de (E;) telles que

1
ViteR, gi(t+7) =Aq1(t) et got+m) = XgQ(t)

Appliquons le sens réciproque le 1’équivalence de la question IIL.3(b) pour A < X : A est racine de
X2 — (fo(m) + f1(m))X + 1 donc il existe une solution g; de (F;) non identiquement nulle vérifiant
VieR, gi(t+m) = Agi(t).

1 1
Procédons de méme pour \ DY est racine de X2 — (fo(m) + f1(7))X + 1 donc il existe une solution

g2 de (E7) non identiquement nulle vérifiant Vt € R | go(t + m) = A.ga(t).

1
Ainsi, il existe deux solutions g; et go non nulles de (E;) telles que Vi € R, g1(t + ) = Ag1(¢t) et ga(t +7) = ng(t).

(c) Justifier que 'ensemble S des solutions de (E;) est l'ensemble des combinaisons linéaires de g¢; et
g2. On pourra commencer par montrer par l'absurde que le systéme linéaire d’inconnues (z,y) € R?
g1(0)z + g0y =
/ /
91(0)z 4+ g5(0)y

e L’ensemble {{1g1 + pi2ga | (11, 2) € R?} est inclus dans I’ensemble S des solutions de (Ey) car toute
combinaison linéaire de solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne est encore solution
de la méme équation différentielle linéaire homogene (voir la question II.1(a)).

e Considérons le systeme linéaire 2 x 2 d’inconnues (z,y) € R? .

a un déterminant non nul puis exploiter ce résultat.

g1(0)z + ¢0)y = 1
91(0)z + g5(0)y = 0

Supposons que le déterminant de ce systéme soit nul, alors cela signifie que les deux colonnes de
coefficients du systéme sont proportionnels :

(910 _ (920 . 4(91(0)) _ (92(0)
ek <9£<0>> - <9é<0>> WER P <ga<o>> <ga<o>>

0 0
— Dans le cas <g}( )> =« <g?( )>, la fonction ags est solution du méme probléme de Cauchy que
91(0) 95(0)

g1 donc, par unicité agy = g1. Or Vt € R, go(t + ) = AL go(t) donc, en multipliant par o,
ViER, gi(t +m) = ag(t +m) = aX ' ga(t) = A qi(1)
Par ailleurs, Vt € R, g1(t +7) = Ag1(¢) donc
VteR, Agi(t) = A" 'gi(t)

et en évaluant en t; € R tel que g1(t1) # 0 (ce qui est possible car g; n’est pas identiquement
nulle par construction), on obtient

Agi(t1) = A lgi(t1) done A = A7t
ce qui est une contradiction car A # A~! (voir question IT1.4(a)).

0 0
— Dans le cas 8 g}( ) = g?( ) , on obtient une contradiction de la méme fagon que dans le
91(0) 95(0)
premier cas en échangeant les roles de g; et g9, de « et 5.

Par conséquent, le déterminant du systéme est non nul donc ce systéme admet une unique solution
(zo,Yy0) € R?. Observons alors que la fonction zog; +yog2 est solution du méme probléeme de Cauchy
que fo donc, par unicité, fo = xog1 + Yoge-

En considérant de méme le systéme linéaire 2 x 2 d’inconnues (z,y) € R? :

g1(0)z + ¢200)y = 0
910z + g5(0)y = 1
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qui admet lui aussi une unique solution (x1,y1) € R?, on montre par un argument identique que
fi=z101 + Y192

Toute solution de (E7) s’écrit comme une combinaison linéaire de fj et fi (voir la question I1.1(b)),
or fo et f1 s’écrivent comme des combinaison linéaire de g; et go donc toute solution de (E7) s’écrit

comme une _combinaison linéaire de g; et go.
Ainsi, S est 'ensemble des combinaisons linéaires de g1 et go. ‘

(d) Justifier 'existence de t; € R tel que ¢1(¢1) # 0 puis montrer que lir_{l lg1(t1 + nm)| = 400.
n—-+0o
Montrer de méme qu’il existe une suite de réels (u,) telle que liIJIrl lg2(un)| = +o0.
n——+0o0

On admet que tilznoo gi(t) =0= tlgknoo 92(t).

* g1 n'est pas la fonction identiquement nulle, or

non(Mt € R, g1(t) =0) <= Ft1 €R : ¢g1(t1) #0

donc | il existe t; € R tel que g1(¢1) # 0 ‘
* Compte tenu de la relation fonctionnelle V& € R | g1(t + m) = Agi(t), une récurrence permet de
montrer que

VneN, gi(t; +nr) = N"g1(t)

donc

VneN, [gi(ti+nm)[= A" |gu(t)] — +oo
~—~ —— N—+00
— +oo >0
n—-+o0o
car |A| > 1

Ainsi, nEToo lg1(t1 + nm)| = 4+00.

* go n’est pas la fonction identiquement nulle, or

non(Vt € R, ga2(t) =0) <= Fta €R : ga(ta) #0

donc |1l existe to € R tel que ga(t2) # 0 ‘

* Posons, pour tout n € N, u,, = t3 — nm.
Compte renu de la relation fonctionnelle V¢ € R, ga(t + ) = A" 1ga(t), une récurrence permet de
montrer que

Vn e N, ga(uyn) = ga(ta —nmw) = A" ga(t2)

donc

Vn e N, |ga(un)| = |g2(te —nm)| = A" |ga(t2)] — o0
~—~ H,-/TL—)-}—OO
— +o0o >0
n—-+o00
car [A\| > 1

Ainsi, Tim_|ga(u)| = +oc.

(e) Conclure que toute solution h non nulle de (E;) n’est pas bornée sur R.

Soit A une solution non nulle de (£;) sur R.

Par l’absurde, supposons que h est bornée : il existe M € R tel que Vi € R, |h(t)| < M.

h est une solution de (E;) donc, d’apres la question IT1.4(c), il existe (a,b) € R? tel que h = afy + bf;.
* Si a # 0, utilisons que Y(u,v) € R?, Ju +v| > |u| — |v],

Vn €N, [h(ti+nm)| = |agi(ts +n7) +bga(tr +nm)| = lal — [g(ts +nm)|  —[b]  |ga(ti +nm)|]  — 400
~—~ ~—_——— ————— n——+0oo
>0 — 400 — 0
n—+o0o n—+oo
quest. précédente car lim ¢o(t) =0
t—-+oo
donc le théoreme de divergence par minoration donne 11141_1 |h(t1 + nm)| = 400 ce qui contreduit
n——+00

son caractere borné.



* Sinon, a = 0, or puisque h est non nulle, (a,b) # (0,0) donc b # 0 ce qui permet d’écrire

Vn e N, |h(up)| =10 X g1(un) + bga(uy)| = |b| |92(un)| — t
~—~ —— n—-+oo
>0 — 400
n—-+o0o

quest. précédente

donc le théoreme de divergence par minoration donne lirf |h(un)| = 400 ce qui contreduit son
n—-+0o0

caractere borné
Ainsi, toute solution h non nulle de (F7) n’est pas bornée sur R. ‘

II1.5. Dans cette question, on suppose que |fo(7) + f1(7)| = 2.

(a)

Montrer que, si fo(m) + fi(7) = 2, alors il existe une solution non identiquement nulle de (E;) qui est
m-périodique.

Si fo(m) + fi(7) = 2, le trinome X2 — (fo(nr) + f1(7))X + 1 devient X2 —2X +1 = (X —1)%, il
admet donc 1 comme racine ce qui permet d’appliquer le sens réciproque de 1’équivalence de la ques-
tion TTL3(b) pour A < 1 : 1 est racine de X2 — (fo(m) + f1(7))X + 1 donc il existe une solution g
de (E1) non identiquement nulle vérifiant V¢t € R | g(t+7) =1 x g(t) = g(t), ce qui signifie exactement,

‘il existe une solution non identiquement nulle de (E7) qui est m-périodique. ‘

Montrer que, si fo(m) + f{(w) = —2, alors il n’existe aucune solution non identiquement nulle de (E)
qui est m-périodique et il existe une solution non identiquement nulle de (E7) qui est 27 périodique.

* Si fo(m) + fi(m) = =2, le trinéme X2 — (fo(r) + f1(7))X + 1 devient X% +2X +1 = (X + 1),
il admet donc —1 comme racine ce qui permet d’appliquer le sens réciproque de I’équivalence de
la question ITL3(b) pour X < —1 : —1 est racine de X2 — (fo(7) + f1(7))X + 1 donc il existe une
solution g de (E7) non identiquement nulle vérifiant Vt € R | g(t + 7)) = (—1) x g(t) = —g(t), donc

VteR, glt+2m)=gt+7+7)=—g(t+7m)=—(—g(t)) =g(t)

‘donc il existe une solution non identiquement nulle de (E7) qui est 27m-périodique. ‘

* Par l’absurde, supposons qu'’il existe une solution A non identiquement nulle de (Ep) qui est 7-
périodique.
Alors nous pouvons appliquer le sens direct de ’équivalence de la question II1.3(b) pour A < 1 : h
est une solution non nulle satisfaisant V¢t € R, h(t +7) = 1 x h(t) donc 1 est racine du trinéme
X% — (fo(m) + f1(m)X +1 = (X + 1)? ce qui est une contradiction.

Ainsi, il n’existe aucune solution non identiquement nulle de (E7) qui est m-périodique.
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