21

14. Fonctions convexes

Utilisation de la convexité

N° 266
Montrer qu’un minimum local d’une fonction convexe est égale-
ment un minimum global.

N° 267
Montrer pour n réels x1, x2, ..

N° 268
Soient a,b >0 et ¢ € [0,1], montrer que a’ b1~ ! < ra+ 1 - 1)b.
N° 269
Soient P, qE [R* tel que %+% =1, montrer que pour tout a,b >0 :

L
p q
N° 270
Montrer I'inégalité arithmético-géométrique :

a+ax+---+a
yarag - ay < —————"

n
(a; = 0) en exploitant la concavité du logarihtme.

Xp (x1+..‘xn)2 < n(x%+---+x%l).

= ab.

Régularité des fonctions convexes

N° 271
Montrer qu’une fonction f: R — R convexe bornée est constante.

N° 272

Soit f convexe sur R telle que xliI_P f(x) =0. Montrer que f est
—+00

positive.

(Nouveaux) Criteres de convexité

N° 273
Soit I un intervalle de R.

1. Montrer que si f est convexe, alors pour a € R, {x | f(x) <
a} est un intervalle.

2. Réciproquement. A-t-on?
(Y aeR,{x| f(x) < a} est un intervalle) = f est convexe ?

N° 274

Soit I un intervalle de R} tel que pour tout x € I, 1 €L

Soit f : I — I continue sur I. Montrer que F : x — xf(x) est
convexe sur I ssi G: x— f(%) est convexe sur I.

Inégalité intégrales
N° 275
Soit f une fonction convexe sur R et i > 0.
x+2h
Etudier la convexité de F: x — — fde.
2h Jx-2n

On peut démontrer que F' est croissante
N° 276
Quelques inégalités intégrales.

1. Soit f convexe de classe 62 sur [0,27]. Montrer que
2n
f f(x)cosxdx =0.
0

2. Soit f convexe sur [0,27]. Démontrer que g: [0,7] — R,
x— f(x)— f(x+m) est décroissante sur [0, 7].
3. Soit g continue et décroissante sur [0, ]. Démontrer que

A
f g(x)cosxdx = 0.
0

4. Soit f continue et convexe sur [0,27]. Démontrer que
4
f f(x)cosxdx = 0.
0

T
3 : Montrer que I:fo 12(g(m/2—x)—g(m/2+ x))cos(m/2 — x)

Probleme
N° 277
Inégalité de Snell-Descartes
Soit h > 0.
1. Démontrer que la fonction fj, : x — v/ x% + h? est convexe
sur R.

2. Démontrer que pour tout réel a € R, la fonction x — fj, (a—
X) est strictement convexe sur R.

3. Application : démontrer les lois de Snell-Descartes (dont
I'unicité de la solution) a partir du principe de Fermat.
On rappelle que l'indice d’'un milieu n; donne la vitesse de la lumiére dans le milieu :
vi= F'
1

N° 278
Approximation intégrale
Soit f :[0,1] — R continue, convexe et dérivable. Montrer que

11y _ £/
f(0)+f(1) ff(t)dt<f(1)8f(0).

N° 279
Inégalité de Holder

Soient p, g >0 tels que % + %, =1.
1. En exploitant la concavité de In, montrer que pour tout a, b = 0,

W%s%+§.
2. Soient ay, az, by, by € Ry déduire :
a1 by <l “f 1 b!

Tl
af +al ‘{/bi’+hq 9 by +by

3. Conclure que a1 by + azx b2 < {/a; Py a2 {7/ bq + bq

4. Plus généralement, montrer pour al,ag, .an,bl, .bp =0,

n
Z a;b; <
i=1

p al +ll2

N° 280
Inégalité de Pompeiu
Soit f:R—Rconvexeetx<y<z trois réels. Montrer que

S (FCEE + 150+ 1350 < 5 (F@+ F + F @)+ (5F2),
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