16. Nombres premiers

Nombres premiers

N° 298
Soit n € N*. Montrer qu'il existe une suite de n entiers naturels
cogszéé:gtifs ne comprenant aucun nombre premier.

Trouver tous les nombres premiers p tels que p2 + 2 soit aussi
premier.
N° 300

n
Si neN et p estun nombre premier, montrer que vy (n!) = Z {—kJ .

k=1LP

Suite des nombres premiers

N° 301

Quel est le nombre de diviseurs de n = p% qﬁ, avec p et g entiers
premiers ?

En déduire le nombre de diviseurs de 360, puis de 17500, le nombre
de diviseurs communs, le PGCD etle PPCM de ces deux hombres.

N° 302
Soit py, le n-ieme nombre premier.
On pose gy =2x3x5x -+ x py + 1. Montrer que pp+1 < gn et

z . n
en déduire que, pour tout 7, pp, < 22"
7(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux
ax.

n-1 n
Montrer que pour n=4ete® <x<e® onan(x)=n.

(on donne et =545, e = 20.08, o2 = 7.32). Montrer que pour tout
xréel, x=2onan(x)=In(nx).

N° 303

Soit p un nombre premier et ¢ = 22 x3 x5 x --- x p— 1. Montrer
que g est divisible par un nombre premier congru a 3 modulo 4.
En c<j;|é|duire qu’il y a une infinité de nombres premiers congrus a 3
modulo 4.

N° 304
Onnote ' ={me 2 |3neN,m=4n+1}. On suppose &' fini
et ?' ={p1,p2,...pr}.
Onnote N= (2p1pa---pr)? +1.
1. Si g est un facteur premier de N de la forme 4n+3, mon-
trer que 2p1p2---pr)971 = -1iq]
2. Conclure que 2 nest pas fini.

Fermat

N° 305 .

Montrer que Vne Z, &+ - + 233—5” €.
N° 306

On pose M, =2" - 1.

1. Montrer que si M, est premier, n est premier.

2. Montrer que si p et g sont premiers et si g|Mp, alors g
est de la forme 2kp + 1

3. Onpose G, = 2" +1. Montrer que que si G, est premier,
n est de la forme 2%,

4. Onpose Hy = G,x. Montrer que, si k # ¢, alors Hy et Hy
sont premiers entre eux.

5. Montrer que Hy, divise 28k —2.

Problémes

N° 307

Nombres abondants

On dit qu’un nombre n est abondant si o(n) =2n.

Montrer que si n est abondant et impair, alors il posséde au moins
trois facteurs premiers. On rappelle o(n) =¥ 4/, d

N° 308

Fonction de Liouville

On désigne par Q(n) le nombres de facteurs premiers de n, comp-
tés avec leur ordre de multiplicités : Q(n) = Zpey vp(n).

La fonction A de LIOUVILLE est définie par A(n) = (—~1)2(.
Montrer que A est complétement multiplicative et que A% 1(d) = [d
est un carré].

N° 309

Cribles

A. Crible de Poincaré

Soit E un ensemble fini. On note A, B, Ay,... Ay des parties de E.

1. Montrerque 1-T4u=(1-14)(1-1Tp).

n
2. Montrer que ﬂU?ﬂA[_ =1- Hl(l —14,)
i=
3. Développer ce dernier facteurs, en déduire la formule du
ncrible de I;oincaré :
HUa)=Y "t Y
k=1 h=1

{il---ih}E(Nh")

i‘?‘(Ai1 n ~~-ﬂAih)

B. Crible d’Erathosténe

1. écrire le crible pour les nombres de 2 a 30
Onnote V k€N, E ={neN| kdivise n}.
Ainsi, Eo estI'ensemble des nombres pairs, E3, 'ensemble des
nombres divisibles par 3...

2. En utilisant la formule du crible de Poincaré, calculer le
nombre de nombre qu'il reste dans I'ensemble [2;100]
une fois que 'on a barré les multiples de 2, 3, 5 et 7.
N° 310
Nombre de représentations en somme de 2 carrés
Pour tout entier 7, on note (1) = Card{(4, B) € Z% | A2+ B2 = n}.
On pose également y(n) = (~1)=D72 g p est impair et y(n) =
0, sinon.
1. Montrer que r(5) =8.
Par la suite, on admet que pour p premier, r(p) =0 si
p=3[4] etr(p) =8 si p=1[4].
2. Montrer que y est multiplicative.
3. Ondéfinité(n) = Y_ x(d). Montrerque 6(n) = > 1-
din din,d=1[4]
1.
d\n,d=3[4]
4. (*) Montrer que r(n) =46(n)
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