Lycée Pierre de Fermat 2022/2023
MPSI Devoir en classe

Trigonométrie

1 Probléme 1 : Petits exercices. ..

1. Simplifier :
sin3x  cos3x

1. — — cotanr  2.—
sin - sinx cosx
SNz cos § 9 . .9
4. 3cos’ r — 2v/3coszsinx + sin’ x

1 T
3 -+ Ccos x cos 3

2. Soient a,h € R. Soit n € N*.

Calculer T;, = Z (Z) sin(a + kh) et U,, = Z k‘(Z) sin(a + kh)

k=0 k=0

3. Linéariser les expressions suivantes :

sin®(x); cos®(x)sin(3z); cos?(3x) cos(x)

4. Linéariser 2*™ cos®™ x;  (—1)"2%"sin*" .

5. Résoudre les équations :

cos(x) + cos(2x) + cos(3x) =0 ; sin(z) + sin(3z) + sin(5z) =0

6. On pose
m 7r ™
A=sin—, B=cos—, (C=tan—.
12 12 12
Déterminer une équation du second degré dont A et B sont les racines (on pourra commencer par calculer
A+ Bet AB...).

Exprimer A et B en utilisant des racines carrées et vérifier que C' = 2 — /3

7. Soit a un réel donné, résoudre le systeme S :

cosa+ cos(x+a)+cos(y+a) =0
sina +sin(z + a) +sin(y+a) =0



2 Probleme 2 : Polynéme de Tchebychev

A. Construction de la famille de polynémes de Tchebychev
On définit la suite des polynémes de Tchebychev par Ty = 1 et 71 = X et pour tout n € N :

Toi1(X) = 2X T (X) — Ty (X)

1. Construction de (T,).
(a) Expliciter Tz, T3 et Ty.
(b) Déterminer, pour tout n € N*, le degré de T;, et son coefficient dominant. Quelle est la parité de T}, 7
(c) Montrer que tous les coefficients de T, sont des entiers relatifs.
(d) Montrer que, pour tout n € N, (Tp,T1,...T,) est une base de R, [X].
2. Autre expression.

(a) Montrer que pour tout n € N et tout z € R :
T, (cos x) = cos(nx)

(b) Que valent T,,(0), T, (1), T,,(—1)?

(¢) On suppose n > 1, montrer que T;, admet n racines réelles distinctes. Les énoncer

AR

(d) On suppose n > 2, montrer que T, admet (n — 1) racines réelles distinctes.

B. Relation différentielle
1. Montrer que T,, vérifie la relation différentielle : n*T,, — XT!, + (1 — X*)T// =0
(On pourra considérer la fonction x +— T, (cosx))

2. (*) En utilisant la relation précédente, exprimer les coefficients de T,, (on écrira T, = Z apX").
kEN
h(h —1)

On commencera par montrer que : V¥V h < n, ajp_o =
p d P o ) (h—2+n

)ah’

. . . N . n p
puis on cherchera une relation entre a,_op et a,, enfin on exprimera a,_, a 'aide de < >
n—p\n-—p

C. Question sur les cosf rationnels

1 1
Il est bien connu que cosg € Q. L'objet de cette est de chercher si 3 est le seul rationnel r de ]0, 5[ tel que
cos(rm) € Q.

Soit r € QNJ0, 5[ On suppose que cos(rm) € Q et que ’écriture irréductible de r est P
q

1. (a) Montrer que ¢ > 3.
v
(b) Montrer que cos — € Q.
q
On pourra utiliser la relation de Bézout vérifiée par (p,q) et B.4.

2. Montrer que ¢ n’est pas un multiple de 4 (on admet que V2 ¢ Q).
En déduire qu’il existe un entier impair, noté h > 3 tel que ¢ = h ou ¢ = 2h.

3. On suppose que ¢ = h. Montrer que h = 3.
On pourra exploiter le polynéme Ty, + 1 et le résultat de la partie A.

T
4. On suppose que ¢ = 2h. Montrer que cos o € Q. Est-ce possible ?

1
5. Conclure : quels sont les rationnels r de |0, 5[ tels que cos(rm) € Q7



CORRECTION

3 Probleme 1 : Petits exercices. ..
Quelques formules a savoir retrouver :

1—cosz = Re(1—e'®) = Re(e®/2(e~%/2—¢'*/2)) = Re(e™/? x (—2i) sin z

2) = —2sin — Re( (cosE —&-zsmﬁ)) = 2sin?

L
2 2

sin(a 4+ b) = sinacosb+ cosasinb sin(a — b) =sinacosb — cosasinb
cos(a + b) = cosacosb—sinasinb cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb

sin(2x) = 2sin x cos cos(2z) = cos®x —sin®x = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’z
1 —cosz 2sin? 2 T
1. 1. — — cotanx = - = — Qw:tanf
sinz sinz 2sin $ cos § 2
sin3x  cos3z  cosxsindz + cos3xsinx sin 4z 4 sin 2z cos 2x
9. 2 + — - = — = . =4 cos2x
sinx CoS & sinx cos 5 sin(2x) sin 2z
N Sinxcos% _ ew‘,;f—zm (.Ew‘//TSZQ—W‘V/é _ %(641'1/3 _ e—4iz/3 + eQi:E/S _ e—QiI/B)
% T COSZ‘COS% % + 61:241’,2671:3 611/34»6*1:3/3 % + 2i(ell’L?‘/S + e—4i’1‘/3 + eQ’ifI:/B + 6—21;.%/3)
sin 4% + sin 22 QSIH?COSf+SIH? sin 22 (2cos £ + 1) . 2x
= = = = tan —
1+ cos 4 + cos & 2cos? 2 + cos 22 cos 2 (2cos £ + 1) 3
2
2 : - 2 V3 1
4. 3cos’>x — 2v/3coszsinx + sin’ z = (\/gcosm —sinx)® =4 —5 C0ST — o sinz
s 7r 2 m
=4 (cos — cosx — sin — sino:) =4cos®(v + =
6 6 ( 6)
Remarque : acosz + bsinz = v/ a2 + b2 ( -0 COST + ——ees blnx).
2 2
Or 3 ¢ €] ] tel a t si b (a>+<a> 1
r3 ¢ €|—m,m tel que cosa = ———= et sinp = car =
a? + b2 Va2 +b? Va2 +b? Va2 +b?
Donc acosx + bsinz = v/ a2 4 b% cos(z — ¢) (reste & trouver une valeur de ).

2. Soient a,h € R. Soit n € N*.

55 o (4) i (55 () ) - (55 (o)

k=0 k=0 k}TO ,
— Im (eza(l + ezh)n) — Im (eza+znh/2 <efzh/2 + ezh/2) ) — 9™ cog™ 5 sin(a + %)
—1
Puis comme, pour k£ > 1, k (Z) = n(Z 1), le terme de la somme étant nul pour £ =0 :
n n—1 n—1
Zk‘( >sma+k‘h Zln< 1>Sin(a+kh):n;( ; )sin(a—l—h—i—jh)
ot 'on a posé j = n — 1. On remarque qu’on trouve T;,_1(a + h). Et donc
h —1h h 1)h
U, (a) =n2" tcos™ ! B sin(a + h + %) =n2" ! cos" ! B sin(a + %)

3. Linéariser les expressions suivantes :

i —iz\ 3 3iz iz —ix —3iz
— -3 3 1
sin® z = (e - ) =2 < 8? re =1 (sinz — sin(3x))
—81

1 iz \ 2 Jix —3izx
— 1 . . . .
COSQ(I) Sin(Sx) _ (6 —|—2€ ) (6 2; ) — g(emm + 2 4+ 6—211)(€3w _ 6—311)

1 . , , , . , 1
= g(e‘f’m + 263 4 T — T 9T _ e7HIT) = z(sin 5z 4 2sin 3z + sinx)
i



iz —3iz\ 4 / iz —ix 1 ) _ _ _ )
COS4(3:C) coS T — <6 +26 ) (6 +26 ) 25 (612zz + 46611 46+ 467611’ + 6712”)(611’ _ efzz)

1
= 1—6(005 13z + cos 11z + 4 cos Tz + 4 cos 5x + 6 cos x)

4. On applique la formule d’Euler :

; —i 2m 2m
22M cog?m g = 22m <W> = Qzl Z <2m) pizk ,—iz(2m—k)
22m k
k=0

2m D) m—1 27 2 2m 2
_ ( Z) p2iw(k—m) _ Z ( Z”L> p2iw(k—m) 4 ( m>1+ Z ( ]T) p2iw(k—m)
k=0 k=0 N m . k=m+1
k=m
m—1 m—1
_ 2mY\ gin(h—m) 2m 2m 2iz(2m—2h)
B ( h )e * m + Z om —h)°
h=0 h=0
h=k h=2m—k
— 2m + mz_:l 2m ( 2iz(h—m) + eQm(m h)) 2m + mz_:l 2m cos(2(m _ h).’L‘)
m h=0 m h=0 h

7 Z‘2m22m k

2m )

2m 2m 2 (2m
_1\2m—k 2iz(k—m) _1\ym 1 2m—k  2iz(k—m)
) () 1)+§j(k)< e
—_———

i —i 2m n m 2m
(_1)m22m sin?mr = (_1)m22m (ezx _26 a:) — (_1> n2Am Z (Qm) eixk(_l)Qm—ke—ix(Qm—k)
k=0

k=m+1

k=m

2m h 2ix(h—m) 2m m = h 2ix(2m—2h)
h (=1)% + + 2m h (=1)%
h=0

h=k h=2m—k

5. On exploite a nouveau les formules d’Euler, et ’on reconnait des sommes géométriques.
On commence par noter que z = 0[r] n’est pas solution (pour la premiére équation), on pourra donc
diviser par 1 — e**

) ) ) 21—
COS(!E) + COS(ZTE) + COS(?)(L') = Re (ew + e?m + 6311) = Re ( 11— ) ( )
i53/2(_9; gipy 32 3z in 3%
= R,e ‘ 11‘/2( ZSln 2 ) = Sln 2 R ( 2”:) = g COS(QQE)
et®/2(—2isin %) sin 5 sin 5
. 3 2 T
On a donc cos(z) + cos(2z) + cos(3z) = 0 <> sin 5 = 0oucos(2z) =0 <z = O[?] ouzx = 2[5]

On commence par noter que z = 0[271'] est solution (pour la seconde équation), on exclut ce cas et pourra
ensuite diviser par 1 — e'*
) ) . 1= 622:1: 3 eix _ 671:1:
sin(z) + sin(3z) +sin(5z) = Im (e + €** 4 €7*) = Im <6”1_(€2m)) =1Im ()
e (—2isin 3x sin 3x . sin 3x
=1Im ( ( )> = Im(e¥*) = =" sin(32)

€' (—2isin x) sin x sin x

On a donc sin(z) + sin(3z) 4+ sin(5bz) =0 <= x =0 ousin3zx =0 <=z = O[g]



6. On pose
A:sin1 B:cosl C:tanl.

12’ 12’ 12
OnaA—i—B—sm——i—cos——\f(smfsm——l—cosfcos—) \/icos(Z i)zﬁcosz:@
12 12 4 12 4 12 4 12 6 2
Ax B= sm—xcos1 }Sin2—ﬂ-—f
12 12 2712 4
: 2 s V6 1
Or A et B sont les racines de (z — A)(x — B)=a2° - (A+B)z+ AXx B=x —Tx—i—i.
Il reste a résoudre cette équation.
6
A:Z_l_ donc\ﬁ—£
Donc{A,B}z{f4‘[,\fI\[}
Pui mim i< T > 1n1
uis, co e 15 < g 0815 >singo.
— V2 2
OnaudoncA—sm%—M tB:cos%:@.

P VB-VE (VB VE?_6+2-2DE_8-4v3_, o

On vérifie que C = tan —

12 Ve+v2  6-2 4 4
7. En prenant les parties réelles et imaginaires, puis en factorisant par e'® # 0, on a les équivalences :

(S) { cosa + cos(as + a) + cos(y + a) =0 s i 4 pilata) + eilaty) — ) s 1 + e 4 =

sina +sin(z +a) +sin(y+a) =0

T r—y
2 cos S

, _ -1
= l@0/2900s T Y = s 22y
2sin =0
2
en prenant les parties réelles et imaginaires.
Pour ce dernier systeme, il faut et il suffit que : cos s 2 0, puis sin s y’ on a donc
sin Ty =0
) cos Ycos Y :—1
2 2
Orsinx+y =0& x—;—y =0[r] & z = —y[27].
On a alors nécessairement, cos Ty _ +1.
e Cas 1: x +y = 0[4n], alors cosx+y =cos0=1.
, 1 _
11 reste donc la condition cos ——2 = cosz = —gycary = —z[4x] et donc Ty _ x[27].
2 4
On a donc z = ?W[QW] ouzx = %[27r].
e Cas 2 : x + y = 2w[4n], alors cos Ty _ cosm = —1.
— 1
1 reste donc la condition cos Y = cos(z — ) = —cosx = —3

car y = —x + 2r[47] et donc TV 7[27].

5
On a donc z = g[Qw] oux = —W[27r].

Ainsi, on a montré que si (z,y) est une solution, alors (z,y) définis modulo 4w appartient &

(G WL SN G W G N W LW G )

37 3 37Y3737 37 3
On vérifie réciproquement que chacun de ces 8 couples fonctionnent avec le dernier systéme équivalent.
T o—
Ex: (z,y) = (?ﬂ, %), alors
x +y = 2x[4n] donc Ty - m[27] donc sin TV _ 0 et cos s ;— LA
8 — 47 — 1 1
T—y= §[47r] done ==Y = ?[277] donc cos Tty cos = 5 L (—1) x (—5) =3



