Lycée Pierre de Fermat 2022/2023
MPSI Devoir en classe

Matrices & arithmétique :
Facteurs invariants (Hermite-Smith)

L’objet de ce probleme est I’étude des matrices a coefficients dans I'anneau Z.

Pour tout n € N*, on note M,,(Z), 'ensemble des matrices d’ordre n & coefficients entiers.
On note également, GL£,,(Z), le sous-ensemble de M,,(Z) des matrices inversibles et dont I'inverse est également
une matrice a coefficients entiers.

1 0
Ainsi, A := < (1) (2) ) € My(Z), mais A ¢ GLy(Z), car A € GL5(Q), mais A™" = ( 0 1 ) ¢ Mo (Z).
2

1 Etude de S£4(Z)

Dans cette partie, nous considérons uniquement des matrices d’ordre 2 & coefficients dans Z (si nécessaire dans

Q).
On note

det : My(Z) —>Z,< 2‘ Z > — ad — be.
> 1.1.

Soit M, M" € Ms(Z). Montrer que
det(M x M') = det(M) x det(M")

> 1.2.
b

d ) ou a,b,cetdeZ.

Considérons une matrice M € M (Z), non nulle. Supposons que M s’écrive ( CCL

d -b

—C

Notons N = ( ), une autre matrice de My (Z).

1. Evaluer M x N et N x M.

On donnera la réponse en fonction de det M.
2. En déduire que si det(M) € {—1,1}, alors M € GLo(Z) et donner M " (pour chacun des deux cas).
3. Montrer que si ad — bc € Z \ {—1,0,1}, alors M est inversible dans GL»(Q) mais que M~ ¢ My (Z).
4. Enfin, montrer que si ad — bc = 0, alors M est diviseur de 0. Conclure que M n’est pas inversible.

On a donc démontré que
GLy(Z) ={M € M5(Z) | det M € {1,—-1}}

On note
SLy(Z)={M € Mo(Z) | det M =1}

> 1.3.
Strucure.

1. Montrer que GL3(Z) est un groupe.
2. Montrer que SL2(Z) est un sous-groupe de (GL2(Z), x).

Par la suite, on s’intéresse tout particulierement aux matrices
> 1.4.

1 1 10
H = < 0 1 ) B= ( 11 )
Exemples de matrices de SLy(Z)

1. Montrer que H et B € SLs(Z).



2. Compléter les matrices suivantes pour obtenir des matrices de SL3(Z)

a=(PT) e (P) e=( )

3. Pourquoi la matrice Cy suivante ne peut pas étre complétée en une matrice de SLo(Z)?

(i)

4. Montrer que pour tout m € N, on peut trouver une matrice M de SL2(Z) tel que tr(M) = m.

> 1.5.

Groupe engendré par H et B.

On note G =< H, B >, le groupe engendré par H et B, i.e. le plus petit sous-groupe de GL2(Z) contenant H et
B.

1. Montrer que G < SL2(Z).
Nous allons maintenant montrer I'inclusion réciproque (question (d) et (e)), apreés avoir fait quelques calculs.

2. Calculer H'BH ' et HB~'H. Calculer (H'BH)".

3. Ecrire simplement la valeur de H" et B", pour tout entier n € Z. (On attend une démonstration).

> 1.6.
Considérons M = ( CCL Z ) € SL,(Z).

1. Montrer que nécessairement a A ¢ = 1

2. L’algorithme d’Euclide pour a et ¢ permet de créer deux suites finies d’entiers (gx)1<k<n €t (7k)o<h<N+1
telles que ro = a, 11 = ¢, 'y = aAc, rnp1 = 0 et pour tout k € [1, N], rp—1 = qr X 7k + rit1-

Calculer B9V ... x BT2H M si N est pair et H VB IN"1...x BT2H %M si N est impair.
3. En déduire qu’il existe deux matrices G et G € G, deux entiers 5,9 € Z tels que

G1XMXG2=(CL(/)\C ?)

4. Quelle est la valeur de 6 7
Pour le calcul de 8, on pourra exploiter la question 1.

5. En déduire qu'’il existe Gz € G tel que G1 x M x G3 = Is.

6. Conclure

2 Matrices élémentairement équivalentes

Dans cette partie, n est un entier fixé quelconque supérieur ou égal a 2.

On rappelle que GL,(Z), est 'ensemble des matrices d’ordre n, a coefficients entiers, inversibles et dont les
inverses sont également a coefficients entiers. On admet qu’il s’agit d’'un groupe.

Pour tout (4,7) € N2, on note E; ;, la matrice ayant un 1 en ligne ¢ et colonne j et des 0 ailleurs.

On note également pour tout ¢ # j € N et tout A € Q, T; ;(\) = I,, + AE; ;.

On notera plus rapidement T; ; au lieu de T; ;(1) lorsque A = 1.

On note S£,,(Z), le groupe engendré par les matrices (15 ;); ;.
Rappelons qu’il s’agit du plus petit groupe contenant les matrices (75 ;)i;.

Soient A et B de M,,(Z). On dit que A est élémentairement équivalente & B si (et seulement si) :
3 P,Q € SL,(Z) telles que A = PBQ™!

On note alors A =, B.

> 2.1.
Montrer que SL£,(Z) < GL,,(Z)



> 2.2,
En déduire que =, est une relation d’équivalence.

> 2.3.
Lorsque M’ =T; ;(\) x M, comment se déduit (les lignes de) M’ de (celles de) M ?
On attend un résultat et une démonstration.

> 2.4.
Donner l'expression de la matrice S; ; = T; (1) x Tj,(—1) x T; ;(1) avec (i # j).
Pourquoi est-ce bien une matrice de SL,,(Z).

> 2.5.
De méme quelle est la forme de la matrice T; ;(—1) x Tj (1) x T; ;(—1), peut-on la décrire en termes de S j 7

3 Théoréeme des facteurs invariants

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme des facteurs invariants, ou des formes normales de SMITH-
HERMITE

Toute matrice A € M,,(Z) est élémentairement semblables & une matrice de la forme
d 0 - 0]0 ---0
0 do
: 0
D,(dy,...d,) = 0 0 d. |0 o | avec di|dz|ds---|d, (relation de divisibilité).
0 010 0
0 010 0

Une version pour les matrices rectangulaires, et a coefficients dans un anneau principal quelconque existe

Nous commencerons par ’étude du cas n = 2. La démonstration générale se fera par récurrence.

> 3.1.

Cas n = 2 et M matrice diagonale.

Considérons M = ( g 2 ) € My (Z).

On note 6 = a Ab.

1. Montrer qu’il existe u,v € Z tels que
B xMxB =% V) =a)
) ’

(Les matrices H et B ont été définies en premieére partie)
2. Montrer qu’il existe a’,b’' € Z et € € {—1,1} tels que

H_“/xM’xH‘b/:<g GX((C)L\/b))

3. En exploitant I.5.(b), montrer que M est élémentairement équivalente & Dy(a A b, —e X a V b).

> 3.2.
Pourquoi le théoreme des facteurs invariants est vraie si M est une matrice d’ordre 17

> 3.3.
Soit n € N* et n > 2. Supposons que le théoréme des facteurs invariants est vraie pour toute matrice de taille
n— 1.
Considérons une matrice M € M,,(Z) d’ordre n, non nulle.
1. Notons v = min{|[M]; ;| | 4,5 € N,, et [M]; ; # 0}. On suppose que v = |[M];, |-
Donner deux matrices Sy et Sy € SL,(Z) tels que M’ = Sy x M x Sy avec [M'];11 = v, [M'];y j, = [M]11,
et pour i # io, j # jo, [M']i jo = £[Mli,1, [M']ig; = £[M]y; et [M'); ; = [M]; ;.
On fera attention au cas : [M];, j, > 0 ou [M];, ;, <0 et aux situations iy = 1, i9 # 1, jo =1, jo # L.




2. Montrer qu’il existe deux matrices Q1, Q2 € SL,(Z) tels que M" = Q1 x M’ x Q4 avec pour tout i, € N,,,
[M"]1; = ([M']1,;)%v (reste de la division euclidienne) et [M"]; 1 = ([M'];1)%v et [M"]; ; = [M];;

al0

3. En déduire que M est élémentairement équivalente a une matrice avec M, € M,,_1(Z),

puis & une matrice de la forme D,.(a,ds...,d,) avec da|ds - - - |d,.

4. En exploitant la question III.1., montrer que M =, D,.(a Ada,aV da,ds . ..d;).
Conclure.



Correction des exercices

> Corrigé de I’exercice 1.1

o . . b Y
Pour simplifier les notations, considérons que M = ( CCL d > et M/ = < LCZ, J >
On a alors

/ / / !
det (M x M') =det (29, ISZ Zg, I 23, = (ad’ + b¢')(ch +dd') — (ab’ + bd')(ca + dc)
=aa'ch + ad'dd 4+ bc'ch’ + bd'dd’ — ab'ca’ — ab’'dc’ — bd' ca’ — bd'dc’
= add'd — adb'd — bea’d + beb' !
= (ad — bc)(a'd —b'c) = det M x det M’

Pour toute matrices M, M’ € My(Z), det(M x M') = det(M) x det(M").

> Corrigé de 1’exercice 1.2

1. Le calcul est direct :

M xN=NxM=det M1I.

2. Ainsi, siad —bc=det M =1,ona M x N =N x M = I, donc M est inversible dans M,,(Z) car son
inverse est N € M,,(Z).
Ainsi, si ad —bc =det M = —1,ona M x (—N) = (—=N) x M = I5, donc M est inversible dans M,,(Z)
car son inverse est —N € M,,(Z).

Bilan : si det(M) € {—1,1}, alors M € GL5(Z)
et M~ = < d _ab ) (cas det M =1) et M~ ' = ( —d _ba ) (cas det M = —1).

—C c

3. Supposons que ad — bc € Z \ {—1,0,1}, alors M est également inversible (comme précédemment) dans
. 1 d —b
M, (Q) avec M~ = R < e
Pour que cette matrice soit a coefficients entiers, il faut que ad — be divise a, b, ¢ et d.
Il existe donc, a’, b, ¢, d’ € Z tel que a = (ad—bc)a’, b = (ad —be)b', ¢ = (ad —be)d et d = (ad —be)d'.
Cela donne donc, en remplagant chaque facteur : ad — be = (ad — be)*(a’d’ —b'c).
Et donc (ad — be)(a’'d — b)) = 1.
Or ces deux nombres sont entiers donc (ad — be) € Z* = {—1,1} (les inversibles de Z). Contradiction.

Nécessairement, M ' ¢ My(Z).

4. Si ad —be = 0, alors M x N = 0, donc M est un diviseur de 0 (M est non nulle et N, nécessairement
également).
Alors si M était inversible, on aurait N = I, x N =M ' x M x N = M~' x 0 =0 (matrice nulle).
Contradiction, car N est non nulle (comme M).

M n’est pas inversible.

> Corrigé de I’exercice 1.3

1. L’ensemble M,,(Z) est un anneau (non commutatif). Puisque les régles opératoires sont celles des anneaux
classiques) et que I, € M,,(Z), et pour tout A, B € M, (Z), A— B et Ax Be M,(Z).
En fait M,,(Z) est donc un sous-anneau de M, (R).
Et donc I'ensemble de ces éléments inversibles forme un groupe.
Donc GL5(Z) est un groupe.
On peut aussi montrer que GLo(7Z) est un sous-groupe de GLo(Q). On applique la caractérisation 2 vue
en cours.

— Iy € GL2(Z), donc GLo(Z) est non vide.



— Soient A, B € GLy(Z), alors B™' € My(Z),
donc A x B™! € My(Z) :
pour tout 7,5 € No, [AB_l]i)j = [A]iﬁl[B_l]l,j + [A]i72[B_1]2’j € 7.
Puis l'inverse de A x B™! est B x A™!, produit de deux matrices enticres,
donc (AB™1) ™! € My(Z).
Ainsi, si A, B € GL5(Z), alors A x B™! € GLy(Z).

GLo(Z) est un groupe.

2. — Iy € SLy(Z), car det I = 1. Donc SL2(Z) est non vide.
— Soient A, B € SL(Z), alors A, B~ € GL»(Z),
avec det A=1¢et 1 =detlo =det(BB™') =det B x det B~' =det B~! (det B = 1).
donc det(AB™') =det A x det(B~!) =1x1=1.
Ainsi, si A, B € SL5(7Z), alors A x B~ € SL,(7Z).

SLo(Z) est un sous-groupe de (GLo(Z), x).

> Corrigé de I’exercice 1.4

1. H est inversible d’inverse H~! = (1) 711 ) € My(Z), donc H € GLo(Z).
Puisdet H=1x1-0x1=1.
B est inversible d’inverse B~ = _11 ? ) € My(Z), donc B € GLy(7Z).

Puisdet B=1x1-0x1=1.
(On peut exploiter la réponse a 1.2.(b)).

Het Be SLQ(Z)

2. Il n’a pas uncité de réponse, on peut prendre par exemple C; = ( 1 ; ) ou Cq = < (1) I )

3 2
4 3
Enfin pour la derniére matrice, on travaille un peu plus : on cherche b,d € Z tel que 13d — 17b = 1.
C’est la recherche d’un couple de Bézout ; on peut appliquer I’algorithme d’Euclide :

Pour, une réponse s’impose (mais elle n’est pas unique) Cy := (ou sa transposé).

17=13x1+4 puis 13=4x3+1

Donc 1 =13 -3 x (17— 13) =4 x 13 — 3 x 17 On peut prendre C3 = < 13 Z)

Bilan(sansunicité):CH:(i g>,02::<i g)’c3:<i§ i)

3. Pour que Cy € SL5(Z), il faut qu’il existe b,d € Z tels que 4d + 8b = 1 ce qui impose (Bézout) 4 A8 = 1.

Or 4 A8 =4, il est donc

impossible de trouver b,d € Z tels que Cy := < ;l Z ) € SLy(Z).

m — 2
1 m-—1
égalalx(m—1)—1x(m—-2)=m—-1-m+2=1

Etant a coefficients entiers, de déterminant égal & 1, cette matrice appartient & SLo(Z).

4. Pour tout entier m € N, la matrice <

M = ( i Z@lii ) € SLo(Z) et vérifie tr(M) = m.

a une trace égale & 1+ (m — 1) = 1 et un déterminant



> Corrigé de I’exercice 1.5
1. H € SL3(Z) et B € SLo(Z). Donc SL2(Z) est un groupe contenant H et B.
Or le groupe G est le plus petit groupe (au sens de U'inclusion) contenant H et B,
il contient donc tout sous-groupe contenant H et B, donc

G < SLo(Z).

2. D’aprés la formule trouvée en 1.2.(b), H™' = ( (1) _11 ) alors que H™ ' = ( ,11 (1) ) Le calcul donne

(en raisonnant sur les opérations élémentaires sur les lignes ou appliquant directement le calcul) :

im0 =1 B v, (0 1
H™'BH (1 0> HB H(_10>

On trouve alors

2

1 e (-1 0 (1

(H BH ) —( 0 _1) _<O
3. Montrons par récurrence, pour n € N,

Qn:«H":<(1) ?)etB":(}l (1))»

— Qy est vraie car H” = I, = B.
Notons que Q7 est également vraie.
— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie.

H"“H"xH<

S = o

B”“zB”XBz(

Donc 9,, est vraie.

-1
Soit n € Z~, alors —m € N, et H" = (H‘")_1 = ( (1) 71n ) = ( (1) ) ) d’apres la question 1.2.(b)
-1
n_ (—n\—1 _ 1 0 (10 s .
Et B"=(B™") = ( a1 ) = ( "1 d’aprés la question 1.2.(b).

Donc

pour tout entier relatif, n € Z, H™ = < (1) Tll ) et B" = (

> Corrigé de ’exercice 1.6

1. Puisque M € SLy(Z), det M = 1 et donc ad — be = 1.
Donc d’apres la relation de Bézout, a A ¢|1 et donc

a/lNc=1.

2. Un premier calcul donne
— 1 —q1 a b ro —qi71 bfqld T2 bfqld
apf — - —
HM = ( 0 1 ) x ( c d ) 1 d T\ d
Définissons alors également par récurrence une suite (3, par :

BO:bvﬂlzd Vlgng,ﬂnJrl:ﬁnfl_Qnﬁn

On a alors By = By — ¢1P81 = b — ¢1d, terme en haut a droite de la matrice.
Finalement, on pose, pour tout h € N tel que h < N

Qn:'sih:Qk,Bqh...ququlM:< Th Bh >
Th+1  Bh+1

etsih=2k+1,H . .. x BT2H “"M = ( Thet P ) v
n o B



- . . _(a b\ _ [ 10 Bo
Pour h = 0, pair, on regarde donc M = ( e d ) = ( r B )

Donc Qg est vraie.

De méme le calcul précédent prouve que Q; est vraie.
— Soit h < N — 1, supposons que Qj, est vraie.

Si h + 1 est pair, alors h est impair, on a d’apres Qy, :

B 9+ H 9 ... x BTRH 1)\ = 1 0 > % < Th+1 Bthl >
—qn+1 1 Th Bh

_ Th+1 h+1 _ Th+1 h+1
Th = Qh+1Th+1  Bh — Qht1Th+1 Thio Bhio

Si h + 1 est impair, alors h est pair, on a d’apres Qy, :

H=9+1 s« B=9h ... x BTN\ = 1 —qnt1 % Th Bn
0 1 The1l  Bht1

_( "h—an+1Thrr Bh = GhtiThir | _ [ The2  Bhg2

Thel Br+1 Thel Bht1

Donc, tous les cas sont vérifiés et Qp41 est correct.
On trouve donc pour h = N

B™IN...x BTRH UM = 'N Py ot H™IN ...x B~ g—ap — [ "N+ BN+1
TN+l BNt N Bn
N=0[2] N=1[2]

3. Notons que ry41 =0etry=aAc=1.
D’apres la question précédente,
e si N est pair, alors en notant Gy = B~ ... x BT H % € SL5(Z) (car produit d’éléments de SLo(Z)
qui est un groupe) et Gy = Iy € SLo(Z).

On a alors G1 x M x Gy = (é BBN >
N+1

e si N est impair, alors en notant G; = ( _01 (1) )H_qN~-~ X BT2H™% € SLy(Z) (car produit
d’éléments de SL2(Z) qui est un groupe) et Go = I € SLo(Z).
_( 0 1 0 Bvy1 \_ (1 Bn
OnaalorsGlxMng_(_l O)(l By =0 —Byu /)
Dans tous les cas (indépendamment de la parité de N) :

Il existe deux matrices G et Go € G, deux entiers 8,6 € Z tels que G1 X M x Go = < (1) ? )

4. Onavuque aAc=1, et puis M € SL5(Z) donc det M = 1.
Par ailleurs, G1,Gy € G C SL3(Z), donc on a également det G; = det Go = 1.

Et, avec la premiere réponse (det AB = det Adet B), on trouve que det ( 1

B\ _ _
0 6)1X61

0=1

On fait simplement I'opération sur les colonnes Cy < Cy — SC1, soit le calcul matriciel par la droite par
HP.
On trouve alors

1 1 —
G1XMXG2XHB:<O f)(o 1/8>:IQ

G1><M><G3:IQ

5. G est un groupe, donc G7 et G sont inversible dans G, on a donc

M= (G ' x(@GHteg



Ainsi tous les éléments de SLo2(Z) sont dans G, i.e SL2(Z) C G.
Nous avons vu en 1.5.(a) Pinclusion réciproque.

Ainsi SL5(Z) = G =< H, B > (groupe engendré par H et B).

> Corrigé de I’exercice 2.1
I, € SL,(Z), donc SL,(Z) est non vide.
SL,,(Z) est un groupe : c’est un groupe engendré, le plus petit au sens de l'inclusion contenant les matrices T; ;.
Or celle-ci sont toutes inversibles, donc dans GL,,(Z).
Par conséquent, GL,(Z) est un groupe contenant toutes les matrice Tj ;,
il contient donc nécessairement SL,(Z), le plus petit (au sens de I'inclusion).

(SLL(Z),+) < (GLL(Z),+).

> Corrigé de ’exercice 2.2

— Pour tout A € M,,(Z), comme I,, € SL,(Z) et que A =1, x Ax I,
ona A=, A, donc =, est réflexive.

— Soient A, B € M, (Z), telles que A =, B.
Donc il existe P,Q € SL,,(Z) telles que A= PBQ™".
Donc P,Q € GL,(Z) et on a B = P~'AQ, comme P~', Q™! € SL,(Z),
on affirme que B =, A, donc =, est symétrique.

— Soient A, B,C € M, (Z), telles que A=, Bet B =, C.
Donc il existe P,Q € SL,,(Z) telles que A = PBQ™".
Donc il existe R, S € SL,,(Z) telles que B = RCS™*.
Donc A = (PR)C(QS)™!, et PR € SL,(Z) et QS € SL,,(Z) car SL,,(Z) est un groupe.
Ainsi A =, C, donc =, est transitive.

=, est une relation d’équivalence sur M,,(Z).

> Corrigé de ’exercice 2.3
On a vu en cours que

V& # i, Ly(M') = Li(M) et Ly(M’) = Li(M) + AL;(M).

Montrons le :
Ti,j()\) x M = (In + )\Ei,j) X M=M + /\E@jM

Or M = Z[M]k,hEk,h et Ei,jEk,h = 5j,kEi,h7 donc
k,h

EijM = [MlxnEijBxn =Y [M]jnEin
koh h=1
Donc pour k # i, Ly (E; jM) = Z[M]j,th(Ei,h) =0et Ly(E; ;M) = Z[M}MLZ-(EZ-, h) = L;(M).

h=1 h=1
Ainsi

Li(M')=Lg(M)+0 L;(M')=L;(M)+ AL;(E; ;M) = L;(M) + X\L;(M).

> Corrigé de I’exercice 2.4
On fait le calcul directement

Sij = Un+ Eij)(In = Eja)(In + Eij) = (In + Eij = Eji — Eii)(In + Eij)
=In+FEij—Eji—Eii+Eij+0—E;;j—Eij=In—Ei; —Fjj+Fij—Ej;i
Autre méthode (en regardant le calcul sur les opérations élémentaires),
L® 4 M
7 i 7

la multiplication & gauche par T; ;(1) conduit aux opérations élémentaires { 1@ o
J J



L « L =L 4 18V
LY L@ P ="
LY 1P + Lt = 1V

la multiplication & gauche par T; ;(1) conduit aux opérations élémentaires { LE4) C1® - o
J J i

la multiplication & gauche par T} ;(—1) conduit aux opérations élémentaires

Ainsi S; ; est presque une matrice de transposition (permutation), c’est I, — E;; — E; ; + E; ; — E; ;,
multiplier M par la gauche par cette matrice conduit & L;(M') = L;j(M) et Lj(M') = —L;(M)

S;; est le produit de trois éléments de SL,(Z), puisque T; ;(1) est une matrice de transvection simple et
T;:(—1) = ijil est I'inverse d’une matrice de transvection simple et que SL,(Z) est un groupe -donc contient
tous les inverses et les produits.

Ainsi Si,j € Sﬁn(Z)

> Corrigé de I’exercice 2.5
On trouve,

Rij =n—Ei)(In+ Eji)(In = Eij) = (In — Eij + Eji = Eii)(In — Ei )
=I,-FEi;j—E;+0+E;,;—E;;—E;+FE;j=1I,—-—E,;—FE;; —E;j+E;; =5,

> Corrigé de I’exercice 3.1

1. D’apres le théoreme de Bézout, il existe u,v € Z tels que au + bv = 4.
On a donc (pour le calcul de B*, voir 1.5.(c)) :

g = () (55 ) (0 0) = o) (0 0) = (antn 0 )= (5

2. § = aAb, donc d|a et §|b, il existe a’, b’ € Z tels que a = §a’ et b= §b’. On a alors (pour le calcul de HY
voir L.5.(c)) :

)

! , (1 —=d a 0 1 =vV\ [(a—ddé —adb 1 =v
HE X MECH™ = g 5 b o 1 )~ 5 b 0 1
[0 —ad'b 1 =v\ (0 —db (0 —ad'b
) b 0 1 “\Nd “Vs+b ) T\ 6 0
Orfa’b:f%b:f a/\bb:exa\/bavecezlsiab<0ete:flsiab>0.
a

Ilexistea',b'eZetezlsiab<0ete:—1siab>0telsqueH_a/><M'><H_b/:(a/O\b GX(SVb) )

0 1
-1 0
On a (en notant M”, la matrice trouvée a la question précédente) :

3. On consideére alors R=H 'BH ' = < > € SL9(Z) d’apres L5.(b).

" _ alb 0 oA
Rx M _( 0 e(a\/b))('_M>

Par transitivité, comme M =, M’ =, M" =, M"", on trouve

M est élémentairement équivalente & Da(a Ab,—e X a VD), avec e =1 si ab < 0 et e = —1 si ab > 0.

On note que a A b divise € X (a V b)...



> Corrigé de I’exercice 3.2
Si M est d’ordre 1, alors M = (d) est directement sous forme de la décomposition de SMITH-HERMITE.

Donc le théoréme des facteurs invariants est vraie si M est une matrice d’ordre 1.

> Corrigé de ’exercice 3.3

1. En fin de seconde partie, on a construit S; ; € SL2(Z) (pour tout i # j)

. Lo 14 . e L+ L;
qui fait les opérations élémentaires (multiplication & gauche) : ¢ 7
Lj +— —L;
. . , . 112 . T . N . Cl — —Cj
qui fait les opérations élémentaires (multiplication a droite) :
Cj — Ci

Plusieurs cas possible selon les valeurs de 4, jo.
— Sidp=1et jo=1, et [M]; , > 0 on ne fait rien.
et siip =1 et jo =1, et [M];, 5, < 0, on multiplie par la matrice diagonale D(—1,—-1,1...1) €
SL(Z)
(se démontre comme (HB™'H)? en 1.5.(b)).
On a donc bien I’équivalence élémentaire recherchée (avec I,)
— Siig # 1 et jo =1, (v est situé sur la premiére colonne).
on échange les lignes Ly et L;,, selon que [M];, j, est positif ou négatif (respectivement),
on fait { LI:: : fzﬁl ou { Lll/i(:_e_flio (respectivement) ,
autrement écrit, on multiplie & gauche par Sy ;, ou S;, 1 respectivement (et I,, a droite).
On a donc bien I'équivalence élémentaire recherchée.
— Sidp =1 et jo # 1, (v est situé sur la premiere colonne) on échange les colonnes C; et Cj,, selon que
[M;,j, est positif ou négatif (respectivement),

Cl — Cjo o { Cl — _Cjo

on fait (respectivement) ,

Cjo +— —-C4 Cjo +— C
autrement écrit, on multiplie a droite par Sj, ; ou Sy j, respectivement (et I,, & gauche).
On a donc bien ’équivalence élémentaire recherchée.

— Sidg # 1 et jo # 1, on fait successivement les deux opérations :
Ly < L;, . Cy < Cy, . o Cy =0y, ; o
{ Li, « —In puis { C,y — —C (si [M];y,5,0 > 0) ou C; — C) (si [M]iy,50 <0).

On a donc bien I’équivalence élémentaire recherchée.

Dans tous les cas, on peut placer, par opérations élémentaires, donc équivalences élémentaires,
v en position (1, 1) puis faire alors le reste des opérations envisagées. . .

2. Chaque terme de la premiére colonne de M’ se divise par v de la fagon suivante : [M']; 1 = vgq; + r;.
Chaque terme de la premiére ligne de M’ se divise par v de la fagon suivante : [M']; ; = vs; + t;.
Puis, on fait les opérations matricielles (pour ¢ > 1) : L; < L; — ¢;L1 et Cj < C; — ;1.

n

Cela se code matriciellement par la multiplication a gauche par Q1 = HTM(_”) € SL,(Z) (cela
i=2

commute) et & droite par Q2 = H Th,j(—s;) € SLL(Z)
j=2

Il existe deux matrices Q1,Q2 € SL,(Z) tels que M" = Q1 x M’ x Qo
.. " / " /
avec pour tout i, j € Ny, [M"]1; = ([M'1,;)%v = s et [M"];1 = ([M'];1)%v = r;.

3. A la fin du processus algorithmique commencé lors des deux questions précédentes, nous n’avons pas
trouvé une colonne et une ligne de 0, mais une colonne et une ligne de terme plus petit que v.
On recommence ainsi tout le processus :

1. choix du minimum non nul sur la premiére colonne et premiére ligne (tant que cela est possible).
2. déplacement en haut de la matrice, en conservant I’équivalence élémentaire

3. division euclidienne des termes.



On obtient une suite des choix de minimum strictement décroissante et a valeurs entiéres donc nulle a
partir d’un certain rang.

A T'étape juste précédente, on a eu impossibilité de choisir un minimum, i.e. tous les termes de la premiére
ligne et premiére colonne (sauf celui en position (1, 1)) sont nuls.

Ainsi M est élémentairement équivalente a une matrice avec My € M,,_1(Z).

Puis cette matrice M; est de taille n — 1, on peut donc appliquer 'hypothése de récurrence considérée
comme vraie pour toute matrice de cette taille : M; est élémentairement équivalente & une matrice
D,_1(da,...d,) avec dalds| - - - |d,.

On note Wy et Wy € SL,,_1(Z) telles que Wy x My x Wo = D,_1(ds, ...d,) avec dz|ds| - - |d,, alors par
blocs :

1] 0 al 0 1] 0 al 0
X X

= D.(a,dy,...d,)

0w 0| M, 0| W 0 | WM Wy

Puis on décompose Wi en produit de transposition de taille n — 1, et on reporte dans un calcul par blocs,
on trouve des transpositions de taille n.

110 110
Donc et € SL,(Z), puis par transitivité,
O W1 0 W2
Donc M est élémentairement équivalente a une matrice de la forme D,.(a,ds ..., d,) avec da|ds - - - |d,.

. D’apres la question II1.1, Ds(a, d3) est élémentairement équivalente & Do(a A da, € X a V da).
a f 0
La encore, en exploitant le produit par blocs avec des matrices du type [ v ¢ ,
0 In72
on trouve par transitivité, que
M est élémentairement équivalente & D,.(a A da, e X aV da,ds,...d,) avec da|ds|- - |d,.

On alors 01 = a A b|d3 = a V b, mais aussi d1|da|ds .. ..

Puis on applique le méme principe avec (a V d3) et d3 (coefficient 2 et 3), on obtient dy = (a V d2) A ds,
donc 1]d2|ds] . .. d, et ainsi de suite. Par blocs, on a des matrice élémentairement équivalentes.

En notant J;, = (\/ledk) Adgy1, on trouve

M =, D,(1,02,...9,) avec §1|d2| - - |dy.

Et donc le théoréme des facteurs invariants est vrai en taille n. La récurrence est démontrée.



	1 Etude de SL2(Z)
	2 Matrices élémentairement équivalentes
	3 Théorème des facteurs invariants

