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MPSI Devoir en classe

Sommes, produits & coefficients binomiaux

1 Probléme 1 : Inégalité des réarrangement

Soit n € N*.
On considere deux suites finies de réels positifs : aq,a9,...,a, et by, b, by,.
On suppose que ces suites sont ordonnées : a1 < as < a3+ < Ap_1 < Gy €6 by < by < bg--- < b,_1 < by.
On considére une permutation de (b;), que 'on note (¢;).
Autrement écrit; a tout i de [1,n], correspond un unique j de [1,n] tel que b; = ¢;
Avec les (¢;), nous avons perdu 'ordre de (b;).
n
Par la suite, on considere : S, = Z a;c; = aic1 + asca + -+ + aycy,
i=1
1. Combien existe-t-il de telles suites (¢;) possible ?
2. On suppose que % et j sont tels que b, = c¢; et b; = cy.
Quel est le signe de a;c; + ancp, — anby, — ajb; ?
3. On consideére la permutation (c;) obtenue & partir de (b;) par : V h ¢ {j,n}, ¢}, = cn, ¢; = b; et ¢;, = b,.
(Il s’agit bien d’une permutation, car comme h # n, ¢, # ¢, = b;. On peut prendre c;- =b;).

n n
Montrer que E apcr < E akCh,
k=1 k=1

4. (*) Démontrer alors, par récurrence sur n > 2, le résultat suivant :
pout toute permutation (¢;) de (b;), on a

n n n
E aibn,iJrl < E a;c; < E a;b;
=1 =1 =1

—_— = Y=

=5, =5, =5,
5. Application 1.
On considere z1,...x, € Ry.
. T1Xg - T4
En notant m = /122 2y, puis 4; = ————,
m

1
(a;) = (Ay) ordonnée par ordre croissant et enfin (b;) tel que b, = —,
montrer l'inégalité arithmético-géométrique :

JC1‘|'$2‘|""‘|"In

pour tout x1,xz,... 2, € R} V1 X To X -+ X Ty <

6. Application 2.
Démontrer 'inégalité de Tchebychev :

by + - anby ceda, bi4byt---+b,
VY (a;), (b;) € (RL)™ croissantes : a1 t-a <4 tart- - tan bitbt---+
n n n

7. Application 3.
Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(a1by + -+~ anbn)? < (af + a3+ +a2) x (b3 + b3+ ---+b2)



2 Probléme 2 : Inversion de Pascal

n
n
On suppose que (a,,) est connue et que pour tout n € N, b,, = Z (k) ag.
k=0
Le but de ce probléme est d’exprimer, pour tout entier n, a,, et fonction de la famille des nombres (by) ?

1. Cas n = 3. On suppose que l'on a le systéeme suivant :

apn = bo
ap  +a = b
S
( ) ao —|—2a1 +as = b2
ag +3a1 +3as “4as3 = b3

(a) Résoudre (S))
(b) Quel conjecture pouvez-vous faire liant a,, & (bg)g ?

h
h
2. Montrer que si pour tout entier h : by, = Z ( ,>ai,
im0 \!
: k
alors pour tout entier k, ax = Z(—l)k_J ( _>bj.
J

§=0
On fera bien attention au fait que la formule du binéme de Newton est fausse pour n =0 et a + b= 0.

3. Application. Le nombre S(n, p) de surjections d’un ensemble de n éléments dans un ensemble de p éléments

(p > n) vérifie )
=Y (z) S(n, k)

k=0
(On a pas besoin de savoir que S(n, k) est le nombre de surjections de N,, sur Ny,).
(a) Exprimer S(n, k) sous forme d’une somme.
(b) Donner les valeurs de S(n,1), S(n,2), S(n,n) et S(n,n —1).
4. Au XVII sieécle, on s’est intéressé a résoudre le probléme suivant :
Etant donnés n + 1 points yo, y1...Yn, quel est la fonction polynomiale f de degré le plus petit possible

telle que
fO =y fO)=y... ...fln)=y.
Etant donnée une suite (y,) de nombres, on note dyx = yr+1 — yr (dérivée en yi). Puis par récurrence
sur h € N :
Yk = i, h>1:6"ye =0" " yppr — 6"y

(a) Exprimer en fonction des y, les expressions de 0%y, et 6yqo.
Qu’en pensez-vous ?

(b) Montrer la formule de Briggs-Newton : le polyndme de degré n (minimal) passant par les points yo,
Y1,---Yn (en 0, 1...n respectivement)est donné par la formule :

= —1)...(z—k+1)
f(x) kX:% Yo 7!
k
(¢) Trouver la fonction polynomiale de degré 5 qui interpole y, = Z it.
i=0

Si Py(n) = Z k*, est un polynéme. Il est facile de calculer Py(0), Py(1), P4(2)...Combien suffisent ?

k=0
On pourra exploiter ’écriture selon le schéma de Newton :

Yo
dyo 4
Y 5*yo 1
oY1 5°yo 5 —4
Yo 8%, 8*yo parexemple : -3 10 (siyo=4,y1=5,y2=2et y3s =5).
5y2 53y1 2 6
Y3 5%ys 3
(51y3 5
Ya



