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Polynémes cyclotomiques, Z[X] & 3 of

1
=1

Notations :

Pour un entier naturel n donné, on note :
e G, = X" — 1 (en hommage au grand Gauss);
o U, = Z¢,, 'ensemble des zéros de Gy, c’est-a-dire ’ensemble des racines n-ieme de 'unité;
oV, ={z€U, |Vre[l,n—1],2" # 1}, ce sont les racines primitives n-itme de 1'unité;
e p(n) = card(V,) et &, = H (X — 2) (+ ce sont eux les polyndémes cylcotomiques).
z€V,

1 Factorisation dans Z[X]

On considére un nombre premier p et P, Q € Z[X], deux polyndmes a coefficients entiers.

> 1.1. Factorisation Z[X]
1. Redonner, pour tout n € Z, U'expression de [P x @], en fonction des nombres ([P]i)ogign et ([Q}j)ogg‘gn'
2. On va montrer, par contraposée, 'implication : (V n € N, p|[PQ],) = (Y n € N, p|[P], ou ¥V n € N, p|[Q]n)-

(a) Supposons donc que {n tel que p f[P],} et {n tel que p [[Q],} sont non vides (et inclus dans N).
Soient m = min{n tel que p /[ [P],} et m' = min{n tel que p / [Q].}. Montrer que p ne divise pas
[P Q]m-&-m’

(b) Conclure.

> 1.2. Contenu d’un polynéme de Z[X]

deg R
On note, pour R € Z[X]*, ¢(R) = /\ [R]r (PGCD des coefficients de R), appelé « contenu de R »(et ¢(0) = 0).
k=0
Par exemple, ¢(2X> +4X —6) =2A0A4A6=2ou c(6X* +10X% —15X) =6A0A10A0A15=1.
P
1. Montrer que P; := m est un polynoéme a coefficients entiers, puis que ¢(Py) = 1.
c

2. En exploitant ’exercice précédent, et les polyndmes P; et @1, montrer que ¢(P x Q) = ¢(P) x ¢(Q)

> 1.3. Factorisation(/irréductibilité) dans Q[X]/Z[X]
1. Soit R € Z[X] C Q[X]. Montrer que R est irréductible dans Z[X] ssi R est irréductible dans Q[X].
2. Soit p un nombre premier et R = Zaka € Z[X]. On note R = ZLTka (avec @y = a;%p).

k=0 k=0
Montrer que R(X?) = (R(X))?. On pourra raisonner par récurrence forte sur n = deg R.

2 Décomposition des polynomes G,. Polynémes cyclotomiques

> 2.1.

1. Effectuer, en paralléle, 'algorithme d’Euclide pour les nombres 14 et 3 et pour les polynémes G14 et Gs.
Donner un couple d’entiers (u,v) et un couple de polynémes (U, V) tels que 14u + 3v =1 et G14 x U +
G3 xV = Gl.

2. Montrer que pour tous entiers m >n > 1, G, NGy, = Goan

3. Factoriser G3 et G4 sur C[X], puis sur R[X].



2km
4. Factoriser Gy, sur R[X]. On notera, pour 1 < k < n, ¢;,n, = cos —.

n
Soit n € N, fixé. On cherche a factoriser G,, en produit de polynémes de Q[X] (donc de Z[X]) (questions 2.4).

> 2.2,
On commence par trouver une factorisation
1. On note, pour tout k € N, z; = e“»". On sait que U, = {z; k € [1,n]}.
Montrer que 2z, € V,, <= Ju € Z tel que (zx)" =21 <= kAn=1.
2. Montrer que U, = Wq),,Vq.
Donner la description des éléments de U;o regroupés selon les Vi auxquels ils appartiennent.
3. Déduire de la réunion disjointe précédente, que G,, = H ®y. Que vaut @157
d|n
4. Montrer, par récurrence forte sur m € N* que ®,, € Z[X] et est unitaire.
5. Quel est le de degré de @, 7 En déduire la valeur de Z ©(d), en fonction de n.
d|n
6. Montrer que si p est un nombre premier et k£ > 1 est un entier, alors

k—1 k—1

+ X (p=2)p"

1

D, = x(@=1p 4ot X" +1

7. Calculer ®@,,, pour n € {5,6}.

> 2.3.
1. Soit n € N, n > 2. Calculer ®,(0)

2. Calculer, pour n > 2, ®,(1) en fonction de la décomposition en facteurs premiers de n. Raisonner par

récurrence, en utilisant la premiére question.

> 2.4.
On démontre maintenant qu’il n’y a pas d’autres factorisations dans Z[X], ie que ®,, est irréductible.
™

Supposons pour cela que ®,, = A H P, ou chaque P, est un polynome irréductible et unitaire de Q[X] et A € Q.

i=1
1. Montrer que A = 1.
2. Soit z une racine de P; et p premier tel que p fn. Montrer qu'il existe ¢ tel que P;(zP) = 0.
3. Montrer que ®,, (défini en 1.5) n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non constant dans T
o o o p
Par I’absurde, on montrer qu’il existe @Q tel que Q|G,, et Q|G!, puis Q| XG!, —nG,. ..
4. (**) Montrer que i = 1, i.e. P1(2P) = 0, puis que pour tout k entier, premier avec n, P;(z¥) = 0.

5. Conclure

3 Sommes des puissances des racines
Soit @ un polynome de degré n de C[X] : Q(X) = Z b X*.
k=0

(X - ai).

On note ay, - -+ , o, ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b,

n

(2

n
On note, pour tout k € N* : T}, = Z af et Ty = n.
i=1
L’objectif est de calculer les termes de la suite (T )ren & partir des coefficients du polynome Q.

> 3.1. Exploiter le polyndéme @

1. Soit i € [1,n]. On note @; le polyndéme (justifié par la question suivante) défini par : Q;(X) =

Montrer que Q' est une combinaison linéaire des ; que 1’on déterminera.




X) — Qo
2. En remarquant que Q;(X) = w, montrer que l'on a :
.

Qi(X) = Zn: (Zn: bkafr> X!

r=1 \k=r

3. Déduire des questions précédentes que l'on a :
n—r
Vre[ln], rb=Y b7y
§=0

> 3.2. Relation de récurrence

1. Soit k € [1,n — 1]. Exprimer T}, en fonction de Tp,- -+ ,Tx—1 et des coefficients du polynéme Q.
2. Soit k > n.

(a) Montrer que 'on a : Z bjTk—nt; = 0.
§=0
(b) Exprimer alors Ty & laide de Tx—n, Tk—n+1,- -, Tk—1 et des coefficients du polyndme Q.

3. Conclure.

> 3.3.

Soit P € Z[X], un polyndéme unitaire de degré n > 1, irréductible dans Q[X] et dont toutes les racines complexes
sont de module 1.

L’objectif est de montrer que toutes les racines de P sont alors des racines de I'unité. Soient z1, ...z, les racines
complexes de P comptées avec leurs multiplicités, de sorte que

n

P=][x-=)
i=1
Pour tout entier k, Sy = 25 + 25 + ... 4+ 2k
1. Pourquoi est-ce que pour tout entier k € N, Sy € Z.

2. Montrer qu'il existe deux entiers k et £ (0 < k < £) tels que Sg4; = Sps; pour tout i € {0,1,...n}.
On fixe k et /.

n

3. Montrer que Z F(2)(2f = 2F) = 0, pour tout polynéme F € C[X] de degré inférieur ou égal a n.
i=1

4. Montrer que z1, 22, . . . 2, sont deux a deux distincts.

En déduire que 2°7F = 1, pour tout i € {1,2,...n} et conclure.

%

4 Application a la résolution d’un probleme diophantien

Soit p et ¢ deux nombres premiers vérifiant 3 < p < ¢. On note < p,q >= {mp + nq, m,n € N}.
Soulignons, que les nombres m et n sont des entiers naturels et non des entiers relatifs.

> 4.1.

1. Montrer que tout nombre entier R > (p — 1)(q — 1) appartient & < p,q >.
2. Le nombre (p —1)(¢ — 1) — 1 appartient-il & < p,q >?
> 4.2,
On définit les polynémes H = Z X®et K =1+ (X —1)H(X), qui sont donc a coefficients entiers.
seN\<p,q>
1. Quels sont les degré de H et de K 7

2. Calculer K pour le choix (p,q) = (3,5).
> 4.3.
Considérons deux polynoémes S, T € Z[X] tel que pour tout k € N, [S], € {0,1} et T = (X —1)S
1. Exprimer pour tout k € N, [T, en fonction des coefficients de S. En déduire que [T, € {-1,0,1}.



2. Soient k1 < ko € N tel que [T)i, # 0, [T]r, # 0 et pour tout k € [k1 + 1, k2 — 1], [T]x = 0.
Montrer que [T, X [T]g, = —1.

3. En déduire que K n’a que des coefficients égaux a —1, 0 ou 1 et que les 1 et —1 s’alternent dans la suite
des coefficients (il ne peut y avoir que des zéros comme coefficient entre ces nombres).
On admet (raisonnement combinatoire) que

Gp x Gy x K = Gpg x Gy
4. Quelles sont les racines de K, avec quelle multiplicité ?
On peut appliquer la factorisation de la partie précédente, p étant premier U, = g, Vg =V, WV, = {1} &V,

XP—1=G,=(X-1)d,

p—1
On peut faire la division euclidienne : ®, = XPlp XP2 4 4 X +1= ZXh.
h=0
On a donc GG K = (X = 1)°0,0,K =Gpo(X — 1) = (X 1) [[®a= (X - 1)*0,0,x  [[ 2a
dlpq dlpq,d¢{1,p.q}

On peut simplifier par (X —1)*®,®, : K = H D,.
d|pq,d¢{1,p.q}
Mais I’ensemble des diviseurs de pq est {1, p, ¢, pq} car p et ¢ sont des nombres premiers. Donc K = @,
> 4.4.
D’apres la question II.1., il existe «, § € N tel que pg + 1 = ap + fq.
1. Vérifierque 1 <a<g—letl1<f<p—1.

2. Montrer la formule :
a—1 B—1 q—1 p—1
o () o (o) o () (e
i=0 §=0 i=a =8
3. Montrer que le nombre N de coefficients non nuls [K]; de K est égal & 2a3 — 1.

-1
4. En déduire que N < pq2 .

PP+ 1

On pourra commencer par montrer que N est inférieur a 5
Pq



Correction des exercices

> Corrigé de I’exercice 1.1

1. Formule du cours. Elle marche méme pour n > deg P +deg@... :

n n

VneN[PxQln=> [Plix[Qni= Y [Plx[Q]

i=0 i+j=n

2. D’apres la formule précédente, en séparant la somme en trois parties :

m+m’ m—1 m+m/’
[PQ]m+m’ = Z [P]i[Q]m+m/—i = Z[P]i[Q]mMn'—i + [P]m[Q]m/ + Z [P]i[Q]m-&-m’—i
i=0 i=0 i=m+1
m—1
Or, pour tout i < m — 1, p|[P];. Donc , par combinaison linéaire enticre : p| Z [P)i[Q)mtm —i-
i=0
Et, pour tout i > m + 1, m+m’' —i <m’ — 1, donc p|[Q]m+m/—i, par définition de m’.
m+m’

Donc , par combinaison linéaire entiére : p| Z [Pli[Qlmtm’—i-
i=m-+1
Donc p|[PQ|m+m si et seulement si p|[P],, [Q]m -
Or p est un nombre premier, donc p divise [P],, X [@]m si et seulement si il divise 'un des deux termes.
Mais ceci est faux par définition de m et de m/'.

Par conséquent p ne divise pas [PQ]m4m-

3. En notant Pp : « {n tel que p f[P],} est non vide » ; Pg : « {n tel que p f[Q],} est non vide »et Ppg :
« {n tel que p f[PQ].} est non vide », on a démontré :  Pp et Pg = Ppq.
La contraposée de cette implication affirme donc:  NON(Ppg) = NON(Pp) ou NON(Pg).
Or NON(Pp) signifie {n tel que p [[P],} est vide, i.e. V n € N, p|[P],.
On a donc montré :

Si p divise tous les coefficients d’un produit de polynoémes entiers P x @,
alors p divise tous les coefficients de P ou p divise tous les coefficients de Q.

> Corrigé de 1’exercice 1.2

1. Puisque ¢(P) est le PGCD des nombres [P], alors pour tout k € N, ¢(P) divise [P]y.

P
Donc pour tout entier k € N, [P, = [(JDk) € Z et donc Py € Z[X].
c

[Pl
c(P)
Comme ¢(P)d divise tous les nombres [P]y, il divise alors leurs PGCD, donc ¢(P).

Donc § divise 1, il vaut donc 1.

Notons 6 = ¢(Py), le PGCD des coefficients de P;. Alors, pour tout k € N, §|[Py], = , donc ¢(P)d|[Pl.

C(Pl) =1

. p Q
2. Considérons donc P; = P et Q1 = Q)
On a donc ¢(Py) =c¢(@Q1) =1et Px Q =c(P)P1 x ¢(Q)Q1 = ¢(P)c(Q)Py x Q1.
Si ¢(P1Q1) # 1, considérons p un diviseur premier de c¢(P; x @1),
donc par transitivité p divise tous les coefficients [P Q1]
D’apres la question 2, alors p divise tous les coefficients de P; ou bien p divise tous les coefficients de

Q1-



Ainsi p divise ¢1(P) = 1 ou bien p divise ¢1(Q) = 1.
Cela est impossible car p > 2, donc ¢(P1Q1) = 1 (= ¢(P1)e(Qr)).
Enfin, montrons que ¢(AT') = |\|e(T), pour tout A\ € Z et P € Z[X]

dle(A\T) <= VneNd|[MN), <= VneNd| AT,

@VneN,éHT],M:) (T) < d | Xe(T)

) yle

Les diviseurs de ¢(AT) et ceux de Ac(T) sont les mémes; ces deux nombres sont associés.
Comme ¢(T) > 0 et ¢(AT) > 0 : ¢(AT) = |A|e(T).
Bilan : ¢(PQ) = ¢(c(P)P1e(Q)Q1) = [c(P)e(Q)[e(P1Q1) = ¢(P)e(Q)

c(PQ) = c(P)c(Q)

> Corrigé de I’exercice 1.3

1. Si R n’est pas irréductible dans Z[X],
il existe deux polynomes Ry et Ry € Z[X] tels que R = Ry X Ry et deg Ry > 0, deg Ry > 0.
Alors comme R; et Ro sont aussi a coefficients dans Z donc dans Q, R n’est pas irréductibles dans
Q[X].
Par contraposée : R irréductible dans Q[X] implique R irréductible dans Z[X].
Réciproquement, supposons que R(€ Z[X]) n’est pas irréductible dans Q[X],
il existe deux polynomes Ry et Ry € Q[X] tels que R = Ry X R et deg Ry > 0, deg Ro > 0.

Pour tout n € N, [R1],, = b—n € Q, fraction écrite sous forme irréductible (a, A b, = 1).
n

m
Notons my = PPCM (b;) et donc pour tout n € N, b, |my, notons ¢, = b—l €Zet Sy =my x Ry.

n

On a donc pour tout entier n € N, [S], = mlz—n = cpay € Z. Donc S; € Z[X].

n

S
Puis considérons T} = (T1)7 on adonc Ty € Z[X] et ¢(Th) = 1.
o1

De méme, il existe mg € N tel que Sy = mg X Ry € Z[X]. Soit Ty =

C(TQ) =1.
Ensuite : mlng = m1R1 X m2R2 = Sl X Sl S Z[X]
Donc ¢(S51)c(Sz2) = ¢(S5152) = ¢(mimaR) = |myma| X c(\}L) =my X ma X ¢(R).

Sa
— T Z|X] et
C(Sz),ona b € Z[X] e

Sl S2 5152 mlmlR N R

Enfin 1 x Th, = X = = .
PEERTAS)) T e(Sy) T e(S1)e(Ss)  mamac(R)  ¢(R)
Ainsi R = ¢(R)T} x Ty n’est pas irréductible dans Z[X].
Par contraposée : R irréductible dans Z[X] implique R irréductible dans Q[X].

R € Z[X] est irréductible dans Z[X] ssi R est irréductible dans Q[X].

2. Posons, pour tout n € NU{—oo}, H,, : « Si R € Z[X] avec deg R = n alors R(X?) = [R(X)]". »
— Si R =0, alors R(X?) =0 = [R(X)]”. Donc H_ est vraie.
— Soit R un polyndéme de degré 0, donc R est constant. On peut supposer R = ayp.

R(XP) =ay = R(X)]P. Donc Hy est vraie.
— Soit n € N. Supposons que H;, est vraie, pour tout k < n et k € NU {—o0}.
Soit R un polyndme de degré n + 1, supposons R € Z[X], degR=n+ 1 et [R],4+1 = a.
R=aX"" + R, avec deg R, < n.

Z
On applique la formule du binéme de Newton : —Z[X | est un anneau commutatif :
p

B = (@X" + F(X)" =Y (p) @x™) (B (X))

‘ 7
=0

or (p) T - 1)!(@513—_1)1)—! -1 226:11)’ done plé x <p>
p

Et p est premier donc pour tout ¢ € [1,p — 1], pAi = 1; d’aprés le théoréme de Gauss : p| ( )




Finalement, il ne reste plus que :

[RX)) = @X™)° (B (X)P +0+ -+ + 0+ [@X")" (B (X)) = (R (X))" +a" X"

Puis comme Hgeg g, est vraie, on a [R(X)]? = Ry (X?) +a”(X?)" = R1(X?) +a(XP)",
en exploitant le petit théoréme de Fermat : @ = @[p| puisque p est premier.

Et donc [R(X)]? = (R1(X) +aX") o X? = R(XP).
Par conséquent, H,, est vraie.

Pour tout polynéme R € Z[X], R(X?) = [R(X)]*.

> Corrigé de I’exercice 2.1

1. On a donc, en appliquant ’algorithme d’Euclide :

Un | Un | Qn | GU, + by
14=3x4+2 1 0 14
3=2x1+1 0 1 4 3
2=1x24+0 1 |-4]1 2

—-1] 5 2 1

Donc 14A3=1et (—1) x14+5x3=1.

Et pour les polynomes :
X1 =X - ) x (XM 4+ X3+ X5 X))+ (X2 -1)

X3 -1 =(X?-1D)x(X+1D)+(X-1)
X?-1 =(X-1)x(X+1+0

Un V., Qn AU, + BV,

1 0 G14

0 1 XM+ X%+ X%+ X? Gs

1 (XM + X%+ X+ X?) X +1 Go
X+ | XX X0+ X X XS X3 X241 (X +1) G1

Donc Giu AGs=Gret —(X +1)x G+ (X2 + X 4 X0+ X34+ X0+ X5+ X3+ X2 +1) x Gz =G

2. Soit m > n > 1, deux entiers.
On remarque que pour tout entier ¢ € N tel que m — gn > 0,

q
G, =G, % (Xm—n + xm—2n 4t Xm—qn) + XM 1 =@, X ZXm—kn + Gqun
k=1

En effet, par telescopage :

-1
Gn ximekn _ imeknJrniZq: mekn _ qZmeknii mekn — X™m_xm—an — Gm*Gm,—qn
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1

q
Ainsi, si g est le quotient de la division euclidienne de m par n, et r son reste : G,,, = G,, X Z X"+ G,

k=1
Or deg G, =r <n =degG,. On a donc écrit ici la division euclidienne de G,, par G,,.

On a donc G,, A G,, = G,, A G,. ou T, reste de la division euclidienne de m par n.
Notons (r;) la suite des restes dans 'algorithme d’Euclide appliqué a& m et n. Et ry_1, le dernier reste
non nul.
Alors, on a un invariant de boucle : pour tout k <N —1: Gy NG, -
Cet invariant vaut G, A G, = G, A G, au début de lalgorithme,
et il a pour valeur G, _, A Gry = Gman A0 = Gpan en fin d’algorithme.

Pour tous entiers m >n > 1, G,y A G, = Goupan-




3. Ces calculs sont célebres :

Gz =X —1= (X -1)(X - j)(X - j%)

=(X-D(X*+X+1)
Gi=X'—1=(X-1)(X - )(X+1)(X+z):(

~ DX +1)(X2+1)

4. Selon la parité de n, —1 est une racine (n pair) ou non (n impair) de G,,.
On commence par factoriser G,, sur C[X] : on connait exactement les racines de G,,, ce sont les éléments

de U,,.
ik
On sait également décrire parfaitement U, : U,, = {exp 2i ke 0,n—1]}
n—1 n—1
2ikm 2ikn
Go=J[X-2)=]]&x-e")=(xX-D)][X-e)
z€eU, k=0 k=1
Puis, notons que e-2* = e~ 5" = 2T T = o
Si n est impair, supposons n = 2h + 1
h 2ik 2h 2ik h 2ik h 2( )
ik ik ik i(n—j)m
Gn =(X-D]][(x=e") J] =) =x-D][(x-e")]]X )
k=1 k=h+1 k=1 j=1

j=n—k=2h+1—k

%)

2ikm 2ikm

T, 2ikm \ h ik
(X — ) (X — ™) = (X — 1) [J(X? - 2Re(e ™)
k=1

=

—(X-1)

B
Il
—

=X-1][(xX*-2c,,X+1)

=

>
Il
—

Si n est pair, supposons n = 2h

h—1 2h—1 h—1 h—1 o
Gn =(X-D[[x-e")X+1) [[ X-) =X -DX+D)[[(Xx ") [[(X - 7
k=1 k=h+1 k=1 j=1
j=n—k=2h—k
h—1 - — h—1
=X -DX 4D JJ(X =™ )X =) = (X = D)X +1) [[ (X = 2050 X + 1)
k=1 k=1
h—1 h
Gon = (X = D)X +1) J[T(X? = 2010 X +1) et Gangr = (X — 1) [[(X* = 240 X +1)
k=1 k=1

> Corrigé de I’exercice 2.2

1. Raisonnons par triple implications.
e Si z; € V,,, alors pour tout v € [1,n — 1], zp # 1.
Or zp € U, et card(U, \ {1} =n — 1.
Donc :
— ou bien [1,n — 1] = U, \ {1}, u — 2} est surjective et donc injective,
Dans ce cas z; admet un antécédent et donc il existe u € [1,n — 1] C Z tel que zj; = 2.
— ou bien [1,n — 1] — U, \ {1}, u — z} n’est pas surjective et donc n’est pas injective,

22
Il existe ug < up € [1,n — 1] tel que z;* = z;"* et donc 22" = ZE_ =1,
z
k
et donc z € V,,_,, ce qui est faux.
Finalement : il existe u € [1,n — 1] C Z tel que 2z} = z.
tkum 247 2ukm 2w
e S’il existe u € Z tel que z;; = z; On a donc exp = exp — donc = —|[27]
n n n

uk 1
donc — = —[1] puis ku = 1[n].
n n
Dong, il existe v) € Z tel que uk + vn = 1. Ainsi kK An =1 d’apres Bézout.
e Enfin, supposons que k An = 1.
Soit r € N* tel que z; € V,., comme z;; = 1, nécessairement, r < n.



2ikrm

Puis on a 1 = 2z, = exp , donc 7k = 0[n], donc n|kr.

n
Or n Ak =1, donc n|r. Ainsi € nZ N [1,n], bilan r = n.

2z €V, <= JuecZtel que (z)" =21 <= kAn=1.

. On rappelle que n et d (par la suite) sont des entiers naturels, donc positifs.
Soit d, un diviseur de n. Donc il existe n1 € N tel que n = nqd.
Soit z € Vg, alors z¢ =1 et donc 2" = 2% = (24)™ = 1™ = 1. Donc z € U,.
Par conséquent V; C U,,, on a donc U Vq=0U,
d|n
Réciproquement, soit z € U, (fixé!), i.e. 2" = 1.
L’ensemble {k € [1,7n] tel que 2* = 1} est donc non vide (il contient n) , inclus dans N,
il admet un plus petit élément kq( qui dépend de z).
Alors z € Vy,, par définition de kg et Vy,.
Puis, si on note § = ko A n, il existe u,v € Z tel que § = ukg + vn et donc

20 = (zk")“ x (M) =1"x1"=1

Nécessairement, & = kg et donc kg = § divise n.
On a la double inclusion, reste & montrer que la réunion est disjointe.
Si z € VgNVy, alors, SPDG, on peut supposer d < d'.
Donc z% =1 et pour tout k < d’, z¥ # 1. Donc d = d’. La réunion est disjointe.

U, = H'Jd|n“,ai
On a alors pour Ujs :
=J _j2 =1 =—1
im _im am am im _im im _im Sim __ 5im
U12:{15_17€37e 376476 476376 3786a€ Gaeﬁae 6}
—_—— ——
€Vy €V €Vsy €Vy €Veg €Via

. 1l s’agit simplement d’une décomposition d’un produit (car la réunion est disjointe) :

Go=[[(xX-2= ] (X—z)zH(H(X—z))zH(I)d

z€U, 2€W4n,Va dln \z€Vy d|n

On a alors, d’apres la question précédente : G1g = @1 X Py X P3 X Py X Pg X Pys.
Et d’apres la décomposition précédente,

Sim 5im

5
o) (X —e o )=(X2—2cos%+1)(X2—2cos%+l)

m‘;‘

P=(X—eT)(X—e T)X—¢

?, on a cos%r = —cos(m — 5—7T) = —cos - = —C, donc

T
Or en notant C' = cos — =
6 6

Prg = (X2 —2CX +1)(X?+2CX +1) = X"+ (2-4CHX? +1=X*"+(2-3)X +1=X* - X? +1

(On peut aussi calculer par division euclidienne de polynémes entiers successivement ®3 = X2 + X 4 1,
Py=X>+1letPg=X>-X+1...)

.Gy =9, X H ®4, donc P, est le quotient de la division euclidienne de G, par H D,
d|m,d#m d|m,d<m
Montrons d’abord que :
pour A, B € Z[X] tels que B|A dans Q[X], alors si B est unitaire, les coefficients de Q sont
entiers.



Supposons donc A = BQ, avec @ € Q[X]. On trouve alors pour tout entier n, [A], = Z[B}k[Q]n,k.
k=0
Supposons que d4 = deg A et dp = deg B, on a donc dg := deg @ = d4 — dp, puis

= [A]a, € Z ( car B unitaire, donc [Bl4, = 1).

Montrons alors par récurrence (forte), pour k € [0,dg], H : « [Qlag— € Z ».
— On vient de voir que [Q]a, € Z, donc H est vraie.
— Soit k € [0,dg — 1] tel que Ho, H1,- -, H sont vraies.

dg—1

[Qlag—k+1)[Blay = [Qlag—k-1[Blas = [Aldg+dp—k—1— Z [Bli [Qlag+dp—k—1-i
N————— N N——

i=0
€Z €z =[Q],€z

carr =dg —k+dp —1—1i2>dg —k et en appliquant H,..
—_——

>0
On termine en notant que [Blg, = 1. Donc Hy41 est vraie.

A
Ainsi, si B|A, avec A, B € Z[X] et B unitaire, alors ) = B est un polynéme a coefficients entiers.

Posons maintenant, pour m € N*, Q,, : « ®,,, est unitaire et & coefficients entiers. »
— ®; = X — 1, donc 9y est vraie.
— Soit m € N, m > 2, supposons que 91, ...Q,,_1 sont vraies.
Gy =9, H ®4, on a donc pour dlm et d < m, ®4 est unitaire a coefficients entiers.
d|m,d<m
Le produit de tels polynémes est unitaire, a coefficients entiers : B = H O, € Z[X] et est unitaire.
d|m,d<m

Gm
G, est également a coefficients entiers, donc @, = 5 est a coeflicients entiers.

Puis le coefficient dominant de ®,, est égale a celui de G, divisé par celui de B, i.e. 1= 1.

Donc 9, est vérifiée.

®,, € Z[X] et est unitaire.

Enfin, ®,, = H (X — z), produit de card(V,,) polynéme de degré 1, donc son degré est card(V,,)x =
z€V,,
p(m)

deg @,,, = o(m)

On a donc, d’apres la question précédente : deg G,, = deg H D, | = Z deg @y = Z o(d).
d|n d|n d|n

6. Soit p un nombre premier

P = {w;k;r €Ny et rAapt =1} = {w;k;r eENpetrAp=1} = {w;k;r € Npk\{p,2p,3p,...pk_1p}}

On a alors
k—1
pF T - Jp
xt' 1= [ (x-2= (X —wp) | x e = [ [T(X—wiD) | x @
z€U, r€{p,2p,...(p*~1)p} J=1
2pm . 27
Or w, = exp (zpk) = exp <zpk_l> = Wpk-1.
Pt . Pt J p i k—1
[Tx -t =11 (X— () ) I (X~ @p))= I x-2=x""-1
j=1 j=1 j=1 2€U _p_1



Par ailleurs, on a le telescopage :

(X(fo—l)pk’1 L x0T Ly x4 1)(ka71 1) = x=Dp" T - oxpt g
pF1
On fait la division par x* 1= H (X —w’?).
P
j=1
(I)pk — X(p_l)Pk71 + X(p—Q)Pk71 4+ ka71 +1

7. Comme 5 est un nombre premier, tous les nombres k € [1;4] sont premiers avec 5.
Donc ®5 x (X —1) = X5 — 1, donc

X° -1 2 3 4
b5 = =1+ X+ X" +X°+X
X -1
Pﬁz{w6,wg}.
2 2 1 3
Donc, comme wéz@zcos%—ising:§+ig,

g = (X —we)(X —wl) = X2 — 2Re(wg) + |ws]* = X2 - X +1

> Corrigé de ’exercice 2.3
1. Soit n € N, n > 2.
D’apres le lemme d’Euclide : kAn=(n—k)Ak,donc kAn=1<= (n—k)An=1.
Wk eP, = wk=w*ePp,

On peut donc séparer en deux les racines n-ieme primitive selon le signe de leur partie imaginaire : ~ Pour
n > 1, ni 1, ni —1 ne sont racines n-iéme primitive !!

o, = J] x-2&x-2= ] (X*-Re(x)X+][2?
z€P,,Im(2)>0 z€Py,Im(z)>0

Or si 2 est une racine n-ieme, |z|? = 1.
En prenant la valeur en 0

o,0= J[ 1=1

z€P,;Im(2)>0

2. Notons, pour tout n € N, n > 2,

, p sin=p
Ha: q)”(l):{ 1 sinon

", avec p nombre premier

— ®9(1) =141 = 2. Donc Hs est vraie.
— Soit n € N, n > 2, on suppose que Hy, est vraie pour tout k € [2,n].
Sin+1=pk,
avec la question 3.(a), on voit que ®,x(1) = (p— 1)1 +1=p.

T
Supposons que n + 1 = pr‘ avec r = 2.

=1
X" 1=(X-1)x 11 Dy | x Py
kln+1,k¢{1,n+1}
Donc

)(n+l -1 n X
II p | Xy = ——7— = > X
kln+1,k¢{1,n+1} k=0



En regardant en 1 comme H,. est vraie,
et que pour beaucoup de diviseurs d de n + 1, &4(1) =1 :

Bpp1 (1) % (cppla)cpp%u) By (1)) X x (@ (1) By (1)) x 1T =n+1

D, 1 (1) xpi* x...pfm =8p11() x (n+1)=(n+1)

Donc ®,,41(1) = 1.
Ainsi, tous les cas sont vérifies : H,,+1 est vraie.
La récurrence est démontrée :

", avec p nombre premier

Pour tout n > 2, ®,,(1) = { ]19 zinT(L)n: p

> Corrigé de ’exercice 2.4

1.

2z est une racine de P, donc de ®,,. Ainsi pour tout k < n, z2¥ £ 1 et 2" = 1.
Comme p est un nombre premier et que p fn, alors p An = 1. Puis (2P)" = 2",
D’apres la question précédente, on a : (2P)° = 1 <= nlps < n|s < s € nZ.
Ainsi, pour tout s € [1,n — 1], (2P)° # 1 et donc 2P € V,,.

i

Donc 2P est une racine de ®,,, ainsi ®,(2P) =0 = H P;(2?) Or C est integre, donc
i=1

il existe i € N,. tel que P;(2”) = 0.

Supposons que ®,, est divisible par le carré d’un polynome @ (non constant),

Ainsi, supposons qu’il existe Q,T € Z[X] tel que ®, = GQT et deg @ > 0.
Alors comme ®,, divise G,,, il existe S € Z[X] tel que G,, = X" — 1= Q \TT/S/
R
On peut dériver cette égalité polynomiale : X" ! = Q (2@ + @)
Donc Q divise 7X" 1, et divise X" — 1,
et Q divise aussi X(AX" 1) —A(X" -1)=n
Donc @ est une constante, non nulle, puisque 7 # 0, puisque p An = 1. On a donc une contradiction :

®,, n’est divisible par le carré d’aucun polynéme non constant.

Reprenons les notations données plus haut, Py(z) = 0 et P;(2F) = 0 avec i # 1.
La polyndéme R;(X) = P;(X?) admet donc z comme racine, comme le polyndme P;.
Ils ne sont pas premiers entre eux dans Q[X].
Mais si A = P; A Ry, alors A|Py, irréductible par hypothése. Donc A = P;.
Et finalement, P; = AA|R; (dans Q[X]).
La division euclidienne de Ry par P; (dans Q[X]) a un reste nul, mais elle s’effectue uniquement avec
des nombres entiers car P; est unitaire (remarque vue en cours).
Donc il existe S; € Z[X] tel que Ry = S x Py.
Prenons maintenant les classes modulo p (puisqu’on est dans Z[X]) :

PRy = Pi(X?) = [Ri(X)]P

_ . 7, o
Soit @), un facteur irréductible de P; dans —Z[X}, on a donc Q|P1\R-p.
p

Comme Q@ est irréductible, Q|P; et donc QQ|<I>7,L =P P x H ?J
G#1,i
D’apres la question précédente, cela n’est possible que si @ est constant. Donc P; est constant.
Impossible, donc i = 1

Pl(Zp):O.

Le résultat a été montré pour tout nombre premier p, premier avec n. Montrons par récurrence sur
s € N¥,

: «Si k = p1---ps, produit de s nombres premiers (qui peuvent se répéter) tel que k An = 1, alors
Py(2") =0».



— Si k = pq, c’est toute la partie précédente.
— Soit s € N*. Supposons que H est vraie.
Soit k = p1 - - - psps+1, produit de s + 1 nombres premiers (qui peuvent se répéter) tel que k An =1,
On note k' = p; - - - ps, on a alors k' An = 1, on peut appliquer H.
Donc Py (z*') = 0. Notons 2’ = z*', ¢’est une racine de Py,
on a donc, puisque ps11 An =1, P((2")P**') = 0 (question précédente pour (z,p) < (', pss1))-
Et donc finalement, P; (zk) = 0. Donc Hs1 est vraie.

Pour tout k entier, premier avec n, Py(2") = 0.

4. Soit z € V,,, alors on montre que V,, = {z* ; k An = 1}.C’est vrai pour tous, mais on se contente de
247

z=e€en .
Et donc tous les éléments de V,, sont des racines de P;, donc ®,, = P;.

Ainsi @, est irréductible dans Z[X].

> Corrigé de I’exercice 3.1

1. C’est un résultat de cours, qui s’obtient par télescopage.
Soit m > 1, (en posant h =k + 1) :

m—1 m—1 m—1
I IR SIS W
k=0 k=0

k=0

m—1 m—1
=X"+ E apX™ Tk — E apX™h — ™
k=1 h=1

m—1
Pour tout a € C, et tout entier naturel m > 1, X™ —a™ = (X — a) (Z akalk)
k=0

2. Soit i € [1,n]. On note Q; le polyndme défini par :

x an(X*O‘j)
Qix) = 28— = [ — a)

— oy X — oy L1
! ! i

La formule de dérivation d’un produit donne :

Q=0 | [I(X—ey) | =3 @
=1 j;él =1
3. Comme Q(a;) = 0, on a bien Q;(X) = %S(ai).

Or, par linéarité (les termes en k = 0 s’annulent) :

n n

Q(X)_Q(Oéi) :st(Xs_af) ZbS(X—ai) (iaéﬁXs—l—k>
k=0

s=1 s=1

d’apres la premiere réponse.
On trouve donc
— O
Q= Q— Qo) _ S beakxeoick

X — (67
0<k<s<n

Puis en faisant le changement de variable » = s — k (k remplacé par r), on a

0<s—r<s<n<=se[ln],re[l,sj<=1<r<s<n



Donc

Qi — Z bsaf_TXr_l — Z <i bsaf_r> X1

1<r<s<n r=1 \s=r

4. Donc on trouve :

oS -Fo-f (53
r=1 =1 i =

r=1 i=1 s

s

T

L’écriture sur la base (1, X,... X" 1) est unique, donc

VreN,, rb,. = i bs (i a;?-f) _ i bTs_,
i=1 s=r

s=r

Reste a faire le changement de variable j = s —r :

Vr e [[].,TL]], T'br = Z br+jTj
j=0

> Corrigé de 1’exercice 3.2

1. On a donc trouvé donc une relation de récurrence triangulaire entre les T :

rbr = (brTO + br+1T1 + -+ bnTn—r)

1
Donc Tn—r = bf (Tbr — bTTO — br+1T1 — = bn—lTn—T—1)~

En notant k, lennombre n—r:

Pour k € [[1,71 — 1]], Ty, (’I“br —b. Ty — br+1T1 — = br+k71Tk71)'

1
=5

2. Soit k > n.

n
On sait que pour tout i € N,,, Q(c;) = 0, donc Z bpal = 0.
h=0
On multiplie par ozf_", puis on additionne pour i de 1 a n :

n n

= Z <a§—n i b}ﬂ?) _ Z ibha;ﬂ_h_n _ i thk—n—i-h
h=0 h=0

i=1 h=0 i=1

3. Comme pour plus haut, on trouve

boTk—n +b1Tk—ny1 + -+ + 0Tk

k—1
~1 -1
= bf (bOTk—n + blTk—n+1 + -+ bn—lTk—l) = bf Z bj_k+nTj

j=k—n

Tk

> Corrigé de I’exercice 3.3

1. On démontre le résultat par récurrence forte sur k.
Notons, pour tout kK € N, Py : « S, € Z ».
— So =n € N. Donc Py est vraie.
— Non nécessaire : S;1 =21+ 20+ -+ 2z, = —[Plp-1 € Z.
Donc Py est vraie.

10



— Soit n € N. Supposons que pour tout k > n, Sy € Z.
En premiére partie on a vu que [P],,S,+1 est une combinaison linéaire de la forme produit de [P]; par
Sp(h<n+1).
Or [Pl € Z, car P € Z[X], Sn € Z, par hypothese de récurrence.
Donc [P],Sp+1 € Z. Et comme P est unitaire, [P],, = 1 et donc P41 est vérifiée.

Donc pour tout entier k € N, Sy, € Z.

2. Comme pour tout i € N, |z] € 1, alors

1=n

n
|Sk| < |zi|* <
=1 1

n
= i=

Donc Sy € [—n,n].
Ainsi, pour tout k € N,

(Sk7 Sk+1, - Sk+n) c [[—n, n]]”'H

Or lensemble [—n,n] est fini (il posséde au plus (2n + 1)" T nombres - n est fixé!).
Donc nécessairement, il existe k # £ € N tel que (Sk, Sk+1, - - - Sktn) = (Se;, Se41, -+« Sotn)

n+1

Il existe deux entiers k et £ (0 < k < £) tels que Si4; = Seyi pour tout ¢ € {0,1,...n}.

On fixe k et /.
d
3. Soit F' € C,[X], on peut supposer que F' = Zanj (avec d < n).
§=0
n d n ) n ) d
ST - =Yg (Z ZH - sz“> =D i(Sess = Skrs) =0
i=1 §=0 i=1 i=1 §=0

4. On a déja fait cette premieére question d’'un DS1 mais elle n’est pas facile.
On note pour a, I'une des racines z; de P,

Zo ={T € Q[X] | T(a) = 0}

7, est non vide, puis P € Z,,. L’ensemble {deg P, P € Z,,, P # 0} est non vide.
On note r = min{deg P, P € Z,} et T,. € Z,, tel que degT, = r.
On peut faire la division euclidienne de P par T,., dans le corps de base :

P=T.Q+R

Ainsi Q, R € Q[X] et R(a) = P(a) — Q(a)T-(a) = 0.
Donc R € 7, et deg R < deg @. La seule possibilité est R = 0, sinon on a une contradiction.
Donc T, divise P. Mais par hypothese, P est irréductible donc P = T,..
Puis
Si « est une racine double de P, alors « est aussi une racine de P’.
P’, comme P est un polynéme a coefficients entiers.
Donc P’ € Z,,, avec deg P’ < r. Impossible.

Ainsi toutes les racines de P sont distinctes (aucune n’est double)

X—Zj

On a donc en prenant F = L; = H

(polynéme de degré n — 1, au plus) :
. . Zl vl
J#i

j=1

Or |z| = 1, donc zF # 0, ainsi

2t7F =1, pour tout i € {1,2,...n}.

7

Donc les racines de P sont toutes des racines ¢ — k-iéme de I'unité.

11



> Corrigé de I’exercice 4.1

1. Soit R> (p—1)(¢ — 1).
p et g sont premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres premiers.
Donc il existe u,v € Z tel que up + vqg = 1. En multipliant par R, on a Ru X p+ Rv X ¢ = R.
Le probleme est que ces nombres sont des entiers relatifs, et non naturels, a priori. Considérons un
autre couple (a,b) € Z* tel que ap + bg = R = Rup + Ruq.
On a donc (a — Ru)p = (Rv — b)q. Donc p|(Rv —b)q et comme pAgqg=1, p|Rv—b.
Par conséquent : il existe s € Z tel que b = Rv — ps
et ensuite ap = Rup + Rvq — bqg = Rup + pqs = p(Ru + ¢s) donc a = Ru+q.
On cherche donc deux nombres a et b tels que a = Rulq] et b = Rv[p] et a,b > 0. Faisons la division
euclidienne de Ru par g. Il existe donc a € [0,q — 1] (reste de la D.E.) tel que Ru = aq].
Et il existe s € Z tel que Ru = sq+a, on a alors R = Rup+ Rvq = sqp+ ap+ Rvq = ap + (sp + Rv)q.
Notons b = sp + Rv € Z. On a donc R = ap + bq.
Or0<a<qg—1,doncp>0:0<ap<plg—1)=pg—p
EtR>2(p—-1)(¢—1)=pg—p—q+1,doncap< R+qg—1letbg=R—ap>1—q.
Orsib<0,b< —1 et donc bg < —q (¢ > 0). Ceci n’est donc pas possible donc b > 0.

Ainsi, pour tout R > (p — 1)(¢ — 1), il existe a,b € N tel que R = ap + bqg €< p,q >

2. Supposons par I'absurde qu'il existe a,b € N, tel que ap+bg=(p—1)(¢—1)—1=pg—p—gq.
Donc (a4+1—¢)p+ (b+1)g=0. Ainsi ¢[(a+ 1 — ¢)p et comme pAg=1, gla+1— g et donc qla + 1.
Mais a € N, donc a + 1 > 0 et donc il existe s € N* tel que a+ 1 =sg et donca+1—¢qg=(s—1)q.
On aalors 0= (s — 1)gp+ (b+ 1)g, donc (s — 1)p+ (b+ 1) =0, alors que s — 1,p,b+1 € N.
Nécessairement : s — 1 =0et b+ 1 =0, donc b = —1. Contradiction.

(p —1)(g — 1) — 1 n’appartient pas & < p,q >.

> Corrigé de I’exercice 4.2

1. D’apres les questions précédentes, pour tout k > R(= (p — 1)(¢ — 1)), k €< p,q >, donc [H]x = 0.
Ainsi deg H < R.
Et R—1¢<p,q >, donc [H|g—1 # 0 et donc donc deg H > R — 1.

Par double inégalité : deg H =R—-1=(p—1)(¢—1)—1=pg—p—gq.

Puis deg((X — 1)H) = deg(X — 1) +degH = 1+ degH > 1, donc deg K = max(0,deg((X — 1)H) =
1+degH.

deg K =R=(p—1)(¢—1).

2. Pour ce couple, R=(p—1)(¢—1)=2x4=38.
Les termes suivants (> 8) ne sont pas intéressants & étudier.
Ona,deplus, 0=0x34+0x5,3=1x34+0x5,5=0x34+1x5,6=2x3+0x5dans <3,5>.
Donc H = X' + X2 + X* + X7. Puis

K=1+X-1)H=1-X+X3-X*4+X°-X"4+Xx8

> Corrigé de ’exercice 4.3
k
1. Pour tout k € N, [T]k = Z[(X — 1)}2[5}]4_1 = [X — 1]0[S]k + [X — 1]1[S]k_1 +0+---= *[S]k + [S]k—l-
i=0
Or [Sk, [S]k—=1 € {0,1}, donc

[Tk = [STk—1 — [STk € {=1,0,1}

2. Pour tout k € [k +1,ka — 1], [T] = 0 = [S]k—1 — [S]k, donc [S]x = [S]k—1-
La suite ([S]k)k, <k<ks—1 €St donc une suite constante.
Alors que [T]kQ = [S]k2_1 — [S]k2 75 0, donc [S]kQ 7é [S]k2_1 = [S]k1~

12



et de méme [T, = [S]k, -1 — [S]k, # 0, donc [S]k, -1 # [S]k,
Ainsi, ou bien V k € [k1, ke — 1], [S]k—1 =0, [S]k,—1 = 1 et [S]k, = 1,
ou bien V k € [k1,ka — 1], [S]k—1 =1, [S]k;—1 = 0 et [S]x, =0,
Et donc, dans le premier cas : [T]g, = [S]k,—1 =[Sk, =1—-0=1et [T]x, = [S]ky—1 —[S]k, =0—1 =
dans le second cas : [T)k, = [S]k;—-1 — [S]k, =0—1= =1 et [T)x, = [S]ko—1 — [S]k2 =1-0=1.
Dans tous les cas :

[T]kl X [T]kz =-1

3. Le polynéme H vérifie les méme conditions que le polynéme S des questions précédentes, donc (X —1)S.
Ainsi les coefficients de K —1 = (X — 1) sont tous égaux & —1, 0 et 1 et que les 1 et —1 s’alternent dans
la suite des coeflicients de K — 1.
Par ailleurs, [(X — 1)H]o = —[S]o € {—1,0} et donc [K]o =[1+ (X —1)H]o =1—[S]o € {0,1}.
Si [K]o = 0, alors nous avons l'alternance de —1 et 1 dans les coefficients non nuls de K — 1 donc de
K.
Si [K]p =1, alors [S]p = 0, et donc le premier coefficient non nul pour (X — 1)S est donné en r
avec [(X —1)S], = [S]r—1 — [S]» =0—1= —1, donc [K],, = —1, ce qui alterne bien avec [K]o = 1.

Donc K n’a que des coefficients égaux a —1, 0 ou 1
et les 1 et —1 s’alternent dans la suite des coefficients (non nuls).

On vérifie bien ce résultat sur notre exemple (p, q) = (3,5).

4. 1 est racine simple de G, et de G, donc racine double de GG .
Et 1 est racine simple de G, et de G, donc racine double de G,G,.
Donc 1 n’est pas racine de K.
Et, d’apres la factorisation précédente : les racines de K, sont les racines de G, 4 qui non racines de G,
et de Gy.

Donc les racines de K sont les éléments Uy, \ (U, U U,), chacune d’ordre 1.

> Corrigé de ’exercice 4.4

1. Si a =0, alors ap + 8¢ = Bq = pq + 1, donc (8 — p)g = 1. Donc ¢ divise 1. Impossible.
Donc nécessairement, o # 0 i.e. a > 1. Pour les mémes raisons : 8 > 1.
Puis 1 — B¢ = (a—¢q)p. Or 1 — Bq < 0, puisque § > 1 et ¢ > 2. Donc a —p <0, ie. a <p—1.
Pour des raisons symétriques : 8 < g — 1.

I1<a<<g—letl<pBLp—1.

a—1 qg—1 p—1
2. Notons T = (Z X”’ Z Xia| — x—ra (Z X¢p> x | Y X9, Alors (telescopage)
i=0 i=a j=8

a—1 B—1 q—1 p—1
Gy xGyxT = (Gp (Xp)i> x |Gy ) (X9 | —XPa (Gp ) x | Gy > (X
1=0 j=0 i=a i=pB
a—1 B—1
_ (Z (XP) i+l Xp)i> (X9) j+1
=0 7=0

q—1
_ XPa (Z(Xp)iH — (XP)i ) Z(Xq )it —
i=a j=B
_ (Xpa _ 1) (Xqﬁ _ 1) _ XPa (qu _ Xpa) (qu _ Xqﬂ)
— XpotaB _ xaB _ xpe 1 xpay x98 4 xpa _ xpotab-pg
:qu+1prq—X+1:(qu—l)(X—l):quxGlszqu><K

car pa+ g8 = pqg + 1.
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Par régularité dans K[X], on a donc

a—1 B—1 q—1 p—1
K=T= <ZX”7> x | Yo xir| - X (ZX”’) x| ) X

i=0 §=0 i=a =B

a—1
. Le polynéme Z X possede exactement « coefficients non nuls ;
i=0
i 51
et le polynémez X779 possede exactement [ coefficients non nuls.
§=0
a—1 B—1
Par développement, (Z X”’) X Z X797 possede a x B coefficients non nuls,
i=0 j=0
ce sont les coefficients de X0, X?.. X (o=Dr. xa xprta  x(a=Dpta. . of x(B-Da  x(a=Dp+(E-1)g
q—1 p—1
De méme, par développement, (Z sz) X Z X779 | possede (¢ — a)(p — B) coefficients non nuls,
i=a =8

ce sont les coefficients de X P8¢ x(etptba. .. x(a=1p+p-1)q

q—1 p—1
Rappelons que ap + 8¢ = pg + 1, donc X P4 (Z Xip> Z X749 | posséde comme coefficients non
i=a i=B
nuls,
les coefficients de X!, XP*! ... XP47P=% en nombre égal & (¢ — a)(p — ).
Tous ces coefficients non nuls sont associés & des monomes distincts.

Donc K possede af + (¢ — a)(p — f) = 2a8 — pa — g8 + pg = 2a — 1 coefficients non nuls.

Le nombre N de coefficients de K est égal a 2a5 — 1.

1

. On sait que ap + g = pq+ 1, donc g = —Ba—i—p—i— —.

q q

1
Considérons N : o — 204(—204 +p+ —) — 1, polynomiale de la variable réelle a.
2 1
N'(a) = —4Pa 4 2p+ =. Et donc N'(a) =0 <= a = pq2—|—

q q P

Comme N”(a) < 0, ¢’est un maximum. Donc:V a € R, N(a) < N <

pq+1> _pa+1)? PP+
2p 2pq 2pq

1
Ainsi, N < bq + — < ba + = Or p, g sont premiers impairs, donc
2 2pq 2 2
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