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28. Déterminant
Calculs directs
N° 552
A l’aide de combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes, dé-
terminer, sous forme factorisée, les déterminants qui suivent où
(a,b,c) 2 K 3 (K =R ou C) :

ØØØØØØ

1 1 1
a b c

a2 b2 c2

ØØØØØØ

ØØØØØØ

a +b b b
b a +b b
b b a +b

ØØØØØØ

ØØØØØØ

1 1 1
b + c c +a a +b

bc ca ab

ØØØØØØ

ØØØØØØØØ

1 a 1 b
a 1 b 1
1 b 1 a
b 1 a 1

ØØØØØØØØ

ØØØØØØØØØ

a2 ab ab b2

ab a2 b2 ab
ab b2 a2 ab
b2 ab ab a2

ØØØØØØØØØ

N° 553
Soit (a,b,c,d) un quadruplet de K4, déterminer les déterminants
qui suivent : ØØØØØØØØØ

1 a a2 b + c +d
1 b b2 a + c +d
1 c c2 d +a +b
1 d d2 a +b + c

ØØØØØØØØØ
ØØØØØØØØ

cos(2a) cos(a +b) cos(a + c) cos(a +d)
cos(b +a) cos(2b) cos(b + c) cos(b +d)
cos(c +a) cos(c +b) cos(2c) cos(c +d)
cos(d +a) cos(d +b) cos(d + c) cos(2d)

ØØØØØØØØ

N° 554
Calculer les déterminants qui suivent :

ØØØØØØØØØØØØ

1 1 1 1 . . . 1
1 2 2 2 . . . 2
1 2 3 3 . . . 3
...

...
...

...
...

...
1 2 3 4 . . . n

ØØØØØØØØØØØØ

ØØØØØØØØØØ

S1 S1 S1 . . . S1
S1 S2 S2 . . . S2
...

...
...

...
...

S1 S2 S3 . . . Sn

ØØØØØØØØØØ

avec Si =
Pi

k=1 k
N° 555
Calculer le déterminant 2p £2p suivant :

ØØØØØØØØØØØØØØØØ

a 0 0 . . . 0 b
0 a 0 . . . b 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 b 0 . . . a 0
b 0 0 . . . 0 a

ØØØØØØØØØØØØØØØØ

N° 556
Pour tous entiers n et p, calculer le déterminant

D(n, p) =

ØØØØØØØØØØ

n2 (n +1)2 . . . (n +p)2

(n +1)2 (n +2)2 . . . (n +p +1)2

...
...

...
...

(n +p)2 (n +p +1)2 . . . (n +2p)2

ØØØØØØØØØØ

N° 557
Calculer Dn = det(|i ° j |)1…i , j…n .

N° 558
Soit A = (ai , j )i , j2Nn

où ai , j = (°1)max{i , j }. Calculer det(A).
CCP 2009
N° 559
Calculer le déterminant de la matrice A = (ai , j )i , j carrée d’ordre
n   3 où ai , j = cos(i ° j ). (Oral CCP PC 2007)

N° 560
1. Soit C 2Mn (K). On suppose que pour tout M 2Mn (K),

det(C +M) = det M .
Montrer que C = 0.

2. Soient A,B 2 Mn (K). On suppose que pour tout M 2
Mn (K), det(A+M) = det(B +M).
Montrer que A = B .

3. Soient A,B 2 Mn (K). On suppose que pour tout M 2
Mn (K), det(A+M) = det(B +t M).
Montrer que A =t B .

CCP 2009

Relation de récurrence
N° 561
Déterminer le déterminant qui suit en recherchant une relation de
récurrence :

ØØØØØØØØØØØ

a +b b b · · · b b
a a +b b · · · b b
a a a +b · · · b b

a a a · · · a a +b

ØØØØØØØØØØØ

;

N° 562
Déterminer la valeur de

Dn (t ) =

ØØØØØØØØØØØØØØØØØØØ

2cos(t ) 1 0 . . . 0 0
1 2cos(t ) 1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 0 0
. . . 2cos(t ) 1

0 0 0
. . . 1 2cos(t )

ØØØØØØØØØØØØØØØØØØØ

N° 563

Calculer le déterminant

ØØØØØØØØØØØØØØ

5 3 0 . . . 0

2 5 3
. . .

...

0 2
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . 3
0 . . . 0 2 5

ØØØØØØØØØØØØØØ

puis en général

ØØØØØØØØØØØØØØ

a +b b 0 . . . 0

a a +b b
. . .

...

0 a
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . b
0 . . . 0 a a +b

ØØØØØØØØØØØØØØ

Produit et déterminants
N° 564

On considère la matrice A =

0
@

a b c
c a b
b c a

1
A où (a,b,c) 2C3.
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En s’intéressant au produit de A par la matrice B =

0
@

1 1 1
1 j j 2

1 j 2 j 4

1
A

où j = exp(i 2º
3 ), calculer det A sous forme factorisée.

Comment généraliser ce que l’on vient de démontrer?
N° 565
Résoudre sur C le système :

8
>><
>>:

Æx1 +x2 +·· ·+xn = 1
x1 +Æx2 +·· ·+xn = Ø

. . .
x1 +x2 +·· ·+Æxn = Øn°1

N° 566
Soit M 2Mn (R) telle que t M M = In .

1. Montrer que M est inversible et déterminer son inverse.
Donner les valeurs possibles de det M .

2. On suppose n impair et det M = 1. Montrer que det(M °
In ) = 0. Qu’en déduit-on pour le système d’écriture matri-
ciel M X = X d’inconnue X 2Rn ?

N° 567
Soient A,B 2Mn (C).
Montrer que det(In + AB) = det(In +B A).
Etablir que det(In + A A) 2R.

On pourra considérer M =
√

In A
°B In

!
et N =

√
In 0
B In

!

N° 568
Soient X ,Y 2Rn .
Simplifier la valeur du déterminant de A = In + X t Y en utilisant

les matrices M =
µ

In X
°t Y 1

∂
et N =

µ
In 0
t Y 1

∂
.

CCP 2010

N° 569
(*) On pose ≠= (wk`)0∑k,`∑n°1 où w = e

2iº
n .

1. Calculer ≠≠ et en déduire le module de det≠.

2. Montrer que

argdet≠=
X

j<k

≥ (k + j )º
n

+ º

2

¥
[2º].

3. Calculer det≠

Déterminant de Vandermonde
N° 570

Calculer M = det

0
BBB@

1 2a +3 3a2 +4a 4a3 +5a2

1 2b +3 3b2 +4b 4b3 +5b2

1 2c +3 3c2 +4c 4c3 +5c2

1 2d +3 3d2 +4d 4d3 +5d2

1
CCCA.

N° 571
Soient a,b,c,d 2R et n 2N.

On s’intéresse dans cet exercice au calcul de¢n =

ØØØØØØØØØ

1 a a2 an

1 b b2 bn

1 c c2 cn

1 d d2 dn

ØØØØØØØØØ
.

1. Calculer ¢0, ¢1, ¢2 et ¢3.

2. Calculons ¢n . Soit P = X n +Æ+ØX +∞X 2 un polynôme
de degré n.

(a) Montrer que ¢n =

ØØØØØØØØØ

1 a a2 P (a)
1 b b2 P (b)
1 c c2 P (c)
1 d d2 P (d)

ØØØØØØØØØ
.

(b) Montrer qu’en exploitant le reste de la division eucli-
dienne de X n par T = (X °a)(X °b)(X °c), on peut
trouver ¢n sous la forme d’un calcul simple (avec
plein de zéros).

(c) Conclure que ¢n = Q(d) £ (d ° a)(d ° b)(d ° c) £ØØØØØØ

1 a a2

1 b b2

1 c c2

ØØØØØØ
.

(d) Que vaut ¢4 ?

Déterminant comme polynôme
N° 572
Soit (r1, . . . ,rn , a,b) 2Cn+2 avec a 6= b.

1. Montrer que P (x) =

ØØØØØØØØØØ

r1 +x b +x . . . b +x

a +x r2 +x
. . .

...
...

. . .
. . . b +x

a +x . . . a +x rn +x

ØØØØØØØØØØ

est

un polynôme de degré au plus 1

2. Calculer P (°a) et P (°b)

3. Expliciter ainsi P (x) et en déduire les valeurs de ¢1 =ØØØØØØØØØØ

r1 b . . . b

a r2
. . .

...
...

. . .
. . . b

a . . . a rn

ØØØØØØØØØØ

et ¢2 =

ØØØØØØØØØØ

0 b . . . b

a 0
. . .

...
...

. . .
. . . b

a . . . a 0

ØØØØØØØØØØ

4. Comment déterminer P (x) si a = b ?
N° 573
Calculer le déterminant matrice compagnon :ØØØØØØØØØØØØØØ

°x 0 · · · 0 °a0

1 °x
. . .

... °a1

0 1 °x 0
...

...
. . .

. . .
. . . °an°1

0 · · · 0 1 °x °an

ØØØØØØØØØØØØØØ
N° 574

Soit n 2 N§. Calculer le déterminant

ØØØØØØØØØØ

1 1 . . . 1

1 1°x
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 . . . 1 n °x

ØØØØØØØØØØ
(CCP)

Déterminant par blocs
N° 575
Soit M 2Mn (K ). On suppose que M peut s’écrire par blocs M =µ

A C
O B

∂
où A et B sont des matrices carrées.

Montrer que det M = det A det B
N° 576

(*) Soient A,B 2Mp (R). Montrer que det
µ

A B
°B A

∂
  0.

Problèmes
N° 577
Rang de la comatrice
Soit A une matrice carrée d’ordre m à coefficients dans K, avec
m   2.
On note ComA la comatrice de A. Montrer successivement que :
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1. Si rg A = m, alors rg ComA = m.

2. Si rg A = m °1, alors rg ComA = 1 (utiliser des applica-
tions linéaires.)

3. Si rg A ∑ m °2, alors rg ComA = 0

N° 578
Application multiplicative
Soit ' : Mn (C) !C non constante et telle que : 8 A,B 2Mn (C),
'(A£B) ='(A)£'(B).

1. Déterminer '(In ). Montrer que si A est inversible, alors
'(A) 6= 0.

2. Montrer que '(0n ) = 0. Montrer que si A est nilpotente
alors '(A) = 0.

3. Montrer que si A n’est pas inversible, alors '(A) = 0.

4. Connaissez-vous une telle application'? Y en a-t-il d’autres?

N° 579
Applications du Vandermonde

1. Démontrer l’existence d’un polynôme unique de degré in-
férieur ou égal à n ° 1 prenant des valeurs fixées en n
points.

2. Soient T0,T1, ..Tn°1 une suite de polynômes tels que
deg(Ti ) = i et x0, x1, .., xn°1, n éléments de K . Détermi-
ner le déterminant de la matrice (Ti (x j ))i=0,..,n°1; j=0,..,n°1.

N° 580
Déteminant de la matrice de Cauchy
Soient p un entier non nul, a1, . . . , ap ,b1, . . . ,bp des réels stricte-
ment positifs tels que, pour tout i , pour tout j , i 6= j ) bi 6= b j .

On note C (a1, . . . , ap ,b1, . . . ,bp ) =
ØØØØØ

1
ai +b j

ØØØØØ
1…i , j…p

.

1. Calculer de manière factorisée C (a1, a2, a3,b1,b2,b3).

2. Soit F (X ) =
(X °a1) . . . (X °ap°1)

(X +b1) . . . (X +bp )
. Déterminer la dé-

composition en éléments simples de F .

3. On note D le déterminant d’ordre p :

D =

ØØØØØØØØØ

1
a1+b1

· · · 1
a1+bp°1

F (a1)

...
...

...
1

ap+b1
· · · 1

ap+bp°1
F (ap )

ØØØØØØØØØ
.

En calculant D par deux méthodes différentes, déterminer
un lien entre C (a1, . . . , ap°1,b1, . . . ,bp°1) et C (a1, . . . , ap ,b1, . . . ,bp ).

4. En déduire que

C (a1, . . . , ap ,b1, . . . ,bp ) =

Y

1∑i< j∑p
(a j °ai )

Y

1∑i< j∑p
(b j °bi )

Y

1∑i , j∑p
(ai +b j )

.

5. Que vaut le déterminant de la matrice de Hilbert :
µ

1
i + j °1

∂

1…i , j…n

N° 581
Calcul de déterminant par blocs
On considère dans cette partie A,B ,C ,D des éléments de Mn (C).
On suppose que D £C =C £D

1. Soit la matrice définie par blocs

M =
µ

A B
C D

∂
2M2n (C)

A l’aide du produit
µ

A B
C D

∂µ
D On
°C In

∂
, montrer que

si la matrice D est inversible alors

det(M) = det(AD °BC )

2. Pour tout x 2C, on pose Dx = D°xIn et Mx =
µ

A B
C Dx

∂
2

M2n (C).

(a) Montrer que det(Mx ) = det(ADx°BC ) pour tout nombre
complexe x › S où S est un sous-ensemble fini de C.

(b) En déduire que l’on a det
µ

A B
C D

∂
= det(AD °

BC ) dés que D £C =C £D .

N° 582
Avec matrice de permutation
On note S, l’ensemble des matrices de permutation (un seul 1 par
ligne et par colonnes).

1. Montrer qu’il existe une bijection S :Sn ! S.

2. Montrer qu’avec les notations du cours :

Coef1,æ(1)(A)£· · ·£Coefn,æ(n)(A) =
nY

k=1
Coefk,k (AS(æ)T )

3. En déduire une formule compacte de la définition du dé-
terminant

N° 583
Théorème de Cayley-Hamilton(*) Soit M 2 Mn (K). On définit
pour tout t 2R,

¬(t ) = det(t In °M)

appelé la fonction caractéristique de M .

1. On note µp = (°1)p
X

IΩ
°
Nn

n°p

¢
det M I^I où M I^I est la

matrice M auquel on a enlevé les lignes et les colonnes
d’indices i 2 I .
Calculer µ1 et µn .

2. Montrer que ¬ est une fonction polynomiale en t , de degré
n.
Plus précisément, montrer que

¬M (t ) = t n +µ1t n°1 +µ2t n°2 +·· ·+µn°1t +µn

3. Montrer de la même manière que L(t ) =t com(t In °M)
est une fonction polynomiale en t , de degré n ° 1 et à
coefficients dans Mn (K).

4. Calculer L(t )£(t In°M), montrer que l’on obtient une ma-
trice colinéaire à In . Exprimer ce coefficient de colinéarité
en fonction de ¬M (t ).

5. En déduire la relation de Cayley-Hamilton :

¬M (M) = 0
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