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Intégrale KH sur un intervalle. Théorémes de convergence.

Objectifs
Le but de ce probleme est d’anticiper les résultats trés importants de seconde année, afin de faciliter leur appren-

tissage et surtout de voir comment les résultats se présentent (et de démontrent) dans le cas de I'intégrale de K-H.

Nous commencons par démontrer le résultat important de convergence monotone pour une suite de fonction
croissante sur un compact K. C’est le théoréme qui est a la base de tous les résultats de convergence seconde
année.

11 faut ensuite ’étendre sur des intervalles I non nécessairement compact (i.e. non [fermé et bornée]).

Pour se faire, nous commencons par définir la notion de fonctions intégrables sur I en nous concentrant sur les
fonctions positives selon la méme stratégie que nous suivrons pour construire les familles sommables (en premiere
année).

On conclura par le théoréeme phare de seconde année : le théoréme de convergence dominée.

1 Théoreme de convergence monotone.

> 1.1. ) )

On considere, pour tout n € N, la fonction f, : [0,1] — R, z + 2n? ( - x) siz €[0,—] et f,(0) = 0 sinon.
n n

1. Montrer que pour tout z €]0,1] (fixé!!), (fn(x))nen — 0.
On dit que la suite f,, converge simplement vers 0 sur |0, 1].

1
2. Soit € > 0. Calculer lim / fa(t)dt
n—-+oo e

n——+oo

1 1 1
3. Calculer, pour tout n € N, / fa(t)dt, lim / fa(t)dt et / lim f,, (t)dt.
0 0 0

4. Qu’en pensez-vous ?

Il n’est donc pas du tout évident que lim / fa(t)dt = / lim f,(¢)dt.
n—-+4o00 K Kn~>+oo

On notera par la suite K un compact (i.e. un segment ou un intervalle fermé et borné) de R.
(fn)nen sera une suite de fonctions définies sur K qui converge (simplement) vers f, i.e.

Ve K, (fn(x))neN — f(a:)

n—-+oo

> 1.2,
Rappeler le lemme d’Henstock pour une fonction ¢ intégrable sur K

> 1.3.

Considérons (f,,) une suite de fonctions définies sur K = [a, b], croissante et convergente vers une fonction f,

VeeK, VneN, foi(z)> ful) et (fulz)) — f(z)

On suppose que pour tout n € N, f,, € Z(K) et qu’il existe M € R tel que pour tout n € N, / fn <M.
K

On cherche & montrer f est intégrable et que / f=1lim ( / fn(t)dt>.
K K
Pour cela on fixe € > 0. On note ¢(K) =b—a > 0.

1. On note J,, = / fn(t)dt. Montrer que que (J,,) est une suite croissante, convergente.

K
On note J = lim(J,). On note Ny € N tel que Vn > No, J —e < J,, < J.
€

2. Soit n € N. Montrer qu'il existe §,, : K — R} tel que V oy, d,-fine, |J,, — S(fn,0p)| < onil



€

3. Montrer que pour tout ¢t € K, il existe N; > Ny tel que V n > Ny, 0 < f(t) — fo(t) < o)

4. Considérons 0 : K — R, t — dn, (t). Montrer qu’il s’agit bien d'une jauge sur K.

5. Soit o, une subdivision J-fine.
On suppose que o, = (([xi—1, 23], t:),7 € N,). Montrer que

Pt
N<l-% / P (@)dz| +
i=1"Ti-1 =

et majorer cette somme par 3e.
Pour la majoration du milieu par €, on exploitera le lemme d’Henstock (et la question 2).

|J —S(f,0p (fneo (@) = Faan(t:) da|+ fN(t y(ti) — f(t:)) da

6. Conclure

En réalité, on a une convergence uniforme de (f,,) vers 0, dés que pour tout n € N, f,, est continue (Lemme de
Dinr).

2 Fonctions intégrables

On dit que f est localement intégrable sur I, si pour tout compact K C I, f € Z(K) (mémesi f n’est pas positive).

On considere une fonction f positive sur I, un intervalle quelconque de R.

On dit que f est intégrable sur I si pour tout segment K C I, f € Z(K) et {/ f, K C I, K compact} est borné.
K

Dans ce cas, on note /f = Sup{/ fy, K C I, K segment}.
I K

> 2.1,
Montrer que si f est localement intégrable sur I, alors
e ou bien f est intégrable sur I

e ou bien sup{/ f, K C I,K segment} = +0co
K

Par la suite, nous ne considérons que des fonctions localement intégrables sur 1.
Dans le cas ou f est positive, on pourra alors toujours écrire [ f. Celle-ci valant +o0 si f n’est pas intégrable

I
et sa « vraie » valeur si f est intégrable. Il suffira donc de calculer cette valeur pour savoir si f est intégrable.

> 2.2,
Soit f, positive sur I, localement intégrable.

1. On suppose que f est intégrable.
) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un segment K C I, tel que V J, segment tel que K C J C I,

T
Lo

Montrer qu’il existe une suite de segment (K,,) tel que Vn €N, K,, C K41 C I et (/ f) — 400
K,

(b) Montrer qu’il existe une suite de segment (K,,) telqueVn € N, K,, C K,,11 C I et

2. On suppose que f n’est pas intégrable.

n—-4o0o
On pourra considérer I'opération suivante définie sur les segments : K := K; U Ky tel que si K1 = [a1,b1] et

Ky = [ag, b2, alors K = [min(ay, az), max(by, b2)].
K est bien un segment, il contient a la fois K1 et Ko. Et si K1, Ko C I, alors K C 1.

> 2.3.
Soient f,g: I — R, localement intégrables sur I.

1. On suppose que 0 < f < g et que g est intégrable sur I.
Montrer que f est intégrable sur I.

2. On suppose que |f]| est intégrable sur I. On note f; : x — max(f(x),0) et f_ : x — max(—f(z),0).
Montrer que fy et f_ sont positives et intégrables sur I.



> 2.4.
Soient f, g, positives et intégrables sur I. Soient A\, u € Ry.

1. Montrer que /f >0
I

2. Montrer que /()\f+ug)=>\/f+ﬂ/g
I I I

Le résultat reste-t-il vrai si p < 07?

On suppose maintenant que f n’est pas nécessairement positive.
Mais, on considere toujours que f est localement intégrable sur I.
On dit que f est intégrable sur I si |f] est intégrable sur I.

> 2.5.
Montrer que la relation R définie par : f R g < / |f — gl = 0 est une relation d’équivalence.

Les fonctions f de la classe d’équivalence de la fonction identiquement nulle sont qualifiées de fonctions négli-
geables.

On dit pour f et g deux fonctions dans la méme classe d’équivalence, qu’elles sont égales presque partout (ou
presque stirement).

> 2.6.
On considére une suite de fonctions (f,,) intégrables sur I, croissante (la suite!) et convergente simplement vers
f (sur I). On supposera également que f,, > 0 ().

Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si lim( / fn) existe, et dans ce cas, [ f = lim( fn)

I
L’hypothése (x) n’est pas nécessaire : il suffit en effet de soustraire fy a la suite (f,) pour obtenir (*) mais elle
est bien pratique.

Extension forte : au cas convergent simplement presque partout.

On peut résumer en si (f,,) est monotone, alors lim [ f, = [ lim f,,, dés lors que 'un des deux nombres est fini.
I I

3 Théoreme de Hacke. Critere de convergence de l’'intégrale sur un
intervalle

On commence par une observation pour des fonctions non bornées

> 3.1.
Est-ce que f:z +—

si x # 0, f(0) = 0 est intégrable sur [—1,1]?

1
V|
On s’intéresse maintenant a des fonctions quelconques définies sur 1.
Supposons que I = [a, b[ (on se concentre sur b, qui peut valoir +o00 ')

On dit, pour une fonction f localement intégrable, que 'intégrale / f(t)dt converge si F : z +— f admet
—b 7]
une limite lorsque z — b. On note alors f cette limite.
a
> 3.2,

Montrer que si f > 0 sur I, alors f est intégrable sur [ ssi I'intégrale / f converge.
a

—b

Montrer alors que 'on a /f = f.
I a

Application : Montrer que t — o est intégrable sur [1,+oo[ ssi a > 1.

1
On peut aussi s’intéresser & un critere de ¢t — 7 SO 10,1].

Dans ’exercice qui suit, le résultat est propre a 'intégrale de Kurzweil-Henstock. Pour I'intégrale de Riemann,
il n’y a que les intégrales impropres qui peuvent exister. Pour l'intégrale de Lebesgue, tout ceci n’a pas de sens



deés qu’une fonction n’est pas intégrable.
S’inspirant du résultat obtenu précédemment, et pour les fonctions non nécessairement a valeurs positives, on
dit que :

f est intégrable sur U'intervalle I de valeur d’intégrale A noté / f

I
si pour tout € > 0, il existe un segment K C I, une jauge ¢ : I — R’ tel que
V op = (([wi—1,®), i), i € Np)subdivision pointée 83, 5, |-finie avec K C [zo,x,]) C I,|S(f,0,) — A| < €

On notera que cette définition généralise bien la définition habituelle dans le cas ou I est un intervalle compact,
i.e. un segment.

> 3.3.

(**) Montrer le théoreme de Hacke (en exploitant le lemme d’Henstock).
Soit f : [a,b]— R.

Montrer que f est intégrable sur [a, b[ si et seulement si

B
f est intégrable sur tout [a, 5] avec a < B < bet 8 — / f admet une limite pour § — b.
a

—b
Et dans ce cas / f= / f)de

[a,b]
> 3.4.
Soit I un intervalle, fermé ou non.
On considére une suite de fonctions (f,) définie et KH-intégrable sur I.
On suppose, en outre, que :
e cette suite est croissante,
cest-a-dire : Vo € I,V n €N, f,(z) < froy1(x).
e cette suite est convergente vers une fonction f sur [ :
Vezel,VneN, (fu(z)), — f(x)

e la suite (/ fn(t)dt) est majorée par une constante M (indép. de n).
I n

n—-+oo

Alors f est KH-intégrable sur I et / f= lim / fn-
I I

Théoréme de convergence monotone sur I pour f quelconque

> 3.5.

1. Démontrer le lemme de Fatou :
Soient f,, g des fonctions KH-intégrables, avec pour tout n € N, f,, > g.

Si lim inf fu(z)da < 400, alors f =limIm ,_, o0 fr est finie presque partout, H K-intégrable et on
n——+0oo I

/lim inf f,, < lim inf/f
I I

2. En déduire le théoréme de convergence dominée :
Supposons que (f,) est une suite de fonctions intégrables sur I et pour tout = € I, |f,(z)| < g(z). On
suppose que g est intégrable et que (f,,) converge simplement vers f.

Alors f est intégrable sur I et lim /fn(t)dt = /f(t)dt.
n—+o0o I I

a



Correction des exercices
> Corrigé de I’exercice 1.1
1
1. > 0 est fixé. (=) = 0.
n

1 1

Donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N, x> — (N = |—] +1).
n T

Donc pour tout n > N, f,(z) =0 et donc (fn(x)) — 0.

2. Soit € > 0, d’apres la question précédente,

1
il existe N tel que pour tout n > N et tout t > €, f,(t) =0, donc / fa®)dt =0

n—-+oo

1 1 2 1
n 1 1 x " 1
_ 2 _ 2 _ 2 —
1

C’est une valeur constante, donc lim fa(®)dt = 1.
n—-+o0o 0

1
et lim /f”(t)dtz(]

La fonction f n’est pas bien définie en 0. Mais on a dit que la valeur d’une intégrale d’une fonction

1
n’était pas modifiée par sa valeur en un point, donc on peut penser pouvoir calculer / f(z)dz =0
0

4. Ou bien la valeur en un point fait changer, ou bien 'interversion entre lim et / n’est pas immédiat.

Ou bien les deux. ..

> Corrigé de ’exercice 1.2

Soit ¢ € Z(K).

Soit € > 0, il existe 6 : K — R, jauge tel que :

<e€

)

pour tout o, = (([mi_l, x;),t:),1 € Nn) 0-fine, on a bien évidemment

/ = S(p,0p)

K

/ ¥ — S((p7 sp)
D(sp)

mais aussi pour toute sous-subdivision s, de o, ayant D(s,) comme support : < 2e.

> Corrigé de I’exercice 1.3

1. Comme f, 11 > fn, en intégrant cette relation sur K : J,41 > J,. La suite est croissante majorée par M
donc convergente vers J = sup J,. Et donc Ny existe bien.

2. C’est la définition de f, intégrable sur K avec un € bien choisi.

3. Clest la définition de la convergence croissante de (f,(t))nen vers f(t) avec un e bien choisi.
On peut choisir a partir du rang que I'on veut. Ici supérieur a Nj.

4. Pour tout ¢, §(t) = dn,(z) > 0 car dn, est une jauge.

5. Soit o, = ([0, z1],t1), - .. ([Tp—1,Tp], tp)), une subdivision &-fine.
On a bien évidemment :

P

P T;
T S(fop) = d = i —w ) ft) = T3 / P (2)dat
i=1v%i-1

i=1
P T; p T;
Z/ (v (@) = fan (t) do + Z/ (fnen () = f(t:) dz
=1 Ti—1 i—1 JTio1
Puis, on exploite une inégalité triangulaire, pour chacun des trois morceaux.
[

1= [ (e S f
=17/ Ti—1 i=1 r

On note Ny = max (N (t1), N(t2) ... N(ty));
e Puisque N(t;) > Ny, et par croissance de (f,,(t))n

|J = S(f,0p)| < + + (fvee (ti) = f(t) da

1

Z/ i (fN(ti)(37> - fN(ti)(ti)) dz
=1 Y Ti—-1

z;

i

/j_l fn(z)de < /j I (@)de < /j_l Fan, ()dz

Li—1



Puis en sommant pour ¢ € N, :

b p x; p T; b
T = [ tv@iz =3 [ e <Y [ i< [ fa(e)de =, <7
a i=1vTi-1 i=1"vTi-1 e

n
T=2
i=1"Y%i-1 =
e Pour le troisiéme terme. Soit ¢ € N,,. Par croissance de (fy,)n,
€
0< f(t) — NEt) € ——.
fti) = fng) (i) i)
Donc, maintenant, on additionne ces inégalités pour chaque i (tout est positif) :

p Z; p Z; € b
Iney (i) — f(t:)) dz| = fti) — fve)(t:)) de < dz =€
;/Mu() ) ;/ﬁg M) /

e Pour la derniére valeur absolue. o, est une subdivision J-fine.
5(ts)
5

ts ti

p
fN(ti)(l’)dx‘ =J- Z fN(ti)(x)dx =< J - JNO <e
i=1

LTi—1

On a donc

Donc Vi € Ny, t; — 5(;’) wim1 <ty <oy <ty +
Or §(t;) = dn,, (t:), par définition de d.
Ainsi il existe m € N tel que ([z;_1,2;],t;) est une sous-subdivision de subdivision pointée 6,,-fine.
En regroupant ensemble toutes les sous-subdivisions ([z;—_1, z;],t;) associée & un méme entier m.
C’est-a-dire 'ensemble I,,, = {i € N, | N(t;) = m}, formant la sous-subdivision s,(m),
et en appliquant alors le lemme d’Henstock, on trouve

> [ / fN@i)(x)fN(ti)(mdt)]

i€l

<2 =
~ 2m+1727m

Puis, chaque entier i € N, appartient & un et un seul I,,,, donc (beaucoup de sommes sont vides)

p x; +oo T, +o00 p
> [/ (fnes) (@) — fN(ti)(t))dt] => 1> [/ (e (@) — fN(ti)(t))] S22 om=¢
i=1 [V Ti-1 m=1 |i€l,, L/ %i-1 m=1

Ainsi : |[J — S(f,0p)| < 3e.
6. La majoration précédente, étant vraie pour tout e,

on trouve que f est intégrable sur K avec / f=J= lim/ fn(t))dt.
K " JK
> Corrigé de ’exercice 2.1

Puisque f est localement intégrable sur I, pour tout segment K C I, / f est bien défini.

o K
On se place dans R, . De deux choses disjointes 'une :

eoubien { [ f,K C I, K segment} est borné, ce qui est équivalent & f est intégrable sur I.
K

e ou bien {/ fy K C I, K segment} n’est pas borné, i.e. sup{/ f, K C I, K compact} = +00
K K

> Corrigé de ’exercice 2.2

1. Comme f est intégrable, { / fy K C I, K segment} est borné et sa borne supérieure se note [ f.
K

I
Onaalors:Ve>0,EIKCIetKsegmenttelque/f—e</ fg/f.

I K I
Soit J segment, tel que K C J C I.

Alors comme J C I, / f< /f (puisqu’il s’agit d’un majorant).

J I
Comme f est positive, elle I'est sur J \ K, et on a, d’apres la relation de Chasles :

/Jf:/KHL\f_Ji
>0

Donc/ng/Jf.

Bilan,pourtoutJsegment,telqueK@JCI:/ffe</ fg/fé/f,donc()g/ff/f<e.
I K J I I J



2. On suppose que K,, vérifie

On prend alors € « ——

1
/ /f’ — (pour n > 1).
n
n+1

1
Donc il existe un segment K tel que pour tout segment J tel que K C J C I,

< .
S n+1

L’ensemble {J, segment tel que K C J, K,, C J,J C I} n’est pas vide.
On prend alors K, 1 un élément de cet ensemble.
On a ainsi créé une suite de segment qui répond a la question posée.

3. Comme {/ f, K C I, K segment} n’est pas borné,
K

pour tout n € N, il existe un segment J,, C I tel que / f=n

n—-+4oo

La encore, quitte a prendre (par récurrence), K1 = Jpr1 U Ky, on a </ f) — +oo.
K,

> Corrigé de ’exercice 2.3
1. Comme f < gsur I, pourtoutKCI,/ f</ g
K

Donc tout majorant de / g est un majorant de / f.
K K

Puis, comme g est intégrable, {/ f, K C I, K segment} est majoré.
K

Il en est donc nécessairement de méme de { / fy K C I, K segment}.
K

2.0na0< fi <|flet0< fo <|f].
On applique ensuite la question précédente.

> Corrigé de I’exercice 2.4

1. f > 0, donc pour tout segment K, / f = 0 et donc 0 n’est pas un majorant de {/ fy K C I, K segment},
K K

ainsi/f}()
I

2. )\,,LL c R+.

PourtoutsegmentK,/)\f—|—ug:)\/f+u/g<)\/f+,u/g.
K K K I I

Donc Af + ug est intégrable sur I et /()\f + pg) < )\/f +ulg
I I I

Puis considérons € > 0.

AlorsilexisteK1etthelque/ f>/f——et/ g>/ ?
Considérons K = K; U K, alors/ f>/f——et/ g>/ 72i.

Onadonc/()\f+ug)// )\f—i—,ug>)\/f+,u/g+e.
I K I I

Donc [(\f +19) 2 A [ 140 [ 9

I I T
Par double inégalité, on a le résultat attendu. Si g < 0, on considere alors plutdt h = Af + ug et h — ug,
positives ou presque (cf. partie suivante)

> Corrigé de I’exercice 2.5
o fRf,car f — f =0 et pour tout K C I, / 0 = 0 donc la borne supérieure est nulle.

K
e Si fRg, alors comme |f — g| = |g — f], on a directement : gRf
e Si fRg et gRhA.

Par inégalité triangulaire : |f —h|=|f —g+g—h| <|f—gl+|g—h| =4
Puis d’apres la question précédente (A= pu = 1) : /w = / lf —gl+ / lg—h|=0+0=0.
I I I

Puis par I'exercice qui précede encore : 0 < / |f —hl < /1/) =0.
I I



> Corrigé de I’exercice 2.6

Supposons que f est intégrable sur I. Alors / f existe, c’est un nombre réel.
I

Dans ce cas, comme pour tout n € N, par inégalité : K,, := /fn < /f,
I I
on a donc (J,) croissante majorée donc convergente.

Donc lim( [ f,) existe.
I

Réciproquement, supposons que lim( / fn) existe. Notons, toujours, J,, = / fn
I I

La suite (J,,) est une suite croissante puisque f,11 = fp, sur I (voir questions précédentes).
Elle est majorée, par hypothese ici, elle admet donc une limite J.
On doit montrer que f est intégrable sur I, d’intégrale J.

Soit K un compact inclus dans I. On note de méme Jx = liIE / fn, qui existe (suite croissante majorée).
n—-+oo
K

——
::JK,n
D’aprés la premiere partie, f est intégrable sur K. Finalement f est localement intégrable sur I.

Et pour tout K, / f=Jx =limJg, <limJ, =J, f est intégrable sur [ et /f < J.
K I
Mais par ailleurs, pour tout € > 0, il existe n, puis K tel que J < J, +€ < Jg n + 2e < Jg + 2e.

Donc J = /f
I
> Corrigé de I’exercice 3.1
Fixons € > 0.

Soit §q : t > |t sit # 0 de 6(0) = 1. §; est une jauge sur [—1, 1], c’est une jauge de forcage en 0.
Notons F' : x +— Vo s =0 définie sur [—1, 1], dérivable sur [—1, 0] et sur |0, 1]
' 90V"z siz<0’ 2y derty ’ r

VE£0, 360> 0ty e c- 0y 2O LR S0 | -
Or F'(t) = f(t)sit > 0et F'(t) = f(t) sit <O0.
donc V z €]t — 52(t),t 0 [NR® (si ¢ > 0) ou z €t — 62(t),t+ 522(” [NR* (si t > 0),
casx >t: F(x)— F(t)+e(x—t) < (F'(t) —€) < F(z) — F(t) + e(z — t)
casz <t:F(t)—F(z)+elt—x) < (F'(t)—¢€) < F(t) — F(x) + €(t — )
F est continue en 0. Notons, d3 la jauge de continuité de F', associée a e..
Notons ¢ : t — min(d1(¢), 62(t), d3(t)). Soit o, une subdivision d-fine.
Supposons que o, s’écrive (([xi_l,xi], ti),7 € Np).
Nécessairement, 0 est un point de marquage de o,. Notons h € N,, tel que z;, = 0.
OnaVi>h:

N —F'(t)| <e.

(i —zi—1)f(ti) = (v =) f(ti) + (i — i) f(t:) < F(x:) — F(t:) + F(t:) — F(xio1) + (@ —t; + 6 — 2-1)

P

Z (v; —xi1)f(ti) < Fxp) — F(an) + e(zp — 2p)
i=h+1

Plus largement et de la méme fagon :

F(zy) = Fan) + ez —an) < D (wi —im1) f(t:) < Flxp) — F(an) + e(xp — z1)
i=ht1
h—1
F(xp—1) — F(zo0) + e(xp-1 — w0) < Z(l“z —xi—1)f(ti) < F(wp-1) — F(0) + €(xp—1 — 7o)
i=1

Puis, comme f(t,) = f(0) =0 : On trouve :
F(ap-1) = F(xn) —e(zp—zo+ana—zn) < S(f,0p) = (F(ap) = F(x0)) < Fwn-1)—F(xn)+e(zp—zo+Tn-1—7n)
Enfin : 2, = 1, 29 = —1, F(x,) — F(z0) = 2V1 — (=2¢/—(=1)) =4, 2, — 20 + 2ps1 — 2, < 2 (car x > x5_1).

F(l?h_l) — F(:Z?h) —2e < S(f, (Tp) —4 < F(.Th_l) — F(xh) + 2¢



Enfin, comme 6(t5) = §(0) < 63(0) : —e < F(xp) — F(tn) < ecet —e < F(xp_1) — F(tp) <€
Donc
1S(f, ) — 4] < e

f est intégrable sur [—1, 1], de valeur d’intégrale égale a 4.

> Corrigé de ’exercice 3.2

On note K = [a, z] et donc comme f est positif ici, donc lim f = sup{ / f, K CI}.

z—b [a,

1
Application. f, :t+— pry est bien positive, continue donc localement intégrable sur [1, +o0].

* —1 i 1 1
Pour tout = > 1, / fa(t)dt = {( Dt 1} = T (1 — 1) qui admet une limite ssi « — 1 > 0.
1 a— 1)t o — e

> Corrigé de I’exercice 3.3
Sens direct :
On suppose que f € Z([a, b]).
Alors d’ apres Chasles, ¥ ¢ € [a,b], f € Z([a, c]).

Pu1s/f dt—/f t)dt = /f
b
Soit € > 0 et ¢ jauge tq. pour tout subdivision pointée o, d-fine, |S(f,0p,) — / fl)dt] < e

Soit C'=b— @, donc pour tout ¢ € [C,b] N [b— \JCTGIJH7 bl, ([c,b],b) est Jjp fine.

C’est une sous-subdivision de subdivision pointée J-fine.

Donc d’apres le lemme de Henstock :
b
=[S (et - [ s <

- /cbf(t)dt

(b— )| f(b)] < 2¢. Ainsi hm f t)dt = / f@)

Donc

b
/f(t)dt et

Reste a démontrer la réciproque. On exploite deux lemmes :
Quelques idées importantes :

1. Pour faire tendre x — b, on sait qu’on peut se concentrer (CNS) sur toutes les suites (¢,) — b. On peut
meéme se contenter de suites croissantes.

2. On va étre amené & couper [a, b[ en réunion dénombrable W, en[cn, Cry1|

puis exploiter I'intégrabilité sur [cy, ¢, 1] avec une borne onFl

3. Lorsqu’on va additionner (Chasles) les intégrales sur [c,,cn41], On aura une majoration par une série
convergente et dont la somme est majorée par e

4. On applique des forcages pour passer par les ¢, pour n < r (bien choisi) afin d’avoir un

Fixons quelques notations. On considere € > 0.
c
Supposons que ¥ ¢ € [a,b], f € Z([a,c]) et / f(#)dt admet une limite pour ¢ — b noté L.
a
Soit (c¢;,) croissante de ¢y = a et convergente vers b = lim(c,,).

C
Le passage a la limite de 'intégrale, donne 'existence de C; tel que V¥ ¢ > C1, | / f@®)dt— Ll <e
a

Et le passage & la limite de (c,) vers b, donne I'existence de Cs tel que V¢ > Cy, 0 < b—c <

A

€
|fO)+1
On considere alors r € N tel que ¢, < maX(Cl, Cy).

Pour tout £k > r : 0 < b — ¢y < € Fixons n € N*. Concentrons nous sur

NOES! )l +1
[en—1,cn] © [ est intégrable sur [c,_1, ¢,], il existe (5; jauge telle
Cn
pour tout (o), subdivision pointée 4, -fine, |S(f, (op)n) — f|

Cn—1

1
Par ailleurs, si 'on prend pour ¢ €]c,_1, ¢, 0, (t) = min(d,,, =(c, — t), §(t — Cp—1)

"2
et d,(cp—1) = min(d,,, 5(6"_1 — Cp—2, 5(6” —¢p—1) (sauf cas n =1)  on obtient, en outre :



[ 61(1‘0) < (Cl — C()).

1
2 1 1
® Spt1(cr) < min(dg(c), i(ck — Ch—1), §(Ck+1 —c))-

oVt Eler, exl, Sut) < min(%(t —exn), %(ck — ).
Fusionnons : On définit ensuite la jauge ¢ sur [a,b] par 6(t) = 6,(t) sit € [ch_1,cn| et 6(b) =b — ¢,
Soit o), = (([wk,l,katk), ke Nm), une subdivision J-fine.
d étant de marquage en b (& démontrer), nécessairement t,,, = b.

5(b)

Alors py,—1 = b — 5 >2b-46(b) =cp.
Notons s = min{k € N | ¢4 > z,,—1}. Cet ensemble est non vide puisque r est dedans.
Les points ¢, pour k < s — 1 sont également des points de marquage de 6.
Supposons que ¢, soit associé & [x,_1,z,], alors en remplagant la subdivision extraite
([#r—1, 2], &) par ([z,—1, k], ck), ([ck, ], ck)), on garde une subdivision d-fine.
On réalise cela pour tout les points ¢ de oy,
on obtient une nouvelle subdivision pointée a;, contenant des subdivisions extraites
([zr-1,cx],cx) et ([ck, ], cx)), pour tout k < s — 1 (et d’autres).
On note alors (7,); = a; N [ck—1, ck], pour tout k < s — 1,
puis (7p)s = 0, N [cs—1, Tn1] €t (Tp)st1 = 0p N [Tn_1,2n] = ([Tn_1,0], D).

stmm- [ 1<5

< —.
Ck—1

2k

Chaque subdivision (7,)x est dx-fine, donc

€
< 5; d’aprés le lemme de Henstock.

Tp—1
(7p)s est une sous-subdivision ds-fine, donc ‘S(f, (Tp)s) — / f

Cs—1

Et [S(f, (1p)s+1)] = (b — 2r—1)|f(b)| < € par construction de .
Pour finir :

[

S -2 = |5 <S<f, - [ f) +80m— [ st -1 [

Ck—1 s

N |s<f, - [ f‘ IS sl +

s

> Corrigé de ’exercice 3.4
On revient facilement au cas h,, positives, en considérant h, = f, — fo.

> Corrigé de ’exercice 3.5
On exploite le théoréme de convergence monotone a la suite croissante positive hy,(z) = ér>1f (fx(z) — g(x)).
>n

Pour le théoréme de convergence dominée, on encadre (f,,) (qui admet une limite) entre sup f,, et inf f,...



