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MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°8
CORRECTION

FORMULES DE QUADRATURE POUR LE CALCUL APPROCHE
D’'INTEGRALE

I. Généralités sur les formules de quadrature

Dans cette sous-partie, on se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. On cherche donc &
approcher fol f(x)dx lorsque f est une fonction continue de [0, 1] dans R.

1. Déterminer l'ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(0).

Pour f :t— a, polynéme de degré 0 (a constante de R) :

1
/ adt = [at](l) =a= f(0)
0

Donc Tordre est supérieur ou égal a 0. Pour f : ¢+ ¢, polynéme de degré 1 :

1 11 1
/Otdt:[QtLZQ;éf(O)

Donc l'ordre est strictement inférieur a 1.

L’ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(0) est m = 0.

2. Faire de méme avec la formule de quadrature Io(f) = f(1/2).

Pour f :t+ a+ bt, polyndéme de degré 1 (a,b constante de R) :

1 r 1
1
/a+btdt: at—l—th} =a+9= ()
0 2, 2 2

Donc lordre est supérieur ou égal & 1. Pour f : t +— t2, polynéme de degré 2 :

1 1.1t 11 1
tht: *t3 — N —
[ eae=ae] =5 0=1(3)

Donc l'ordre est strictement inférieur a 2.

‘L’ordre de la formule de quadrature Iy(f) = f(1/2) est m = 1. ‘

3. Déterminer les coefficients g, A1, A2 pour que la formule Ir(f) = Ao f(0) + A1 f(1/2) + A2 f(1)
soit exacte sur Ro[X]. Cette formule de quadrature est-elle d’ordre 27

Soit f :t > a+ bt + ct?, une fonction polynomiale quelconque de degré 2.

1
I(f) = / (a+bt+c®)dt = a+ Sb+ ~c
0 2 3
1 1 1 1
NoFO)-FA1 F(1/2) 3 (1) = Aot s (a5 b+ 7o) HAalatbe) = (ot hi+a)at (3 M Aa)bH( M+ Aa)e

On a légalité Io(f) = Ao f(0) + A1 £(1/2) + A2 f(1), pour toute fonction f polynomiale
si et seulement si :

)\0 +>\1 +)\2 = 1 AO —|—)\1 —|—>\2 = 1 )\0 — %
N A = % — %)\1 +A = % =N = 3
A1 FA = 3 M 5| L2—Ls A2 = 5



Elle est d’ordre au moins d’ordre 2.
Soit n € N, voyons si la formule est vraie pour le mondéme X”™. Notons f, : t — t™

ny 1
L") = n+1
1 2 1 1 1 2
Sa(fn) = 6fn(0) + gfn(i) + gfn(l) = 6 + 39m

1
Pour n = 3, on trouve Ix(f3) = 1 et So(fs) =2+ 5 =

Elle est d’ordre au moins d’ordre 3, par linéarité.

1
Pour n = 4, on trouve Iy(fy) = E et Sa(fs) = % + =2

Rles
i

24
Elle est d’ordre strictement inférieur a 4.

L’ordre de la formule de quadrature I5(f) = £(f(0) + f(1)) + 2 f(1/2) est m = 3.

On revient au cas général. Soit n € N. On considere n+1 points distincts de I, notés g < x1 < -+ < T,
et une fonction continue f de I dans R.

Rn[X] — RnH!

est un isomorphisme.
P+ (P(xo),P(z1),...,P(zn)) P

4. Montrer que I'application ¢ : ‘

Nous allons montrer que ¢ est linéaire, injectif (en regardant le noyau) puis bijectif (avec les
dimensions).
Soient Py, Py € Rn[X] et A1, Ay € R.

(p()\lpl + )\2P2) = E()\IPI + )\QPQ)(QT()), ()\1P1 + )\QPQ)(.Q?l), ey ()\1P1 + )\QPQ)(xn))
)\1P1(.’E0) + )\QPQ(Z'O), )\1P1(£L'1) + )\QPQ("El), ey )\1P1((En) + )\QPQ(ZL'n))
= M (Pi(z0), Pr(x1),. .., Pi(xn)) + Ao (Pa(w0), Pa(x1), . . ., Pa(xy))

Donc ¢ est une application linéaire.
Soit P € Ker ¢.

Alors P(xg) = 0= P(x1) =--- = P(ay).

Donc P est un polynéme de R, [X] qui admet au moins n 4 1 racines.

Ainsi P = 0. Donc Ker ¢ C {0}

L’inclusion réciproque est (toujours) vraie (pour des applications linéaires) : ¢ est injective.
dim(R,[X]) = n + 1 = dim(R"*1).

Ainsi ¢ est une application linéaire entre deux espaces de méme dimension.

‘Donc ¢ est un isomorphisme de R, [X] sur R, ‘

5. Montrer que, pour tout ¢ € [0,n], il existe un unique polynéme L; € R, [X] tel que

0 sij#i,
1 sij=i.

v_] S HO,TL]], Ll(l’j) = {

Notons F;, le vecteur de R™, dont tous les coefficients sont nuls, excepté celui en position i qui
vaut 1.
Alors, on I’équivalence :

0 sij#4,

= el) =B
1 sijg=i.

V] S [[O,Tl]], Lz($]) = {

Or ¢ est bijective. Donc E; admet un et un seul antécédent par ¢ :

0 sij#id,

pour tout ¢ € [0,n], il existe un unique polynéme L; € R,[X] tel que Vj € [0,n], L;(z;) = {1 T
sij =i.

6. Montrer que (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].
Cette base est appelée base de Lagrange associée aux points (o, ..., Ty).




Soit P € Ry[X]. Notons T = P~ P(;)L;.
i=0
Comme R, [X] est un espace vectoriel : T € R, [X].
Puis, pour tout k € {0,1,...n},

n
T(xx) = P(z) — Y P(x;) Li(xy) = P(ax) — P(zy) =0
i—0 N——
=6ik
Donc T admet n + 1 racines distinctes, il est de degré < n, donc T' = 0.
Ainsi P = ZP($i)Li~

=0
La famille (Lo, L1, ... L,) est génératrice de R,,[X], constituée de n+ 1 = dim(R,,[X]) vecteurs.

‘ (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X]. ‘

. On suppose que, pour tout k& € N, 2 + xFw(z) est intégrable sur I. Montrer que la formule de
n

quadrature I,,(f) = > A, f(z;) est exacte sur R,,[X] si, et seulement si,
3=0

Vje[o,n], X = /ILj(x)w(:c)d:c.

Si la formule est exacte, elle 'est pour f; : ¢t — L;(t) (de degré < n).
Dans ce cas, pour tout j € [0,n] :

1) = [ Houvd = [ Liowlid =3 rfo) =
I I k=0

Réciproquement, supposons que pour tout j € [0,n] : L,(f;) = /fj(t)w(t)dt = Aj,
I
Alors, on a pour tout polynéme P : P = Z P(xy) Ly,

k=0
et donc par linéarité (en égalisant polynome et fonctions polynomiales) :

1.(P) = 3" nP(ay) / Lu@®w(t)dt = 3 Pz
k=0 I k=0

Donc I,(f) = zn: Ajf(z;) est exacte sur Ry, [X] ssiVj € [0,n], \; = [; Lj(z)w(x)dz.
7=0

. On se place dans le cas I = [0,1] et Vz € I, w(x) = 1. Déterminer la base de Lagrange associée
aux points (0,1/2,1) et retrouver ainsi les coefficients de la formule de quadrature Iz(f) de la
question 3.

X-LHix-1
On a donc Ly = ( 12)( ) =(2X - 1)(X - 1),
—3) x (1) )
X(X -1 x-1
L, = 1( 1)2—4X(X—1)etL1: ( 12):X(2X—1).
2 5 X —5 1x3
1 1 1 1
2 1 4.5 4 2
Puis )\0:/ Lo(t)dt = 7t3—§t2+t =, Al:/ Li(t)dt = |—=t3+ —#*| ==
0 3 2 o 6 2 fy 2 3 2 ], 3
! 2., 1,]" 1
t A= [ Li(t)dt= |t — =t*| =-
¢ ' /O 1() |:3 2 :|O 6

On retrouve les coefficients de la question 3. : \g = A\ =

1
6




I = [a,b], avec a < b.
Pour tout entier naturel m, on considere la fonction ¢,, : R? — R définie par

(x—t)™ siz>t,

V(z,t) e RE, o (x,t) =
(z,) #m ;1) {0 six <t

On observe que ¢, est continue si m > 1 et discontinue si m = 0.
On suppose que f est de classe C™*! sur 1.

9. A laide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que e(f) = e(R,,), ou R, est
définie par
1

b
Ve, Rulr)=- / o (2, ) F D (1) .

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a f, a 'ordre m, puisque f est de classe
C™*! entre a et z.

m (k) T (g pym
f@) =3 Loy [T pme g
En exploitant ¢,,(x,t) qui est nulle lorsque ¢ > x, on a

x m b

/ % FOD()dt = % / (2, ) D (E)dE = Ry ().

f¥(a)
K

m
Ainsi, en notant py : x — (x—a)*, application polynomiale de degré k : f = Z P+ R
k=0

L’application e est linéaire, comme cela est rappelé en début d’énoncé :

™) (g
o) =3 T Do) + e(Ro)
k=0 :

Enfin, on a supposé que l'ordre de la formule était m ici, donc e(py) = 0, car py est polynomiale
de degré k < m.

1 b
e(f) = e(Ry,), ou R, est définie par Vz € [a,b], Rpn(z)= %/ O (2, 1) fFD (1) dt.

10. En déduire que, si m > 1,

a

ou la fonction K, : [a,b] — R est définie par

b

Ve labl, Knlt) = cle s omla,t) = / o, ty0(@)dr — 3 o (@, 1),
a §j=0

On admet que cette expression de e(f) reste valable pour m = 0.

On suppose que m > 1. e est linéaire, donc

b n
e(f) = e(Rm) = / Ron()dz — 37 A Ron ()
a =0

b
a

O (m+1) N (m+1)
_W/a (/ Pm (2, 1) fIH (t)dt> w(@dﬂmng/ O (25, 1) FD (£)dt

b b m
e(f) = — / / o (i, Y0 (@)dz — 3 Ao (s, 1) | SO @)t

m!
j=0

=K (t)

En exploitant : si g : [a,b]? — R, est continue on a f: <fabg(x, t)dt) dx = fab (f:g(x, t)da:) dt.

Or ici ¢, est bien continue (m > 1) et donc (x,t) — @ (x,t) f 1 (t) est bien continue par
produit.




Dans cette sous-partie, on suppose que I est un segment et Va € I, w(z) = 1.
On se place d’abord dans le cas I = [0, 1] et on consideére la formule de quadrature

g = 40+

qui est d’ordre m = 1 (on ne demande pas de le montrer).

11. Calculer le noyau de Peano associé t — K (t) et montrer que, pour tout fonction g de classe C?
de [0,1] dans R, on a la majoration suivante de l'erreur de quadrature associée :

1
le(9)l < 75 sup lg" (2)].
2€(0,1]

D’apres la question précédente :
(a0, b1 wlt)+1,m« 1, A4 5, A\ < 5, 200,21 + 1
et p1(a,t) « (x—t) siz >tet pr(a,t) « O0siz<t.)

Pour tout ¢ € [0,1] :

Ki(t) :/O gol(t)ld:v—%@1(0,25)—%(,01(1,75):/0 de+/t (x—t)ldx—O—%(l—t)

~ e t7); - 30-0) =

—_

A=D1 —t-1)=5t(t-1)

t(t—1
Klitl—> (2 )

Si g est de classe C2, on peut alors appliquer la formule précédente :

ol = |5y [ g oa] < [ Do

En majorant g"(t) par M :=sup,c(o 1y |g” ()], on trouve

1 _ 1y 143
|e<g>|</ M=) gy x [ 20735 M
0 2 12

1
le(9)l < 15 sup |g"(2)]
z€[0,1]

12. Représenter graphiquement T, (f).

1 %w, donne l'aire du trapeze (& angle droit) dont les sommets sont (a;, 0),

a

(ai, f(a:)), (air1, flair1)) et (ai1,0) car &2 = a;qy — a;.
Ainsi, en sommant ces aires entre ¢ = 0 et ¢ = n, on trouve :

= e N

4.!/

Le calcu

0 0.2 0.4 0.6 0.8 12 14 16 18 22 24 a26 28 3.2 34 ae 38 42 44 46 48

(ici, on a prisa =0 et b =5 et n = 10)

13. On suppose que f est une fonction de classe C? de [a, b] dans R. Montrer que

enlf) = S el
=0

ol e est 'erreur associée a la formule de quadrature I; étudiée & la question 11 et les g; : [0,1] —
R sont des fonctions a préciser.




n—1

en(f) = /abf(x)dx—Tn(f) =3 (/aaH Ft)dt — b;af(ai) +2f(ai+1))

=0

Puis, on fait un changement de variable dans 'intégrale t = a; + u(a;+1 — a;).

a;y1 1
/ F(t)dt = /0 Fai + w(ai — a))(aii — ai)du

7

Ora;1—a; = @ et en notant gi : 10,1] = R, u— f(a; + u(a;+1 — a;)). Donc

n
/+ F(tydt = 2=° /Olg(u)du

n

i

Et de méme : g;(0) = f(a;) et ¢;(1) = f(a;—1), donc

) =105 ([ gyae - 20400

=0

n—1

b—a
n

en(f) =

b—
e(g;) avec g; : [0,1] = Ryu— f (ai + au)
n

=0

14. En déduire la majoration d’erreur

a
< "(x)].
len(Nl < =55 e /" (=)]
On applique l'inégalité triangulaire :
b—a n—1
en(N < 283 el
i=0
. R N . 1 "
Puis d’apres la question 11, |e(g;)| < 13 SWPuc(o.1] lg (w)].

Mais d’apres le changement de variable g; = f o ¢;, ou ¢; : u +— a; + b_T“u.
Donc g, = ¢, xf’oq&i:b_T“ x f' o ¢;.

PRy
Puis g = 2226 x " 06, = =2 x f7 0.
n
Donc (b )2 0 )2
—a _
sup g (u)| = ~—— sup (1) < ———5— sup f"(t)]
’U,E[O,l] n te[ai,ai+1] n te[a,b”

par inclusion de ’ensemble [a;, a;+1] dans [a, b].

_a 3 n—1 _a 3
en() < BN sup 1701 = U4 wup ()

12n3 i—o t€la,b] 12 t<(a,b]

II. Polynomes orthogonaux et applications

Dans la suite, on note E 'ensemble des fonctions f continues de I dans R telles que f2w est intégrable

sur 1.

II.A - Etude d’un produit scalaire

15. Montrer que, pour toutes fonctions f et g de E, le produit fgw est intégrable sur I.
On pourra utiliser Uinégalité ¥(a,b) € R?, |ab| < 1 (a® + b%), aprés Uavoir justifiée.

Pour tout a,b € R,

0 < (a—b)? = a? + b2 — 2ab, donc ab < =(a? + b?).

N |



0< (a+0b)?=a’+b*+2ab donc —ab < =(a® + b?).

N =

(a® + b?)

N

Par conséquent |ab] <

Pour tout z € I, avec a < f(z)\/w(x) et b < g(z)\/w(x) (on rappelle que w(z) > 0),
F@)g@y(e)] < 5 @) + 50> @u()

‘ On en déduit que fgw est intégrable sur I. ‘

16. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

On va montrer que E est un sous-espace vectoriel de C(I,R) (espace des fonctions continues).
L’application [0] : I — R, 2 + 0 est bien un élément de E.
Soient f,g € E et A\, u € R,
Donc \f + pg est continue sur I.
Af + pg)w = N2 f2w + p2g?w + 2 ufgw.
Or f?w, g?w et fgw sont intégrables sur I. Le produit par un nombre ne change pas.
Donc (Af + pg)?w est intégrable sur 1.
Ainsi A\f +pg € E.

‘ E est un (sous-)espace vectoriel. ‘

Pour toutes fonctions f et g de E, on pose (f, g) fI w(z)dz.

17. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

e Pour toutes fonctions f, g € E (f,g) € R.
e Pour toutes fonctions f, g € E (f,g) = /If(x)g(m)w(m) = /g(x)f(m)w(x) ={g, f).

I
Donc (-, -) est bien un produit scalaire.

e Par linéarité du produit et de 'intégration, pour tout fi1, fo,g € E et A1, s € R :

Aufi+ Aofisg) /Mﬁ+&ﬁX)U()Mffﬂm@M@M@+Mb@M@MMM
—A1/f1 d:c+A2/f2 Yo(z)de = A1 (1. 9) + As {for f)

Donc (-, -) est linéaire a gauche, par symétrie il est également linéaire & droite.
(+,+) est donc bilinéaire.

e Pour toute application f € E,V x € I, f(z)w(x) > 0, donc (f, f) /f > 0.

e Soit f € E telle que (f, f) = /fQ(x)w(x)dx =0,
I

alors comme z + f2(x)w(z) est continue et positive, d’intégrale nulle, donc V x € I,
fA@)w(z) = 0.
Or w(z) # 0, donc pour tout z € I : f?(z) =0 ie. f(z) =0, donc f = Oy.

’ Donc (-, -) est un produit scalaire sur E. ‘

On admet qu'’il existe une unique suite de polynémes (p,)nen telle que
(a) pour tout n € N, p,, est unitaire
(b) pour tout n € N, deg(p,) =n
(c) la famille (p,,)nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, -) , autrement dit (p;, p;) = 0, pour
i#jeN.
On dit que les (p,,) sont les polynémes orthogonauz associés au poids w.
18. Donner un algorithme qui permet de déterminer la suite (pi) (pour w donné) (sans démontrer
qu’il marche bien).

Nécessairement, pg = 1.
Soit k € N. On suppose que (pg, . .. px) sont bien définis.



k
On considere Py, = XA+ 4 Z a;p;, il est unitaire et de degré n.

i=0
k
Puis : Pyy1 L pj <= (Pig1,p;) < (X*1 p;) + Zai (pi,pj) = 0, par linéarité.
i=0
Or (po, . ..pk) est une famille orthogonale (mais pas normée!), donc a; = — (X1 p;).
k
Pryr = XM= (X piyps
i=0

19. Montrer que p,1; € (R,[X])*

La famille (po, . ..p,) est une famille de polynome de degrés échelonnés, elle est donc libre.
C’est une famille de R, [X], composée de (n+1) = dim(R,,[X]) vecteurs, c’en est donc une base.
Pnt1 est orthogonale & cette famille génératrice de R, [X], on a donc

Pos1 € (Ra[X])*

Soit n € N*. On note z1,...,x les racines distinctes de p, qui sont dans I et mi,...,mg leurs
multiplicités respectives. On considere le polynéme

1 si m; est impair,
0 si m; est pair.

20. En étudiant (p,, ¢) , montrer que p, posséde n racines distinctes dans I.

Notons que deg ¢ < n. Comme, pour tout ¢ € Ng, m; + ¢; est une nombre pair :

k
(Pnyq) = /H(t _ mk)wli"rsi w(z)dz >0
Ii=1 ~

>0

=T (z)>0

Or ce polynéme T est non nul, donc cette intégrale est strictement positive.
Nécessairement ¢ ¢ R,,_1[X], et donc deg g = n.
k

et par conséquent : V¢ € Ni, n = Zei < k.Donck=nete =1.
i=1

pn possede n racines distinctes dans I.

n
Considérons une formule de quadrature I,(f) = Z)\jf(xj) oun €N, A,....\, ERet 9 <1 <
j=0
-+ < m, sont n + 1 points distincts dans 1.
Ainsi, la formule I,,(f) est d’ordre m > n. Nous allons montrer que dans ces conditions, il existe un
unique choix des points (z;)o<i<n qui permet d’obtenir I'ordre m le plus elevé possible.

n
21. En raisonnant avec le polynéme [] (X — x;), montrer que m < 2n + 1.
i=0

Considérons S = [ (X — x;)?, de degré 2(n + 1) = 2n + 2.
i=0
Alors I,(S) > 0, mais elle ne peut étre nul car S # 0.

Donc I,,(S) > 0, alors que Z)\jS’(xj) =0.
=0

’ Nécessairement : m < 2n + 1. ‘




22. Montrer que m = 2n + 1 si et seulement si les x; sont les racines de p,41.

Chaque L; est de degré n+ 1 — 1 = n. La formule est vraie pour L? (deg L? < 2n).
Or I,(L?) > 0 et non nul, donc A; > 0.
Mais elle est également vraie pour H; = pp+1L; de degré n+1+4+n = 2n + 1.

OI' In(Hz) = /pn+1(t)Ll(t)dt = <pn+17 L1> = 0 car Pp41 1 Li7
I
n
et nécessairement : 0 = I, ( Z NjHi(zj) = N\ Li(xi)pnt(z). Donc ppiq(z;) = 0.
=0

Ainsi si m = 2n + 1, alors nécessairement les x; sont les racines de py,41.
Supposons maintenant que tel est le cas. Soit P, un polynéme de degré inférieur a 2n + 1.
Faisons la division euclidienne de P par p,11 : P = Qpn41 + R, avec deg R < degp,41 =n+1,

et comme deg P < 2n + 1, alors deg Q < n, donc (@, pp+1) = 0.

[ Pttt = [ Qpna®ar+ [ R = (Quposs) + 1(R) = L(R)
I I I

Or deg R < n, donc I,(R) = ZAJR(xj).

Et par ailleurs, pour tout j € [0,n], P(z;) = Q(z;)pnt1(z;) + R(z;) = R(z;),
car &; est racine de Prt1-

Donc Z)\ iR(z,) Z)\jP xj).
7=0

7=0
n

Donc I,(P) = Z AjP(z;), la formule est exacte pour tout polynome de degré inférieur & 2n+1.
3=0
Avec la question précédente, on trouve donc : si z; sont les racines de p,y1, alors m = 2n+1.

III. Accélération de la méthode des trapezes

Pour les questions

er —1°
23. Montrer que f est dérivable sur R.

Notons d’abord que f est définie et est dérivable sur R% et R*, comme division de fonctions
dérivables.
x> e” — 1 admet un DLy(0) : e —1 = x+ 12?4 o(z?) On a donc

x—0

) T 1
x) = =
@=0 z + 222 + o(x?) 1+ iz +o(x)

=(1+ %z +o(x) P =1~ %l’ + o(z)

Donc f admet un DL1(0),

‘Ainsi, f est continue et méme dérivable en 0, puis donc sur R. ‘

24. Calculer le DL4(0) de f.

On reprend la méme stratégie qu’en question 23, mais on commence par un ordre 5 de exp.
T _ 1 _ 1,2 .13, 1 4, 1 5 5
€ 1r:>0$+2$ + 527 + 570" + 5gr° + o(z”)

-1

f(z) ! 1+1+1+1+1 Y+ ozt
T = = X T —X —X
0 . 11 I 276 24 120
14+ = 1o, 1 s, 1 4
Tt g g o) 7
= 1—u+u?—ud+u*+o(u?)

z—0

S A +14+1+12+132 123+ + o(x)
230 35t g% 2496 120" 27 T 6" T og” " tol

Y N F N GELANE S PR L+—+i 1yl +()
as0 27 6 1)" 2476 8)° 120 36 8T 1) To



1 1 1
flx) = 1— x4+ —2?+ 023 — —a* + o(x?)

z—0 2 12 120
On suppose que f(z ) Ex "+ o(a™).
On admet que si g(x Zbkx +o(z") et h(z) = = Z cpah + o(x

alors g x h admet un DL, (0) : (g x h)( i Z (Zb C— z) ¥ 4 o(z™).

k=0

k+1
25. Montrer que, pour tout £ € N, E ( T )ai =0.
i
=0

On a pour tout z, au voisinage de 0 :

n k: n a n k Qi
= (-1)xf(z) = ( ol >)x<2k’§x’“+o<x”>>Z(_Obi(kii>!>wk+o<x”>

k=0

1
Avec bg =0 et b, = rE
i

On peut alors identifier les coefficients (unicité des DL),
pour k=1,1= b0a1 + biag = Oaq —|— 1a0 = ao

pourk)?,():z% A ;!—klz

aj.

; )l
i=1
en posant le changement de Varlable g =k—1.
k—1
k
On a alors pour k > 2 : E (,)aj =0. Donc avec h=%k —1:

. J
J=0

h
1
h>1,z:(h;L )aizo

=0

26. Vérifier la formule obtenue en question 24.

(h=1): ()ao+ (3)ar = ao + 2a; = 0 donc a; = —1.
— (h=2): (g)ao + (f)al + (g)ag =1-3 —|—3a2 =0 donc ay = %
— (h=3): (é)ao—&-(%)al—&-(g)ag—l-()a3—1—2+1+3a30donca3—0
— (h=4: (Qao+ ar+ ()az + (3)as + (})as =1— 5 + 5 + 0+ 5ay = 0 donc as = — 5.
On trouve donc le DL4(0) de f :
1 1 1
f@) = 1-5e+ 507 — o5’ + o)

YmeN, Bp(z)= Z (7;) apz™ .

k=0
On remarque que chaque polynéme B, est unitaire de degré m et que, pour tout m € N, B,,,(0) = a,.
27. Déterminer By, B, Bs et Bs.

2 2 1
By = X? X = X2_X+-=
o= (o)t (s (3 =xt-xg
3 3 5 (3 - S |
B3: 0 aoX + (11X + 2 a2X+ a3:X X + X
By=1, B =X--, By=X?—-X+4+-, B3=X 3X2—|— X




28. Montrer que, pour tout entier m > 2, B,,(1) = a.,, puis que, pour tout entier m > 1, B), =
MBy,_1.

Par définition de B,, (en posant h+1 =m) :

2”;() ]il(thl) ki:( )aﬁ(ﬁi)ahﬂahﬂam

k=0

=0 d’apres 25

Puis, pour tout entier m > 1, par linéarité de la dérivation (la dérivée d’une constante est nulle) :

m—1 m—1
B, =) <7Z)a (m—k)Xmk=1 = Z < > ax X" R = mB,,

=0

car (m — k) (?) " (m- ;m_ D~ m(m(fll_—ll)ci!k! N m<mk_ 1)

Vm>2Bu(l) =am, Ym>1B,=mBp 1|

Pour tout réel x, on note |x]| sa partie entiére.
On fixe un entier n € N* et on considére une fonction g : [0,n] — R de classe C°.

[ stwae = S SHIEED [T g

k=0

29. Montrer que

On a vu que By = X — 1. Donc By (z — |z]) =z — [z] — 3.
x

ainsi, pour tout entier k € N, si z € [k, k+ 1], Bi(z — |z]) =2 — k — 3.
Et donc
k+1 k+1 1
| o)+ Bia = lahg@de = [ @)+ @@= k- g/ (@)de
Or on reconnait une dérivation de la forme (v)’ = w'v + uv’ avec u(z) = (x —k — 1) et v =g.

1 k+1

/:ﬂ 9(x) + Bi(z — |2])g'(x)dz = [(x o 2)9(:6)} )

Il ne reste plus qu’additionner et exploiter la relation de Chasles :

r = Q—M— " z—|z|)¢ (2)dz
/0 2)d Z | B Leh @)a

= 00k + 1)+ 39(8)

30. En déduire que pour tout entier m > 2,

o dx—Zg PRI D) 3 CU 2 oty 04 C [ g
0 0

= p! m!

On fixe n € N. On peut, par exemple, procéder par récurrence.
Posons, pour tout m > 1 (une somme vide, vaut 0) :

P [ gl = 3 AL 57 D ooy g0 o)+ EU [ o o)y e >
0 k=0 p=2 P! - Jo

— Puisqu’une somme vide est nulle, on trouve P; dans la réponse a la question précédente.
— Soit m € N*. Supposons P,, vraie. Donc

/” Z g(k) +g k+1)+z U4 (40 () g (0) / Bon(a—|2))g'™ (2)dz

p=2 P
Comme précédemment, nous découpons la derniere intégrale en morceaux (Chasles) :

k+1 k+1
/ By, (m) dl‘ _ Z/ (m) de‘ _ Z/ (m)( )d



On a vu que (m + 1)B,, = B, et comme la dérivée de x +— = — k est 1, on a,
L (Biyi(z — k) = 1(m + 1) By, (z — k), on applique alors une intégration par parties :

k+1 1 k+1 k+1 4
/ B (z — k)™ (z)dz :[BmH@—kaN@} —/ ——Bpy1(z — k)g™ Y (z)da
k k

m—+1 & m+1
1 k1 X
T mrl (Bm41(1)g"™ (k4 1) = Bpya(0)g™ (k) —/k mBmH(ﬂU — z])g" ) (z)dx

Or B;+1(0) = a1 et Brg1(1) = a1, également. Donc

(=)™ /n —k)gm _ D™ § () _m)
it J, Bl =0 e = SRS (6 k1) - (8)
+ﬂ /n B (z — |z])g"™ ) (z)da
(m+1)! Jo
_ (ED™amt1 () (=1m*t / _ (m+1)
= a (@M - o)+ Bpnafw = |2])g D (2)de
Et donc avec P,,, on a que Pm+1 est également vral.
n m p—1
VneNme N*,/ g(x Z gk +g (k+1) +Z (= 1) ap(g(pfl)(n) —g*71(0))
0
p=

(z — )g(m)( )dz

31. Montrer que, pour tout entier m > 1,

b m
[ s - )= X el

- a)2pa2p
(2p)!

et pam(n) est un reste intégral vérifiant la majoration |pa,,(n)| <

(fP=D(b) — F*r~V(a))
Com

2m

ot les coefficients vy, sont donnés par vy, =

ou Cy,, est une constante a préciser ne dépendant que de m, a et b.

Notons g : [0,n] = R, t = f(a+ L(b—a)). g(0) = f(a) et g(n) = f(b).
On note également que g(k) = f(zk).
Faisons le changement de variable z = a + %(b —a). On a donc :

/ab f(z)dz = /Ong(t)(b_na)dt = h/on g(t)dt = h/abg(t)dt

On applique alors la formule de la question précédente jusqu'a 2m.

2m

[ s dx—th P ey CEE O 0-g DO G [ Bt ) e

Comme g(k) = f(ag), on retrouver Tn(f) a la place de la premiere somme;
comme az = 0, on a asg4+1 = 0, pour tout k > 1;

k
b—
comme la dérivée k-ieme de t — a+ L (b—a) est (récurrence) t — <( a)) ,ona gk = pk k).
n

b B 2 (—1)P~1h x hP~la

o 2(fe=D®) = V() + I

f(z)dz =T, i a” (fE V() — () + Iy,

B ((z — |2)) f™) (2)] dz < 2

n2m

1 m "
|Im| < n2m (b - a)2 /

en exploitant le fait que z — | Bay ((z — |z])f2m) (z)| est continue sur [a, b].




