Lycée Pierre de Fermat 2022/2023
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°7
CORRECTION

CONTRAINTES SYMPLECTIQUES LINEAIRES

Préliminaires
1. Equivalences calculatoires.
(a) Soit A € M, (R). Pour tout i,j € N,,, évaluer EI x A x E; en fonction des coefficients de A.

On rappelle que E; j X Ey ¢ = 0; 1 E; 4.
Dans cet esprit, la base des matrices colonnes se note (E;.) et celle des matrices lignes (E. ;).

Notons ‘[M];, le coefficient en ligne i et colonne j de la matrice M (générique).
On a alors, pour tout 7,5 € N, :

k k n
AxEj= Y [AuEwE; = Y [Alde Ey. =) *[A]; By,
(k,0)ENZ kLN, k=1

El' x Ax E; = Zk[A]jE~,iEk,~ = Z(Sik,k[Ab =" [4];
k=1 k=1

(Pouri,j €N,, El x Ax B = [A]; |

(b) En déduire I’équivalence pour toutes matrices A et B de M,,(R) :
IV (X,Y) € (Mn1(R))®, XTAY = XTBY] <« A=B

Si A = B, alors bien évidemment, pour tout X,Y € M, 1(R), XT x AxY =XT x BxY.
Réciproquement, supposons que pour tout X,Y € M, 1(R), XTxAxY=XTxBxY.
Soit 4,5 € N,,. Alors X < E; et Y < E;, on trouve :

‘Al; =E; x Ax E; = E; x Bx E; =" [B];

Et donc A = B (par égalité sur tous les coeflicients).

V (X,Y) € (M, 1(R)®, XTAY = XTBY] < A=B

2. Formes bilinéaires.
Soit F' un Respace-vectoriel. Soit f : F2 — R.
On dit que f est une forme bilinéaire sur ’espace vectoriel F' si elle vérifie les propriétés :

V(z,y,2) € B2 AE€K,  f(z+Ay,2) = f(a,2) + Af(y,2) et f(z,y+A2) = f(a,y) + Af(z,2)
Lesquelles, parmi les applications suivantes, sont bilinéaires :

f1:R2—>R,(:E,y)»—>x><y fQ:RZ%R,(x,y)Hx—i—y fganXRn—)R,(l',y)’—)ZfEiyn,i
i=1

e Soient z,y,z € Ret A€ R

o fo(14+1,1)= f2(2,1) =3 et fo(1,1)+ fo(1,1) =2+ 2 =4.
e Soient z,y,z € R™ et A € R (on suppose a = (a1,...a,), pour a € {z,y, z}).

n

fa(@+ My, 2) =D (@k+ Metk) ok = Y Tkt + A Y UkZnk = f3(2,2) + M3y, 2)
k=1 k=1 k=1

n

fa(@y+22) =Y Tk Wn-k + AnkZnk) = D Ttk + A D Thzn_k = fa(z,y) + Afs(z, 2)
k=1 k=1 k=1

1 et f3 sont bilinéaires. fo n’est pas bilinéaire.
p




Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n.
On appelle forme symplectique sur E toute application w de E? dans R qui vérifie les trois propriétés
suivantes :

— bilinéarité (voir préliminaires)

— antisymétrie : V(x,y) € E?, w(z,y) = —w(y,z);

— non dégénérescence : {x € E |Vy € E, w(x,y) =0} ={0g}.

Un espace vectoriel symplectique réel (E,w) est un R-espace vectoriel de dimension finie £ muni
d’une forme symplectique w sur F.

A- Espace vectoriel symplectique réel

3. Montrer que, si w est une forme symplectique sur E, alors pour tout vecteur = de E, w(x,z) = 0.

Soit x € E. Par antisymétrie de w : w(z,z) = —w(z,x) (en intervertissant les deux x).
Donc 2w(z, z) = 0.

’VxEE, w(xw):O.‘

Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace symplectique (E,w), on appelle w-orthogonal de F'
et on note F“ l'ensemble F¥ = {z € E |Vy € F, w(z,y) =0}
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace symplectique (E,w).

4. Justifier que F'“ est un sous-espace vectoriel de F.

Méthode 1 :
— 0€e F¥:poury € F, w(0,y) =0 car ¢, :  — w(x,y) est linéare (linarité & gauche de w).
— Soient xr1,To € F“ et )\1,)\2 e R.
Pour tout y € F, par linéarité de w & gauche : w(A\1x1 + Aaxa, y) = Mw(z1,y) + A2 (22,y) =
A0+ X0=0
car x1,x2 € F. Donc Ajx1 + Agxg € F.
Methode 2 : < Poudre aux yeux >.
Soit 0 :x— (y € F'— w(z,y)).
Alors 6 est linéaire (linéarité a gauche de w). Puis

relfY<=VycFwy =0+=0x)=0p<+=rcKerd
Donc F¥ = Ker 6.

’ Quelle que soit la méthode, F'“ est un sous-espace vectoriel de F.

5. Le sous-espace F“ est-il nécessairement en somme directe avec F'?

Non, on peut avoir x € F'N F“. Prenons, en effet © # 0 et F' = vect(x).

Pour tout y € F, il existe A € R tel que y = A - x.
On a alors w(z,y) = w(z, Az) = dw(z,x) = 0, d’apres la question précédente.
Donc =z € F¥.

Ainsi F N FY # {0}.

‘ Le sous-espace F'“ n’est pas nécessairement en somme directe avec F. ‘

Pour tout € E, on note w(x,-) application linéaire de F dans R,y — w(x,y) et on considere
d. - E — L(E,R)
Yl - w,-)

6. Montrer que d,, est un isomorphisme.

Pour tout z1,29 € E et A1, Ay € R,
dow (A1 4+ A2w2) 1y = w(A121+ Aoz, y) = Mw(w1,y) +Aew (T2, y) = Aidy, (71)(y) + Nadw (22) (y)

= [Mdy (#1) + Aodus (22)](y)

ou l'on a appliqué la linéarité a gauche pour w.
On retrouve une égalité d’applications sur L(E,R) : d,(Mz1 + Aoza) = Mdw(z1) + Aady, (22)



Montrons maintenant que d,, est injective.
Soit x € Ker d,,. Alors, d,(z) = 0z r), i.e. pour tout y € £, w(x,y) = 0.
Or w est non dégénéré, donc on a nécessairement x = 0.
Donc Ker d,, = {0} et d,, est injective.
Enfin dim(£(E,R)) = dim F (de dimension finie). Done, nécessairement d,, est bijective.

’ d,, est un isomorphisme. ‘

L(E,R) — L(FR)

, . €|; est surjective.

. Montrer que I'application de restriction 7| : ‘

Soit g € L(F,R).
Comme F est de dimension finie, tout sous-espace de E admet un supplémentaire.
Considérons donc H, sev de E tel que E = F & H.
Soit p, le projecteur sur F' de direction H et ¢ =id—p Soit £ : E — R, tel que £ = gop+00gq.
Alors par composition et addition, ¢ est définie sur E et est une forme linéaire : ¢ € L(E,R).
Puis, pour tout z € F', on a p(x) = x et ¢(x) =0, donc ¢(z) = g(p(z)) + 0 = g(z).
Donc {|p = g, i.e. rp(f) = g.

7 est donc surjective de L(E,R) sur L(F,R).

. Préciser le noyau de r|p o d,,. En déduire que dim F* = dim £ — dim F'.

On a les équivalences :

reKerrpod, <= rp(dy(r)=0=VycFd(z)(y)=0<=VyecFuwky =0
=z € v

‘Kerr‘Fodw:F‘”‘

On applique le théoreme du rang a l'application linéaire (composée) : rjpod, : E — L(F,R) :
dim £ = dim Ker rp o d, +dimIm r/g od, = dim F* + dimIm r g o d,

Or r|p od,, est surjective par composition de deux applications surjectives (r|p et d,, bijective),
Donc Im 7 o d,, = L(F,R). Or par dualité : dim(L(F,R) = dim F.

|dim E = dim F* + dim F |

. Montrer que la restriction wp de w & F? définit une forme symplectique sur F' si et seulement
siF®FY=EF.

e Par bilinéarité de w, wg est également bilinéaire : les vecteurs x,y, z de I’ sont également des
vecteurs de E.
e De méme, les vecteurs x,y de F' sont également des vecteurs de F,
donc pour tout x,y € F : wr(x,y) = w(z,y) = —w(y,z) = —wr(y,z). Et donc wp est
antisymétrique.
e Il reste a étudier la non dégénerescence, équivalente a F' & F“ = F.
Supposons, d’abord, que F & F“ = E.
Soit x € F tel queVy € F, wr(z,y) =0, alors € F¥, donc x € FNF“ = {0}, donc z = 0.
Donc {z € F |V y € F,wp(z,y) =0} C {0}.
Réciproquement, pour tout y € F, w(0,y) =0 alors0 e {x € F |V y € F,wp(z,y) = 0}.
Donc wp est non dégénérée.
Supposons que wg est non dégénérée.
Soitz € FNFY doncz € F* ={a € E |Vy € F,w(a,y) =0}, et pour y € F, w(z,y) = 0.
mais,t € F,z€{a€ F |Vye€ Fuw(ay) =0}={a€F|Vyée Fwr(a,y) =0} =1{0}
car wg non dégénérée.
Donc x = 0.
Ainsi, la somme F+ F¥ est directe. dim(F+F¥) = dim(F® F¥) = dim F+dim F* = dim E.
Donc (puisque F'+ F*“ C E),ona F® F* =F + FY = E.

‘F inalement, on a montré que wg est une forme symplictique sur F ssi F' F¥ = E.




B- Structure symplectique standard sur R"
On suppose qu’il existe une forme symplectique w sur R™ et on note Q € M,,(R) la matrice définie par
., ep) désigne la base canonique de R™.

Q= (w (61’61))1<z‘,j<n ou (eq,..

10. Montrer que
Y(z,y) € R" x R", w(z,y)=X'QY

ol X et Y désignent les colonnes des coordonnées de z et y dans la base canonique de R™.

n n

Soient x,y € R™, supposons que = = Z zie; et y = Z y;e; (écritures dans la base canonique).

i=1 i=1

On a alors, par bilinéarité :
n n n n
w(z,y) =w (Z l'ieiay> = Zl’w(ei,y) = Zw %Zyjej
i=1 i=1 i=1 j=1
n n
= Z Zlﬂiij(em ej) = Z TiY; [€2];

i=1 j=1 i,jENy,

On a, par ailleurs vu en question 1 que E] x AE; =" [A]j, donc E] x Q x E; = [Q];.

UJ(S(},y) = Z QiiijiTQEj = <Z$1El> x Q% Zijj =XxOQxY
i=1 j=1

4,J€NR

Y(z,y) € R" x R", w(z,y)=X"QY

11. En déduire que € est antisymétrique (i.e. Q7 = —Q) et inversible.

On a alors, pour tout 7,5 € N,

QT = Qi = Ef x Qx By =w(ej,e) = —w(es, e5) = '[9

Donc € est antisymétrique.
Soit X € Ker Q(C M, 1(R)),
Alors QX = 0 (colonne nulle),
donc, pour tout y € E, w(z,y) = —w(y,r) = —YTQX = 0 (nombre nul).
Or w est non dégénérée, donc x € {0} et z = 0 puis X = 0.
Ainsi, Ker Q = {0}, et Q est inversible.

‘ Q) est antisymétrique (i.e. Q7 = —Q) et inversible. ‘

12. On admet qu’il existe une application det : M, (R) — R (non linéaire!) vérifiant pour toutes

matrices A et B :
— det A # 0 si et seulement si A inversible

— det(A x B) =det A x det B
— det(AT) = det A

(a) Montrer que det(l,) =1 puis det(—1,) € {—1,1}
(=1)™. Montrer que l'existence de €2 impose & n d’étre pair.

(b) On admet que det(—1,) =

L’application det|gr, (r) est un morphisme du groupe (GLn(R), x) sur le groupe (R*, x).

Nous ferons sa construction prochainement.

(a) Soit A une matrice inversible de M,,(R), alors det(A) = det(A x I,) = det(A) x det(I,).
Or det A # 0, on peut donc simplifier par det A et on trouve

On a alors (—1I,,) x (—1I,,) = I,, et donc par propriété de morphisme : 1 = det I,, = det(—1,,)?

det(—1,) € {z | 2* =1} = {-1,1}




(b) On a donc, par propriété du déterminant (la troisieme) :
det(Q) = det(QT) = det(—Q) = det(—1I,, x Q) = det(—1,,) det(Q) = (—1)" det ()

Donc si n est impair : det(2) = — det(2) et donc 2det Q2 =0
i.e. det 2 = 0 et  n’est pas inversible. ABSURDE.

‘ Donc n est nécessairement pair. ‘

Jusqu’a la fin du probleme, on suppose que n est pair et on note m € N* tel que n = 2m.
On note J € M, (R) (= Mz (R)) la matrice définie par blocs par J = < 0 ~Im

et on note j
In 0 ) J
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a J.

13. On note, pour & = Z Tie; ety = Z yie; (écritures dans la base canonique) : Z TiYi-

i=1 i=1
Montrer que pour tout u € L(E) :

(z,u(y)) =XT x M xY

ou X, Y sont les matrices (colonnes) de x et y dans la base canonique alors que M est la matrice
de u dans la base canonique.

On note B, la base canonique, on a donc Z = M x Y = Mpg(u) x Mp(y) = Mg(u(y)).
On note donc pour z = u(y) :.

Ainsi(x,u(y)):(m,z):inzi:(:c1 Ty oo Tn ) X ) =X"xZz

(x,u(y)) = XT x MY = XTMY

R*xR* — R

. est une forme symplectique sur R".
(@y) = (2,) ympReed

14. Montrer que I'application by : ‘

n m n
Notons d’abord que si z = Zziei = Zzl-ei + Z Zi€;,

=1 1=m-+1
n
Alors j(z Z zij(eq) Z zij(eq) Z Zi€Citm + Z zi(—€;—m) d’apres écriture de J.
1=m+1 =1 =1

Donc (en posant h=m+1i dans la premiere somme et h =i — m dans la seconde) :

E Zh— m€h+g —Zhtm)€h-

h=m-+1
Ainsi, pour tout x = inei ety = Z Yi€i,
=1 =1
m
X y) == sz X (*yi+7n Z TiYi—m = szyi-&-m + Z TilYi—m
=1 1=m-+1 1=m-+1

On peut aussi utiliser directement le calcul matriciel, a 'aide de la réponse a la question
précédente.
e Soient x,y,z € Fet A € R,
Notons X,Y et Z les matrices de z, y et z respectivement dans la base canonique, alors
Mp(z+ Ay) = X + AY et donc :

bs(x+ My, 2) = (X + W) X Ix Z=XTJZ+XYTJZ =by(x,2) + \bs(y, 2)
bo(x,y +22) = XT x I x (Y +02) = XTJY + AXTJZ = by(z,y) + \bs(z, 2)

Donc b, est bilinéaire.
e D’apres le calcul initial :

Zyzxz+m+ Z Yili—m = — Z TrkYk—m Zwkyk+m :—b5($7y)

1=m-+1 k=m+1

k=i+m k=i—m



Donc by est antisymétrique.
(On aurait pu exploiter également le calcul matriciel et 'antisyméirie de J.)
oSomeEtelqueVyEE bs(z, y)—O

n
Six= g x;e;, considérons T = g Titm€i — E Ti—m€;.

=1 =1 i=m-+1
Alors 0 = by( Zx (i—m)+m) T Z TiT (i4m)—m Za:
i=m-+1

On a une somme de carrés de réels (donc de nombres positifs) qui ebt nul7
cela signifie que chaque nombre est nul. Donc V i € N,,, 2? = 0, donc z; = 0. Et = 0.
Comme l'inclusion réciproque est vraie, {x € E |V y € E,bs(z,y) = 0} = {0}.
Et donc bs est non dégénérée.

bs est une forme symplectique sur R™ ‘

La forme symplectique b, est appelée la forme symplectique standard sur R™.
15. Qu’avez-vous démontré avec les deux questions précédentes ?

Si R™ est un espace symplectique alors n est pair (question 12).
Réciproquement, si n est pair, il existe une forme symplectique sur R™, donc R™ est symplectique.

R™ est symplectique si et seulement si n est pair. ‘

C- Endomorphismes et matrices symplectiques réels

On appelle endomorphisme symplectique d'un espace vectoriel symplectique réel (E,w) tout endo-
morphisme u € L(E) tel que V(z,y) € E?,  w(u(z),u(y)) = w(z,y)..
On note Symp,,(F) I'ensemble des endomorphismes symplectiques de 1’espace symplectique (E,w).
Soit u € Symp,,(F) un endomorphisme symplectique de E.
16. Soient A, 1 € R tels que Ey(u) := Ker (u — Aidg) # {0} et E,(u) := Ker (v — pidg) # {0}.
On suppose en outre que, Ay # 1. Montrer que les sous-espaces F)(u) et E,(u) sont w-
orthogonaux, c’est-a-dire :

Vo € Ex(u), Vye€ E,(u), w(z,y)=0.

Soient z € Ex(u) et y € E,(u), comme u est symplectique :

w(z,y) = wlu(z), uy)) = wde, py) = Aw(z, y)
Donc (1 —ANw(z,y) = 0. Et donc, si A # 1, on a pour tout (z,y) € Ex(u) x E,(u), w(z,y) =0

‘ Si A # 1, alors les sous-espaces E)(u) et E,(u) sont w-orthogonaux. ‘

Soit u € £ (R™) un endomorphisme de R™. On note M la matrice de u dans la base canonique de R™.

17. Montrer que u est un endomorphisme symplectique de I'espace symplectique standard (R™, by)
si et seulement si M JM = J.

On a les équivalences (d’apres le codage calculatoire matriciel dans la base canonique) :

u €€ Symp, (R") <=V z,y € R"by(u(z), u(y )):bs(x,y)
<~V XY € M,(R)(M ) xJx (MY)=XTxJxY
= VXY e Mp(R),XT x MTIM xY = XT x J x Y
=V X,Y € Mu(R), XT MTJM)Y XTJy
= M xJxM=1J

d’apres la réponse a la question 1.(b).

‘u est un endomorphisme symplectique de I’espace symplectique standard (R™,b,) ssi M " JM = J.

Une matrice M € M, (R) est dite symplectique si M " JM = J.
On note Sp,,(R) 'ensemble des matrices symplectiques réelles dans M, (R) = Mz, (R) :

8P, (R) = Sp,,,, (R) = {M € M (R) | MM =]}



18. Montrer que Sp,,(R) C GL,(R).

Soit M € Sp,,(R). Soit X € Ker M.
Alors M X = 0,1, et donc pour tout ¥ € M,, 1(R) :

YTIX =YT(MTIM)X =Y"MTJ(MX)=YT"MYJ x 0,1 =0

(o1 0,1 est ici la matrice colonne nulle).

Si X se note en blocs de taille m : X ,on a alors avec Y «+ X2
X2 Xl

0=YTIxX = ( XZ XlT)x<IO ém>x<§;>:(X1T X2T)><<§;>:X1TX1+X2TX2

m m
; 2 ; 2
0=>_(1Xi])"+>_ (X))
i=1 1=1
Or une somme de carrées de réels est nulle, si et seulement si chacun des termes est nul.
Donc X est la matrice nulle de M, 1(R) de méme pour Xs. Ainsi X = 0, ;.
Donc Ker M = {0} et M est une matrice inversible.

|Sp,.(R) C GL, (R)|

19. Montrer que Sp,, (R) est un sous-groupe de GL, (R), stable par transposition et contenant la
matrice J.

Pour montrer que Sp,,(R) est un sous-groupe de GL,,(R), il faut et sil suffit de montrer qu’il
contient I,, qu’il est stable pour la loi x et par passage a l'inverse.

e IT x JxI,=J, donc I, € Sp,(R)
e Soit A, B € Sp,,(R). Notons que (AB)T = BTAT. On a donc
= B'JB = J
N N
A€Sp,, (R) BeSp, (R)

(AB)' x J x (AB) = BT (AT JA)B

Donc A x B € Sp,,(R).
e Soit A € Sp,,(R). On a vu que A € GL,,(R).
L'inverse de AT est A" (car (A™1)T x AT = (Ax A~ )T =IT =],
On a donc (A™1)T x J x A~1 = (AN x ATJAX A =1, x Jx I, =J.
AeSp,, (R)
Donc A™! € Sp,(R).
On a ainsi démontrer que Sp,, (R) < GL,(R).
Montrons maintenant que Sp,,(R) est stable par transposition et contient la matrice J.
e Soit M € Sp,,(R), donc MTJM = J (%).
On aimerait montrer que M7 € Sp,,(R), calculer (MT)T x J x MT = MJMT.
On rappelle que J? = -1, et JT = —J.
On a alors en multipliant (x) & gauche par J : JMTJM = J? = —1,,,
puis par M & gauche : MJMTJM = —M.
Or M est inversible, on peut multiplier par M ! & droite : MJM7TJ = —1I,,
et enfin & droite par —J : MJM7T x (=J?) = J. Et donc (MT)T x J x MT = J.
e Notons que J7 = —J et que J2 = —I,, (produit par blocs), donc
JTxJxJ=-J?xJ=+I, xJ=J.Donc J € Sp,(R).

‘Donc Sp,,(R) est un sous-groupe de GL,,(R), stable par transposition et contenant la matrice J.

Ce groupe est appelé groupe symplectique réel d’ordre n = 2m.

A B

Soient A, B, C, D dans M,,(R) et soit M = ( c D

) € Moy, (R) (décomposition par blocs).



20. Montrer que M € Sp,,,,(R) si et seulement si

ATC et BT D sont symétriques et A'D —CTB = I,.

On applique la formule du produit par blocs, ici les calculs sont possibles car les blocs sont de

bonne taille.
T
r., (A B 0 —I AT T 0 —I,\ (Ct -—AT
MXJ_(CDXI 0 TT I, 0 )=\ DT —BT
A B CTA-ATC CTB-ATD
C D

T cr AT
X‘]XM(DT —BT>X< DTA-BTC DTB-BTD

On a les équivalences

M= < g g > € My (R) € Sp,,(R) <= MTJM = J

— CcTA-ATCc=0,0"B-A"D=—-1,,,D"A-BTC=1,,,D"B-BTD=0
car on peut identifier par blocs
Or CTA = (ATC’)T, donc CTA - ATC = 0 < ATC symétrique.
DTB = (BTD)", donc DTB — BTD = 0 <> BT D symétrique.
CTB—ATD = —(ATD - CTB) = —(DTA - BTC)"
donc C'"B—- ATD =—-1I,, < DTA—B"C = I,,.
Ainsi, on a ’équivalence :

M € Sp,,(R) <= ATC et B" D symétriques et DT A — BTC =1,

On note C; = {M € M,(R) | JM = MJ} le commutant de la matrice J, c’est-a-dire ’ensemble
des matrices de M,,(R) qui commutent avec J.

21. Montrer que, pour toute matrice M € M, (R) (= Mo, (R)),

M €Cy = 3(U,V) € M(R) x M (R), M = < ‘[f ‘UV )
w
Z

Appliquons le méme genre de raisonnement, en supposant que M = ( g ) par blocs de

matrice carrée d’ordre m.
On a alors

U w 0 —In,\_ (W -U (0 —I, U wy_ (-V -z
w=(v Z ) )-(% ) =0 (v E)-(0 W)

On a donc (on peut identifier)

MeCj<—= MxJ=JIJxM<—=W=-V,-U=-2U=2Z-V=W<W=-V-U=-—

M e Cy = 3(U,V) € Mpu(R) x Mp(R), M = ( 5 _UV )

D- Transvections symplectiques. Théoreme de décomposition.
Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique de dimension n = 2m. On appelle transvection de E tout
endomorphisme 7 de F tel qu’il existe £ € L(E,R) et a € ker(¢) vérifiant Vo € E, 7(z) = z + {(z)a.

22. Transvection symplectique

(a) Soit a € E un vecteur non nul et A € R un réel. Montrer que 'application 7 définie par

Vo€ B, 7)z)=x+ ) w(a,z)a

a

est une transvection de E et qu’il s’agit d’'un endomorphisme symplectique de FE.
Les applications 7 pour a € E\ {0g} et A € R sont appelées transvections symplectiques de E.




Soit £ : E — Rx — dw(a, z).
Par linéarité & gauche de w, £ € L(E,R) = E*.
Puis, ¢(a) = Aw(a,a) = 0 d’apres 3. ainsi a € Ker /.
Comme, par ailleurs, 7 € £(E), on peut affirmer que 7\ est une transvection de E.
Reste a montrer qu’elle est symplectique. Soient x,y € E :
w(tXM2), M y)) = w(z+ Iwla,r)a,y + Iwla,y)a

a a

(
= w(z,y + Mw(a,y)a) + w(a, z)w(a,y + Aw(a, y)a) linéarité & gauche
=w(z,y) + Iw(a,y)w(z,a) + Iw(a, r)w(a,y) + Nw(a, z)w(a, y)w(a,a) linéarité & droite
= w(x,y) + \w(a,y)w(z,a) + Iw(a, z)w(a,y) car w(a,a) =0
= w(z,y) — w(a,y)w(a,z) + Iw(a, z)w(a,y) car w(z,a) = —w(a, x)
=w(z,y)

‘Donc7 pour tout a € E'\ {0}, A € R, 7} est une transvection symplectique de E. ‘

(b) Soit a € E un vecteur non nul et soient A et u des réels. Montrer que 74 o 7} = T 4.

Soit z € E.
=X X b's
—_—~
(thor)(z) =1Hx+ Iw(a,z)a) =z + Iw(a,z)a+pw(a, = + Iw(a, z)a)a

=2+ Mw(a, x)a + pw(a, x)a + prw(a, v)w(a, a)a = z + (A + plw(a, x)a = 757 (x)

car w(a,a) =0

H A At
THOT, =T,

(c) Soient a € E un vecteur non nul et A un réel. Déduire de la question précédente que 7' est

. . L. —1 , . .
inversible et que sa réciproque (Ti‘) est également une une transvection symplectique ?

D’apres la question précédente, 7, * o7 = 7, A =70 =id = 1) o 77N

Donc 7} est inversible, d’'inverse 7, *, elle-méme une transvection symplectique.

On se propose de montrer le théoreme suivant :

Tout endomorphisme symplectique de E peut s’écrire comme la composée d’au plus 2n = 4m transvections
symplectiques de F :
V u € Symp,,(E), 3 p € [1,4m] et 71, 72,...,7, des transvections symplectiques tq : u =T, 0--- 0Ty 0 Ty.

23. On commence par montrer le lemme suivant :
Pour tous vecteurs non nuls x et y de E, il existe une composée v d’au plus deux transvections
symplectiques telle que vy(z) = y.
On fixe x et y, non nuls, dans E.

(a) Supposons que w(x,y) # 0. Montrer qu'il existe A € R tel que T;‘ﬂ:(x) =y.

Soit A € R, on considere a =y — x # 0 (sinon x = y et w(z,y) = 0 - absurde). Alors

o) =r 4wy —a,a)(y—x) = x4 do(y, 1) (y — x) — Aw(z, z)(y — x)
=0

=(1- 2wy, x))r+ \w(y,z)y

1
En choisissant A <~ ————, on trouve 7" _(x) = y.

w(y, ) v

Si w(z,y) # 0, alors il existe A € R tel que T?j‘fm(x) =y




(b)

Supposons que w(z,y) = 0. Montrer qu’il existe un vecteur z € F tel que w(z,z) # 0 et
w(y, z) # 0.

Comme w est non dégénérée, {t |V z € E,w(t,z) =0} = {0}
et comme x #0,x ¢ {t |V z¢€ E,w(t,z) =0}
Par conséquent, il existe z, € E tel que w(z, z5) # 0.
De méme, il existe z, € E tel que w(y, z,) # 0.
Si w(y, z,) # 0, alors on prend z < z, et on a w(x,z) # 0 et w(y, z) # 0.
sinon (donc w(y, z;) = 0), si w(z, ) # 0, on prend z < z,.
sinon (donc w(z, zy) =0 et w(y, z;) = 0), on prend z < z; + 2y,
alors par linéarité de w : w(x, 2) = w(x, 2,) +w(x, zy) # 0 et w(y, 2) = w(y, z,) # 0.

#0 =0

‘ On a donc assurément I'existence de z € E tel que w(z, z) # 0 et w(y, z) # 0. ‘

Montrer le lemme cité ci-dessus.

Soit (z,y) € E?,

— Siw(z,y) # 0, alors il existe une transvection symplectique (T;_(Zy) '
d’apres 21.(a)

— Siw(z,y) =0, alors il existe z € E tel que w(x,2) # 0 et w(z,y) = —w(y, z) # 0 d’apres
21.(b), donc deux transvections symplectiques 71 et 75 telles 7 () = z et 72(2) = v.
Donc (12 0 71)(x) = y.

) telle que 7(z) =y,

‘Donc pour z et y dans F, il existe v composée d’une ou deux transvection(s) tel que y(z) = y. ‘

24. Le théoreme
Soit u € Symp,,(E) un endomorphisme symplectique de E. Soit e; € F un vecteur non nul.

(a)

Justifier existence de f; € E, non colinéaire & eq, tel que w (e1, f1) = 1.

Comme en 21.(b), siV z € E, w(ey,z) =0, alors ey € {t |V 2z € E,w(t,z) =0} = {0} (w
non dégénérée), donc e; = 0. Absurde.
Dons il existe z € E tel que w(ey, z) # 0.

1
Soit f; = ————z, alors (par linéarité a droite) :
w(er, 2)

w(€17f1)=w<€1a 1Z)Z)= ! wler,z) =1

w(ey, w(ey, z)

‘Donc7 il existe f1(# 0, nécessairement) tel que w(ey, f1) = 1. ‘

On pose P = Vect (e1, f1) le plan vectoriel engendré par les vecteurs e; et f1. On va montrer
I’existence d’une composée § d’au plus quatre transvections symplectiques de E telle que

0(u(er)) =er
{ 5(u(f) = fi (L1

Pourquoi existe-t-il une composée d; d’au plus deux transvections symplectiques de E telle
que 61 (u(er)) =€y ?

e1 est non nul, u(ey) est également non nul
(sinon e; € Ker u = {0} car u inversible et donc e; = 0, faux).
Donc d’apres la question 21 avec x < u(ey) et y <—e1 (et 1 =) :

‘il existe §; composée d’au plus deux transvections symplectiques de F telle que 01 (u(e1)) = e;. ‘




(c) Notons f; le vecteur 81 (u (f1)). Montrer qu’il existe une composée do d’au plus deux trans-

vections symplectiques de E telle que d2 (e1) = e; et do (fl) =

On a
w(er, fi) = w(di(uler)), 61(u(f1))) = wluler), u(f1)) = wler, f1) = 1

car 1 et u € Symp,, (E).

e Supposons que w(f1, f1) # 0.
_7~1 A - 3 =
avec \ S one Tfl_fl(fl) f1 (comme en 23.(a)

De plus, par linéarité : w(f1 —fl,el) =w(f1,e1) — w(fl,el) =-141=0, donc
Tf\l—f}(el) =e1 — M(f1 — fi,en)(f1 — f1) = e1.

Ainsi, avec 09 = ’7';‘1_];1, on a da(e1) = ey et 5(f1) = f1.

e Supposons que w(f1, f1) = 0.
Montrons d’abord qu'il existe z € E, tel que w(f1,2) # 0, w(f1,2) # 0 et w(er,z) = 1.
Notons d’abord que w(f1,-), w(f1,-) et w(er,-) sont des formes linéaires.
Donc leurs noyaux sont des hyperplans (associés & des formes linéaires non nulles) de
dimension n — 1. .
Si z n’existait pas alors pour tout x € F, x € Ker w(f1,-) UKer w(fi,-) UKer w(ey,-),
la réunion de ces hyperplans donnerait donc F, un espace vectoriel,
il faudrait alors que la réunion soit égale & I'un de ces espaces vectoriels,
et ainsi, I’'un de ces hyperplans serait F, ce qui est faux.
Ainsi, un tel z existe.

- A 7
Prenons \; < ——4—, on a comme précédemment : 7! ; = z.
1 UJ(f1,Z)7 p Z*fl(fl)
~ 1 ;s 2 . Ao _
De méme avec Ay S(faz) On a comme précédemment : Tfl_z(Z) = f1.
/\2 )\1

Enfin, avec 05 = TR 0T hs composée de deux transvections symplectiques et trans-
zZ—J1

forme fl -z = f1,

w(z — fhel) =w(z,e1) — w(fl,el) =-1+1=0, donc T:‘ifl(el) =e

w(fi —z,e1) =w(f1,e1) —w(z,e1) = —1+4+1=0, donc T;‘I{Z(el) =6
Alors da(e1) = eq

il existe d; composée d’au plus deux transvections symplectiques de E telle que 5 (e1) = e1 et da ( fl) = f1.

La composée § = d2067 d’au plus quatre transvections symplectiques vérifie les conditions (I11.1).
Cela n’est pas demandé, mais notons bien que ~

d(u(er)) = 02(d1(u(er))) = d2(e1) = ex et 6(u(f1)) = d2(01(u(f1)) = d2(f1) = f1-

On pose v = § o u.

(d) Montrer que P est stable par v et déterminer v|p, endomorphisme induit par v sur P.

P = vect(ey, f1). Pour tout z € P, 3 o, € R tel que z = aey + 8 f1.
donc, par linéarité : v(z) = av(er) + fv(f1) = ad(uler)) + Bo(u(f1)) = ae1 + Bfi =

‘Ainsi P est stable par v et mieux : v p = id|p. ‘

(e) Montrer que P¥ est stable par v.

Soit ¢ € P¥. Donc V y € P, w(zx,y) = 0.
On a alors, pour tout y € P :

w@),y) = w@@ow) = wy) =

y=v(y) v€Symp,, (E)

Donc v(z) € P¥.

P¥ est stable par v.




(f) Montrer que la restriction wjp. de w & P x P munit P“ d’une structure d’espace symplec-
tique et que 'endomorphisme vpe. induit par v sur P“ est un endomorphisme symplectique.

En question 9.,0on a vu que w|r est définie une forme symplectique sur F ssi '@ F¥ = E.
Ici, on a F' = P“.
Par ailleurs, pour des raisons de dimensions : dim F' 4+ dim F* = dim F, donc il suffit de
démontrer que la somme est directe; avec F' < P%.
Notons d’abord que P = (P*)%.
Soit x € P.
En effet, par définition de P¥ ={a |V = € P,w(a,z) =0} : Va € P*, w(a,z) = 0.
Donc, pour tout a € P¥, w(z,a) = —w(a,z) = 0. Donc x € (P¥)“.
Ainsi P C (P¥)”.
Et pour des raisons de dimensions : dim P = dim E — dim P¥ = dim(P“)>.
Donc P = (P¥)".
Soit x € P¥ N (P¥)Y =P“NP.
Alors x € P, donc il existe o, 8 € R tel que © = ae; + Bfi.
On a donc (par bilinéarité de w) et comme z € P¥ :

0=w(z,e1) =aw(er,er)+PBwler, 1) =6 et 0=w(z, f1) = aw(fi,e1)+Bw(f1, f1) = —«

car w(eg,e1) =w(f1,f1) =0. Donc z = 0.

‘Donc (P“,wpw) est un espace symplectique. ‘

On a alors, puisque v est un endomorphisme symplectique de E

Va,ye P wps(vpe(2),vp(y) = w(o(r),0(y) = w(@,y) = wpe(2,9)

’ Donc vpw induit par v sur P* est un endomorphisme symplectique de P*. ‘

(2) A Paide de ce qui précede, montrer le théoreme annoncé.

On démontre le résultat par récurrence sur dim F, plus exactement sur m(= %dim E).

Posons P,, : <V E symplectique de dimension 2m, et ¥V u € Symp,(E), I p € [1,4m]
et 71, 72,..., T, des transvections symplectiques tq : u =T1,0-- 0 0T1. >
— Supposons que dim E = 2.
On trouve, comme en 24.(a), deux vecteurs e; et f; non colinéaires, donc (e, f1) libre et
base de E (dim FE = 2).
On a ensuite, comme en (¢), § composée de 4 transvections symplectiques tel que IT7.1..
Puis, on a vu en (d) que 6 ou = idg, donc u = § 1.
Or linverse des transvections symplectiques est une transvection simplectique (22.(c)).
L’inverse de la composition de 4 applications est la compositions (dans l'ordre inversé)
des 4 inverses.
Ainsi v = §~1 est la composée de 4 transvections simplectiques.
Donc P; est vraie.
— Soit m € N. Supposons que P, est vérifié.
Soit E symplectique de dimension 2(m + 1) = 2m + 2.
On peut alors créer comme avec les questions (a) a (e) un plan P stable par u.
Comme v|p = (0 o u)p = idg, alors comme pour prouver Py,
u|p est composée de (au plus) 4 transvections symplectiques de type 7'aA avec a € P.
Par ailleurs, ’espace P est également stable par u.
Comme a € P,V y € P* 7)My) =y + \w(a,y)a = y.
Et dim P¥ = dim F — 2 = 2m. On applique P,,, a P*“.
Dongc il existe p € Ny, tel que ujpo =750+ 077.
La encore, les transvections 7,,7p—1,... 71 qui composent u|pw peuvent se prolonger
sur E de maniere & ce que Vi € Ny, 7;(e1) = e1) et 7(f1) = f1. On trouve donc sur E.
Elles commutent avec les 4 premieres transvections symplectiques.
Donc u est le produit d’au plus p+4 < 4m+4 = 4(m—+1) transvections symplectiques.
Ainsi P, 41 est vraie.
La récurrence est démontrée.

V w e Symp,,(E),3pe [l,4m],3 71, 7,..., T, des transvections symplectiques tq : u =7, 0

-+-0T9O0Ty.




