Lycée Pierre de Fermat 21.01.2023
MPSI & MP21 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°5

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements
et I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

INEGALITES DE CONVEXITE ET ENTROPIE

0 siz=0,

On définit dans tout le sujet L : [0,1] = R, z — .
—zlnzx siz>0.

0 siz=0,

P1 énéral L,:0,1 R
us généralement, on pose, pour tout n € N, L,, : [0,1] = R, z — { M e siz>0.

I Etude de fonctions

L.1. Soient (a,b) € R? tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
Le but de cette question est de démontrer le résultat suivant :
f est convexe sur [a,b] si et seulement si f’ est croissante sur |a, b|.
(a) Supposons que f’ est croissante sur ]a,b[. Soient z < y < z fixés dans [a,b]. En utilisant la formule des

accroissements finis, montrer que
fly) = f(=) _ f(z) = fQy)

y—x  z—y

Que vient-on de démontrer pour f 7?7
(b) Réciproquement, supposons que f est convexe sur [a,b]. Soient a < x < y < b. Justifier que, pour tout

(s.t) €lz,y[%,
f(s) = f@) _ f() - f»)
s—x = t—y

puis en déduire que f’ est croissante sur ]a, b en regardant I'information qui se déduit de I'inégalité ci-dessus
lorsque s et t se rapprochent respectivement de x et .
1.2. (a) Montrer que L est continue sur [0, 1].
Est-elle dérivable en 07 Que peut-on en déduire concernant la courbe représentative C de L7
(b) Etudier les variations de L.
Etudier la concavité de L.
(c) Donner une équation de la tangente 77 a C au point d’abscisse 1.
Quelle est la position relative de C par rapport a 77 ?
Tracer C en faisant apparaitre au moins trois tangentes remarquables.
[.3. Soit n € N fixé.
(a) Exprimer, pour tout & € N* et tout = € R, la dérivée k-ieme de la fonction logarithme en x : In*) (). On
pourra conjecturer une formule puis la prouver par récurrence.

(b) Justifier que L,, est de classe C* sur |0, 1] et montrer que, pour tout p € [0, n],

n+1)! o B\ (1P R (4 DI(p — K — 1)

(c) En déduire que L,, est de classe C" sur [0, 1]. On précisera la valeur de la dérivée k-éme en 0 pour k € [1,n].

(d) Exprimer Lg”) comme une combinaison linéaire L et de Idjg;; (dont on ne cherchera pas a simplifier les

coefficients). Est-ce que L est dérivable en 0?



IT Etude d’une suite récurrente

Soit a € [0,1]. L’étude des variations de L a permis de remarquer que L([0,1]) C [0, 1] ce qui permet de considérer
la suite récurrente u définie par

II.1.
I1.2.
II.3.

11.4.
IL.5.

II.6.

up=a et Yn € N, upi1 = L(uy)

Résoudre I'équation L(x)
Justifier que L(]0,e71]) C]0,e ] et que Vz € [0,e7 Y], L(z) > .
]

alors u est monotone puis qu’elle converge et déterminer sa limite.

x.

En déduire que, si a 6]0, e
Justifier que L(Je™!,1[) €]0,e™!] puis en déduire la convergence de u et sa limite lorsque a €]e™?, 1].

Etudier la convergence de u et sa limite éventuelle pour les valeurs de a n’ayant pas encore été étudiées.

Soit a €]0, 1] tel que a € [6_1 - %e_l,e_l + %6_1].

1
(a) Déterminer, pour t € [—(; 2] un majorant indépendant de ¢ et de o de ’expression T3¢

En déduire que, pour tout u € {— ] [ In(1 + )| < 2|ul.

272
-1 @ _ -1
(b) Montrer que, pour tout x € [e — 56 ]
[L'(z)] = |In(1 +et)| <
ott I'on définira ¢ de maniére & ce que z = e~ +¢.
L qons -1 @® 1 1, % 4 -1 -1
En déduire que, Vx € {e g et e }, |L(z) —e | < alz —e .

(¢) En déduire que,
VneN, |u, —e ' <ala—e!
Quel résultat antérieur cette inégalité permet-elle de retrouver ?
el 3e !
27 2
pour tout n > N, |u, —e | <e?

(d) Soient e > 0et a € 1 . A partir de quel entier N ne dépendant que de € et a, peut-on affirmer que

ITI Etude d’une suite implicite

Inz

Notons g la fonction définie pour tout x €]0,1] par g(z) = ——.

II1.1.

I11.2.
I11.3.

e
Montrer que, pour tout n € N*, L, admet un unique maximum global dont on notera x, et y, l’abscisse et
I’ordonnée.

Montrer que, pour tout n € N*, (z,,,y,) appartient a la courbe représentative de la fonction g.

Posons pour tout n € N*, h,, la fonction définie pour tout = € [0,1] par h,(z) = L(z) — z".

(a) Soit n € N*. En étudiant le signe de h!,, déterminer les variations de h,, et établir qu’il existe une unique
solution & I’équation d’inconnue z €]0, 1]
L(x) =z"

On notera «,, cette unique solution.

(b) Soit n € N*. Justifier que hj,+1 = hy, sur |0, 1] puis, en évaluant en 11, obtenir la monotonie de la suite
() et conclure & sa convergence.

Posons £ = lim «,.
n—-+4o0o

(c) Supposons que ¢ €]0, 1]. Calculer ll)I_’I_l L(ay,) et liril ayy puis déterminer la valeur de /.
n o n—-+0o0



IV Inégalité sur ’entropie

On note pour tout n € N*, A,, = {(A1, A2, ... A\p) € (Ry)™ | Z)‘i =1}
i=1

Puis, on définit, pour tout n € N*, la fonction H,, : A,, = Ry, (A1, A, ... Ap) — ZL(Ai).

IV.1. (a) Justifier que In est concave.
En déduire que, pour tout (A1,...\,) € A, (n € N¥) tels que A; > 0 pour tout i € [1,n],

Hy(M,...\) > —1n (ZV)

(b) Exprimer, pour tout a > 0 ’équation de la tangente au graphe de la fonction logarithme au point d’abscisse
a puis en déduire que, pour tout x > 0, on a

he<z—1. (7)

IV.2. (a) Soient (p1,p2,...pn) €t (¢1,42,--.qn) dans A, tels que p; > 0 et ¢; > 0 pour tout ¢ € [1,n].
n
En exploitant l'inégalité (Z), montrer que Zpl- n & < 0.
i=1 i

(b) En déduire que, pour tous (p1,p2, . ..pn) €t (q1, 92, - - - qn) dans A, tels que p; > 0 et ¢; > 0 pour tout i € [1,n],
n
Y piln(g;) = Hy(p1, ... pn) -

(c¢) Conclure que
V (p1,p2;---pn) € An, Hu(pr,...pn) <Inn (1)

et montrer que cette majoration est optimale en exhibant un cas d’égalité.
On fera bien attention au fait que les p; sont éventuellement nuls.

IV.3. Etablir directement la majoration (1) en appliquant a L l'inégalité de Jensen.

V Extension de I’inégalité

n
On note A 'ensemble des suites (py,)nen+ & termes strictement positifs telles que (P,) = (Z pi> converge vers 1.
i=1
On fixe p €]0, 1] et on considére particulierement les suites (a,) = (p(1 — p)" st et (by) = (

n(n+1)(n +2) Jnz1

V.1. Montrer que (a,) € A et (by,) € A.
B gl
T +2°

On pourra chercher «, 3,7 tels que V n € N*, b, =

3|Q

n +1
n k n 1
% PSR Pra 0% 52 : : —
V.2. Calculer, pour n € N*, de deux manieres différentes g ( Eﬁ ) afin d’établir nEIJIrloo ,},1 kay = 5

V.3. Montrer que lim Z kbr = 2.

n—-+o00

n n
N*
On note, pour tout p €01, A% = {(puuer € (R | Sopu, 2 vet Do, 4,

n—+0o p
Soit ¢ = (qn)nen+ € AL,. On considere la suite (Hy(q))nen+ définie pour tout n € N* par

n

Hy(q) = Llaw)

k=1

n

1

V.4. (a) Posons, pour tout n € N*, W,, = Z qr In(ay,). Justifier que (W},) converge vers — In(pP(1 — p)' 7).

— p
k=1



(b) En exploitant I'inégalité (Z), montrer que pour tout k € N,
L(ar) < ax — qx — qrIn ay,

(¢) En déduire que (H,(q)) est majorée et qu’elle converge.

(d) Posons H(q) = lim H,(q). Conclure que
n—+o0o

H(g) <~ (1~ p)! 7).

(e) Cette majoration est-elle optimale ?



Correction

On définit dans tout le sujet L:[0,1] - R, x — 0 S 0,
—xlnzx siz>0.
0 siz=0,

P1 énéral L,:0,1 R
us généralement, on pose, pour tout n € N, L,, : [0,1] = R, z — { M e siz>0.

I Etude de fonctions

L.1. Soient (a,b) € R? tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
Le but de cette question est de démontrer le résultat suivant :
f est convexe sur [a,b] si et seulement si f’ est croissante sur |a, b|.
(a) Supposons que f’ est croissante sur ]a,b[. Soient z < y < z fixés dans [a,b]. En utilisant la formule des
accroissements finis, montrer que
fly) = f(=) _ f(z) = fQy)

y—x  z—y

Que vient-on de démontrer pour f?

* [ est continue sur [z,y] car f est continue sur [a,b] et [z,y] C [a,b],
* [ est dérivable sur |z,y[ car f est dérivable sur |a,b| et |z, y[Cla,b],
donc la formule des accroissements finis s’applique et donne

fly) = f(=)

— = f'(c1)

Jdey €]z, y|

On montre de méme que

Jez €y, 2] : %@J:(y) = f'(c2)
Observons alors que ¢; < y < ¢z donc la croissance de f’ donne
ﬂw—f@):f@ﬂgf@ﬂ:f@%—ﬂw
y—x z—y
fly) = fl@) _ f(z) ~ fly)

y—x  z—y

Ainsi, V(z,y,2) € [a,b]> , z <y <z —

On vient de prouver que f satisfait I'une des 3 conditions du lemme des 3 penstes qui est équivalente a la
convexité de f sur [a,b].

‘Ainsi, f est convexe sur [a, b]. ‘

(b) Réciproquement, supposons que f est convexe sur [a,b]. Soient a < z < y < b. Justifier que, pour tout

(5,1) €la,yl,
f(8) = f@) _ f) = I )
s—x h t—y

puis en déduire que f’ est croissante sur ]a, b[ en regardant I'information qui se déduit de I'inégalité ci-dessus
lorsque s et t se rapprochent respectivement de x et y.

e s €|x,y[ donc z < s < y donc la convexité de f implique (via le lemme des 3 pentes)

(
fls) = f@) _ f(y) = ﬂ)

\
s—x Yy —

t €]z, y[ donc x < t < y donc la convexité de f implique (via le lemme des 3 pentes)

fly) = f@) _ fly) = (1)
Yy— h y—1

Par transitivité de la relation d’ordre <,

)= f@) _ fw) =)

W(a.t) eyl BE T < SO




e Fixons ¢ €]z, y[ quelconque et observons que dans l'inégalité

fs) = f(x) fly) = f@t)

Vs €]z, y[ , <
s—x y—t
' t
o F@) IR0
car f est dérivable sur ]a,b[ et x €]a,b] sz y—1

+

les deux membres ont une limite finie lorsque s — =™ ce qui permet de passer a la limite dans cette

inégalité pour obtenir
fly) — 1)

fla) < 20—

Cette relation est vraie pour tout ¢ €]z, y],

vieleyl, flz) < fy) = /)

— y—1
tﬁ_yi Fz) tg{ f'(v)

car f est dérivable sur |a,b[ et y €]a, b[
et les deux membres ont une limite finie lorsque t — y~ ce qui permet de passer a la limite pour établir
f'z) < f'(y)

Or le résultat est vrai pour tous (z,y) €]a, b[2 tels que z < y donc

I est croissante sur ]a, b].

[.2. (a) Montrer que L est continue sur [0, 1].
Est-elle dérivable en 07 Que peut-on en déduire concernant la courbe représentative C de L7

e x z— —z et In sont des fonctions continues sur ]0, 1] donc leur produit, f est continu sur ]0, 1].
* D’apres le théoréme sur les croissances comparées,

limaxlnxz =0
z—0

donc
lim L(z) = 0= L(0)

x#0

donc L est continue en 0.

‘Ainsi, L est continue sur [0, 1]. ‘

e Pour tout z €]0, 1],
L(z) - L(0) —zlnz
= =—Inzx — +x
z—0 T z—0

donc L n’est pas dérivable en 0 et son graphe admet en (0, L(0)) une tangente verticale dirigée vers le haut.

(b) Etudier les variations de L.
Etudier la concavité de L.

e * x+— —x et In sont des fonctions dérivables sur |0, 1] donc leur produit, f est dérivable sur |0, 1].
* pour tout z €]0, 1],

1
L'(z)=-Inxz —z x ~= —(1+Inx)

1
'(r)>0 <= 1+l <0 < hr<-1 < T <=



L étant continue sur le segment [0, 1], le signe de L’ sur Uouvert ]0, 1] suffit & déterminer les variations

de L sur [0,1] :
1
T 0 — 1
@+ 0
L'(x —
T L<1>:_lln1:—m€:1
- e e e e e
L /! N\
0 0

e x —L est continue sur le segment [0, 1],
* —L est dérivable sur I'ouvert ]0, 1[ (car sur ]0, 1}),
* In est croissante sur |0, 1] donc z — 1+ Inz est croissante sur ]0, 1],
donc (—L)" =1+ In est croissante sur ]0, 1],
si bien que le sens réciproque de ’équivalence de la question 1.1 s’applique : —L est convexe sur [0, 1].

‘Ainsi, L est concave sur [0, 1]. ‘

(c) Donner une équation de la tangente 77 a C au point d’abscisse 1.
Quelle est la position relative de C par rapport a 17 ?
Tracer C en faisant apparaltre au moins trois tangentes remarquables.

e [ est dérivable en 1 donc y = L'(1)(z — 1) + L(1) est une équation de la tangente & C en (1, L(1)). Or
L(1)=0et L'(1) = —(1 +1n(1)) = —1 donc

‘une équation de la tangente a C au point d’abscisse 1 est y = —z + 1. ‘

e f est concave sur [0,1] donc C est en-dessous de toutes ses tangentes sur [0,1] (sous réserve d’existence
des tangentes!).

‘Ainsi, C est en-dessous de T} sur [0, 1]. ‘

e Les 3 tangentes remarquables sont
* la tangente verticale au point (0,0),
* la tangente horizontale au point (e_l, e_l),
* la tangente T} de pente —1 au point (1,0).

1.3. Soit n € N fixé.

(a) Exprimer, pour tout & € N* et tout x € R, la dérivée k-ieme de la fonction logarithme en x : In®(z). On
pourra conjecturer une formule puis la prouver par récurrence.

Considérons la propriété P(-) définie pour tout k € N* par

P(k) : «Vz €]0,400] , n®)(z) = ~ oy

* On a - |
Vz €]0, 400l , (=1) fl L In'(z) = In™M ()
T T

donc P(1) est vraie.
* Soit k € N* fixé quelconque tel que P(k) est vraie. En dérivant la dérivée k-éme de la fonction In dont
une expression est donnée par la véracité de P(k), on obtient

vz €]0, +oo[ , m*V(z) = Py (2)

C1\k+1/ !
= (tr—>( D tk(k 1)!> (x) car P(k) est vraie

eS|

(=1)FHDH (k4 1) — 1)!
okt




Par conséquent, P(k 4 1) est vraie.

(—D)F(k —1)!

xk

Ainsi, Yk € N* | Vz €]0, +o0[ , In®)(z) =

(b) Justifier que L,, est de classe C*° sur |0, 1] et montrer que, pour tout p € [0, n],

(m+1! i1y (D) (1P F(n+ Dl(p — k — 1)
\V/x 6]0,1] , Lgp)(x):mﬂ? + pln:ﬂ—{—ﬂc + pkzo k (n—{—l—k)l .

o = +— —z"" et In sont des fonctions de classe C*° sur ]0,1] donc leur produit, L, est de classe C* sur
10, 1].
e Soit p € [0,n] fixé quelconque. Appliquons la formule de Leibniz :

ve €)0,1], LP(z) = — [(t . t”“) o m)(p) ()
= - (i) (t — t”“)(p) (z) xIn®P)(z)
— Mwnﬁ-l—p
(n+1—p)!
S p n+1 (k) (p—k)
=) fore b b))
- _ (DY _ )P — k- 1)
mw rp—k

d’apres la question 1.3(a), autorisé
car k € [0,p — 1] donc p — k € N*

-1 o
_ (n+1)! Py pz: (p) (—1)PFH(n+ Dl(p — k — 1)!mn+1—k—(p—k)
!

(n+1—p) = \k (n+1—k)!

-1 _
— (n + 1)' xn—l—l—p Inz+ pz <p> (_l)p k(n + 1)'(]9 — k- 1)!xn+1—p
k

(n+1-—p)! = (n+1—k)!
. +1)! _ R\ (=P R+ Di(p — k — 1))
A 11. 1, — (717 ntl-—p) n+l-p
insi, Vp € [0,n], Yz €]0,1], L’ (x) i _p)!w nr+x kz:;] 1 1=k

(c) En déduire que L,, est de classe C" sur [0, 1]. On précisera la valeur de la dérivée k-¢me en 0 pour k € [1,n].

* D’apres le théoréme sur les croissances comparées, puisque n + 1 > 0 (car n € N)

n+1

lim x Inz=0

z—0
donc
lim Ly (z) = 0 = Ly(0)
270
donc L,, est continue en 0.
* Ly, est de classe C" sur ]0,1] (car de classe C* sur |0, 1] d’apres la question 1.3(b)).
* Soit p € [1,n] fixé.
D’apres la question 1.3(b), pour tout z €]0, 1],

-1 _
L) () = (D! Py 4 gnHes ”Z P\ D —k -1t
" (n+1—p)! — ~—— — (n+1-—k)! z—0
— 0 — 0 k=0

z—0 z—0 X >
carn+1—p>0 carn+1—p>0 constante indépendante de x

(croiss. comp.)

donc L) admet une limite finie & droite en 0 qui vaut 0 : lim LP) = 0.

z<0



Nous pouvons donc appliquer le théoréme de prolongement du caractere C" :

Ly, est une fonction de classe C" sur [0,1] et Vp € [1,n], LP)(0) = 0.

(d) Exprimer Lg") comme une combinaison linéaire L et de Idjg;; (dont on ne cherchera pas a simplifier les

coefficients). Est-ce que L™ est dérivable en 07

L’expression de Lgp ) établie dans la question 1.3(b) appliquée pour p +— n (autorisé car la formule est valable
pour p € [0,n]),

(=) k(n+1D)(n—k—1)!
(n+1—-k)!

n—1
vz €]0,1], L (z) = (n+ Dlzlnz + "
x €]0,1] () =(n+1Dlzlnz xlg) i

constante réelle notée ¢,

donc

vz €]0,1] , L (z) = —(n+ 1)!L(z) + cnld)g 1y(2)

* Méthode 1. D’apres la question précédente, L™ est continue en 0 et Lg”) (0) = 0 donc, pour tout

x €]0, 1],
L () = L (0) — L (x) =—(n+1)! Liz) +cp — —00
x—0 T ’ T " 20
— 00

z—0

question 1.2(a)

donc Lg”) n’est pas dérivable en 0.
* Méthode 2. Nous avons établi la formule

LM = —(n+ 1)L + cnldyg ) sur |0, 1] (2)

or
— L, est de classe C" sur [0,1] donc L™ est continue en 0,

— L et Idjp ;) sont continues en 0,

donc la relation (2) valide sur |0, 1] se prolonge, par continuité des 3 fonctions impliquées, en une relation
valide sur [0, 1].

Des lors, on a L = '(cnId[O,l] — L) sur [0, 1].

(n+1)

Par I’absurde, supposons que Lgl") est dérivable en 0,

alors m(cnld[oﬂ — L{M) est dérivable en 0 (combinaison linéaire de fonctions dérivables en 0),
n !

donc L est dérivable en 0 ce qui contredit la réponse a la question 1.2(a).

Ainsi, L™ n’est pas dérivable en 0.

II Etude d’une suite récurrente

Soit a € [0,1]. L’étude des variations de L a permis de remarquer que L([0,1]) C [0, 1] ce qui permet de considérer
la suite récurrente u définie par
up=a et Yn € N, upi1 = L(uy)

II.1. Résoudre I'équation L(x) = z.




L’inconnue est z € [0, 1] (domaine de définition de L).

B L(z) x L(z) = =
Lz)=2z <= {x _ o ou {x e 10.1]
PN L(0) = 0 on —zlnz = =
x =0 x e 10,1]
— 0 =0 on Inx = -1
x = 0 x e 10,1]
1
<~ =0 ou z=-—-
e

L admet 2 points fixes : 0 et 1/e.

I1.2. Justifier que L(]0,e™']) C]0,e7!] et que YV € [0,e7 ], L(z) > .

e D’aprés le tableau des variations de L, cette fonction est strictement croissante sur [0,e '] donc

Ve €l0,e7 ], 0<z<e ! doncL(0) < L(z) < L(e™})
\,(.)/ H,_l/
= — 67

Par conséquent, L(]0,e™!]) €]0,e1].

e D’aprés la question 1.2(b), la fonction L est concave sur [0,1] donc elle est minorée sur [0,e™'] par sa corde
entre les points d’abscisse 0 et e~ ! si bien que

L(e™Y) — L(0) (z— 0) + L(0) = el -0

—1
VxE[O,e ],L(.YJ)}W 6_1_0

(x—-0)+0=x

Ainsi, Vo € [0,e7Y], L(z) > .

I1.3. En déduire que, si a €]0, 6_1], alors u est monotone puis qu’elle converge et déterminer sa limite.

La question II.2 a établi la stabilité de l'intervalle ]0, 671] par L donc une récurrence immédiate permet de

montrer que
VneN, u, €]0,e ]

Cette localisation de tous les termes de la suite u dans |0, e_l] permet d’appliquer la minoration de L sur |0, e_l]
établie dans la question I1.2 pour x + u,, :

Vn e N, L(up) = uy
——
= Un+1
si bien que la suite u est croissante.
Or elle est aussi majorée (par e~ ! puisque tous les termes appartiennent & 10, e_l]) donc elle converge vers une

limite ¢ vérifiant
¢ = sup{u, | n € N}

En passant a la limite sur les deux inégalités de I’encadrement

VneN, a<u, <e !

on obtient a < £ < e~ ! donc £ € [a,e ], or la fonction L est continue sur [0, 1] donc sur [a,e '] donc en £ si bien

que,
VneN, upy1 = L(un)
—— ——
dsn;r)ooz n—>—+>oo L(E)

par unicité de la limite, ¢ = L(¥).



1

Par conséquent, £ est un point fixe de L mais, d’aprés la question I1.1, L n’a que 2 points fixes : 0 et e~ et nous
avons établi que £ € [a,e™!] C]0,e™!] (car dans cette question on a fait 'hypothese a > 0) donc £ = e~
1

Ainsi, u converge et limu = e~

I1.4. Justifier que L(Je™*,1[) C]0,e™!] puis en déduire la convergence de u et sa limite lorsque a €]e™!, 1]

e D’aprés le tableau des variations de L, cette fonction est strictement décroissante sur [e™!, 1] donc

Ve ele 1], et <z <1 doncL(e ) > L(z) > L(1)
——— \,6/

=€

Par conséquent, L(le™!, 1[) C]0,e™ !

e Siug=a €le!, 1], d’apres le point ci-dessus, u; = L(ug) €]0,e [ donc la suite u se comporte, & partir du
1

rang 1 exactement comme les suites donc la condition initiale appartient a |0, e ! [, ce qui signifie, d’apres la

question II.3, que
Ainsi, si a €]e” ", 1], alors u converge et limu = e~

IL5. Etudier la convergence de u et sa limite éventuelle pour les valeurs de a n’ayant pas encore été étudiées.

Les valeurs de a n’ayant pas encore été envisagées sont a =0 et a = 1.
* Sia =0, alors u est la suite constante de valeur 0 (car 0 est un point fixe de L) donc elle converge vers 0.
* Sia =1, alors u; = L(a) = L(1) = 0 donc est une suite stationnaire dont le premier terme est 1 et tous les

suivants sont égaux a 0 donc elle converge vers 0.
‘Ainsi, si a € {0,1}, alors u converge vers 0. ‘

I1.6. Soit « €]0, 1] tel que a € [e - %e_l,e_1 + %e_l].
1
a) Déterminer, pour t € |——, —|, un majorant indépendant de t et de o de I'expression ——.
2 +t
P a o
En déduire que, pour tout u € {—5, 5], [ In(1 + )| < 2|ul.
e Pour tout t € {__’Q}
272
14621-2 >0 done 0< < < 2
= — a5 onc X T X
2 <~ 1+t S1-2 —
1 1
o €0, 1] 0<a<1d0n00<%<§
1 1
doncl—g>—donc 5 <2
2 1-2
Ai ‘we[ O‘O‘] L <
insi ——, =, — <2
’ 272171+t
e Posons h :t € [—%,%] — In(1+¢).
* h est dérivable sur le segment —3 5]
* P tout t € [ = a}
our tou -, =
272
1 1
()] = ‘—’ = — < 2
s 9 1 point précédent
- 27 2
donc 1+4+¢>0



ce qui permet d’appliquer I'inégalité des accroissements finis entre les points u € {

a o
{—— } pour obtenir
272

[h(w) — b)) <sup { )] | ¢ & |-5. 5] } o0 <2

)

(;] et 0 du segment

3)

= |In(1 + u)|
Ainsi, Yu € [—% %} (1 + )| < 2Jul.
(b) Montrer que, pour tout x € [6_1 — %e_l, e !+ %6_1],

IL(@)| = |In(1 + e)] <

ott I'on définira ¢ de maniére & ce que z = e~ !

+ 1.
En déduire que Vz € [el - gszl,ffl + gel], |L(z) —e Y < alz —e Y.

2 2

Posons t =z —e L.

@ «
e Soit x € |:61 ——etel4 —el} fixé.
2 2
@
Puisque z € [e ! — —e et +

-1 [ o g |
te|—=el Ze .
2 }’6[26’26}

Nous avons déja établi que L'(x) = —(1 + In(z)) donc

[\ e
)

IL'(z)] = N1 +1H(5'3)|
= |L+In(et+1)
= [14In(e (1 +et))]

|1+ In(e™) +In(1 + et))]
|In(1 +et)] carIn(e™!) =—1

N

2

< a caretée [—%, %] donc 2et € [—a, a]

e
Ainsi, Vz € [6_1 — 56_1,6_1 +

« «
e Soit z € e — 5671,671 + 561}

«
* L est dérivable sur le segment [el — 5671, et + 1]
o} @
x |L'| est majorée par « sur le segment [e_l - 5e el 5¢ 1},
o o}
*x zete ! appartiennent au segment [6_1 — 56_1, e !+ 5 _1],

si bien que 'inégalité des accroissements finis donne
L(z) = Le™ ") < alz — e

or e ! est un point fixe de L donc

|L(z) —e Y < alz—et

2let| cart e [—gel, %el} donc et € {—%, %] ce qui permet d’appliquer la majoration (3)

(c) En déduire que,
Vn €N, |u, —e | <ala—e !

Quel résultat antérieur cette inégalité permet-elle de retrouver ?




e Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
Pn) : «lup —e | <ala—e | ».

* P(0) est évidemment vraie car les deux membres de I'inégalité sont égaux.
* Prouvons P(1) pour essayer de comprendre comment peut se dérouler I’hérédité (partie
inutile dans une rédaction finale).

1 @®

e
Par hypothese dans cette question I1.6, ug = a € |e™" — 3¢ e+ 56_1

ce qui permet d’appliquer
I'inégalité établie dans la question I1.6(b) pour x < a :

L(a) —e™!| <ala—e™!|

= |u; —e !

donc P(1) est vraie.

* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
L’idée consiste (comme le suggere la preuve de P(1)) d’appliquer I'inégalité établie dans la ques-
tion I1.6(b) pour = < wu,. Cependant, I'inégalité de la question I1.6(b) ne s’applique qu’aux x appar-

-1 & 1 1, O 1
tenant au segment |e” — 56 , € —|—§e }
@ @
Il faut donc, au préalable, prouver que u, € |e ! — 5671,671 + —el}. Justement la véracité de
P(n) donne
-1 n -1 -1 @ 1
lup —e | < ala—e 7| < la —e " < —e
— —~ 2
0<axgl «@ «
X S ac |:€1 _ 5671,671 + 561:|

(hyp. question I1.6)

donc u,, € {el — %eil,ef1 + %el}

L’utilisation de I'inégalité établie dans la question I1.6(b) pour x < u,, est donc autorisée et donne
|L(up) —e ! < alu, —e™ ! < axala—e | =a" e -}
—_— ~~
= |tpy1 — e} P(n) vraie,

donc |u, —e ! < a"a — e}

Par conséquent, P(n + 1) est vraie.

' '

Ainsi, Vn € N | |up, —e | < a"la—e”

e Puisque |a[< 1, lim «o" =0 donc
n—-+0o00
lim a"ja—e =0
n——+00
si bien que la majoration établie dans le point ci-dessus permet d’affirmer que la suite u converge et que

sa limite est e~ 1.

.. .. 1 o 1 1 @
Cet encadrement permet, pour des conditions initiales a € |e™" — 56 e+ 56 , de retrouver la conver-

-1

gence de la suite u vers e~ = sans étudier la monotonie de la suite.

-1 q.,-1
3 N
(d) Soient e > 0eta € ] %, BT [ A partir de quel entier N ne dépendant que de ¢ et a, peut-on affirmer que

pour tout n > N, |u, —e | <e?

Si a = ¢! la suite est constante de valeur e~ ! donc N = 0 convient.

) 2la — e~ !
Sinon, posons o = ——————
e
* D’une part, a # e~ donc a > 0.
. el 3e~1
D’autre part, ’hypothese a € R donne
-1 -1 -1 -1 -1
e 3e e e
- <e<—; donc ——<a—e'l<-— donc |a—e 1|<7



donc a < 1.
Ainsi, a €]0,1].
1_Q 1 1, %
——e e —e
2 * 2
Les deux conditions ci-dessus correspondent aux hypotheéses faites sur a et a dans la question I1.6(c) donc

on peut affirmer que

— a _
* De plus, avec cette valeur de o, |a — e 1| = 3¢ Ldonc a € |e

Vn €N, |u, —e | < ala—e!

si bien qu'un entier N & partir duquel tout les termes de la suite u sont & proches de e™*

entier N tel que

sera le plus petit

oNa—el<e <= Nha+hla—e ! <lne
PN N}lns—ln\a—e*H

] renversement des inégalités car a €]0,1[ donc Ina < 0
no

Ine—Inla—e
" In2+1Inja—e 1 —1In(e?)

—

Ine—Inla—e

— >
14In2+1Inja—e !

Ine —1Inja—e !

d N =
one 14In2+1Inja—el

convient.

III Etude d’une suite implicite

1
Notons g la fonction définie pour tout x €]0, 1] par g(x) = T
e

IT1.1. Montrer que, pour tout n € N*, L, admet un unique maximum global dont on notera z, et y, I'abscisse et
I’ordonnée.

Soit n € N*. Nous avons vu que L, est dérivable sur [0, 1] et pour tout = € [0,1], L} (z) = —[(n + 1) Inz + 1]z"
Puisque z € [0,1], 2™ > 0 et donc
, -1
L,(zx) 20<«<= (n+1)lnz < -1<==x <expn—+1

par croissance de exp. L’inégalité large de I’étude précédente peut étre stricte.
1
On vérifie que e 7+T €]0, 1].

__1 . , . __1
Ainsi L,, est strictement croissante sur [0,e” "+1| et strictement décroissante sur [e” »+1, 1].

6_1

n+1

1 )
onc our n admet un maximum uni ue a SCiSSG Ly — € M (] ordaonnee = X =
Donc, € N*, L,, admet d’ab " T ot d’ord = Lo(2n

II1.2. Montrer que, pour tout n € N*, (z,,,y,) appartient a la courbe représentative de la fonction g.

1
Soit n € N*, z,, = e” »+1 €0, 1] appartient au domaine de définition de g,

1
Ine ntt 1
donc g(xn) = e = e(n + 1) = Yn-

‘Donc, pour tout n € N* (z,,,y,) appartient a la courbe représentative de la fonction g.

n

IT1.3. Posons pour tout n € N*| h,, la fonction définie pour tout = € [0, 1] par h,(x) = L(x) — x".

10



(a) Soit n € N*. En étudiant le signe de h!,, déterminer les variations de h,, et établir qu’il existe une unique
solution & I’équation d’inconnue z €]0, 1]
L(x) =z"

On notera «,, cette unique solution.

Soit n € N*.
hy, est dérivable deux fois sur |0, 1[ et pour tout = €0, 1] :

hl(z) = —(nz+1)—nz" ' et hl(z)= —é —n(n—1)2""2 <0
Donc h], est strictement décroissante sur 0, 1].
Puis A, (1) = —(n+1) <0 et lim hi(z) = +oc.
Donc, par continuité et stricte décroissance de k!, sur ]0,1], on peut affirmer que :
h! réalise une bijection de ]0,1] sur [—(n + 1), +oc].
Il existe donc un unique 3, €]0,1] tel que A, (8,) = 0 et h, > 0 sur |0, B,[ et hl, < 0 sur ]|3,,1].
Ainsi h,, est strictement croissante sur |0, 8,[ et strictement décroissante sur |5, 1[.
En particulier, pour tout = €]0, 8], hn(z) > h,(0) = 0.
Donc ’équation h,(x) = 0 n’a pas de solution sur |0, 53,]
Et ho(8y) > 0, hn(1) = L(1) — 1" = —1 < 0.
hy, est continue, strictement décroissante sur [3,,1]. Enfin, 0 € [h, (1), by (5n)]-
Ainsi, I'équation h,(z) = 0 admet une unique solution sur [3,, 1].

‘Finalement : il existe une unique solution a I’équation d’inconnue z €]0, 1], L(z) = x". ‘

(b) Soit n € N*. Justifier que hj4+1 = hy, sur |0, 1] puis, en évaluant en 11, obtenir la monotonie de la suite
() et conclure & sa convergence.

Posons £ = lim «,.
n—-+4o0o

Pour tout n € N*, et tout = €]0,1[ : hpy1 — hp = L(z) — 2" — L(z) + 2™ = 2"(1 — z) > 0,
par produit de nombres strictement positifs. Comme a1 €]0, 1], on :

0= thrl(anJrl) = hn(anJrl)

Or, d’apres les variations de h,, étudiées a la question précédente :
— hy > 0sur |0, 5,], or hp(aps1) < 0 done apiq € [Ba, 1],
— hy, strictement décroissante sur [5,,1] et h,(an+1) < 0= hy(ay,) done a,q1 € (o, 1].

‘Par conséquent (o, )pen+ est croissante, or elle est majorée par 1 donc elle converge. ‘

(c) Supposons que £ €]0,1[. Calculer lim L(a,) et lim «] puis déterminer la valeur de /.
n—-+o0o n——+0o

On suppose que ¢ €]0, 1].
La fonction L est continue sur [0, 1], donc L(a,) — L(¥).
Par ailleurs, on sait que «,, est croissante donc 0 < o, < ¢".
Mais on a supposé que ¢ €]0, 1], donc ¢ — 0 (suite géométrique).
Donc d’apres le théoreme d’existence de limite par encadrement : (a;)) — 0.
Enfin, on sait que pour tout n € N*| L(«a,) = ag,.
Ainsi par unicité des limites L(¢) = 0. Donc d’apres I’étude des points fixes de L : £ € {0,1}. Absurde!
Donc ¢ ¢]0,1[.
Or tous les termes de la suite (a,) appartiennent a [0, 1] donc, par passage a la limite dans les deux inégalités
de l'encadrement 0 < o, < 1,0 < ¢ < 1 donc ¢ € [0, 1].
Par conséquent, ¢ € [0,1]\]0,1[= {0,1}. Et comme (o) est croissante ¢ = sup{«a, | n € N} > ag > 0, donc

04 0.

‘La suite (a,) converge vers 1. ‘

11



IV Inégalité sur ’entropie

n

On note pour tout n € N*, A, = {(A1, Ag,... \p) € (Ry)"™ | Z)‘i =1}

i=1

Puis, on définit, pour tout n € N*, la fonction H,, : A,, = Ry, (A1, A, ... Ap) — ZL(Ai).

IV.1. (a)

IV.2. (a)

Justifier que In est concave.
En déduire que, pour tout (A1,...\,) € A, (n € N¥) tels que A; > 0 pour tout i € [1,n],

Hp(M,...Ap) > —In (ZA2>

1
In est dérivable deux fois sur R’ et pour tout = > 0, In"(z) = —— <0.
T

Donc In est concave sur R*Jr.

n
On a alors 'iégalité de Jensen, puisque Z Ai=letVieN,, \; >0
i=1

Z)\ x In (A (

HM:

Donc

Exprimer, pour tout a > 0 I’équation de la tangente au graphe de la fonction logarithme au point d’abscisse
a puis en déduire que, pour tout z > 0, on a

nx<z—1. (Z)

L’équation de la tangente au graphe de la fonction logarithme au point d’abscisse a(> 0) & pour équation :
, 1
y=In'(a)(x —a) +In(a) = —(z — a) + In(a).
a

La fonction In est concave donc sa représentation graphique est au-dessus de chacune de ces tangentes.
Prenons donc a < 1, on a :

1
Vm>0,ln(:c)<I(m—1)+1n1::c—1

Soient (p1,p2,...pn) €t (q1,42,...q,) dans A, tels que p; > 0 et ¢; > 0 pour tout i € [1,n].
n

En exploitant I'inégalité (Z), montrer que Z piIn & <0.

i=1 i

Soit i € N,,, appliquons l'inégalité (Z) pour x < &i 0, on a donc In 4 < 4 _q.
bi Y2V
Puis, en multipliant par p; > 0 : p; In ki < qi — pi.
i
Ensuite, en sommant pour 7 de 1 a n,

n n n
Zplln— Z Zpl-zl—l:()
i=1 i=1

12



(b) En déduire que, pour tous (p1,p2, . ..pn) €t (q1, 92, - - - qn) dans A, tels que p; > 0 et ¢; > 0 pour tout i € [1,n],

Hn(m,pz,---pn)+imln(qi)< S o= ar)= S - n< Y a| S w+dp|=1-
=1

—> piln(q:) = Hu(p1, .- pn) -

Toujours, avec I’hypotheése que p; > 0 et ¢; > 0 pour tout i € [1,n],

n n
szln— szlnqz = piln(p:) = piln(@) + Hu(p1, 2, - - - Pn)
=1

i=1
Donc

n
=Y piln(g;) = Hu(p1,---pn)

Conclure que
v (P1,P2, .- -pn) €Ay, Hn(pl, .- 'pn) <Inn

et montrer que cette majoration est optimale en exhibant un cas d’égalité.

On fera bien attention au fait que les p; sont éventuellement nuls

On sait que pour tout (p1,p2,...pn) €t (q1,42,...q,) dans A,
n
si p; > 0 et g; > 0 pour tout ¢ € [1,n], alors — Zpi In(q;) = Hyp(p1,-..pn)-
i=1
Considérons (p1,p2,...pn) € Ay et notons J = {i € [1,n] | p; = 0}.
eSiJ=0.

1
Alors, on peut appliquer le résultat de la question précédente avec ¢; < —.
n

n
En effet : (q1,q2,...qn) € Ay, car ZQi =letVie][ln], g >0, mieux : ¢; > 0.

1= 1
n

On a donc Hy,(p1,...pn Zp,ln In(n )pri:lnn.
i=1

1
e Si J # (). On consideére toujours ¢; = — > 0.
n

On reprend les inégalités précédentes :

Hy(pr,pa,---pn) + Y _piln(gi) = =Y L(p:) + Y _pilngi=— Y piln(p;) —=> 0+ Y piln(g)+ Y 0
=1 =1 i=1

ieJ

1<isn 1€J 1<isn
i¢J i¢J
Z pi(In( Qz - Z 2 ln —
1<i<n 1<i<n Z
i¢J i¢J

Puis en appliquant de nouveau l'inégalité (Z) (p; > 0) :

1<i<n v 1<ign 1<i<n 1<ign i€[1,n] 1<i<n
i¢J i¢J i¢J i¢J ’ i¢J

Ainsi, dans ce cas également : H,(p1,p2,...pn) < — Zpi In(q;)

1
et avec également g; < —, on trouve H,,(p1,p2,...pn) < lnn.
n

Donc, dans tous les cas :

YV (01,2, - -pn) € An, H(pr,. ) <lnn|

. 1
Par ailleurs, en prenant pour tout ¢ € [[1,n], p; < —, on trouve
n

1.1 1
Hn(pla---pn):—ZEIHEZHITLZE:IHTL

ieJ
=0



1
Donc cette majoration est optimale car H,(—,—,...—) = Ilnn.

S
S

3

IV.3. Etablir directement la majoration (4) en appliquant a L 'inégalité de Jensen.

Soit (p1,p2,.-.,Pn) € Ay
On a vu en question 1.2.(a) que L est concave sur [0,1]. On peut appliquer 'inégalité de Jensen

n n

> NiL(zi) < L Niwy)

i=1 i=1

. 1 .
avec « le classique » \; < — et « le classique » z; < p; € [0, 1],
n

1H B 1L-<ani—L1n-—L1—111—lnn

——
=1

En multipliant par n > 0 :

v (plap%"'pn) € Ana Hn(plapn) < Inn

V Extension de ’inégalité

n
On note Ay I'ensemble des suites (p,)nen+ a termes strictement positifs telles que (P,) = <Z pi> converge vers 1.
i=1

On fixe p €]0,1[ et on considére particulierement les suites (a,) = (p(1 — p)" sy et (by) = Jn>1-

(n(n +1)(n+2)
V.1. Montrer que (a,) € A et (b,) € A.

On pourra chercher «, 3,7 tels que V n € N*, b, = @ + b + L
n n+l n+2
4
Notons pour commencer que pour tout n € N*, a, = p(1 —p)" ! > 0 car p €]0,1 et b, = > 0.

n(n+1)(n+2)

n n
Ensuite, on note, pour tout n € N, A,, = Z a; et B, = Z b;.

i=1 i=1
Alors, comme somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 1 — p :
- ; 1—-(1—-p)
A, = l-p)l=px ———=1-(1-p" — 1
n Z;p( p) PX T ) 1=p)" -2
Puis, pour tout n € N*
a, B v (a+B4+n*+ (Ba+28+)n+2a
n n+l n+2 nn+1)(n+2)
On a alors I'équivalence :
a 3 5 4 a +B +y =0 a =2
VneN, —+ + = |<=< 3a 428 +y =0 <= [ =-4
n n+l n+2 nn+1l)(n+2) % _ 4 v =9

Dongc, pour tout n € N; et apres télescopage et par addition des limites :

B—ig 1o, 2 22 2 2 g
"T4Zn o+l n42 102 2 a4l n+l n+2note B

‘(an) €Aet (bn)EA‘

14



n k
1
V.2. Calculer, pour n € N*, de deux manieres différentes E <E ) afin d’établir hm E kap = —
P

1

n—-+00
k=1

Soit n € N* fixé.
D’une part,

kzl (Zak> g (k)

et d’autre part, en permutant les symboles sommatoires,

(5

k=1 \i=1

I
]

= > (=-pt=> a-pr"
=1 i=1
_ 1_(1_]9)” n
= Toa-p "¢
— - -p (=)
dio,
VneN, S kap = L — 11— p)n —n( = p)"
n 7k:1 ak—p p p n p

— P 6]0,1[ dOIlC |1 —p| < 1 dODC hm (1 —p)n = O’
n—-+oo

— p €]0,1[ donc |1 — p| < 1 donc In(1 — p) < 0 si bien que le théoréme des croissances comparées donne

lim n(l—p)" = lim ne"™1=P) =,
n——+00 n——+00
n
donc la suite (Z kak> converge et
k=1 neN*

n
1
lim kap = — .
n—>—|—c>ok§1 p

V.3. Montrer que hm Z kb = 2.
k 1

On a pour tout n € N*, :

i L 4k L 4 L 4 4
gkbk:;k(mm(mz) :;(k+1)(k+2) :Z(k—ﬂ_k—m)

par addition de limite.




n n
On note, pour tout p €]0, 1], AL = {(pn)nen+ € RN | kz_:pk " 1 et z_:lkpk - —}-

n—-+o00 p

Soit ¢ = (qn)nen+ € AL . On consideére la suite (H,(q))nen+ définie pour tout n € N* par

V.. (a)

(d)

n

Hn(Q) = Z L(Qk)

k=1

n

1

Posons, pour tout n € N*, W,, = Z qr In(ay,). Justifier que (W;,) converge vers — In(pP(1 — p)' 7).

p
k=1

Pour tout n € N*, par propriété de In (morphisme) :

Wn:quln(p(l—p) lanqk+lnl— Z — g =(Inp—In(l—p qu—i-lnl— Zk:qk
k=1 k=1 k=1
—1 _>%

Ainsi, par addition des limites de suites convergentes :

(W) converge vers (Inp —In(1 —p) + %ln(l —p) = %(plnp +(1—p)In(l —p)) = %ln(pp(l —p)ip).

En exploitant l'inégalité (Z), montrer que pour tout k € N*,

L(gr) < ap — @ — g Inay,

a a
On applique (Z) pour = < — (> 0), In(ax) — In(gx) = In Tk < k.
qk qk qk
En multipliant par ¢ > 0 : gxInag — qrInqx < ag — qx.

On a reconnu L(gz) :

‘L(Qk) <ak — g — qplnay

En déduire que (H,(q)) est majorée et qu’elle converge.

Notons que pour tout n € N*, H,,11(q) — H,(q) = L(¢n+1) = 0 car gn+1 €]0, 1] et selon les variations de L.
Donc la suite (Hy,(q))nen+ est croissante.
Pour la méme raison, les suites (Ay) et (Qn) sont également crmssantes et positives.

: < =

VneN:0< Zak ngm Zak letVneN, 0L qu

Inversement, pour tout n 6 N* Wp41— W = qnIn(ay,) <0 car an ] 1], donc In(ay,,) < 0 et ¢, > 0, puisque
qe AL

Ainsi la suite (W, ),>1 est décroissante et 0 > W,, > lim W,
On a également, par majoration de sommes finies (questions précédentes) :

Z Zak—qu— 1—O—th

‘Donc (Hy(q)) est majorée et comme elle est croissante, elle converge.

Posons H(q) = lim Hy,(q). Conclure que

n—-+o00
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Soit n € N*,

Ho(q)=> Llar) <Y _ar— > ax — Wha
k=1 k=1 k=1

1
Or les trois suites additionnées & droite converge, donc la suite de droite converge vers 1—1—— In(pf(1—p)'7P).

Nous avons vu que celle de gauche également. Le passage a la limite conserve 'inégalité large :

H(q) < —% In(pP(1—p)'~P)

Cette majoration est-elle optimale ?

Non

savons que la suite (ap)nen+ = (p(1 — p)”_l)neN* appartient & AZ . Montrons qu’elle réalise un cas d’égalité
dans la majoration de la question pracédente.

Soit n € N*,

Hn((ar))

> Lar)
k=1

-> p=p*  In(p(1-p)*!
=1 N—— —
=Ilnp+ (k—1)In(

n
—plnpd (1—p)* " —pln(1l —p)
k=1

— ~

—p)

(k—1)(1 —p)k?

NE

T
I

n

k(1—p)* ' +pn(1—p) Y (1—p)*!
k=1

M=

n
—plnp ) (1—p)* " —phn(1 - p)
k=1

i
I

n

p(n(1 —p) —Inp) > (1 —p)* " —pln(1l - p) i k(1 —p)F!
k=1 k=1
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