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DEVOIR SURVEILLE N°9
CORRECTION

TEMPS D’ATTENTE ET PROBLEME DU COLLECTIONNEUR

Préliminaires

1. Pour z € [0,1[, on pose f,(z) = > x*.

(a) En exploitant une autre expression de f,(x), calculer Z kak—t,

k=1
1 — gnt!
fn est une application polynomiale qui est également égale sur [0, 1] & x +— 7
—x
Elle est dérivable sur [0, 1] et on a donc
, ket _ —(n+ Da™(1—2) +1(1 — 2™
Vzel0,l, fi(z)= Z ka e
k=0
- . 1—(n+1z" +nant!
k-1 _
Vozelo,d] Y katl= e
k=1
On notera une autre fagon de démontrer ce résultat. Pour tout « # 1 :
n n n n 1 _ xn Z+1 )
k=1 _ k=1 _ k=1 _ i—1
D> _ka ZZ% >, A=) > Z e
k=1 k=11i=1 1<i<k<n i=1 k=3 i=1
Zn: 1—2" " 1—(n+1)a"™ + nant!
= —n =
-z = (1—-2)? -z (1—2x)?
+oo 1
(b) Montrer que Z kb=l = e
k=1
x est fixé dans [0, 1].
- k=1 . - . 1
Notons S,, = Z kx" . C’est une suite, vérifiant pour n € N* : §,, = (1—v, +wy),

k=1

o v, = (n+ 1)z" et w, = nx

Or z € [0, 1], donc par croissance comparée : (v,) — 0 et (w,) — 0.
Par addition de suites convergentes :

n+1

—+o0
1
(Sy) converge et Z kz*~1 = 1lim(S,) = e
k=1

2. On consideére une variable aléatoire U & valeurs dans [0, n]. Montrer que E(U) = Z PU > k)
k=0

Pour tout k € [0,n], [U > k] :Lﬂ [U = i] (réunion disjointe).

i=k+1
n

donc P(U > k) = Y P(U =1i) (par o-additivité).
i=k+1
Ainsi (puisque P(U > n) =0) :

n n—1 n—1 n
S>PU>k) => PU>k)=Y Y PU=i)= Y PU=i)
k=0 k=0 k=0i=k+1 0<k<i<n

n i—1

=2 D PWU=i)=3 iPU=i)=EU)

i=1 k=0



3. Nombre de surjections de E,, sur E,,.
Soient n, m € N*. On considere deux ensembles E,, et E,, a respectivement n et m éléments.
On note 0, ,, le nombre de surjections de E,, sur E,,.

(a)

Sans justification particuliere, donner les valeurs de oy 1, 01,m, Onn €t Ok m avec k < m.

Il n’y a qu'une application de E,, sur Eq, application f : x +— 1.
Si f est surjective de F' sur G, alors nécessairement card(G) < cardF,
donc oy, = 0si k < m.
On en déduit 01, =0sim >1et 017 = 1.
Enfin, une application surjective entre deux ensembles de méme cardinaux est nécessairement
bijective (et réciproquement).
Donc oy, = n! : le nombre de bijections de E,, sur E,,.

’an,l =1 oim=0sim>1, opp=nl op,=0desquek <m.

En associant, a toute surjection ¢ de E, = {ai,...an} sur By, la fonction g, \{a,} &
valeurs dans E,, ou dans F,, \ {¢(a)}, montrer que

On,m = m(gn—l,m—l + O—n—l,m)

Soit  une surjection de F, sur F,,.
— Notons b = ¢(a,). Il peut étre n’importe lequel des éléments de E,,. Il y a m possibilités.
Puis de deux choses 'une :
— ou bien b n’admet qu’un antécédent par ¢ (i.e. ay),
et dans ce cas 1a g, \(a,} st une surjection de E,, \ {an} sur E, \ {b}.
— ou bien b admet plusieurs antécédents par ¢,
et dans ce cas 1& |z, \{a,} est une surjection de Ej, \ {an} sur E,.
Réciproquement,
— a toute b € E,, et toute application surjective de E,, \ {a,} sur E,, \ {b},
on peut associer une surjection de E,, sur F,,.
On peut faire ceci, m fois (les m éléments b différents).
— & toute application surjective de E,, \ {a,} sur un ensemble & E,, éléments,
on peut associer m surjections de F,, sur E,,.
Donc

On,m = MOp—1,m—1 + mon—1,m = m(anfl,mfl + O—nfl,m>

m
m
Montrer, par ailleurs, que m™ = Z (k:)an’k'
k=0

m™ est le nombre d’applications de F,, vers E,,. Essayons de les décrire avec les surjections.
Une application ¥ de E,, sur E,, est parfaitement décrite par :

— La donnée de ¥(F,), qui est un sous-ensemble de F,,.

— La surjection exacte de E,, sur ¥ (FE,).

Donc {¢ : E,, — En,} :Lﬂ {Y: B, — A, surjective}. La réunion étant disjointe :
ACEnm

m" = card{¢) : E,, & Ep} = Z card{¢ : E, — A, surjective}
ACEn,

Or card{¢ : E,, — A, surjective} ne dépend que de card(A) de 1 & m, on a donc

m" =card{¢y: B, = E,} = Z Z card{¢) : E, — A, surjective}
k=1 ACE,, card(A)=k

- i > Tk = ian,k > 1= i Tnik (7:)

k=1 ACE,, | cardA=k k=1 ACE,, | cardA=k k=1



Puisque 0,0 = 0, on peut commencer la somme avec k = 0.

= kZ:O (7:) On,k

(d) Montrer, alors que oy, m = Z(fl)m*j <Tjn) "
3=0

On va exploiter le résultat de la question précédente :

() =X (“V“‘ (?) Z (oes) = = o () (1)
s (2 = IR :i“@ i(‘”m_j<'

<if< (4

i=j—k

I
Ms

b
Il
=]

I
FMS

Puis, comme m + k — i et m — k — i ont méme parité ((m + k — i) — (m — k — i) = 2k pair),
on a donc (—1)mtk=i = (—1)m—k=7
Et ensuite d’apres la formule de Newton, pour m — k # 0 :

ng(—l)m"“‘i (m N k) =((-)+ 1" F =0

7
=0

alors que pour m —k =0 : ;:(—1)—” (?) =1
S (5)r w Y= (2

J
On,m = < )
Remarque :

On a fait une inversion de Pascal qui permet de passer d’une relation & une autre :

m = i (”;) b <= by = i(—nm—’f(f) ar

k=0 k=0

Donc

On aurait également raisonner :
— avec un produit matriciel : la matrice du triangle de Pascal qui s’inverse en celle avec des
(-1 ()
(On peut démontrer ce résultat avec l'isomorphisme de R, [X], P — P(X + 1) dont
la matrice dans la base canonique est exactement la premiere matrice, et celle de sa
réciproque : P +— P(X — 1) est la seconde matrice).
— avec un raisonnement sur les ensembles et le crible de Poincaré.
Il s’agit alors de faire un raisonnement comparable a celui de la question précédente, mais
dans 'autre sens. . .
Notons, pour tout b € E,,, Ay, ensemble des applications de E,, dans E,, \ {b}.
Alors une surjection est une application de E,, — E,,, qui n’appartient pas a (J,. B, Ab
La réunion étant non (!) disjointe, on applique la formule du crible de Poincaré :

m

Card U Ap = Z(—l)k_1 Z cardAp, M-+ N Ay,
bEEn k=1 I={biy,...b;; }CEnm
Or card (Abil N---N Abik) = (m—k)™ : nombre d’applications de E,, dans E,,\{b;,,...b;, }.

Card | J A, = i(_l)k—l 3 (m—k)"| = zm:(—l)k—l ((7:) (m— k’)n)

bEE,, k=1 I={bi;,...b;; }CEm k=1



On cherche alors

G = " —card ( U Ab> _ m”—é—l)’“—l (7 Jom-sr =+ i(_l)k (7 Jom-sr

beE, k=0

Le changement d’indice h = m — k donne la formule recherchée.

o
(e) En déduire la valeur de lim —=™. Interpréter ce résultat.

n—+o0o M
m—1 m
D’apres la question précédente, oy = m™ + Z (—1)m™~J ( )]” Donc
j=0 J
o m—1 m ] n
n,m —1
— =1+ 1) =
e (5) ()

§j=0
. j\™ i
Or pour tout j € [0,m —1], (1) oo, Ocar0< <L
Ainsi, par addition de m suites convergentes vers 0 :

. On,m
lim —1
n—+oco mm

m™ est le nombre d’application de F,, sur E,,.

Ainsi, lorsque n grandit, le nombre de fonctions surjectives tend vers le nombre d’applica-
tions. C’est cohérent : le nombre d’éléments de I’ensemble de départ tend vers 'infini, alors
que celui du but reste constant ; les fonctions sont de plus en plus probablement surjective. . .

I. Séquences dans le jeu du Pile ou Face infini

On effectue une succession de lancers indépendants d’une piece qui donne Pile avec la probabilité
p €]0,1[, Face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On s’intéresse, dans cette partie, aux séquences de lancers
consécutifs qui donnent le méme coté.
On dit que la premiere série est de longueur n si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la
piece et le n + 1-ieme 'autre coté. La deuxieme série commence au lancer suivant la fin de la premiere
série et se termine (si elle se termine) au lancer précédent un changement de c6té. On définit de méme
les séries suivantes.

On notera Pj, I’événement < le k-iéme lancer a donne Pile >.
On note Ly la variable aléatoire donnant longueur de la k-ieme (et on convient que Li = 0 s’il n’y a
pas de k-iéme série et L = 400 si la série est infinie).

Par exemple, si le début d’une partie conduit a : w =Pile,Pile,Pile,Face,Face,Face,Face,Pile,Face. . .,
on peut voir ici trois séries et le début d’une quatrieme. On a Ly (w) = 3, La(w) =4 et L3(w) = 1.

On suppose dans les questions 4 et 5 que 'on effectue un nombre N > 1 fixé de lancers.
4. Etude de L,

(a) Déterminer la loi de L.
On pourra, par exemple, commencer par s’intéresser a ’événement [L1 > k].

L peut pendre toutes la valeurs strictement enti¢res et ne peut dépasser N (nombre maxi-
mum de lancers).

Pour tout k € [0, N — 1], Ly > k est I'événement : < les k + 1 premiers lancers donnent que
des piles ou ils ne donnent que des faces >.

k+1 k+1
(L, > k] = (ﬂ Pi>L—ij <ﬂ Pi>
i=1 i=1
Ces événements sont incompatibles, puis indépendants :

k+1 k+1
P(L, > k) =P <ﬂ Pi) +P (ﬂ Pi) =p" gt

i=1 i=1



(b)

(a)

On a aussi, pour tout k € [1, N — 1], [L1 > k— 1] = [L; = k] W[L; > k]. Donc

P(Ly=k)=P(Ly >k—1)—P(L1 > k) =p" +¢" —p"T =" =p"(1 —p) +¢*(1 — ¢

Vke[l,N—1],P(Li=k) =pg(p" ' +¢* ) et P(Li=N)=P(L; > N - 1) = p" + ¢V

Remarque :
On aurait pu évaluer directement la probabilité de I’événement

k k
[Ly =k = <ﬂ P ﬁPkH) ) (ﬂ P; mPk+1>

i=1

N
Vérifier que Z P(Li=k) =1
k=1

On peut vérifier avec le calcul

N-—1 N-1

1—gq

+pVN+¢  =p+qg=1
1—p 1-—

Montrer que

E(L)

+
bq

_ P2+ ¢? B (pN+1 qN+1>
q p

On peut exploiter la formule trouvée dans le préliminaire (en ajoutant le cas L; > 0 de
probabilité égale & 1 = p' +¢t) :

N N-1
1—pV  1-¢N 2 4 g2 — pN+2 _ o N+2
E(Ll):ZP(L1>k): pk+1+qk+1+02p1 D Tves ¢ _pte-p q
k=0 k=0 -p —q pq

2 2 N+1 N+1

+

E(L) =21 - (p + 4 )
yo q p

Remarque :

On peut aussi exploiter la formule plus classique (et la premieére formule des préliminaires) :

N N—-1
E(L) =Y kP(Li=k)=pq Y kp* ' +ke" '+ NV +q")
k=1 k=1
1-NpN P4+ (N-1DpN¥  1-NpVNt+(N-1)pV
pq( - p) i (- p? Top

_p= NPV A (V- DpYT g = NgT A+ (N = 1g™ | Ngp™T 4 Npg™

q p
_ P2+ @2+ N(gpN T+ pgN+t — pN+L — N+ L (N — 1) (pN+2 + q%”)

P
P+ HNEY T @ - 1) + " (p - 1) + (N - 1)V + V)

Pq
P+ NPV )+ (NN V) p? 4 - (VP + )

pq pq

5. Etude de Lo

Déterminer la loi conjointe du couple (Lq, L2).

Ly(Q) = [1, N — 1] Et pour tout (h,k) € [1,N] x [1, N — 1], on a 'égalité d’événements :

sih+k>N

0
h h+k h h+k
( P, N m PimPh-HH-l)H'J (mPiﬂ ﬂ PimPh—i-k—i-l) sih+k<N

i=1 i=h+1 i=1 i=h+1
h h+k

h h+k
i=1

i=1 i=h+1 i=h+1



Par incompatibilité puis indépendance :

0 sih+k>N
P[Ly=h,Ly =k =1 p"¢"'p+q"p'q=p"""¢" +¢""p* sih+k <N
pgk + ¢ pt sih+k=N

(b) Déterminer la loi de L.

Les événements ([L1 = h])peq,n] forment un systeme complet d’événements, donc (F.P.T.);
Pour tout k € [1, N — 1],

N-1 N—k—1
P(L2 _ k) _ P(L1 — h L2 — k Z ph-‘rl k h+1pk +pN—qu +qN—kpk
=l N ke Ko
1—p™=F~ e l—q"
=gk p? +p 17(] erN quJqu kpk

%

q
1-
:qkfl(l N—k— 2)p2+pk 1(1_qN k— 2)(] +pN qu+qN kpk

’U

P(ngk):qk71p2+pk71q2+qk 1, N— k(1+q) pk 1 N k(1+p)

(¢) Ly et Lo sont elles indépendantes ?

Comme Ly + Lo < N. Nécessairement, on a

P(Li=N-1)xP(Ly=N-1)#P(Li=N—-1NLy=N—-1)=0

‘Donc Ly et Ly ne sont pas indépendantes. ‘

On suppose désormais que I'on effectue un nombre infini de lancers.

Toutes séries suivantes sont & termes positifs. Le fait que la somme est finie (bornée)
est équivalente a la convergence de la série.

Nous ferons donc d’abord les calculs dans R, selon le résultat (fini ou non), nous
en conclue-rons la convergence (ou non) et la valeur de la somme.

6. Déterminer la loi de Ly en n’oubliant pas P(L; = +o00) puis E(L;).

Cette fois-ci L1(2) = N* U {4+00}. Mais on peut toujours exploiter la méme méthode, ce qui
donne toujours :

P(Li =k)=pg(" " + ")

“+o0
On vérifie alors » P(Ly = k) = pq (

1
+> :p+q:16t donc P(L1:+OO):0
k=1

1-p 1—gq

Li(Q) =N*"U {400}, P(L1 =k) = pa(p" 1 + ¢ 1) et P(L; = 4+00) = 0.

Le calcul de I'espérance s’obtient comme par passage a la limite pour N — +oo

P’ + ¢

bq

E(L,) =

7. Montrer que pour tout k € N*, P(Ly = k) = p?¢" 1 + ¢%pFL.

Remarque : 1l s’agit du passage a la limite N — 400 de la réponse a la question 5.b).
Si on veut exploiter cela, il faut alors le justifier! Proprement !

Sinon, on peut tout recalculer, mais c’est plus simple car il n’y a pas de probleme du type



h+k>N
On a en effet, pour tout h, k € N*

h h+k h h+k
[Ly = h,Ly =k] = (ﬂp n () P mP,MH)@ <ﬂ Pin PiﬂPh+k+1>
i=1 i=h+1 i=1 i=h+1
Par incompatibilité puis indépendance :

P[Li =h,Ly =K = p"¢"p + ¢"p a = p"'¢" +¢"*'p"

Puis par la formule des probabilités totales (série convergente) :

“+oo “+oo
1 1
P(LQ :k):ZP(Ll :h,LQZk) :th+1qk:+qh+1pk :qkp21_p+pkq21_q
h=1

‘POUI‘tOutkEN*,P(LQZk) P2t 4+ ¢?ph Tt ‘

8. Calculer E(L3) et la comparer & E(L;).

La série suivante est convergente (somme de séries géométriques dérivées), on peut directement
passer a la limite (en exploitant les résultats des préliminaires) :

00 400 +o00
1 1
kP(LQ = k) :p2 qk_l + q2 pk_l = p2 + q2 -9
2 2 S G

E(Ly) =2 #E(Ly) (saufsip=gq= %)

9. Donner une C.N.S simple pour que Ly et Lo soient indépendantes.
On rappelle que p €]0,1].

On a calculé plus haut : P(Ly = h) = pg(p"~" +¢" ") et P(Ly = k) = p*¢" " + ¢°p* ",
mais aussi P(Ly = h, Ly = k) = pht1gh 4 ¢"tiph.
Sip=q=3,
Alors P(L; = h) = 2% et P(Ly=k) = Qk et P(Ly =h,Ly =k) = 2h+k
Et donc pour tout h,k € N*, P(Ly = h,Ly = k) =P(L; = h) x P(Ls = k).
Ainsi L; et Lo sont indépendantes (pour P).
Réciproquement, si Ly et Lo sont indépendantes,
alors pour tout h,k € N*, P(Ly = h,Ly = k) =P(L; = h) x P(Ly = k).
En particulier pour h = 1,k =1: P(L; = 1) x P(Ly = 1) = 2pq(p* + ¢?),
alors que P(Ly = 1,Ly = 1) = p%q + ¢°p.
On a donc nécessairement : 2pq(p® + ¢?) = p*q+¢*p i.e. 2(p* +¢*) = p+q = 1 en simplifiant
par pg # 0.
Donc p?+¢* = L donc i =p +(1fp)2 = p?+1-2p+p?, donc 0 = 2p>—2p+3 = (2p—1)(p—1).
Alinsi, necessalrement p =letgq=1-p=1.

\ =

L1 et Lo soient indépendantes si et seulement si p = q = %

10. Donner de facon générale la loi de L;.

Cette question n’est pas triviale, on voit que dans le cas général, les lois de Ly et de Ly sont
assez différentes, en particulier en ce qui concerne leur espérance.



IT -

En fait cela dépend de la parité de i. D’abord notons que L;(2) = N*.

+oo +oo
P(Li=h) => > - Z (Ly = k1,Ly = ko, ... Li1 = ki, L; = h)
k1=1ko=1 ki—1= 1
400 400

Z Z Z pFighz . pkicighy 4 gkipke o gkicipha i pair

k1=1ky=1 k'l 1=1

400 400
Z Z Z prrghe . ghimiphg  gFrpFr o pFicighpt sid impair
klzlk‘g:l 11 1
P q D q b 4 n 7 hai
q"p+ p'tq sl pair
o 1—-pl—q 1-p l—ql—=p 1-¢q
= D q g+ a_ _pr P q"p siiimpair
1-pl— 1—gq l—gql—p 1-p

qh12+p g2 si ¢ pair
Pla+q"p= pq( h=1 4 ¢h=1) si i impair

I — L; sit impair
"7 | Ly siipair

Nombre de séquences dans le jeu fini

1

On suppose dans cette partie que p = ¢ = 5. On s’intéresse a la variable aléatoire NV,, donnant le
nombre de séries observées lors des n premiers lancers

11. Donner les lois de Ny, Ny et leur espérance.

12.

13.

Ny est une variable aléatoire certaine, égale a 1.
NQ(Q) = {1,2} On a [NQ = 2] =P NPYP NkP.
Donc P(N; =2) =p(1—p)+ (1 —p)p=25 =

1
5.
Puis P(N; =1)=1-P(No=2) =1 etenfin E(Ns) =1 x1+4x2=3

N (Q)={1}, E(N;)=1 et Ny = U([1,2]), E(N:2)= g

Montrer de maniere rigoureuse que pour n > 2 et k € [1,n],

P(N, = k) = 5PNt = k) + 3PNy =k~ 1)

On raisonne selon que le dernier lancer (le n-iéme) débute une nouvelle série ou non.
Notons D,,, I’événement : < le lancer n est différent du lancer n — 1 >.
On a donc

[N, =kl =[N, =k)ND,JW[(N, =k)NDy) =[(Npo1 =k —1)ND,]W[(Np_1 = k)N D,,]
Donc (événements incompatibles) :
P(N, = k) = P[(Ny_1 = k — 1) N D] + P[(Nn_1 = k) N D]

P(Nn:k) :P(Nn_l :]{171) XPNn_lzk—l( )+P( 1 —k) XPDW 1= k(D7)

Enfin, la probabilité de réalisation de 1’événement D,, vaut %, quels que soient les tirages
précédents. De méme pour D,,.

1 1
P(Nn = k) = §P<Nn—1 = k) + §P(Nn—l =k— 1)

On notera que la formule est vraie méme pour k = 1, ot P(N,,_1 = 0) = 0 et pour k = n ou
P(Nn—l = ’I’L) =0.

On pose G (s) = ZP(Nn = k)s.



(a) Montrer que pour n > 2, G, (s) = H2G,_1(s).

Soit n > 2. D’apres la formule précédente, pour s € R :

Gn(s) = i P(N, = k)s* = 1 (zn: P(N, 1 = k)s* + ETL:P(N,L,1 =k — 1)s’f>

k=1 k=1

1 s 1 P, h
_ - s k-1 B SNTP(N, =

QGn 1( QZ 1 =k—1)s* 2Gn 1(S)+2’; (Np—1=h)s

B _ _

5L +8)Gra(s)

ou l'on a exploité que P(N,,—1 =n) =P(N,_; =0) =0.

2

Vn>=22VseR, Gp(s) =

(b) En déduire G,,(s) puis le nombre moyen de séries lors des n premiers lancers.

Gi(s) =P(N; =1)st = 1s = s.
On reconnait une suite géométrique. On a donc, pour tout n € N*, s e R :

i (5) 005"

On a alors, par dérivation polynomiale (pour n > 2) :

k=1

Et donc en prenant la valeur en s = 1

n—1 n+1

ka — G =1+ = =

Pour n = 1, ou n = 2, cette expression reste juste (cf. calcul en 11.)

(¢) On considere n > 2. Calculer G/ (s), en déduire V(N,,).
On pourra commencer par montrer que V(N,,) = G/(1) + G/, (1) — [G},(1)]?.

G, est dérivable deux fois (polynéme) et pour tout s € R

Gi(s) = Zn:k(k—l)P(Nn = k)t =" L (1 : S>n2+(n1); (1 : s>“+(n1)(n2)z <1 : s)nf‘»

k=1

(vraie également en n = 2). On a donc

G'(1 ik :k)ZE(Nn(Nn—l)):n_1+n_1+(n_l)(n_Q)
k=1

d’apres la formule de transfert.
Donc (par linéarité de l’espérance) :

V(Nn) = E(N;) ~[E(N,)]* = E(N(No—1) +E(N,) —[E(N,)]* = G (1)+G,, (1) -G, (1))

(n—l)(n—|—2)+n+1 (n+1)? n+n—-2+42n+2-n>-2n—-1 n—1

V(Nn) = 4 2 i 4 Ty

On vérifie que la formule marche également pour n =1: V(N;) =0
et pour n =2 : V(N3) = 1 (loi uniforme avec n = 2)




3
(d) Déduire des questions précédentes que P(§ —+/n < N,, < § + 1+ +/n) est minoré par T

On a les équivalences d’événements :

n+1

1

1 1
o < gtV [Na-E(N,)| < 5+v/n

Or l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne (pour tout € > 0) :

P(IN, —E(Ny)| > €) <

1 :
Donc avec € <= 5 + /0 :

1
P(g—\/ﬁ@vng% 1+ﬁ)—P(\Nn—E(Nn)I<2+\/ﬁ>—1—P<|Nn—E(Nn)|>
n n V(N,) (n—1)
P(—— n<N, <= +1+ n)>1—7=1——
2 Vi 2 Vi (3 +/n)? dn++vn+ 1)
1 1 n—1 1
0 +1>-1,d < ,ainsi ———————— > ——,
ry/n Oncn—k\/ﬁ—ki 7 ainsi vt D 1
Et donc
n n 1 3
P2 - VaSNa<o+1+va)>1-7=1
5 Vn S5 F +vn 171

ITT - Probléme du collectionneur

On fixe pour cette partie un entier m > 2.

Le probleme du collectionneur d’images ou de vignettes (<« coupon collector’s problem ») est un

probléme de probabilités classique. Un fabricant de tablettes de chocolat propose a ses acheteurs de

collectionner des vignettes. Chaque tablette vendue contient une vignette de la collection, que I'on

découvre a 'ouverture de la tablette. Il y a m vignettes différentes a collectionner.

On note E,, = {x1,22,... Ty}, 'ensemble des m vignettes, et pour tout i € N, V; est la variable

aléatoire qui indique le numéro j de la vignette x; obtenue lors de ’achat i.

On suppose que les variables (V1,Va,...V;...) sont indépendantes. Enfin, on note pour tout i € N*,
€ [1,m], pj = PV, = ij) €10, 1[.

On se propose de déterminer le nombre moyen d’achats nécessaires pour constituer la collection

completes des m images.

III.A. Nombre de vignettes différentes apres n achats

On commence par s’intéresser au nombre moyen de vignettes que l'on a aprés un nombre n (fixé)
d’achat de tablettes.

14. Soit j € [1,n]. On note UZ, la variable aléatoire qui indique si la vignette j a été obtenue lors
de n premiers achats.

(a) Quelle est la loi de UJ ?

U7 est une indicatrice, donc elle suit une loi de Bernoulli de parametre P(U7 = 1).
Il est plus simple de raisonner avec I’événement complémentaire :

Ui =0 (Vi #5)NVa#5)N 0 (Vo # )
Ce sont des événements indépendants par hypothese :

n n

P(Ui =0) H Va#5) =10 =p)=1-p)"

h=1 h=1

Donc U} suit la loi de Bernoulli de parametre 1 — (1 — p;)™. ‘

)



(b) Les variables (UJ),en sont-elles indépendantes ?

On a l'implication (ou la croissance) :
Ul=1=Vi=x;=Uj =

Donc P(U{ =1NUJ =0) =0# PU! =1) x P(U] = 0).

‘Les variables (UJ),en ne sont pas indépendantes.

15. On note T},, la variable aléatoire qui indique le nombre de vignettes obtenues apres les n premiers
achats (certaines peuvent étre en multiple exemplaire).

(a) Exprimer T,, en fonction des (U}).

UJ indique si la vignette j a été récupérée.
m

Donc, pour tout k£ € N,,,, Z UJ = k signifie qu’exactement < k vignettes ont été récupérée >,

Jj=1
c’est exactement T, = k.

(b) En déduire E(T, Z (1—(1—=pj)").
Jj=1

Quelle est la limite de (E(T3,)),, on ¢ Qu’en pensez-vous ?

neN *

L’espérance est linéaire (méme si les variables ne sont pas indépendantes) :

S| =3 B
j=1 j=1

Or pour une loi de Bernoulli de parametre p, 'espérance vaut p, donc E(U7) =1— (1 —p;)"
(pour tout j).

)= (1-(1—-p)")

j=1

Pour n tendant vers +o0, (1 —p;)™ — 0 car p; # 1 et donc par addition de m suites :

n)—>21=m
j=1

En achetant une infinité de tablettes de chocolat, on obtient toute la collection de vignettes.
Remarque :
On peut aussi voir que T}, est un estimateur convergent vers m (mais avec biais).

16. Comparaison au cas uniforme.

(a) Que vaut E(T,) dans le cas o, pour tout ¢ € N, V; suit une loi uniforme ?

1

Dans le cas uniforme, p; = -, on a donc

Eov il ()

J




(b) Montrer que pour tout n € N*, et tout w €] — 1,1], (1 +u)" > 1+ nu.

L’application 6 : u +— (1 + u)™ est polynomiale donc de classe C2.
Elle vérifie 6" (u) = n(n — 1)(1 + u)"~2 (formule vraie méme pour n = 1).
On a donc 6" qui est positive sur | — 1,1] et donc 6 est convexe sur | — 1, 1].
Ainsi, elle se trouve AU-DESSUS de toutes ces tangentes.
Or la tangente en u = 0 a pour équation : y = 6'(0)(u — 0) +6(0) = n(1+0)""*(u —0) +
(14+0)n =nu+1.

‘pour tout n € N*, et tout u €] — 1, 1], 8(u) > 0, donc (1 +u)™ > 1 +nu‘

¢) Posons pour tout j € [1,m], €; = p; — . Que vaut €;?
J A J
j=1

(d) Montrer que

Puis en déduire que

On ap; = L +¢; et donc

(1—p))" = (1_;_63.)": <l_nlz>n ) <1+ 1__2)”

€; ME;
On note u; = Jl = I,
1_E —1

Comme €; = p; — m, alors fﬁ <€ <1l-— —, donc ﬁ > —u; > —1.

On peut appliquer 'inégalité trouvée en (b) :

m

I+ (-u)"21—nuj=1-n €;

m—1

Puis, on multiplie par (1 — %)” positif : (1 —p;)* > (1— )" (1 — n6j1 >

m

N 1 n 1 n—1
(1—-pj) 2(1m> nej<1m)

On trouve donc, en sommant pour j de 1 a m :

Zl— 1—p)" 1-pj)"<m-— <1—> (I1-n 1ej)

Jj=1

o
S

=
<.

<.

B(T,) gm—m(l—%)”—&—(l ) % n x ”jl;ej
j=
Or Y 6 =0ctm—m(l - )" —m (1 - (21)")
Jj=1
E(T,) <m <1 - <mm1>n> (cas équiprobable)
Remarque :

Le cas équiprobable est celui qui donne la plus grande des espérances du nombre de vignettes
différentes obtenues apres n achats.




II1.B. Nombre de tablettes a acheter pour avoir la collection complete
On s’intéresse maintenant au nombre d’achat n (variable) d’achats & effectuer pour avoir toute la
collection. Nous ne considérons que des distributions équiprobables des vignettes, c’est-a-dire : pour
) 1
tout j € [1,m], p; = —.

Pour j € [1,m], on note Xj, la variable aléatoire donnant le nombre d’achats effectués au moment otr
la collection compte pour la premicre fois j vignettes. On définit alors Z; = X1 — X.

17. Préciser la loi de la variable aléatoire X; et donner E(X7) son espérance.

Avec un achat, on a assurément une image. Donc [X; = 1] est un événement certain.

\Xl(g) = {1} et E(X;) = 1.\

k=1
18. Pour j € [1,m — 1], montrer que Z;(Q) = N* U {400} et P(Z; = k) = (rjn> X —
En déduire E(Z;) = ——.

m—j

On fixe j € [1,m —1].
On note Ay I’événement : < le collectionneur, qui possede j vignettes différentes, a une nouvelle
vignette lors du k-ieme ’achat suivant >. .
Par équiprobabilité du tirage des vignettes, pour tout k € N*, P(4;) = . P(Ay) =
m

m—j

m
Il n’est pas impossible que Z; prenne toutes les valeurs entieres possibles, voire soit égale a +oo.
Donc Z;(2) = N* U {400} Puis, pour r € N*, on a ’égalité en événements :

[Z;j=r] <= AiNAN---NA_1NA,

Ces événements étant indépendants :

On a alors bien

m_j+oo ] r—1 m_] 1
P(z;—+o0)=1- "3 (L) 1o md L o

r=1

Puis la série Z rP(Z = r) qui converge (géométrique de raison % € [0,1[), donc Z; admet une
r>1
espérance et d’apres les questions du préliminaires :

19. En exploitant un télescopage, donner une expression de E(X,,,) sous la forme d’une somme.

m—1

m—1
Done: Xp =Y Xip1—Xi+ X1 =X+ > Zi.
i =1

i=1
Par linéarité de ’espérance :

m—1 m—1
m
E(X,,) =EX E(Z)=1
() =B + B =14 3
Comme 1 = =, en posant, h = m — i, on trouve

S| =

E(Xn)=m)
h=1




n

1
20. On note, pour tout n € N*, u,, = E — —1In(n) et pour n = 2, v, = Uy — Up_1.
)
i=1

(a) Donner un équivalent de v,.

n -

vnzzl—ln Zl +In(n—-1) = ——f—ln(l—%)

i=1 i=1

(b) En déduire que la suite (u,) est convergente.

La série de terme général v, est donc une série a termes négatifs (& partir d’un certain rang).
Son terme général est équivalent a % Or d’apres le critere de Riemann, la série L
converge.

Donc la série de terme général v,, converge.

Donc la série de terme général (u,+1 — u,) converge, ce qui est équivalent a :

‘La suite (u,,) converge. ‘

On note v = lim(uy,).

21. Donner un développement asymptotique & deux termes de E(X,,) pour m — +oc. Interpréter
ce résultat.

On a vu que E(X mzh

Or d’apres la question precedente

1
Zi Inn + v+ o(1) pour n — 400
i

E(X,,) = . mlnm + v+ o(1)

Plus le nombre de vignettes différentes est important, plus il sera nécessaire d’acheter des ta-
blettes de chocolat, et ceci plus que linéairement !

On fixe de nouveau m et on essaye maintenant de préciser la valeur de P(X,,, = n) pour différentes
valeurs de n.

22. Quelle est la valeur de P(X,,, = n) pour n compris entre 1 et m — 17

Il s’agit de calculer la probabilité de 1’événement : le nombre minimal d’achat pour obtenir les
m vignettes différentes est n avec n < m.
Cet événement est impossible. Donc

Pour n compris entre 1 et m — 1, P(X,, =n) =0. ‘

23. Onm rappelle que oy, 1, est le nombre de surjections d’un ensemble de n éléments vers un ensemble
de m éléments.

Montrer que pour tout h € N, P(X,,, = h) = MOh-1m-1

= o

Puisqu’il y a équiprobabilité entre les vignettes a chaque achat, on peut supposer qu’apres h
achats de tablette, toutes les distributions des vignettes possibles sont équiprobables.

Ainsi, & chaque situation (équiprobable) correspond une liste (¢(1),¢(2),...¢(h)) ot pour tout
i € [1,h], ¢(i) € By, = {z1,22, ... T }-

Il y a donc autant de situations que d’applications de [1, h] sur E,,



24.

Le nombre total de cas est donc m”. Les situations favorables correspondent aux fonctions ¢
telle que g1 ,—1] est une surjection de [1,h — 1] sur E,, \ {o(h)}. Iy a m X 0p_1,m—1 cas
favorables (choix sur ¢(h) puis nombre de surjections).

mop—1,m-—1 Oh—1,m—1
Donc P(X,,, = h) = hm = h’ml
m mhi—

En déduire un équivalent et la limite de P(X,,, = h) lorsque h — +o0. Interpréter ce résultat.

D’apres la question 3.(e), opm ~ m™

n—-+oo
e -1 h—1 -
Donc P(X,,, = h) = oh 2’_1 L~ (m h_)l =(1- %)h ' Ainsi :
m m '
1\ h !
P(X,, =h) W <1 - m> et hETmP(X7,L =h)=0.

La probabilité d’avoir besoin d’au moins h achats pour obtenir toute la collection de vignettes
tend vers 0 pour h tendant vers +oo (quel que soit m).




