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Exercice. Suite de polynômes

On considère la suite (Pn)n∈N de polynômes à coefficients réels définis par :

P0 = 1 et ∀ n ∈ N, Pn+1 = 2XPn −
1

n+ 1
(1 +X2)P ′

n

1. Posons, pour tout n ∈ N, Pn : ≪ degPn ⩽ n ≫.
— degP0 = deg 1 = 0. Donc P0 est vraie.
— Soit n ∈ N. Supposons que Pn est vraie.

Alors degP ′
n = degPn − 1 ⩽ n− 1.

Et donc deg[ 1
n+1 (1 +X2)P ′

n] ⩽ 2 + (n− 1) = n+ 1, alors que deg 2XPn ⩽ 1 + n.

Donc degPn+1 ⩽ max(deg 2XPn,deg[
1

n+1 (1 +X2)P ′
n]) ⩽ n+ 1.

Donc Pn+1 est vraie.

Pour tout n ∈ N, le polynôme Pn est de degré ⩽ n.

2. Pour tout n ∈ N, on écrit Pn = anX
n +Qn avec Qn ∈ R[X] de degré ⩽ n− 1.

(a) Fixons n ∈ N. On a donc

Pn+1 = 2XPn − 1
n+1 (1 +X2)P ′

n = 2anX
n+1 + 2XQn − 1

n+1 (1 +X2)(nanX
n−1 +Q′

n)

= (2an − n
n+1an)X

n+1 + 2XQn −
1

n+ 1
(nanX

n−1 + (1 +X2)Q′
n)︸ ︷︷ ︸

:=Tn

Or degQn ⩽ n− 1, donc deg Tn ⩽ n.
On peut donc identifier le coefficient de Xn+1 :

Pour tout n ∈ N, an+1 =
(
2− n

n+1

)
an =

n+ 2

n+ 1
an.

(b) La suite (
an

n+ 1
)n∈N est donc une suite constante : ∀ n ∈ N,

an+1

n+ 2
=

an
n+ 1

,

donc, pour tout n ∈ N,
an

n+ 1
=

a0
1

= 1.

∀ n ∈ N, an = n+ 1

On a vu que degPn ⩽ n et donc [Pn]n = n+ 1, donc degPn ⩾ n.

∀ n ∈ N, degPn = n.

3. Soit P,U ∈ K[X]. Par composition, la dérivée de T ◦ U est U ′ × T ′ ◦ U .
Donc si U(X) = −X, on a pour dérivée de T (−X), le polynôme −1× T ′(−X).

Posons, pour tout n ∈ N, Qn : ≪ Pn(−X) = (−1)nPn(X) ≫.
— P0 = 1, donc P0(−X) = 1 = P0(X), donc Q0 est vraie.
— Soit n ∈ N. Supposons que Qn est vraie. On compose :

Pn+1(−X) = 2(−X)Pn(−X)− 1

n+ 1
(1 + (−X)2)P ′

n(−X)

Pn(−X) = (−1)nP (X), donc si on dérive cette relation : −P ′
n(−X) = (−1)nP ′(X).

Pn+1(−X) = −(−1)n[2XPn(X)]− 1

n+ 1
(1 +X2)(−1)n+1P ′(X) = (−1)n+1Pn+1(X)

Ainsi Qn est vraie.

Pour tout n ∈ N, Pn(−X) = (−1)nPn(X), puis préciser la parité du polynôme Pn en fonction de n.

4. Valeur en 0 du polynôme Pn pour n ∈ N et une expression intégrale.



(a) Montrons le résultats, de nouveau par récurrence.
P0 = 1, P1 = 2XP0 − 1(1 +X2)P ′

0 = 2X et donc P ′
1 = 2 = 2× P0.

Le résultat est donc vraie pour n = 1.
Soit n ∈ N, n ⩾ 2. Supposons que le résultat est vrai pour en n− 1.

On a alors P ′
n = (n+ 1)Pn−1 et donc Pn+1 = 2XPn − (1 +X2)Pn−1.

Puis (en dérivant) :

P ′
n+1 = 2Pn + 2XP ′

n − 2XPn−1 − (1 +X2)P ′
n−1 = 2Pn +

d’après la formule︷ ︸︸ ︷
2X(n+ 1)Pn−1−2XPn−1 − (1 +X2)P ′

n−1

= 2Pn + 2XnPn−1 +nPn − 2nXPn−1︸ ︷︷ ︸
définition de Pn

= 2Pn + nPn = (n+ 2)Pn

Donc le résultat est vraie en n+ 1.

Pour tout n ∈ N, P ′
n+1 = (n+ 2)Pn.

(b) On a vu que pour tout n ∈ N, Pn(−X) = (−1)nPn(X).
En particulier P2n+1(−X) = −P2n+1(X). Et en particulier, en substituant en 0 :

P2n+1(0) = P2n+1(−0) = −P2n+1(0)⇒ 2P2n+1(0) = 0

pour tout n ∈ N, P2n+1(0) = 0.

Pour tout n ∈ N, puisque 1
m+2P

′
m+1 = Pm (question précédente) :

P2n+2 = 2XP2n+1 − (1 +X2)P2n

En substituant en 0 : P2n+2(0) = −P2n(0). La suite (un)n := (P2n(0))n est géométrique de
raison −1 et de premier terme u0 = P0(0) = 1. Donc

Pour tout n ∈ N, P2n(0) = (−1)n.

(c) On a : P ′
n+1 = (n+ 2)Pn, on peut donc intégrer les fonctions polynomiales entre 0 et x :

∀ x ∈ R Pn+1(x)− Pn+1(0) =

∫ x

0

P ′
n+1(t)dt = (n+ 2)

∫ x

0

Pn(t)dt

5. Expression des polynômes Pn.

(a) On a déjà démontré cette relation en 4.(b).

Pour tout n ∈ N, Pn+2 − 2XPn+1 + (1 +X2)Pn = 0.

(b) Soit x ∈ R. Pour tout n ∈ N, on pose un = Pn(x).

i.
u0 = P0(x) = 1

et pour tout n ∈ N,

un+2 = Pn+2(x) = 2xPn+1(x)− (1 + x2)Pn(x) = 2xun+1 − (1 + x2)un

ii. (un) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
L’équation caractéristique associée est r2− 2xr+ (1+ x2) = (r− x)2 +1 = (r− x)2− i2,

dont les racines sont x+ i et x− i.
Alors, il existe A,B ∈ K tel que ∀ n ∈ N, un = A(x+ i)n +B(x− i)n.

Or u0 = 1 = A+B et u1 = x(A+B) + i(A−B) = 2x (calcul en 4.(a))

Donc A+B = 1 et A−B = x
i , ainsi A =

x+ i

2i
et B =

−x+ i

2i
.

∀ n ∈ N, un =
1

2i

(
x+ i)n+1 − (x− i)n+1

)
(c) On a donc, pour tout x ∈ R, Pn(x) = un =

1

2i

(
x+ i)n+1 − (x− i)n+1

)
.

Donc, Pn −
1

2i

(
(X + i)n+1 − (X − i)n+1

)
admet une infinité de racines. C’est le polynôme

nul.

Pour tout n ∈ N∗, Pn =
1

2i

(
(X + i)n+1 − (X − i)n+1

)
.



6. Soit z ∈ ZP .
Notons qu’avec cette définition, a priori, degPn ⩽ n+ 1.

Or [Pn]n+1 =
1

2i

(
[(X + i)n+1]n+1 − [(X − i)n+1]n+1

)
=

1

2i
(1−1) = 0 (Formule de Newton).

Donc degPn ⩽ n et Pn admet au plus n racines. Ce qui est conforme à 2.(b)
Rappelons enfin que le terme dominant de Pn est (n+ 1)Xn.

D’après la question précédente :

2iPn(z) = 0 = (z + i)n+1 − (z − i)n+1 ⇐⇒
(
z + i

z − i

)n+1

= 1

car, nécessairement, z ̸= i, puisque i n’est pas racine de Pn (Pn(i) = (2i)n ̸= 0.

Ainsi, il existe un unique k ∈ [[0, n]] tel que
z + i

z − i
= exp

(
2ikπ

n+ 1

)
:= ωk.

donc (1− ωk)z = −i(1 + ωk) et ainsi z = i
1 + ωk

ωk − 1
à condition que ωk ̸= 1 i.e. k ̸= 0.

Et en effet, on ne peut avoir z + i = z − i ! Donc k ∈ [[1, n]]
On factorise par l’angle moitié :

z = i
2eikπ/(n+1) cos

kπ

n+ 1

2ieikπ/(n+1) sin
kπ

n+ 1

= cot
kπ

n+ 1

Reste à montrer que ces racines sont distinctes.

Pour tout k ∈ [[1, n]] : 0 <
kπ

n+ 1
< π.

La fonction cotan est strictement décroissante sur ]0, π[ sur ]−∞,+∞[,

elle est donc injective et pour tout k ∈ [[1, n]], cotan
kπ

n+ 1
̸= cotan

k′π

n+ 1
si k ̸= k′.

On a donc trouvé n racines distinctes de Pn, ce qui donne la factorisation :

Pn = (n+ 1)

n∏
k=1

(
X − cot

kπ

2n+ 1

)

Problème - Espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes

I. Similitude de matrices de rang 1
Soit A ∈Mn(K) une matrice de rang 1. On désigne par f l’endomorphisme deMn,1(K) canoniquement
associé à A, i.e. f :Mn,1(K)→Mn,1(K), M 7→ A×M .

1. Comme f est canoniquement associé à A, elles ont le même rang donc rang (f) = 1.
On a alors, d’après le théorème du rang :

dim(Ker f)) = dimE − rang (f) = dim(Mn,1(K))− 1 = n− 1

2. (a) (e1, e2, . . . , en−1) une base de Ker f , il s’agit donc d’une famille libre.
On a donc l’équivalence (lemme de complétion libre) :

en ∈ vect(e1, e2, . . . en−1) = Ker f ⇐⇒ (e1, . . . en−1, en)liée

Or par définition de en, en /∈ Ker f , on a donc (e1, . . . en−1, en) non liée, i.e. libre.
Ainsi, (e1, . . . en−1, en) est une famille libre de n = dim(Mn,1(K) éléments.

Donc la famille (e1, . . . , en−1, en) est une base deMn,1(K).

(b) On note B = (e1, e2, . . . en) cette base de E.
Pour tout i ∈ Nn−1, f(ei) = 0, puisque ei ∈ Ker f .

Donc les n− 1 premières colonnes de B =MB(f) sont nulles.

Ensuite f(en) s’écrit sur la base B : il existe α1, . . . αn−1, αn ∈ K tels que f(en) =

n∑
i=1

αiei.

Et donc la dernière colonne deB contient ces nombres, ainsiB =



0 0 · · · 0 α1

0 0
. . .

... α2

...
. . .

. . . 0
...

0 · · · 0 0 αn−1

0 · · · 0 0 αn

.



Enfin, A et B sont deux matrices semblables, car elles sont matrices du même endormor-
phisme f dans deux bases de Mn,1(R), différentes. Elles sont donc semblables et ont en
particulier la même trace.
Or tr(B) = αn = tr(A), on peut réécrire B en remplaçant αn par tr(A).

il existe des scalaires α1, . . . , αn−1 tel que B =MB(f) =



0 0 · · · 0 α1

0 0
. . .

... α2

...
. . .

. . . 0
...

0 · · · 0 0 αn−1

0 · · · 0 0 tr(A)

.

3. On suppose ici que tr(A) ̸= 0.

(a) On note e′n = en +

n−1∑
i=1

αi

tr(A)
ei. On applique la linéarité de f , connaissant l’expression de

f(en) =

n∑
i=1

αiei (on rappelle que tr(A) = αn) et f(ei) = 0 si i ⩽ n− 1 :

f(e′n) = f(en) +

n−1∑
i=1

αi

αn
f(ei) = αnen +

n−1∑
i=1

αiei +

n−1∑
i=1

0 = αn

(
en +

n−1∑
i=1

αi

αn
ei

)
= αne

′
n

f(e′n) = tr(A) · e′n

(b) Le vecteur e′n n’est pas combinaison linéaire de (e1, . . . en−1) (libre), donc (e1, e2, . . . en−1, e
′
n)

est libre. Il s’agit donc d’une base deMn,1(K).
La matrice de f dans cette base est nulle, exceptée le dernier coefficient qui vaut tr(A).

A est semblable à cette matrice : nulle, excepté le coefficient en ligne n et colonne n qui vaut tr(A).

4. On suppose ici que tr(A) = 0. On garde les notations de la question 2.

(a) Puisque tr(A) = αn = 0, f(en) =

n−1∑
i=1

αiei.

Or (e1, e2, . . . en−1) est une base de Ker f , donc

f(en) ∈ Ker f

(b) On pose alors e′n−1 = f(en). Le vecteur (e′n−1) est un vecteur non nul de Ker f . On peut
lui associer dimKer f − 1 = (n− 1)− 1 = n− 2 vecteurs (e′1, . . . e

′
n−2) vecteurs pour obtenir

une base = (e′1, . . . , e
′
n−2, e

′
n−1) de Ker f .

Pour les mêmes raisons qu’en 2.(a) (mêmes hypothèses, même conclusion) :

B′ = (e′1, . . . , e
′
n−1, en) est une base deMn,1(K).

(c) Comme en 2.(b), les n− 1 premières colonnes de B′ =MB′(f) sont nulles.
Puis f(en) = e′n−1. Donc la dernière de colonne de B′ est nulle, sauf en ligne n−1, où figure
le nombre 1.

B′ = En−1,n.

Il s’agit toujours d’une matrice de f mais dans une nouvelle base. Toutes ces matrices sont
semblables.

En particulier, A est semblable à B′, i.e ∃ P ∈ GLn(K) tel que A = P ×B′ × P−1

(d) (B′)2 = En−1,nEn−1,n = δn−1,nEn−1,n (avec le symbole de Kronecker)

Donc B′2 = 0, ainsi A2 = (PB′P−1)(PB′P−1) = PB′2P−1 = 0. A est nilpotente.

5. Si deux matrices sont semblables, alors nécessairement elles ont la même trace. Le sens direct
est assuré.
Réciproquement, supposons que A et A′ ont même trace et sont de rang 1.
• Si tr(A) ̸= 0, alors A et A′ sont toutes deux semblables à tr(A)En,n = tr(A′)En,n (q. 3).

Par transitivité, elles sont toutes les deux semblables.



• Si tr(A) = 0, alors A et A′ sont toutes deux semblables à En−1,n (q. 4).
Par transitivité, elles sont toutes les deux semblables.

Ainsi, dans tous les cas A et A′ sont semblables.

Deux matrices de rang 1 sont semblables dansMn,1(K) si et seulement si elles ont la même trace.

II. Sous-espace vectoriel de Mn(K) engendré par les matrices nilpotentes
On note V le sous-espace vectoriel deMn(K) engendré par les matrices nilpotentes.

1. Linéarité et noyau de la trace.

(a) C’est une question de cours. tr est linéaire et à valeurs dans K.

L’application tr est une forme linéaire non nulle. Donc dimKer tr = dimMn(K)− 1 et rang (tr) = 1.

(b) Il s’agit du noyau de tr

dim{M ∈Mn(K) | tr(M) = 0} = dimKer tr = dimMn(K)− 1 = n2 − 1.

2. Soit k ∈ Nn−1. Les colonnes de Fk d’indice i tel i /∈ {k, k + 1} sont nulles. Donc :

rang (Fk) = rang (C1(Fk), . . . Cn(Fk)) = rang (Ck(Fk), Ck+1(Fk)) = rang (Ck(Fk)

Or Ck(Fk) étant non nulle, on obtient

rang (Fk) = 1

Ensuite,

tr(Fk) =

n∑
i=1

i[Fk]i = 0 + · · ·+ 0 + 1︸︷︷︸
i=k

+ (−1)︸︷︷︸
i=k+1

+0 + · · ·+ 0 = 1− 1 = 0

D’après la partie précédente, Q.4, F 2
k = 0 et

Fk est nilpotente.

3. On rappelle V le sous-espace vectoriel deMn(K) engendré par les matrices nilpotentes.
ATTENTION : l’ensemble des matrices nilpotentes N n’est pas un espace vectoriel
car l’addition de deux matrices nilpotentes peut donner une matrice non nilpotente.
C’est ce qui se passe ici.
Donc V = vectN est plus gros (que N ). Jusqu’à où ?

C’est une formule du cours : Fi,j × Fk,ℓ = δj,kFi,ℓ.
Donc avec k ← i et ℓ← j, F 2

i,j = δj,iFi,j = 0 car i ̸= j.
Donc Fi,j est nilpotente. Donc Fi,j ∈ N ⊂ V

De même, d’après la question précédente, Fi ∈ N ⊂ V.
Reste à montrer que (F1, . . . , Fn−1, F1,2, . . . F1,n, . . . . . . , Fn,1, . . . Fn,n−1) est libre.

Soient (λk) ∈ Kn−1 et (λi,j)i ̸=j ∈ Kn(n−1) tels que

n−1∑
k=1

λkFk +
∑
i ̸=j

λi,jFi,j = 0Mn(K).

On obtient une matice nulle dont les coefficients (i, j) tels que |i− j| > 1 sont λi,j .
Donc pour tout (i, j) tel que |i− j| > 1, λi,j = 0.

Il reste donc

n−1∑
k=1

(λkFk + λk,k+1Fk,k+1 + λk+1,kFk+1,k = 0.

Mais, pour cette nouvelle matrice, le coefficient en (1, 1) est λ1, il est nul.
puis celui en (2, 2) est −λ1 + λ2 = 0 + λ2, il est nul donc λ2 = 0,
et ainsi de suite, de proche en proche : ∀ k ∈ Nn−1, λk = 0.

Et enfin pour finir, le coefficient en (k, k+1) restant est λk,k+1 = 0, de même pour λk+1,k.
Par conséquent la famille (F1, . . . , Fn−1, F1,2, . . . F1,n, . . . . . . , Fn,1, . . . Fn,n−1) est libre

Pour tout i ̸= j, Fi,j est nilpotente et montrer que (F1, . . . , Fn−1, F1,2, . . . F1,n, . . . . . . ,
Fn,1, . . . Fn,n−1) est une famille libre de l’espace vectoriel V.



4. On admet dans cette question : si N est nilpotente, alors tr(N) = 0.
Nous proposons une démonstration plus bas. L’année prochaine, en exploitant le polynôme et le
polynôme caractéristique, le résultat sera beaucoup plus simple à démontrer.
On a trouvé une famille libre de V contenant (n − 1) + n(n − 1) = n2 − n + n − 1 = n2 − 1
vecteurs. Donc V est un sev deMn(K) de dimension ou bien n2−1 ou bien n2 (⇔ V =Mn(K)).
Or on a vu que tous les vecteurs (ici matrice) de cette famille sont de trace nulle,

donc il s’agit d’une famille libre de Ker tr.
Cette famille libre, composée de n2 − 1 = dim(Ker tr) éléments, est une base de Ker tr.
On a ainsi Ker tr = vect((F1, . . . , Fn−1, F1,2, . . . F1,n, . . . . . . , Fn,1, . . . Fn,n−1)) ⊂ V,

Par ailleurs, tout élément de N est nilpotente, donc de trace nulle. Donc N ⊂ Ker tr
V est le plus petit sev contenant N ,
Ker tr est un espace vectoriel contenant N , donc il contient V. Donc V ⊂ Ker tr.

Par double inclusion :
V = Ker tr

5. On cherche des matrices de V \ N .
Par exemple S = E1,1 − E2,2 a une trace nulle, elle appartient à V

car E1,1 − E2,2 = F1 + F1,2 − F2,1,
mais elle n’est pas nilpotente car S2 = E1,1 + E2,2 et S3 = S.

Donc Sk = S si k impair ou Sk = S2 si k pair.
et par conséquent, Sk n’est jamais nulle.

Il existe des matrices de trace nulle, et non nilpotentes, comme par exemple : S = E1,1 − E2,2. . .

mais ces matrices sont toutes combinsaion linéaire de matrices nilpotentes.

————————————

Montrons par récurrence forte sur n ∈ N∗ : Pn :≪ Si N est d’ordre n, nilpotente alors sa trace est nulle. ≫.
— N = (a) est nilpotente alors il existe k tel que Nk = (ak) = (0), donc ak = 0 ainsi a = 0 et tr(N) = a = 0.

Ainsi P1 est vraie.
— Soit n ∈ N∗, n ⩾ 2. Supposons que P1, . . .Pn−1 sont vraies.

Soit N nilpotente. Si N = 0, l’affaire est réglée. Supposons donc que N ̸= 0.
Soit f : Mn,1(K) → Mn,1(K), X 7→ NX. Dans la base canonique B de Mn,1(K), on a MB(f) = N .

f est l’endomorphisme canoniquement associée à N .
N est nilpotente, d’indice k (i.e. Nk = 0 et Nk−1 ̸= 0) avec k ⩾ 1 (sinon N = 0).

Comme Nk−1 ̸= 0, il existe X ∈ Mn,1(K) \Ker (Nk−1).
Notons, pour k ∈ N, Xk := NkX. Montrons que (X0, . . . Xk−1) est libre (et au passage : k ⩽ n).

Soit λ0, λ1, . . . , λk−1 tel que

k−1∑
i=0

λiXi = 0.

Supposons que I = {i | λi ̸= 0} est non vide. Soit i0 = min I.

Alors

k−1∑
i=0

λiXi =

k−1∑
i=i0

λiXi =

k−1∑
i=i0

λiN
iX = 0. Multiplions par Nk−i0−1, on a donc

0 = Nk−i−1 × 0 =

k−1∑
i=i0

λiN
k+i−i0−1X = λi0N

k−1X +

k−1∑
i=i0+1

λi N
k︸︷︷︸

=0

N i−i0−1X

Donc λi0X = 0, impossible. Donc I est vide et donc ∀ i ∈ [[0, k − 1]], λi = 0.
La famille (X0, X1, . . . Xk−1) est libre. Complétons là en une base de Mn,1(K).

Notons cette base B = (X0, X1, . . . Xk−1, Xk . . . Xn−1). On a (par blocs) :

M := MB(f) =

(
A B

0n−k,k C

)
avec C ∈ Mn−k,n−k(K), B ∈ Mk,n−k(K) et A =


0 0 · · · 0

1
. . .

...

0
. . .

. . . 0
0 · · · 1 0


On a alors M et N semblables, donc tr(N) = tr(M) = tr(A) + tr(C) = tr(C), vu la forme de A.

On montre facilement que Ms =

(
As Bs

0n−k,k Cs

)
où Bs est une matrice compliquée. . .

Mais Mk est semblable à Nk = 0, donc Mk = 0, donc Ck = 0. Donc C est nilpotente.
On peut appliquer Pn−k à C car k ⩾ 1, donc tr(C) = 0 et donc tr(N) = tr(M) = 0 + 0 = 0.

Ainsi Pn est vraie.

Donc si N est nilpotente, alors tr(N) = 0.


