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Exercice 533
Coefficients trinomiaux
Soient n et p des éléments de N∗. On désigne par En,p le nombre de solutions (x1, x2, . . . , xn) dans Zn

de l’équation :
max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = p.

1. Déterminer les nombres E1,p et E2,p.

2. Déterminer, en fonction de n et p, le nombre de solutions dans Zn de l’inéquation

max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) ⩽ p.

En déduire l’expression de En,p en fonction de n et p.

3. Déterminer une constante C telle que limn→+∞
En,n

(2n)n = C.

4. (*)Développer (a+ b+ c)n.
Déterminer en fonction des paramètres n, p et q dans N∗, le nombre de solutions dans Zn du
système : {

min (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = q
max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = p

————————————————————–

1.
E1,p = Card{x1 ∈ Z | max(|x1|) = p} = Card{−p, p} = 2

E2,p = Card{x1 ∈ Z | max(|x1|, |x2|) = p} = Card
(
[[−p+1, p−1]]×{−p, p}∪{−p, p}×[[−p+1, p−1]]∪{−p, p}×{−p, p}

)
E2,p = (2(p− 1) + 1)× 2 + 2× (2(p− 1) + 1) + 4 = 2× 2× (2p− 1) + 4 = 8p

E1,p = 2 , E2,p = 4p+ 2

2. On raisonne de manière ensembliste :

max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) ⩽ p ⇐⇒ ∀ k ∈ Nn, |xk| ⩽ p ⇐⇒ ∀ k ∈ Nn, xk ∈ [[−p, p]]

Notons Mn,p l’ensemble des solutions dans Zn de l’équation : max (|x1|, . . . , |xn|) ⩽ p.
On a alors Mn,p = [[−p, p]]n (produit cartésien).

Le nombre de solutions dans Zn de l’inéquation max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) ⩽ p est CardMn,p = (2p+ 1)n.

Notons que les ensembles (Mn,p)p sont croissants : Mn,p−1 ⊂ Mn,p.
Ce que l’on cherche en fait, c’est

En,p = Card (Mn,p \Mn,p−1) = (2p+ 1)n − (2(p− 1) + 1)n = (2p+ 1)n − (2p− 1)n

Cela peut s’écrire sous forme d’une somme (binôme de Newton, ou petits Bernoullis), mais on laisse
pour le moment.
On confirme : pour n = 1, on a E1,p = (2p+ 1)1 − (2p− 1)1 = 2 et E2,p = (2p+ 1)2 − (2p− 1)2 = 8p.

3. On a donc, pour n ∈ N,

En,n

(2n)n
=

(2n+ 1)n

(2n)n
− (2n− 1)n

(2n)n
=

(
1 +

1/2

n

)n

−
(
1− 1/2

n

)n

−→ e1/2 − e−1/2 = 2sh
1

2

lim
n→+∞

En,n

(2n)n
= e1/2 − e−1/2 = 2sh

1

2
(≈ 1, 04219)

4. On peut appliquer dirrectement la formule du trinôme de Newton, on peut aussi faire deux binômes :

(a+ b+ c)n = ((a+ b) + c)n =

n∑
h=0

(
n

h

)
(a+ b)hcn−h =

n∑
h=0

h∑
i=0

(
n

h

)(
h

i

)
aibh−icn−h



Or

(
n

h

)(
h

i

)
=

n!h!

h!(n− h)!i!(h− i)!
=

n!

i!(h− i)!(n− h)!
. Donc

(a+b+c)n =
∑

0⩽i⩽h⩽n

n!

i!(h− i)!(n− h)!
aibh−icn−h =

n∑
i=0

n∑
h=i

n!

i!(h− i)!(n− h)!
aibh−icn−h =

n∑
i=0

n−i∑
j=0

n!

i!j!(n− i− j)!
aibjcn−i−j

en faisant le changement de variable : h remplacé en j = h− i.
On facilite la notation en considérant la variable muette k, le nombre égal à n − i − j, i.e tel que
i+ j + k = n :

(a+ b+ c)n =
∑

i+j+k=n

n!

i!j!k!
aibjck

Pour n = 1, on trouve les nombres E1,p,q = 0 si p ̸= q et E1,p,p = 2.
Pour n = 2, on trouve les nombres

E2,p,q = Card{(p, q), (p,−q), (−p, q), (−p,−q), (q, p), (q,−p), (−q, p), (−q,−p)} = 8 si p ̸= q
et E2,p,p = Card{(p, p), (−p, p), (p,−p), (−p,−p)} = 4.

Dans le cas n général, mais pour p = q, on trouve En,p,p = 2n

(pour chaque xi, on a deux possibilités : xi = p ou xi = −p).
On suppose donc maintenant que p > q.

On note i, le nombre de termes dont la valeurs absolues vaut p, j ceux qui valent q.
En fait, plus précisément, on a l’équivalent :

{
min (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = q
max (|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = p

⇐⇒ ∃ i, j ∈ N tel que (⋆)


Card{h | |xh| = p} = i ⩾ 1,
Card{h | |xh| = q} = j ⩾ 1,

Card{h | q < |xh| < p} = n− i− j ⩾ 0

Notons Ai,j,p,q,n = {(x1, x2, . . . xn) ∈ Zn | (⋆)}.
Un élément de Ai,j,p,q,n est parfaitement déterminé par :

— le choix des i nombres dont la valeur absolue vaut p :
(
n
i

)
possibilités.

— Puis, pour chacun de ces i nombres, il y a 2 possibilités de valeurs : p ou −p. Donc 2i possibilités.
— Puis, le choix des j nombres dont la valeur absolue vaut q :

(
n−i
j

)
possibilités.

— Puis pour chacun de ces j nombres, il y a 2 possibilités de valeurs : q ou −q. Donc 2j possibilités.
— Puis, pour les n− i− j nombres restants, il y a Card([[−p+1,−q−1]]∪ [[q+1, p−1]]) = 2(p− q−1).

Donc (2(p− q − 1))n−i−j possibilités.
Les ensembles Ai,j,p,q,n sont disjoints, on a cherche donc :

Card

 ⋃
1⩽i,1⩽j,i+j⩽n

Ai,j,p,q,n

 =

n−1∑
i=1

n−i∑
j=1

n!

i!j!(n− i− j)!
2i2j(2(p− q − 1))n−i−j

Avec k = n− i− j, on trouve le nombre (avec une formule de crible) :∑
i+j+k=n

n!

i!j!k!
2i2j(2(p−q−1))k−

∑
j+k=n

n!

j!k!
2j(2(p− q − 1))k

︸ ︷︷ ︸
i=0

−
∑

i+k=n

n!

i!k!
2i(2(p− q − 1))k︸ ︷︷ ︸

j=0

+
∑
k=n

n!

k!
(2(p− q − 1))k︸ ︷︷ ︸
i=0,j=0

En,p,q = (2 + 2 + 2(p− q − 1))n − (2 + 2(p− q − 1))n − (2 + 2(p− q − 1))n + (2(p− q − 1))n

= (2 + 2p− 2q)n − 2(2p− 2q)n + (2p− 2q − 2)n

—————————————————————————————————————————-

Exercice 538
Indicatrice d’Euler
On note pour tout n ∈ N, φ(n) = Card({m ∈ N∗ ⩽ n | m ∧ n = 1}.

1. Que vaut φ(n) si n est un nombre premier.

2. Montrer que si n est un nombre de la forme pa, avec p premier, alors φ(n) = np−1
p

3. On suppose que n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r , décomposition en produit de nombres premiers.

On note Ai, l’ensemble des multiples de pi, plus petit que n.

(a) Exprimer simplement φ(n) en fonction de A1 ∪A2 · · · ∪Ar.

(b) Montrer que Card(Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik) se calcule facilement (une division)

(c) Développer le produit n(1− 1
p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
)

(d) En exploitant le crible de Poincaré, montrer que si n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r ,

φ(n) = n(1− 1
p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
)

4. Autre méthode (sans exploiter la question précédente).

(a) Montrer que pour tout n,m ∈ N, φ(n×m) = φ(n)× φ(m).



(b) Retrouver que si n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r ,

φ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
)

5. Montrer que pour tout n ∈ N,
∑
d|n

φ(d) = n.

————————————————————–

On note pour tout n ∈ N, φ(n) = Card({m ∈ N∗ ⩽ n | m ∧ n = 1}.
1. Si n est premier, alors pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, m ∧ n = 1.

Donc φ(n) = Card
(
[[1, n− 1]]

)
= (n− 1)− 1 + 1 = n− 1.

2. Soit p un nombre premier et a ∈ N∗.
Soit m ∈ [[1, pa]], et δ = m ∧ pa, alors δ divise pa.

Comme p est premier, alors δ est une puissance de p et donc ou bien δ = 1 ou p|δ.
Dans le second cas, on a donc p|m.

Ainsi, m ∧ pa ̸= 1 =⇒ p|m ⇐⇒ m ∈ {p, 2p, 3p, . . . kp} avec kp ⩽ pa < (k + 1)p (∗).
La réciproque est vraie : si p|m, alors p|m ∧ pa et donc m ∧ pa ̸= 1.

En divisant par p les inégalités (∗), on trouve k ⩽ pa−1 < k + 1.
et comme pa−1 est entier, on a donc k = pa−1.

φ(pa) = Card
(
Npa \ {p, 2p, . . . kp}

)
= pa − k = pa − pa−1 = (p− 1)pa−1 = (p− 1)

pa

p

3. On suppose que n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r , décomposition en produit de nombres premiers.

On note Ai, l’ensemble des multiples de pi, plus petit que n.

(a) En raisonnant avec les valuations p-adique, on a : m ∧ n = 1 ⇐⇒ ∀ i ∈ Nr, vpi(m) = 0.

m ∧ n ̸= 1 ⇐⇒ ∃ i ∈ Nr, vpi(m) > 0 ⇐⇒ ∃ i ∈ Nr,m ∈ Ai ⇐⇒ m ∈ A1 ∪A2 ∪ · ∪Ar

On a alors, en terme de cardinal :

φ(n) = Card
(
Nn \

(
A1 ∪A2 ∪ · ∪Ar

))
= n− Card(A1 ∪A2 ∪ · ∪Ar)

(b) On a encore les équivalences : h ∈ Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik ⇐⇒ ∀ s ∈ Nk, h ∈ Ais ⇐⇒ ∀ s ∈ Nk, pis |h
Comme les nombres pis sont premiers entre eux, on a donc (corollaire de Gauss) :

h ∈ Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik ⇐⇒ p1p2 . . . pik |h

Donc Ai1 ∩Ai2 · · · ∩Aik = p1p2 . . . pikZ.
En ajoutant la condition que les nombre h sont plus petit que n, on trouve

CardAi1 ∩Ai2 · · · ∩Aik =

⌊
n

p1p2 . . . pik

⌋
=

n

p1p2 . . . pik
(division exacte)

(c) On rappelle que n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r , donc

n(1− 1
p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
) =

pa1
1 pa2

2 . . . par
r (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pr − 1)

p1p2 . . . pr
= pa1−1

1 pa2−1
2 . . . par−1

r︸ ︷︷ ︸
=:P

(−1)r(1− p1)(1− p2) · · · (1− pr)

= (−1)r[P − (p1P + p2P + . . . prP ) + (p1p2P + p1p3P + . . . pr−1prP )
− · · ·+ (−1)rp1p2 . . . prP ]

Donc avec P =
n

p1p2 . . . pr
= pa1−1

1 pa2−1
2 . . . par−1

r , on a ((−1)r+h = (−1)r−h) :

n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
) = P ×

 r∑
h=0

(−1)r−h
∏

i1<i2···<ih

pi1pi2 · · · pih


(d) On suppose toujours que n = pa1

1 × pa2
2 × · · · × par

r . On a vu en 3.a)

φ(n) = n− Card

(
r⋃

i=1

Ai

)
= n−

r∑
k=1

(−1)k−1
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

Card(Ai1 ∩ · · · ∩Aik )

φ(n) = n+
r∑

k=1

(−1)k
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

n

pi1pi2 · · · pik



d’après la formule du crible de Poincaré.
En faisant le changement de variable : {i1, . . . ik} 7→

(
Nr \{i1, . . . ik}

)
= {j1, . . . jh}, on trouve (avec

h = r − k) :

φ(n) = n+

r−1∑
h=0

(−1)r−h
∑

1⩽j1<···<jh⩽n

n

p1p2 · · · pr
pj1 . . . pjh

Ce qui donne le même résultat qu’à la question précédente :

φ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
)

4. Autre méthode (sans exploiter la question précédente).

(a) Soient n,m ∈ N avec n ∧m = 1.
C’est une conséquence du lemme des restes chinois. Mais nous n’en parlons pas ici.
Notons, pour tout entier N , PN = {k ∈ [[0, N − 1]] | k ∧N = 1}. On a donc φ(N) = CardPN .
Commençons par une équivalence importante :

k ∧ (mn) = 1 ⇐⇒ k ∧m = 1 et k ∧ n = 1

Soit φ : [[0, nm− 1]] 7→ [[0, n− 1]]× [[0,m− 1]], c 7→ (a, b),
où a = c%n (reste dans la division euclidienne de c par n) et b = c%m.
φ est parfaitement définie.

Alors si c ∧ nm = 1, nécessairement : c ∧ n = 1 et donc a ∧ n = 1 et b ∧m = 1.
Par conséquent, φ(Pnm) ⊂ Pn × Pm.

Montrons la surjectivité : Soit (a, b) ∈ Pn × Pm.
Comme n ∧m = 1, il existe u, v ∈ Z tq un+ vm = 1 et donc u(a− b)n+ v(a− b)m = a− b.
Soit k1 = v(a− b)%n et k2 = u(a− b)%m et enfin c = k2n+ a.
Alors comme k2 ⩽ m− 1, c ⩽ n(m− 1) + a ⩽ n(m− 1) + (n− 1) = nm− 1.

Puis c ≡ a[n] et mieux : c%n = a, car a ∈ [[0, n− 1]].
Enfin c = k2n+ a = (u(a− b) +Km)n+ a = v(a− b)m+ b− a+Kmn+ a

c = (k1 +K′n)m+ b+Kmn = b+K′′m.
Donc c ≡ b[m] et comme b ∈ [[0,m− 1]], b = c%m.

Ainsi, φ(c) = (a, b). En enfin, c ∧mn = 1 (par l’absurde).
Donc φ établit une surjection de Pnm sur Pn × Pm.

Reste à montrer l’injectivité.
Soit c, c′ ∈ Pnm tels que φ(c) = φ(c′).
Alors c%n = c′%n, donc n|c− c′ et de même m|c− c′.
Donc nm|c− c′ car n ∧m = 1. Donc c− c′ ∈ (nm)Z
Or c− c′ ∈ [[−nm+ 1, nm− 1]]. La seule possibilité : c = c′.

On a donc en regardant les cardinaux, pour tout n,m ∈ N avec n ∧m = 1 :

φ(n×m) = CardPnm = Card(Pn × Pm) = CardPn × CardPm = φ(n)× φ(m).

(b) On applique la relation précédente, par récurrence, puisque pas
s ∧

(
pa1
1 × · · · × p

as−1
s−1

)
= 1. Donc

φ(n) =

r∏
i=1

φ(pai
i ) =

r∏
i=1

pai−1
i (1− pi)

On retrouve un calcul numérique de la question 3.(c). Donc

Donc si n = pa1
1 × pa2

2 × · · · × par
r , φ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pr
).

5. Notons d’abord que φ(1) = 1 =
∑
d|1

φ(d). Le résultat est vrai pour n = 1.

Considérons ensuite le cas n = pa, où p est un nombre premier.
Alors d|n ⇔ d = pi avec i ∈ [[0, a]]. Donc∑
d|pa

φ(d) =
a∑

i=0

φ(pi) = φ(1) +
a∑

i=1

pi
p− 1

p
= 1 + (p− 1)×

a∑
i=1

pi−1 = 1 + (p− 1)
1− pa

1− p
= pa = n

Montrons maintenant le résultat sur r le nombre de nombres premiers dans la décomposition de n.
Supposons que le résultat est vraie pour tout n décomposé en r nombres premiers.
Considérons n = pa1

1 pa2
2 · · · par

r︸ ︷︷ ︸
n′

p
ar+1
r+1 .

d|n ⇐⇒ ∃ i ∈ [[0, ar+1]] tel que d = d′pir+1 avec d′|n′.
Donc {d ∈ N | d|n} = {d′ × pir+1 | d′|n′, i ∈ [[0, ar+1]]}.

∑
d|n

φ(d) =

ar+1∑
i=0

∑
d′|n′

φ(d′pir+1) =

ar+1∑
i=0

φ(pir+1)×
∑
d′|n′

φ(d′) = p
ar+1
r+1 × n′ = n

car d′ ∧ pir+1 = 1 et d’après Pn. ∑
d|n

φ(d) = n


