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Devoir a la maison n°7
CORRECTION

Exercice 533
Coefficients trinomiaux
Soient n et p des éléments de N*. On désigne par E,, , le nombre de solutions (z1, s, ...,z,) dans Z"
de I’équation :
max (|x1], |22l ..., |za]) = p.

1. Déterminer les nombres E; ,, et Es .

2. Déterminer, en fonction de n et p, le nombre de solutions dans Z"™ de I'inéquation
max(|x1|, |£L’2|, BERE) |(En|) <p.

En déduire 'expression de E,, , en fonction de n et p.

3. Déterminer une constante C' telle que lim,,_, 4 o g:’l—{; =C.

4. (*)Développer (a4 b+ c)™.
Déterminer en fonction des parametres n,p et ¢ dans N*, le nombre de solutions dans Z" du
systeme :
{ min (1], |2, ..., |za]) = ¢
max (|z1], |x2],. .., |zn]) =p

E:p = Card{z1 € Z | max(|z1|) = p} = Card{—p,p} =2
Esp = Card{z1 € Z | max(|z1], [z2]) = p} = Card([[*pﬂ,pfll]X{fp,p}U{fp,p}X [[*erl,p*l]]U{*p,p}x{*p,p})
Bop=02p-1)+1)x2+2x 2p-1)+1)+4=2x2x (2p—1) +4 = 8p

|Bip=2 |, Ep=4p+2]
2. On raisonne de maniere ensembliste :
max (|z1], [x2],...,|zn]) <p<=VEk € Np,|zi| <p<=V k € Ny, zi € [-p, D]
Notons M, , I’ensemble des solutions dans Z" de I’équation : max (|z1],. .., |za]) < p.

On a alors M, , = [—p, p]" (produit cartésien).

‘ Le nombre de solutions dans Z" de I'inéquation max (|z1], |z2], ..., |zn|) < p est CardM, , = (2p+ 1)™.

Notons que les ensembles (M, ), sont croissants : My, p,—1 C My, p.
Ce que 'on cherche en fait, c’est

| Bup = Card (Mop \ Mayp-1) = 2p+1)" = 2(p— 1) +1)" = (2p+1)" = 2p— )"

Cela peut s’écrire sous forme d’une somme (bindme de Newton, ou petits Bernoullis), mais on laisse
pour le moment.
On confirme : pour n=1,0ona B, = 2p+1)' —(2p—1)' =26t B2 = (2p+1)> — (2p — 1)* = 8p.

3. On a donc, pour n € N,

En,n _ (2n+ 1)” _ (2’[1— 1)” — (1+ 1/2)" _ (1 _ ﬂ)n N 61/2 _671/2 — QShl
2

(2n)" (2n)" (2n)" n n
lim Dmn 12 o2 QShl(% 1,04219)
n—+oo (2n)™ 2

4. On peut appliquer dirrectement la formule du trindme de Newton, on peut aussi faire deux bindémes :

n n h
(a+b+c)"=((a+b)+c)" = Z <Z> (a4 b ™" = Z (Z) (?) aiphignh

h=0



n\(h nlh! n!
Ol p )\ ) T Rt — T A=) =Ry

0<i<h<n i=0 h=i

Donc

en faisant le changement de variable : h remplacé en j = h — i.
On facilite la notation en considérant la variable muette k, le nombre égal a n — ¢ — j, i.e tel que

i+j+k=n:

(a+b+co)" = Z

i+j+k=n

lelk;l

k
a'biec

Pour n =1, on trouve les nombres E1 5 =0sip# qet E1p, = 2.

Pour n = 2, on trouve les nombres
B2 p.q = Card{(p,q), (p, —q), (=P, ), (=P, —q), (g,
)

et B pp = Card{(p,p), (—p,p), (p, —p), (—p, —p)} = 4.
Dans le cas n général, mais pour p = ¢, on trouve E, ,, = 2"
(pour chaque z;, on a deux possibilités : z; = p ou z; = —p).

On suppose donc maintenant que p > q.

On note i, le nombre de termes dont la valeurs absolues vaut p, j ceux qui valent q.

En fait, plus précisément, on a 1’équivalent :

{ min(‘m”a |{I§2|,. i) |ZE7ID =4q
max (|z1], |z2],...,|zn]) =p

Notons A; jp.gn = {(z1,22,...20) €Z" | (%)}

<= 34,5 € N tel que (x

)

Un élément de A j,p,q,n est parfaitement déterminé par :
— le choix des ¢ nombres dont la valeur absolue vaut p : (?) possibilités.

— Puis, pour chacun de ces ¢ nombres, il y a 2 possibilités de valeurs
— Puis, le choix des j nombres dont la valeur absolue vaut ¢ : (”

— Puis pour chacun de ces j nombres, il y a 2 possibilités de valeurs

n n—i

1=0 =0

p), (¢, —p), (=¢,p),(—=¢,—p)} =8 sip#q

Card{h | |zn| =p}=i2>1

Card{h | |zn| =q} =721,
Card{h | g <|zn| <p}=n—i—j=>

(a+b+e)" = Z —i!(h—z)'( h)abhznh ZZ—ZI 7= h)abhl”h ZZZ|] n_l_J)ab]"Z]

0

irs : p ou —p. Donc 2% possibilités.
j_z) possibilités.
: ¢ ou —q. Donc 27 possibilités.

— Puis, pour les n —¢ — j nombres restants, il y a Card([-p+1,—¢—1]U[¢+1,p—1]) =2(p—qg—1).

Donc (2(p — ¢ — 1))~ "7 possibilités.

Les ensembles A; j p.q,n sont disjoints, on a cherche donc :

n—1n—i

Card U Aijp.an

1<4,1<g,i+75<n =1 j=1

Avec k =mn —1i— j, on trouve le nombre (avec une formule de crible) :

> Z~,;~7]!,€!2"2j(2(p—q—1))k— > jT—,i!Qf(2(p—q—1))’“_

i+j+k=n jtk=n

>

i+k=n

n!

ilk!

ZZW ”_’—J) 1227 (2(p — g — 1))

2'2p—q-1)"+>

k=n

n!

k!

2(p—q-1)"

=0

Jj=0

i=0,5=0

=(2+2p—29)" —2(2p—29)" + (2p —2¢ —

Enpg =@2+2+20p-q¢-1)"-2+2p—-q¢-1)" -

2)"

2+2(p—q¢-1)"+@2@p-qg-1))"

Exercice 538

Indicatrice d’Euler

On note pour tout n € N, p(n) = Card({m e N*<n | mAn=1}.

1. Que vaut ¢(n) si n est un nombre premier.

p—1

2. Montrer que si n est un nombre de la forme p®, avec p premier, alors p(n) = nk>=

3. On suppose que n = p7* X p5?

On note A;, 'ensemble des multlples de p;, plus petit que n.
UA,.

(
(b

a) Exprimer simplement ¢(n) en fonction de A; U Ay - - -

)
(c) Développer le produit n(1 — —)(1 — —) (11— i)
)

(d) En exploitant le crible de Poincaré, montrer que si n = pi* X p5?

go(n)—n(1,7)(1,7) -2

)

4. Autre méthode (sans exploiter la question précédente).

(a) Montrer que pour tout n,m € N, p(n x m) = p(n) x p(m).

Montrer que Card(A;, N A;, --- N A;,) se calcule facilement (une division)

S X T,

- x p%r décomposition en produit de nombres premiers.



(b) Retrouver que si n = pj' X p5? X «-+ X pir,

1 1 1
pn)=nl—-—)1—-——)---(1——
(1) =01 = D)1= ) (1= )
5. Montrer que pour toutneN,Zgo(d):n.
d|n

On note pour tout n € N, p(n) = Card({m € N* <n | mAn=1}.

1. Si n est premier, alors pour tout m € {1,2,...,n — 1}, mAn=1.

Donc ¢(n) = Card([l,n—1]) = (n—1) =14+ 1=n—1.

2. Soit p un nombre premier et a € N*.

Soit m € [1,p%], et § = m A p®, alors § divise p®.
Comme p est premier, alors ¢ est une puissance de p et donc ou bien § =1 ou p|d.
Dans le second cas, on a donc p|m.

Ainsi, m Ap® # 1 = p|m <= m € {p,2p, 3p, ... kp} avec kp < p® < (k+ 1)p (*).
La réciproque est vraie : si p|m, alors p|m A p® et donc m A p* # 1.

En divisant par p les inégalités (x), on trouve k < p* ' < k + 1.
et comme p®~ ! est entier, on a donc k = p®~ L.

¢(p*) = Card(Npa \ {p,2p,...kp}) =p* —k=p" —p* ' =(p—1)p* ' =(p—1)

SIS

3. On suppose que n = py* X p5? X -+ X pi”, décomposition en produit de nombres premiers.
On note A;, 'ensemble des multiples de p;, plus petit que n.

(a) En raisonnant avec les valuations p-adique, on a: m An =1<= Vi€ N, v,,(m) =0.
mAn#l<=3ieN,v,,(m)>0<=3JicN,, mecAd < mecA UAU-UA,

On a alors, en terme de cardinal :

¢(n) = Card (N, \ (A1 UA2U-UA,)) =n—Card(41 UA2U-U A,)

(b) On a encore les équivalences : h € A;; N A, ---NA;, <=V seNy,he A, <V seNg,pilh
Comme les nombres p;, sont premiers entre eux, on a donc (corollaire de Gauss) :

he Ay NA,---NA;, <:>p1p2...pik|h

Donc Ai;, NA;i, - NAs, =pip2...pi, 2.
En ajoutant la condition que les nombre h sont plus petit que n, on trouve

CardA;;, N Ay, ---NA;, = { n J = n (division exacte)
P1P2 - - - Diy, pip2 ... Piy

a a a
= A ar.
(¢) On rappelle que n = p{* x p3? X X pyr, donc

ER iy prr (e = )(p2 —1)---(pr — 1)
o a1—1 _ag—1 €11321- - Pr
=pi' Py ()" (1 =p1)(L—p2)-- (1 —pr)

n(l— )= L)1 -

P2

=:P
=(=1)"[P = (p1P+p2P +...prP) + (p1p2P + p1psP + ... pr—1p, P)
— o+ (=1)"pip2...prP]
n

Donc avec P = ———— = p{t 7 1p22=1 | par=l ona ((=1)"h = (=1)"7") .
pip2...pPr

n(l—i)(l—i)~”(l—i):Px Z(_l)r_h H DPiDigy ** Piy,

p1 P2 Pr h=0 i <ig---<ip

d) On suppose toujours que n = p{* x p52 X -+ x p»”. On a vu en 3.a
] 1 2

¢(n) =n — Card <O Az—) =n— i(—l)’H > Card(Ai, N---NA;)
=1 k=1

101 <+ <ip<n

ey =n+> (-DF Y &
k=1

1< < <ip<n PirPiz Pk



d’apres la formule du crible de Poincaré.
En faisant le changement de variable : {i1,...ix} — (Ny.\ {i1,...ix}) = {j1,...jn}, on trouve (avec
h=r—k):

r—1
r— n
n=nty (07" Y ey,
h=0

1<) < <jpsn P1P27Pr
Ce qui donne le méme résultat qu’a la question précédente :

w(n):n(l—i)(l_i)..,(l_i)

P1 D2 Dr

4. Autre méthode (sans exploiter la question précédente).
(a) Soient n,m € N avec n Am = 1.
C’est une conséquence du lemme des restes chinois. Mais nous n’en parlons pas ici.
Notons, pour tout entier N, Py = {k € [0,N —1] | kAN = 1}. On a donc ¢(NN) = CardPy.
Commengons par une équivalence importante :

EAn(mn)=1<=kAm=1letkAn=1

Soit ¢ : [0,nm — 1] — [0,n — 1] x [0,m — 1], ¢ — (a,b),
ot a = c%n (reste dans la division euclidienne de ¢ par n) et b = c%m.
@ est parfaitement définie.
Alors si ¢ Anm = 1, nécessairement : cAn=1etdoncaAn=1etbAm=1.
Par conséquent, ¢(Prnm) C P X Pn.
Montrons la surjectivité : Soit (a,b) € P, X Pp,.
Comme n Am =1, il existe u,v € Z tq un + vm = 1 et donc u(a — b)n 4+ v(a — b)m = a — b.
Soit k1 = v(a — b)%n et ko = u(a — b)%m et enfin ¢ = kan + a.
Alors comme ks <m—1,c<nim—1)4+a<nm—-1)+(n—-1)=nm—1.
Puis ¢ = a[n] et mieux : ¢%n = a, car a € [0,n — 1].
Enfin c=kon+a=(u(a—b)+ Km)n+a=v(a—bm+b—a+ Kmn+a
c=(k1i+K'nym+b+Kmn=b+K"m
Donc ¢ = b[m] et comme b € [0,m — 1], b = c%m.
Ainsi, ¢(c) = (a,b). En enfin, c A mn =1 (par ’absurde).
Donc ¢ établit une surjection de P, sur P, X P,.
Reste a montrer I'injectivité.
Soit ¢, ¢’ € Pum tels que ¢(c) = ¢(c).
Alors ¢%n = ¢'%n, donc n|c — ¢’ et de méme m|c — .
Donc nm|c — ¢ car n Am = 1. Donc ¢ — ¢’ € (nm)Z
Or ¢ — ¢ € [-nm + 1,nm — 1]. La seule possibilité : ¢ = ¢'.
On a donc en regardant les cardinaux, pour tout n,m € Navecn Am =1:

‘gp(n x m) = Card Py, = Card(P,, X Py,) = CardP,, x CardP,, = p(n) X ¢(m). ‘

(b) On applique la relation précédente, par récurrence, puisque p3® A (p‘ll1 X oo X pzs_’ll) = 1. Donc

= [T et Hp Y1 —pi)
=1

On retrouve un calcul numérique de la question 3.(c). Donc

Done sin = pi x p§? x - x pir, p(n) = n(l — L)1 — L) (1 - L.

p2 Pr

5. Notons d’abord que p(1) = 1= Z ©(d). Le résultat est vrai pour n = 1.
dl1
Considérons ensuite le cas n = p%, oll p est un nombre premier.
Alors d|n < d = p* avec i € [0, a]. Donc

Zw(d)=Zw(pi)=w(1)+2pi%—1+ sz =140 1)11__ppa =p*=n
i=0 =1

d|p®

Montrons maintenant le résultat sur r le nombre de nombres premiers dans la décomposition de n.
Supposons que le résultat est vraie pour tout n décomposé en r nombres premiers.

Considérons n = piip3® - - pi" priit.

dln <= 3 i € [0,ar41] tel que d = d'piyq avec d'|n’.
Donc {d € N | dn} = {d x pj..1 | d|n',i € [0,ar+1]}.

Ap41 Apy ]
Z@ Z Z dpr+1 Z P(pri1) X Z p(d) = prfll xn'=mn
d|n i=0 d’|n’ =0 d’|n’

car d Api =1 et d’apres Py.

> e(d) =
din




