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Devoir Surveillé n°5

CORRECTION
Exercice 1
1. Soit v:v+— ———.
v2
1-2
(a) y(v) est définie, si et seulement si 1 — Z—z > 0, donc si et seulement si v €] — ¢, c|. /0,5
1 1
Et pour tout v €] — ¢, ¢c[, —v €] — ¢, [ et y(—v) = = = = f(v) /0,5
1- G5 1-5%
’D'y =] — ¢, c| et v est paire. ‘

On I’étudie donc que sur [0, v] et on tracera la symétrie par rapport & laxe Oy.
(b) Sur D.,, vy est dérivable et ¥V v € D, /1

—2v
c? v

/
7(”): 2 N = 213/2
2/1-%(1-%) (1-%)

Donc 7 est strictement croissante sur |0, ¢[.
Puis comme lim v(v) = 400, /0,5
v—C

’ la droite d’équation = c est une asymptote (verticale) de C,. ‘

Enfin, comme v(0) =1 et 4/(0) = 0, /0,5

’la droite d’équation y = 1 est la tangente a C, en = = 0. ‘

On a donc la représentation graphique : /1
f
7
6 4
5 |
4
3 4
2 4
0
L 53 2 A 0 1 2 3 1
(c) yv(v) = (1 - 2—2)_%, avec X = 2—2, le développement & l'ordre 4 de (1 — X)~1/2 est
suffisant. Pour X au voisinage de 0
1 *1 *3 —1-3-5 —1-3-5-7
(1=X)712 =14 —2(- X (X S 0 (0 O
=1+iX+ X2+ X3+ X4 +0(X?)
On a donc, au voisinage de 0 :
1 3 5 35
Y() =1+ =02+ =o't + ——f + v® + O(v'?)

2¢2 8ct 16¢6 64c8
/1,5

1 3 5
=1 2 - .4 6
F)=1+55v"+5av + 56" + g1

v8 + 0(v?) au voisinage de 0




(d) Posons A = ~y(v), donc A? = —, donc /0,5
2
v’ 2 2 202
1= Z)h=1=hE]" =1+ 5
On a alors (en se limitant a l'ordre 6) : /1

2 1 2 3 4 o 6 6 ?
()] = (14 50"+ v+ ——v° +0(v°)
C C C
1 2 3 4 1 2 ?
:1+2X1X@U +2X1X8?,U +<262U

)
+2x1x ——05 +2x —0v? x — vt 4 0(v?)

1 16¢6 2c? 8ct
= 1+ 502+ ot 4+ 500 4 o(ef)
Donc /1
u? 1 1 1 1
(1- 0—2)7(0) =1+ —2112 + 0—41)4 + C—6v6 - 0—21)2 - 0—4114 - C—GUO +0(v%) =14 o(v®)

2. Soit v € G, et (x,t) € E. On note (X,T) = @,(x,1).

02
(1 - c2> (PT? — X?) =2t — Hvx)? — (z — vt)?

v22?

— 22 4 vt — V22

= 22 — 2tvx + 5
c

= (1= &) — )

Donc en divisant par (1 — Z—z) # 0, on a donc /1

’Vv € G,V (x,t) € E,si (X,T) = py(x,t) alors *T? — X? = *t* — 22

On a trouvé un invariant de transformation de Lorenz.

3. Soient v,v’ € G, soit (x,t) € E,

(b 0 @u) (2,8) =y (pur(2,1)) = o (v(v) (z — V't t — H0'2))
— (0 () (z— v't) — v(t — 2v/a), (0 = Joe) — Zo(—v't) g
= v()y(") (14 %)z — (v + V')t (14 Z5)t — S (v +v)z)
_ 1+ %% (2 - U—|—l1)// ’t_c%va’/x)
\/ v2 v/2 ]. + UC% ]- + UC%
(-5 (1-%)
!
On pose alors V = v U,
1+
Alors,
1 1 1
’Y(V) = 5 = 5 = 5
1_V7 1 (v+) . 02 4 200" + 0’ /1
c2 02(1 4 vcg')Q 2 4+ 200 + vzcg’z
B 1 B (1+2)
024—21)’0/-1-“2617;/2—7)2—2’(}’0/—’[}/2 \/1+U262/2_1§_%22
2(1+ )2

1+
Ja-5(-%)

Et on a donc bien

v+

v’

Puv 0Py = @y avec V =




4. On définit donc sur I'ensemble G, la loi

V1 + V2

’Ul@/U2: 1_|_’U1;)2
C

On ne peut pas montrer que c’est un sous-groupe, car méme s’il bien vrai que G C R et
que R est un groupe; la loi n’est pas la méme!!.

Notons :

— pour tout v € G,

0+v

0pv= W:vetdemémevGBO:v
Donc G admet un élément neutre : 0.
— Soitv e G =] —¢, (.
Soit —wv, son opposé dans R, alors —v € G =] — ¢, |,
v+ (—v
v@(—v):%:O:(—v)@v
1+ =

Donc tout élément de G admet un opposé, dans G
— On va d’abord démontrer la commutativité. C’est simple et on I’exploitera pour I'as-

sociativité.

Soient v,v’ € G

, v+ v+ ,
vPU = - = =v DU
1+

— L’associativité découle de I'associativité de la composition de fonctions, mais on va la

redémontrer < localement .

Soient vy, vy et v3 € G.

Vg + U3 1
’U1+7v21)3 (”Ul +U2+”L)3+7vlz§v3) T vavs
. U2+'U3 o 1+c72 o 1+7
Ul@(’vg@UB)f?)l@l_‘r%* vy + U3 1+’U1U2+’U1’U3
C 15 oa Y
1 4 b2 c2 + vy
1+ ——<— o

C

A (v1 4 va + vz + 28%3) 2oy + oy + oz + v1v9v3

2 4 vyug + V19 + V13 c? 4 vou3 + v1v9 + V13
La derniére expression est totalement symétrique en vy, vg, vs.
Donc, en exploitant 1 commutativité de G :

01 @ (v2 Bvg) =v3® (V1 Bva) = (V1 Bv2) Bus

Donc
ll’ensemble (G, ®) est un groupe commutatif ‘
5. Soit v,v" € G =] — ¢, ¢[, La fonction f,s : v+ v @ v’ est continue en c.
Donc ,
. . c+v
lim V"= Tim f,r(v) = for(c) = [ c

’La limite est indépendante de v/, elle vaut c.

Dans un tel modele, la vitesse de la lumiere n’est pas dépassable et ce modele confirme
les expériences de Michelson et Morley présentées en début d’énoncé.

Dans cet exercice, on voit une situation tres fréquente aujourd’hui en science physique, (mais
aussi en mathématiques) :

— un groupe (G, d))

— qui agit sur un ensemble (E = R?)

— par la transformation ® : v € G — ¢, ( € F(E, E))
On parle d’action du groupe G sur l'ensemble E. (il faut que l'action vérifie : ¢., = id et
Ouge = Po © ). En physique, on exploite les actions de groupes pour mieux comprendre les
ensembles F/. En mathématiques, on utilise plutét les actions de groupes pour mieux comprendre
les groupe en question (par I’étude de < représentants ). ..

/0,5

/0,5

/0,5

/1,5

/1



Probleme

Soient a,b € R tels que a < b et f une fonction de ]a, b[ dans R, de classe C* sur ]a, b|.
f est dite absolument monotone (en abrégé) AM si: V¥V n € N,V z €]a,b], f™(x) > 0.

f est dite completement monotone (en abrégé) CM si: Vn € N,V x €]a,b[, (—1)"f™ (z) > 0.

A. Régularité et exemples
1. Soient f et g deux fonctions AM définies sur |a, b].

Alors f et g sont de classe C*°, donc f + g et f x g sont de classe C*.

Et pour tout n € N, pour tout = €]a,b| : /0,5
(f +9) " (2) = f (@) + g™ (x) > 0
Et pour tout n € N, pour tout = €]a, b], /1
(f % g)(" Z( )f<k "R (z) > 0
k=0
Ainsi

’Si f et g sont AM sur ]a,b[, il en est de méme de f+get f x g

Soient f et g deux fonctions CM définies sur ]a, b|.
Alors f et g sont de classe C*, donc f + g et f X g sont de classe C°.

Et pour tout n € N, pour tout = €]a, b : /0,5
“D™(f+ 9" (@) = ()" (@) + (=1)"g" () 2 0
Et pour tout n € N, pour tout = €]a, b], /1
(170 @) = 31" () 10 ) = 3 () -0 P @D @) > 0
k=0 k=0
Ainsi

’Sifetgsont CM sur Ja, b[, il en est de méme de f + g et fxg‘

2. Notons s :] — b, —a[—]a, b, z — —x.
s est de classe C* sur | — b, —al.
Pour tout = €] — b, —a[, s'(x) = —1 et pour tout n > 1, s(™(z) = 0.
Par composition : f est de classe C* ssi g = f o s est de classe C*. /0,5
Dans ce cas, on montre par récurrence : /1

Po i€ V€] = b, —al, g™ (@) = (~1)" /) (=) >

— Pour tout x €] — b, —al, ¢ (z) = g(z) = f(—2) = (—1)°f©(—z), donc Py est vraie.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Pour tout = €] — b, —a[, g™ () = (—1)"f"(—z), on peut dériver :

Vo€l —b—af, ¢"(@)=(-1"x (~)f" V() = ()" O (@)

Donc P,, 41 est vraie.
On a donc la suite d’équivalence : /0,5

fest AMsur Ja,b] <= fecC>®(a,b]) et VneNVaxclab],f™(x)=>0
— geC>®(a,b]) et VneNVxe€[ab],(—1)"g") (z) = ((—1)”)2f(”)(x) >0
< g est CM sur |a, b|

’avec g définie par g(x) = f(—x), on a f est AM sur ]a, b si et seulement si g est CM sur | — b, —al. ‘

3. Exemples.
(—D)F 1k —1)!

(a) Inest de classe C> sur R* et par récurrence, pour tout k > 1, In® () = -
x

En effet : o
— In'(z)=1= (_i’)l % la formule est vraie pour k = 1.
— Supposons qu’elle soit vrai au rang k£ > 1, donc

I+ () = d (m L DM (R - 1)!> _ =Dk = Dkt (1R

ok 22k RS

dans ce cas Py est également vraie.



Ainsi par multiplication par —1,  — —Inz est de classe C* sur ]0, 1],
(DM R - (k1)

et pour z €]0,1[, (=1)¥d*(z — —Inz) = (=1) — —

= 0.

’Donc la fonction —In est CM sur ]0, 1]. ‘

tan est de classe C> sur |0, 7.
Pour tout z €]0, 5[, tan’(z) = 1 + tan?(z).
Si on dérive n fois cette expression, avec la formule de Leibniz, on obtient :

n
VneN . Vaxe ]O, g [,tan("ﬂ)(x) = Z (Z) tan® (z) tan" ) (2)
k=0

Notons, pour tout n € N, @, : <V x €]0, 7|, tan(™(z) > 0 »
— Qg est vraie : V z €]0, Z[, tan(®(z) = tan(z) > 0
— Qy est vraie : V z €]0, Z[, tanV(z) = 1 + tan?(z) > 0

— Soit n > 1. Supposons que pour tout h < n, P, est vraie.
n

Alors V z € ]0, [, tan" ™V (z) = Z (Z) tan® (z) tan™~*) (z) > 0

k=0
(La récurrence a besoin de termes initiaux ici, car la relation que l'on utilise n’est

vraie que pour n > 1).
Donc tan est de classe C*° sur ]O, g[ et Vae ]0, 3 [, tan(™ (z) > 0

’ Ainsi la fonction tan est AM sur ]0, 7. ‘

4. Prolongement de classe C*® en at.

(a)

()

f est AM sur |a, b[.
Donc pour tout = €]a,b[, f'(x) > 0, donc f est croissante sur ]a, bl.
On a alors vu que dans ce cas (théoreme de la limite monotone) :
f admet une limite en b~ ssi f est majorée
et (surtout) f admet une limite en a™* ssi f est minorée.
Or pour tout = €la,b[, f(x) > 0.
Donc f est minorée par 0, décroissante sur ]a, b, ainsi

’ f admet une limite en a™ positive ou encore : il existe A € R tel que A = limg+ f

On prolonge f en posant f(a) = A.

La fonction f est également AM, donc également continue,
on peut lui appliquer ce que ’on vient de démontrer :
f’ admet une limite en a™ (positive).

D’apres le théoreme de prolongement de classe C', il suffit que f’ ait une limite en at,
pour que f soit dérivable en a et f’ est continue sur [a, b[.

’ Donc f est dérivable & droite en a, et que f’ est continue & droite en a. ‘

On peut généraliser le résultat que 'on vient de trouver a toutes les dérivées de f.
La encore, on va faire une récurrence :
Posons, pour tout n € N, H,, : < f est de classe C" sur [a, b, avec (M (a) >0 >.
— Le cas Hg a été vérifiée (et également Hy).
— Soit n € N, supposons que H,, est vraie.
f est AM, donc f(**+2) est positive, donc f(**+1) est croissante sur ]a, b].
En outre, f("*1) est également positive, donc minorée.
Ainsi, f*+1) admet une limite en a™.
D’aprés ’hypothese de récurrence, f™ est continue sur [a, b[, de classe C* sur ]a, b],
et (™) admet une limite en at, nécessairement positive
donc f™ est de classe C! sur [a,b] et donc f de classe C"*! sur [a, b]
Ainsi H, 41 est vérifiée.
Donc

’ f est indéfiniment dérivable a droite en a avec des dérivées positives ou nulles. ‘

/1,5

/1,5

/1

/1

/2

’Le méme phénomene ne se produit pas en b, car la fonction n’est, a priori, pas majorée. ‘

C’est le cas de la fonction tan vu dans 'exemple.

/1



B. Lien avec le développement de Tayor
On suppose dans cette partie que : —co < a < 0 < b < +o0.

1. Soit n € N. Soit f une fonction de classe C™ sur |a, b[, considérons

i —x)k it — )" i —x)k T(t—u)"
0z Z %f(k)(x)_,_/ %f(”“)(u)du - Z (t o ) f) (I)_/ %f(”“)(u)du
k=0 x t

k=0

¢ est de classe C!, et pour tout z €]a, b],

n —r k n . k1 .
o'(x) = Z (t . ) FED () 4 Z %Jc(k)(aﬁ) _ %f(n-&-l)(m)
k20 k=1
n — k n . k—1 . .
N k! ) FED @)+ (t(k’—)l)!f(k)(x) 7%f(n+1)(z)
k=0 =1

k

n _ k n—1 D _ \n

_ Z (t k!ﬂﬁ) £ () 1 Z (t Z_!JU) FOD () — (t n!x) £ ()
0 i=0

- t—ax)"

£ @) = 0

Donc ¢ est constante et donc pour tout x €a, b], p(x) = ¢(t) = f(¢).
Ainsi, /2

pour tout z,t €la, b, f(t) = i ¢ _k'x)kf(k)(x) + /t (t_Tu)nf("H)(u)du

Puis en faisant le changement de variable v = 2~ (u — ), (si t # z) : du = (t — z)dv,
on a les correspondances : u=z < v=0;u=t<v=1etu=(t —z)v+z, /1

pour tout x # t €]a, b[, f(t) = z”: (t _k':c)kf(k)(a:) + /01 (t= x)”;l'(l — U)nf("ﬂ)(x + (t — x)v)dv
Pt ! !

2. Soit f une fonction AM sur |a, b et

) n fk)
k=1

(a) Soit n € N. f est AM donc de classe C*°.
On peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale en x =0 et t =z :

n (k) 1 2] — )
k=0 : 0

n!
Comme z" est indépendant de v : /1
1 n
Rn(fwr) — / .’L‘(l _'U) f(n+1)($’0)d’l)
" 0 n!

Si0<x<y<b comme fest AM, f*2 >0, donc f*t! croissante
ainsi V v € [0,1], zv < yv et f) (zv) < fOFD (yo),
puis comme 0 < z < y, zf"t) (zv) < yfH) (yo)

Enfin par croissance de l'intégrale (onal—v >0, n! >0,1>0) : /2
1 _oA\n 1 _oA\n
Rn(fam> :/ .’17(1 'U) f(n+1)(l"l})d’l} < / y(l |U) f‘(n-l—l)(yv)d’[) = R”(fv y)
" 0 n! 0 n! y"
Donc z — M est croissante sur |0, b]
‘/I:n/

On a également, par croissance de f*+1, positive f(** (zv) < fOH+D(2) (car v < 1) :

B (f, ) Pa(l o), n '
= | ] <o |

(1—o)"

CES




Or la limite du terme de droite est nul pour  — 0, (f(**1)(z) fol ((17;1;1); dv est bornée)

donc par encadrement : /2

Rn(f, . -
T M possede une limite nulle quand z tend vers 0.
x

(b) On a f(x) — Sp(z) = Ru(f,2) > lir{)l+ R, (f,z) =0, par croissance de x — R, (f, ).
r—
Donc pour tout x €]0,b[, f(z) = Sn(z).

En outre Sy11(x) — Sp(z) = f((:]+1)(0) "+l >0, car x > 0 et f est AM.
Ainsi, la suite (S, (z)), est croissante (en n), majorée par f(x) (indépendant de n)
donc convergente. /1

Et par majoration, sa limite est inférieure & f(z). /0,5

Bilan : la suite (S, (z)) converge, de limite g(x) vérifiant g < f sur [0, b[.

neN

(c) Soit x €]0,b[. Soit y = 2% donc z <y < b

Par croissance de x — M on a donc :
o< Fullia) _ Ru(f0)
xn y’ﬂ

en multipliant par 2", et comme Ry (f,y) < f(u) (F@)~ Ra(f.0) = > L @yF > 0) /2

k=1

" z\"
Rn 9 X YY) X
(o< SRt < () 1)
Ainsi N
0< 1@ - S0 < (2) 1
Or Erf (i)n fly) =0x f(y) =0 car z < y, donc par encadrement /1

’V x €]0,b[, f(x) — g(x) = 0; vrai également en z = 0. Donc g = f sur [0, b[‘

3. Onnote F : x — f(x—a). Alors par composition affine, F' est AM sur Ja—a, b—a[=]0,b—a]
On rappelle que a < 0, donc —a > 0.
On peut appliquer ce que 'on vient de démontrer de f a F' : /0,5

Veel0,b—al, F(z)=G(x)= lim ( n FI;('O) xk>
_0 °

Or par composition affine, avec x +— = + a de dérivée égale a 1,
FO@) = fButa) = FO0) =)

Donc en prenant x =t — a, dans ’expression précédente :

ARy T A WA
V€ 0,b—al,t =x+a €la, b, f(t) = F(t—a) = F(x) = nll)rfoo ( T ngrfw Z
k=0 k=0
Donc pour tout = € [a,b], f(z) = lim if(k) (a)M
P s Y - oo Pt k! /2
_ () () F0 = a)
4. On sait que f(zg) = nll)rfoo (Z f )
Or pour tout k € N, (zg — a)* > 0, k:'>0etf(k)( ) = 0.
Donc nécessairement, la suite (Z f k) ) est croissante.
k=0
Soit n € N,
(k) - To — a)k
V' N >n, Z ) ) ()21

k=0 k=0




n _ ok
En passant a la limite (N — +00) : 0 = f(xg) > Zf(k)(a)%. /1

Or, a droite, il s’agit d’'une somme finie, & termes positifs. Elle est nulle si et seulement

si tous ces termes son nuls.

Donc pour tout k € N,,, f*)(a) = 0 (les autres termes sont strictement positifs).

Ce résultat est vrai pour tout n € N, donc V k € N, f*)(a) = 0. /1
Ainsi d’apreés 'expression trouvée a la question précédente :

k n
Vo elatl S =n£ffm<2f )>=nkrfw(,§0>=nﬂ$m0=0 ’

’Donc si f s’annule en xy €]a, b[, alors f est nulle. ‘

Si f est AM alors f®) est également AM.
On peut appliquer & f®) ce que I'on vient de démontrer, donc f) = 0 sur la, b[.

Et par conséquent, en intégrant p fois, f est un polynome de degré p — 1. /1
On peut alors écrire f(x Z ai(x — a)

On a alors f¥)(a) = k'ak, 11 faut nécessairement que klap > 0, donc ay > 0. /1
Et réciproquement, si V k € [0,p — 1], ax = 0,

p—1
k!
alors f(M(z) = ,;l mak(x —a)* " >0.
Donc f est AM sur Ja, b]. /1

Ainsi 'ensemble des fonctions f AM sur |a, b[ telles que, pour un p € N fixé, f ) possede
un zéro dans Ja, b est

p—1
{xHZak(a:—a)k|Vk<p—1,ak20}
k=0

C. Différences finies
1. Si ¢ est définie sur |A, B[, alors Ay est définie sur |4, B — hl.
En effet il faut pouvoir calculer p(x) et p(x + h), donc A <z <z + h < B.
Par récurrence, sur n, Dary) =la,b — hn|.
— Ce résultat est vrai, pour n =0 (et n = 1).
— Si il est vrai pour n € N, en notant ¢ = A}(f) et en appliquant la remarque,
onaA,y1=A,=aetByy1=B,—h=b—nh—h=b—(n+1)h.
La récurrence est démontrée : /1,5

I'ensemble de définition de AJ(f) est Day(y) =|a,b—nh[ (si nh <b)

2. On démontre le résultat par récurrence.
Posons, pour tout n € N :

P < Yz €la,b—nh[, AL (f)(z) = Z(—l)"‘k <Z>f(x + kh) >

k=0

— A%f)(x etZ (> (z + kh) = 1f(x).

Donc Py est vraie.

— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Soit x €]a,b— (n+ 1)h[, alors x €]a,b — nh[ et z + h €]a,b — nh[, on peut appliquer
P :

n n

AR @) =D (=) (Z)f(x+kh> AR(f)(a+h) =Y (1" * (Z)f(x—s—thkh)

k=0 k=0



Et comme AP (f)(z) = (Ao AY)(f)(x) = AR(f)(z + h) — AP(f)(x), on a donc

n

A =S+ () st e = S0+ () 1o k)
k=0

k=0

= (-1)° (Z) fle+ (n+1)h) + :z:é(mk <Z> f@+ (k+1)h)
k=n
- k:<—1>"k (3) et 10— 2 (7 ) 160
k=0
= f(z+ (n+1)h) + Zj:(—l)"‘“”l ( B 1) f(z +ih)

n+1 n+1 n+1 n+1 i n+1 .
—( ><n+1> (z+ (n+1)h Z <Z f(x +ih)

e ("3 ) s

=S = (T s ny

=0

On a donc démontré, par récurrence : /2,5

n

pour tout n € N, pour tout = €]a,b — nh[, A¥(f)(z) = Z(—l)"‘k (Z)f(x + kh)
k=0

. Selon I'indication, on pose X (h) = AP f(x).
D’apres 'expression précédente :

- n+1
X = 3o (") s
k=0
Il s’agit d’une somme de fonctions dérivables, donc dérivable et ainsi /1

n+1 n+1

+1 n+1
X/ _ -1 n+l—k n / _ -1 n+l—k !
(h) kZ:O< R ) @ k) k2:1< RS ) @ kb

Par ailleurs,

n+1\  k(n+1)! (n+1) xn! B n 7
k( k >_k!(n+1—k)!_(k—l)!(n—(k—l))!_(n+1)(k—1> /e

Donc, en posant it =k — 1 :

n+1 n
X'(h) = (n+1 -1 ”Hkk( " ) x+kh) = (n+1) ) Zk( ) f(x+h+ih
()= (1) 3 (-1) O DI (whe+ih)
X'(h)=(n+1) x AR(f )z +h)
Montrons alors le résultat par récurrence. Posons, pour tout n € N, /1,5

Q, < V f AM sur Ja,b[,V h e RLAR(f) > 0. >

— Soit f, AM sur Ja, b[, alors AY(f) = f > 0. Donc Qy est vraie.



— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie.

Soit f un fonction AM sur ]a, b[.
Alors f’ est également AM sur ]a, b[, donc A} (f') > 0.
On consideére z, bien adapté,
Donc X'(h) = 0 (produit de termes positifs).
Ainsi X est croissante et donc ¥ h € R%, X (h) > X(0) = Ay (f) =0
(Ao(f) =0, donc sim > 0, A*(f) =0).
Ainsi X (h) = AP (f)(z) > 0, et ainsi Q,,11 est vraie.
’pour tout n € N, A7(f) > 0. ‘

4. On considere les fonctions f totalement monotones (en abrégé) TM c’est-a-dire définies
sur |a, b, de classe C* telles que :

(a)

VnEN,VhE]Obn{VﬂcE[ab nhl, AR (f)(z) =0

Soit f une fonction TM sur ]a, b[.

Alors en prenant n = 0, AY(f)(z) = f(z) = 0. Donc f est positive.
Soit x,y €]a, b[ tel que =z < y.
Soith=y—x<b—aetn=1,ona

AL(f)(@) = flz+h) = f(z) = f(y) = f(z) > 0

Donc f(y) = f(x), par conséquent : f est croissante.

’ On a montré que toute fonction TM est positive et croissante.

1 est de classe C*°.
On développe ¢ par la formule du binéme de Newton
(le calcul de la dérivée d’une somme est plus facile a gérer)

n n

OESY (Z) (1) F =V heN,p® (1) = Y (~1)n* (Z) khekt

k=0 k=0

On adoncV heN, "M (0) =Y (~1)"* (Z) k" = b\ P,

k=0
La fonction v est de classe C*° au voisinage de 0 (en fait, sur R), donc ¢ admet un
développement limité en 0 :

"0
¥V m € N, (t) Zw th+0t" ZPhth—i-ot")

Or on sait que, au voisinage de 0 :
(1) = (¢ — 1)" = (t+ o))" = (1 + o(1))" = " + ot")

Enfin, affirmons que le développement limité d’une fonction est unique, on a donc en
identifiant les deux DL(¢)(0) pour m =n :

n kI n kn
sen Eo (e Er
k=0 : :

k=0

Soit f une fonction TM.

On va intervertir les deux sommations, comme lors du premier DS (fin du premier
exercice)

f est de classe C*°, elle admet donc un développement limité d’ordre n au voisinage
de x €a, b

fo+u) me L) 4 () avee e(u) 3 0

u—0

/2

/1

/1

/3

/1



On a alors (u = kh) :

n n n—1 ¢4 x ) n
:Z(_nnk() , ! ,( )(k;h)ﬂ+@f<">(a:)+(kh)“e(kh)

k=0 k) \i= !
DLEE (120(—1)"—’“(2)’;;) ) (kz_0<_1>n—k(g)5;) +AE(R)

§=0
= h"(f"(x) + E(h))

d’apres la question précédente : P, =1 et P; =05sij < n.

On a noté E(h) = Z(—l)”_k (n> k"e(hk) — 0 (somme finie, donc bornée. . .).
h—0

k
k=0
On a donc
ATI,
¥V neN.VY x€la,b], [ (z) = W — E(h) au voisinage de h =0
Par conséquent,
An
VneN*,Vme]a,b[,f(")(x):limM>O /2
h—0 h™

car f est une fonction TM. Donc f est bien absolument monotone.

Toute fonction totalement monotone (TM) est absolument monotone (AM) sur |a, b[‘




