Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI - MP21 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°2

Sujet donné le samedi 30 septembre 2023, 3h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

EXERCICE 1 - RAISONNEMENTS VARIES ~ 7 POINTS SUR 30

Les deux questions suivantes sont indépendantes.
.1. On se donne un nombre réel o € } —g, g [

(a) Résoudre I’équation en z :

14+4z\*
=1
(172'2')

(b) Plus généralement, pour a # 0, résoudre 1’équation en z :

(1+iz)4_ 14+ itana
1—iz) 1—itana
. 1 n 1
.2. Soit x € R tel que x + — € Z. Montrer que, pour tout n € N, z" + — € Z.

:L‘n

On pourra exploiter une récurrence forte.

PROBLEME - RACINES QUADATIQUES ET GEOMETRIE ~ 12 POINTS SUR 30

On se donne deux nombres complexes p et ¢, affixes des points P et @@ du plan complexe, on étudie les racines (=zéros) z1 et z2 du

trindéme x> — 2px 4+ q. On note M, et Ms les deux points d’affixe z1 et z2 respectivement.

On cherchera durant tout le probleme des conditions nécessaires suffisantes en lien avec le nombre % (complexe, a priori). On supposera
p

pour tout le probléme que p # 0. On note O, le point d’affixe 0, centre du repére.
1 . .
5(1 +i)et g=—4i

.2. Relation entre coefficients et racines pour z? — 2px + q.

.1. Calculer les racines du polynéme pour p =

(a) Calculer A, on donnera le résultat factorisé par (1 — q2>
p

(b) Exprimer les relations de Viéte pour le polynoéme z? — 2px +q=0.

(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante, a-t-on z1 = 22 7

On donnera une condition qui repose sur le nombre I%
.3. Vision géométrique sur les racines de z° — 2pz + ¢.
(a) Quel est le milieu de [M71M>]?
(b) Montrer que pour que les points O, M; et M, soient alignés, il faut et il suffit que % soit un nombre réel inférieur ou égal
al. P
On montrera que la condition est vérifiée pour I'équation de la question 1.

(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante, les deux zéros du trindéme étudié ont-ils le méme argument principal ?

(d) Montrer que, pour que les zéros aient le méme module, il faut et il suffit que % soit un nombre réel supérieur ou égal a 1.
p

(e) A quelle condition le triangle OM; My est-il rectangle et isocele en O ?
A quelle condition ce triangle est-il équilatéral ?



PROBLEME 2 - LEMME DES PICS ~ 11 POINTS SUR 30

On note indifféremment : (v, )nen, v ou (vy), selon le contexte une méme suite.
Notons, en revanche que v, ne désigne pas la suite, mais la valeur prise par cette suite en n, précisément.

On rappelle quelques résultats de terminale :

e la suite (vyn) est croissante, si Vn € N, vpq1 = vp.

la suite (v,) est décroissante, siV n € N, vp41 < vp.

la suite (vn) est majorée, si il existe A € R tel que V n € N, v, < A.
> B.

la suite (v,) est minorée, si il existe B € R tel que V n € N, v,
e la suite (vn) est bornée, si (v,) est majorée et minorée.

On rappelle que toute suite de réels, croissante et majorée, est convergente dans R.

On rappelle que toute suite de réels, décroissante et minorée, est convergente dans R.

On admet également que toute partie F' de N, non vide, admet un plus petit élément, c’est-a-dire
dme FtelqueVaxeF, m<x.

On considére dans tout le probléme une suite w = (un)nen bornée.
On note E(u) = {n € N |V p > n,up > un}. C’est un sous-ensemble de N

.1. Exemple d’ensemble F, selon des cas particuliers de suite u.
(a) Que vaut E((n)nen), si la suite (un) = (n)?
(b) Que vaut E ((l)), si la suite (up) = (l) ?
n n
(¢) Que vaut E (((—1)")), si la suite (un) = ((—=1)™)?

(d) Que vaut E <<(—le)”))’ si la suite (un) = <(_i)n) ?

2. Que signifie, formellement, n ¢ E(u)?

3. On suppose que E(u), ensemble infini et dénombrable s’écrit {n1,n2,...ng,...}
avec la convention que V k € N, ni < ng1.
On définie la suite (vk)ren avec pour tout k € N, vy = ty, .

(a) Montrer que la suite (vi)ren est une suite croissante.
(b) En déduire que la suite (vx)ken est une suite convergente.
4. On suppose que E(u) n’est pas infini (donc est fini).
(a) Montrer qu’il existe N € N tel que Vn > N, 3 p > n tel que up < un.
(b) Montrer que pour tout n > N, F,, := {p € NN|n, +00[ | up < un} admet un plus petit élément noté ¢(n).

(¢) On note ng = N et par récurrence pour k € N*, ng = p(ng_1).
Montrer que (n)ken est une suite croissante d’entiers et que (vi)ren := (Un, )ken est une suite décroissante.

(d) En déduire que la suite (vr)ken = (un, )ren est une suite convergente.

5. Qu’avez-vous démontré ?



Correction

EXERCICE 1 - RAISONNEMENTS VARIES

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

.1. On se donne un nombre réel a € } —g, g [

(a)

Résoudre 1’équation en z :

.\ 4
(1) -
1—1z

. N . . 5. . . 1+1z 4 , . N 1+1
Les racines quatriémes de 1 sont 1, —1,4 et —i. L’équation devient donc (1 - ) =1, équivalente a 1
— iz _

Or1+l,2:1<:>iz:_iz<:>2:().
Or +%Z:i(:)1+iz:i+z<:)2/: —1‘21.

%—Z,Z 1—1
Or 1% - eml=-1e85=0.
Or +Z_Z=—iC>1+iz:—i—zC>z:_ _.Z:_l.

11—z 1434

On a les solutions :

Bien qu’on peut croire que ’équation est de degré 4 en z, donc admettant 4 racines, il y a ici une simplification :

(B) & (1+i2)" — (1 —iz)' =0 & 8iz — 8iz® = 8iz(1 — 2°) = —8iz(z — 1)(z + 1)

¥
1,7,—1,—3}.
-26{717 ) Z}

Plus généralement, pour a # 0, résoudre 1’équation en z :

(1+iz)4 _l+itana

1—iz/ 1l—itana
. . . . s . . 1 .
Notons que nécessairement, si z est solution de I’équation, iz # 1, donc z # —= = —i.
i
14z - . T T , , .
Posons Z = 1 en multipliant la fraction par cos€ # 0 (6 €] — bR 5[), au numérateur et dénominateur,
— iz
Z4:1+itana:cosﬁ+isin9: e 20
1—idtana  cosf —isinf e

. . 5N 2160 , .
En exploitant les racines quatriémes de e, on a ’équivalence :

_l+itana

Z* =
1 —2tana

— 3k e [0,3] tel que Z = &"** avec ak:g—&—kg

; 0 T
Notons alors Z, le complexe e"** avec ay = — + k—.

2 2
On a donc .
1 ) 1 ) 141
( +ZZ> = +%tana<:>3k€[0,3]]telque +Z,Z:Zk
1—1z 1—itana 1—1z
Or L
1“2:Zk<:>1+iz:zk(1fiz)<=>(i+z‘Zk)z:Zk71<=>(1+Zk)z:7izk+i
— iz

Notons que 1 + Z, = 0 <= Zj, = —1 <= oy, = 7[271] <= g + kg = 7[27]
0
Or 3 € } —%, % {, alors pour que Z; = —1, il faut et il suffit que 8 =0 et k = 2.
Or dans cette question 6 # 0 (sinon, on considére la premiére question).
Donc 1+ Z # 0.

On a donc
eiaTk (eii% _610‘71@) 2 si apg
141z i(1—2Z . —2isin =& o
+. =Zy < z= ( Zk):z — — — =1 = = tan —
1—iz 1+ Z oSk <e_i7k+ei7k> 2cos 2

«

—3ke]0,3] telquez:tan(4+k%>

1+iz)4 _l+idtana

1—1z T 1—itano

5= {tan (% +k%) ke {0,1,2,3}}

/15

/2



1 L1
. Soit x € R tel que = + — € Z. Montrer que, pour tout n € N, 2" + — € Z.
x xn

On pourra exploiter une récurrence forte.

x est un nombre fixé dans tout ’exercice.
Montrons le résultat par récurrence, forte.

1
Notons, pour tout n € N, P, : « 2" + — € Z ».
xn

1
— x0+—0:1+1:2€Z. Donc Py est vraie.
T
— Soit n € N*. Supposons que Py, est vraie pour tout k € [0,n — 1].

1

x + — € Z, donc la puissance n-ieme de ce nombre est également entiere.
T

On applique la formule du binéme de Newton :

n n—1
1\" _ ny\ , 1 _n N\ 2k—n i
<x+x) Z<k>m x"*kim * 1(1@)36 er"

k=0

_ —k)— _ 1
Notons que si h = n — k, alors 22" ™" = g2(n=k—n — pn=2k _ T et (Z) = (n i k) = (Z)

Ainsi, on peut arranger ensemble les extrémités de la somme k =1aveck=n—1, k=2aveck=n—2...
Il faut ensuite voir ce qui se passe au milieu. Cela dépend de la parité de n.

— Si n est impair, on peut noter n =2m + 1, (ily an — 0+ 1 = 2m + 2 termes additionnés dans la somme), alors

n—1(=2m)

1\" _on 1 % Y\ 2k—n N\ 2k—n
(a+2) ++Z<k> S <k>

k=m-+1

i=k i=n—k&k=n—1i

n 2i—n n —2i+n
- 1)=2 1-m-1=
(Z)x + Eﬂ (nz)x carn — (m+1) m + m m
n 1 n 2i—n 1 n n
=z"+—+ ; (gg + 21,7") car | .| = )
T — \1 x i n—i

w1 IN" ~=(n) [ 2in, 1
D — = o el B
one &+ n ($+ m) Z (z) (m * mm*")

< . N 25—
Or, d’aprés Paj_n, pouride 1 A m,ona [z " +

2i—n € Z’
chaque coefficient binomial est un entier, le produit d’entiers et la sommes d’entier est un entier.

1 .
Donc 2" 4+ — est un entier.
T

— Si n est pair, on peut noter n = 2m, (il y a 2m + 1 termes dans la somme) alors

m—1 n—1
1\" _.n i n 2k—n n 2m—m n 2k—n
<w+x> - +m"+;<k>x +<m)aj + Z (k)w

k=m+1

i=k i=n—k&Sk=n—1

m—1 m—1
1 . .
=z"4+ —+ (7?)1721”-5-2( " .)x2z+"+(n> carn—(m+1)=2m-m-1=m-1
" ¢ 1 . n-—a1 m
—x"+i+zm: " (x”‘"+ ! )+ " car (") =( "
B an i x2i—n m i) \n-—i
1 1\" 1
Donc 2" + — = (x+ 7) - (n) (avzl*"—i— 5 ) - (n)
xn x ¢ 1 =t m

i=1

Or, d’aprés Pa;—n, pour i de 1 & m, on a (22" + ) €7z,

2i—n
T
chaque coefficient binomial est un entier, le produit d’entiers et la sommes d’entier est un entier.

1 .
Donc z" + vy est un entier.
x

Dans tous les cas =" + — est un entier, donc P, est vraie.
T

On a démontré par récurrence : /3,5

1 1
Six+ — € Z, alors pour tout n € N, 2" + — € Z.
x x™




PROBLEME 1 - RACINES QUADRATIQUES ET GEOMETRIE

On se donne deux nombres complexes p et g, affixes des points P et @@ du plan complexe, on étudie les racines (=zéros) z1 et z2 du

trindéme x> — 2px + q. On note M; et Ms les deux points d’affixe z1 et 22 respectivement.

On cherchera durant tout le probléme des conditions nécessaires suffisantes en lien avec le nombre % (complexe, a priori). On supposera
p

pour tout le probléme que p # 0. On note O, le point d’affixe 0, centre du repére.

1
.1. Calculer les racines du polynéme pour p = 5(1 +1) et g=—4i

On applique la méthode classique (avec le discriminant) pou calculer les racines de 2% - (1+1i)z —4i.
|6 =2 +¢° = |A| =18
A = (144)*+16i = 18i. On cherche § = z+iy tel que §> = A. Cela donne les trois équations :{ Re(6?) = 2> —y® = Re(A) =0
Im(6%) = 2zy = Im(A) = 18

On a donc z* = y2 =9 et comme xy > 0, on a donc nécessairement : xt =y =3 oux =y = —3. /2

=242 et _(_(1“)2_3(1“) —_1—i

—(—(1+¢2 1412
Ainsi les racines du polynomes sont (=(+ 1)2 +30+9)

.2. Relation entre coefficients et racines pour z° — 2pz + ¢.

(a) Calculer A, on donnera le résultat factorisé par (1 — (12>
p

/0,5

A= (—2p)® — 4q = 4p° (1 - qu)

(b) Exprimer les relations de Viéte pour le polynoéme z? - 2px +q = 0.

z1tz2 =—-—
. , . . 2 . .
z1 et z2 sont les racines de I’équation polynomiale az” 4 bx + ¢ si et seulement si a

z21 X 22 =

IS

Pour cette équation, cela donne : /0,5

21+ 22 :2p

z1 et zo sont les racines de 1’équation polynomiale z° — 2px + ¢ si et seulement si { X p
1X 22 =

(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante, a-t-on z1 = 22 ?

.. . q
On donnera une condition qui repose sur le nombre — .
p

Pour commencer, procédons par analyse pour trouver une condition nécessaire.
: 2
Siz =z, alors 2p=2z1 et =121 (cara=1,b= —2pet c=q).

Onadoncq:pzzzf,ou%:L
p

Réciproquement, supposons que g = p°.
q

Le discriminant de I'équation est donc A = 4p(1 — =) = 0.

Ainsi ’équation polynomiale admet une racine double. /1

On a: 21:Z2<:>%:1.
p

11 est tout a fait possible ici de raisonner par équivalence.

.3. Vision géométrique sur les racines de z° — 2pz + q.
(a) Quel est le milieu de [M71M2]?

z1+22  2p
2 3P
Or le point P a pour affixe p. /0,5

‘Donc le milieu de [M; M>] est le point P.

Le milieu de [M1M2] a pour affixe :




(b) Montrer que pour que les points O, My et M; soient alignés, il faut et il suffit que % soit un nombre réel inférieur ou égal
p
al.
On montrera que la condition est vérifiée pour I’équation de la question 1.

Les points O, M; et M, sont alignés si et seulement si arg My = arg Ms[n] Supposons pour commencer que arg M; =
arg Ms|[m].
Il existe donc p1 € Ry et 6 € [0, 27[ tels que z1 = plew et il existe p2 € R tel que 22 = pzew.
(p2 > 0 signifie que M; et M> sont du méme c6té, p2 < 0 signifie que O est entre M; et Ma).

On a donc

a_, mm prp2e®®  4pip

P’ (it z)? (e +p2)2(e)? (p1+ p2)?

Donc % e R.
p

Par ailleurs, on la suite d’équivalences :

4
ﬁ <1 == Appr < (ot p2)? = pi +2p1p2 + ps <= 0 < p — 2p1p2 + p3 = (p1 — p2)°
p1+p2

Elles sont toutes vraies, comme la derniere, donc % <1,
p
Réciproquement, supposons que % €] — oo, 1].
p

On sait que A =4 <1 — q) pz. Comme % €] —00,1], alors 1 — % e Ry.
p p

p2
4(1—;2) €R,.

Et donc 4 (1 — qQ) est un réel positif. Notons u =
p

—(-2 2 —(—2p) — 2 —
Alors A = (up)2 et donc les racines du trinéme sont z; = ( I;) tup _ —gup et zo = ( I;) P _ 7 up.
2 2—
Et donc arg z1 = argp = arg z[n| car tu et Y sont des nombres réels

2 2
Par conséquent : O, M; et M> sont alignés.

Les points O, M; et M, soient alignés, il faut et il suffit que % €] — oo, 1].
p

4
Pour I’équation de la question 1, on a % = 722 = —8 €]—00, 1], et les racines sont 2(1+1) et —(1+4), alignées avec O.
P (30+9)
L’inégalité démontrée ici est une inégalité classique appelé : inégalité arithmético-géométrique. Elle est a4 connaitre et a
savoir démontrée.

(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante, les deux zéros du trinéme étudié ont-ils le méme argument principal ?

La question est plus précise que précédemment. Par exemple dans ’exemple de la question 1, les points M; et Ms n’ont
pas le méme argument principal, mais un décallage de 7.
On reprend la méme analyse, mais avec nécessairement ici : p2 > 0.
Les points O, My et Mz sont alignés si et seulement si arg My = arg Ms[27] Supposons pour commencer que
arg My = arg M>[27].
I existe donc p1,p2 € Ry et 0 € [0, 27[ tels que z1 = pre et zp = poe®.
On a donc

2160
4
_4 A, pipe _ _Apipo

P’ (it z)? (e tp2)2(e)? (p1+ p2)?

Donc%el&_etonavu%gl.
p p

Réciproquement, supposons que % € 10,1].
p

Alors avec la méme notation qu’a la question précédente : 4(1 — %) < 4 et donc u € [0, 2].
p

2 2 —
Et donc —;—u >0et

Et donc 2z et z2 ont le méme argument principal.

Y > 0. Donc arg z1 = argp = arg 2z2[27].

Les deux zéros du trinéme ont le méme argument principal si et seulement si % € [0,1].
p

(d) Montrer que, pour que les zéros aient le méme module, il faut et il suffit que % soit un nombre réel supérieur ou égal a 1.
p

Supposons que z; et zz ont le méme module. ‘
Alors il existe o(= arg zo — arg z1) € [0, 27| tel que 22 = z1€'%.

/2,5

/2



On a donc, d’apres les formules de Viéete :

q 2122 e’ de'? !
— s =d— = — ‘ = >1
P2 (2522) 22(1 + et®) (ete/2(e—i0/2 + eiv/2)) cos2 £
2

2
car cos” % €]0, 1] (Par hypothése, p # 0, donc cos g2 # 0) Réciproquement, supposons que % > 1.
p

On rappelle (méme calcul que précédemment) que A =4 (1 - (]2> p2.
p

Par hypothese, ici, (1 — pq2> < 0. Notons v = 4 [ — (1 — pq2>
On a donc (iv)? = —(1) x — (1 — (12> = (1 — (12> et donc (2piv)? = A.
p p

Les racines de ’équations sont donc z1 = p + piv = p(1 +i)v et 2o = p(1 — i)v.
On a alors |z1] = |p| x |1+ x v =vV2|p| = |p| x |1 —i| x v = |20 /1,5

4

les zéros aient le méme module, il faut et il suffit que —
p

> 1.

(e) A quelle condition le triangle OM; M est-il rectangle et isocele en O 7
A quelle condition ce triangle est-il équilatéral ?

P
Le triangle OM; M- est-il rectangle et isocele en O si et seulement si (OM;1, OM3) = ig et que OM; = OMs.
donc si et seulement si z; — 0 =i(z2 —0) ou 21 — 0 = —i(22 — 0)
donc si et seulement si z1 = iz2 ou 21 = —izs
Supposons que z; = iz2 alors 4 _ daze 4iz§ = ﬁ =2
P aem T p? (z;1+2)?  (1+40)223 20
‘ q 42179 —4iz2 —4i
S osons que z1 = —izz alors = = = =— =2
PP due = 2 P2 (214 22)2  (1—14)222 -2

Dans les deux cas, on trouve comme condition nécessaire : — = 2.

Réciproquement, supposons que % = 2 (pour voir si la condition est suffisante).
p

2p — 2pi
Alors A = 4p®(1 — 2) = —4p?, donc z; = % =p(1 —1) et z2 = p(1 + 1) (ou linverse).

Et onaizi =p(i+ 1) = 22 (donc 21 = —iz2). Dans le cas d’interversion 21 et 22, on a 720 = 27.
b

Le triangle OM; M3 est rectangle et isocele en O si et seulement si % =2.
p

Le triangle OM; M est-il équilatéral si et seulement si (OMl, OMg) — et que OM; = OMos.
donc si et seulement si z; — 0 = ¢* ‘5 (22 —0) ou z1 — 0=c '3 (22 — O)
donc si et seulement siz =e '3 Zoouz=e i3 F2)

Supposons que z; = e* 3 25 alors :

q _ 4z1 20 _ 4’5 zg 4e'% 4 4

p? (mt2)?  (1+ed)222 ed(e ' +e8)? 4dcos’s 3

V3
R

™
car cos — =
6

—
Supposons que z1 = e '3 23 alors :

q _ dz1z0 4671%2% o 4e”i% _ 4 . é
p2 (Zl + 22)2 (1 =+ e_i%)ng e_i% (ei% =+ e_i%)Q 4 cos? % 3
Dans les deux cas, on trouve comme condition nécessaire : % = g
P q 4
Réciproquement, supposons que — = 3
p
. 2
4 4 2p—izm 1 1
Alors A = 4p*(1 — =) = —=p?, d = V3 _ 1—i— ) et zo = 14+i— I'i .
ors p°( 3) 3P, donc z1 3 P zﬁ et zo=p |1+ z\/g (ou l'inverse)
i 1. V3 1 11 1 V3 3-1
Etonae'3z == +i— 1—i— | = (7+7)+i f—+— = 142 = 2zo.
1 (2 B >P< \/3) p[ 573 23 p /3 2
On a donc z1 = e~ 5 z2. Dans le cas d’inversion z; et z2, on a z1 = e's 23. /1,5

Le triangle OM; M est équilatéral si et seulement si % = 3
D




PROBLEME 2 - LEMME DES PICS

On note indifféremment : (v, )nen, v ou (vy), selon le contexte une méme suite.
Notons, en revanche que v, ne désigne pas la suite, mais la valeur prise par cette suite en n, précisément.

On rappelle quelques résultats de terminale :

e la suite (vy) est croissante, si V n € N, vpq1 > vp.

la suite (v,) est décroissante, siV n € N, vp41 < vp.

la suite (vn) est majorée, si il existe A € R tel que V n € N, v, < A.
> B.

la suite (v,) est minorée, si il existe B € R tel que V n € N, v,
e la suite (vn) est bornée, si (v,) est majorée et minorée.

On rappelle que toute suite de réels, croissante et majorée, est convergente dans R.

On rappelle que toute suite de réels, décroissante et minorée, est convergente dans R.

On admet également que toute partie F' de N, non vide, admet un plus petit élément, c’est-a-dire
dme FtelqueVaxeF,m<x.

On considére dans tout le probléme une suite u = (un)nen bornée.
On note E(u) ={n € N |V p > n,up > un}. C’est un sous-ensemble de N

.1. Exemple d’ensemble F, selon des cas particuliers de suite u.

(a) Que vaut E((n)nen), si la suite (un) = (n)?

La suite (un) est ici croissante. Fixons n.
Pour tout p > n, on a up, = p = n = uy, donc n € E(u).

Et ceci est vrai pour tout entier n. /0,5
E(u)=N
(b) Que vaut E(l), si la suite (un) = (l) ?
n n
La suite (un) est décroissante. Cela est donc immédiat /0,5
Ew) =10

(¢) Que vaut E(((fl)”)), si la suite (u,) = ((—=1)™)7

La suite (un) alterne les signes. On a u, = 1 si n pair et u, = —1 si n impair.
Fixons n.
Si n est pair, u, = (=1)" =1 et donc avec p=n+1>=n, up = (—=1)""" = =1 < .
Donc n ¢ E.
Si n est impair, u, = (—1)" = —1 et donc pour p > n, u, € {—1,1}, donc up = un.
Doncn € E. /1

‘ E(u) = 2N + 1 (notation pour désigner 'ensemble des nombres impairs) ‘

(d) Que vaut E(((_l)n))’ si la suite (un) = <(_1)n> ?

n n

La suite (uy) alterne les signes de la méme fagon. Les nombres pairs ne sont pas dans F.

Et comme précédemment, dans le cas ou n est impair, alors si p > n,
. . . . . -1 _ -1 1
si p est pair, up > 0 > up si p est impair up = — > — = u, car — <
p n p
Dans tous les cas up = un. /1

S|

‘ E(u) = 2N 4 1 (notation pour désigner 'ensemble des nombres impairs) ‘

.2. Que signifie, formellement, n ¢ E(u)?
/0,5

‘n¢E(u){=}3p>ntelqueup<un‘

.3. On suppose que E(u), ensemble infini et dénombrable s’écrit {ni,ns2,...nk,...}
avec la convention que V k € N, ni, < ng41.
On définie la suite (vi)ren avec pour tout k € N, vy = up,,.



(a) Montrer que la suite (vg)ren est une suite croissante.

Soit k € N, alos nx, € E, alors V p > ng, up = un,,, par définition de E.
Puis E est écrit par ordre croissant, donc ng+1 = nk,

il vérifie donc la méme propriété que le p générique. Donc vg41 = Un,; = Un, = V.
Ceci est vrai pour tout & € N. Donc

‘ (vk)ken = (Un, )ken = (un)neE est une suite croissante.

(b) En déduire que la suite (vx)ren est une suite convergente.

Par ailleurs, pour tout k € N, ny € N, donc v = un, vérifie : B < upn, < A.

Donc la suite (vi) est croissante et majorée (par A), donc elle est convergente d’aprés le résultat rappelé dans I’énoncé.

‘la suite (vx)ren = (Un, )ren est une suite convergente.

. On suppose que F(u) n’est pas infini (donc est fini).

(a) Montrer qu’il existe N € N tel que Vn > N, 3 p > n tel que up < un.

L’ensemble E(u) est fini, il est donc majoré. Ainsi, il existe N = max(F) + 1 tel que :
Vn>=N,n¢ E(u).
Et donc d’apres le formalisme trouvé en question 2.

’IlexisteNENtelqueVnZN,EIpZntelqueup<un.‘

(b) Montrer que pour tout n > N, F,, := {p € NN|n, +00[ | up < u,} admet un plus petit élément noté ¢(n).

D’apreés la question précédente, F,, n’est pas vide, sinon n € E (ce qui est faux car n > N).
Tout ensemble d’entiers non vide admet un plus petit élément (d’apres ce qui est rappelé dans I’énoncé).

’ Notons ¢(n) = min F,. ‘

(c) On note ng = N et par récurrence pour k € N*, ny = o(ng_1).
Montrer que (nx)ren est une suite croissante d’entiers et que (vi)ren := (Un,, )ren est une suite décroissante.

Ng41 = @(nk) = min F,, .
Or par définition de F,,, Fy, Clnk, +oo[NN,
donc tous les éléments de Fl,, sont des entiers supérieurs strictement a ny.
Ainsi N1 > N

De plus ng41 € Fp,,, donc il vérifie (comme le p de la définition) : wn, , < Un,

‘ (nk)ken est une suite croissante d’entiers et que (vi)ren = (Un, )ken est une suite décroissante.

(d) En déduire que la suite (vi)ken = (un, )ken est une suite convergente.

Comme en question 3.(b), la suite (un, ) est bornée, et en particulier minorée par A.
Il s’agit donc d’une suite décroissante et minorée, donc convergente.

‘ La suite (vr)ken = (Un,, )ken est une suite convergente.

. Qu’avez-vous démontré 7

On a démontré que pour tout suite bornée (u) , selon que F(u) est infini ou non, (u) admet une sous-suite convergence (croissante

ou décroisante).
C’est un démonstration du theoréme de Bolzano-Weiestrass :

’ Toute suite bornée admet une sous-suite convergente. ‘

/15

/1

/1,5

/1,5

/1

/1

/1



