Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI Savoir-faire (devoir en classe)

Majorations, minorations, inégalités & encadrements. ..

Pour ’ensemble de ce TD, nous nous plagons dans un ensemble ordonné.
Dans la plupart des exercices, il s’agit de comparer des éléments de R.

1 Réflexes de manipulations algébriques

1.1 Comparaisons et manipulations grossiéeres

Les regles de calculs suivantes correspondent aux premiers réflexes a avoir.

On notera que les premieéres regles ne donnent pas des équivalences entre inégalités. Elles sont parfois suffisantes
mais souvent elles doivent étre localement améliorées.

Ainsi, lorsqu’apres une série de calculs, on obtient une inégalité pas assez précise, il faut penser a revenir aux
exploitations de telles regles : c’est toujours la qu’on peut faire mieux!

<
— { j;lg/ —a+d <b+V

a<b
— <
{)\>0 = Aa < \b.

—Sia,b>0,alors:a<b<:>\/&<\/l;.
Sia,b>0,alors : a <b<=a® < b’

Sia,b<0,alors:a<b<=a’> b
1 1
Sia,b>07alors:a<b<:>f>g
1 1
Sia,b<0,alors:a<b<:)f>g
a
1 1
En revanche, on ne peut rien dire entre — et 7 sia<0<b.
a

Ces dernieéres inégalités seront généralisées plus loin. . .

> Exercice 1.1.
1. Si on veut majorer a — b, quelles majorations/minoration cherche-t-on a exploiter ?

2. Si on veut majorer \a, avec A < 0, quelles majorations/minoration cherche-t-on & exploiter ?

a
3. Si on veut majorer 7 quelles majorations/minoration cherche-t-on a exploiter ?

> Exercice 1.2.
2<a<3

2
l1<b<2 2S¢

SN
VAN
0o

1. Démontrer que {

2. Ordonner les nombres z, 22, /z.

3. Donner l'exemple de nombres a,b € R tel que a < b et 2 < %
> Exercice 1.3.

1. Donner les propositions équivalentes a a < Vbet a Vb <

2. Démontrer que pour tout t € R, a € R, = — \/:m <

3. Quel est le signe de z + Vz2 + a2 ?

4. Résoudre les inéquations z — 2 < Vr—1et \/m <x—4.

a.
0.

1.2 Comparaison a zéro

Une premiére idée, simple, mais a laquelle on ne pense pas souvent : revenir & une comparaison a zéro. Cette
régle peut se présenter dans les deux situations suivantes (avec équivalence)
— a<b<—=0<b—-a



—SiViENk,ai>0,alorsZai:O (<)=VieNga =0

x
> Exercice 1.4. Montrer que pour tout =,y € Ry, /zy < ;y
. 2
> Exercice 1.5. Montrer que pour tout x,y € Ry, 5 T < Vry.
z Ty

, N
> Exercice 1.6. Montrer que pour tout n € N, 3 2(&? +b2) > Z a;b;
=

A quelle(s) condition(s) y a-t-il égalité ?

1.3 Inégalités et manipulation de valeurs absolues

On rappelle que pour a réel : |a| = max(a, —a).
1. En premier réflexe, on peut commencer par se débarasser des valeurs absolues :

la] <h<= —-h<a<h

2. On peut aussi rencontre des probléemes du type |f(z)] < |g(z)], il suffit alors de faire une étude par
intervalles : trouver les intervalles Iy  ou f > 0et g >0, _ou f>20etg<0,I_Louf<0etg>=0
et I_ _ ou f <0etg<0.On réalise ensuite une étude sur chacun des intervalles I ot I'on remplace |f]
par fou—f...

3. Pour une addition (ou soustraction) de plusieurs nombres dans une méme valeur absolue, on exploite
souvent 'inégalité triangulaire

VabeR, |lal—[bl| <la+b| < la|+ bl

4. Pour un produit, la régle est simple : |a X b| = |a| X |b|

> Exercice 1.7. Pour z = (x;) € R", on note Ny (x Z |z:|, Na(z) = Z |z:]? et Noo(z) = max |x1|

Démontrer que pour tout z € R", Ny (z) < Na(z) < Nl( ) < nilNyo ().

> Exercice 1.8. Résoudre |2? + 2z — 3| + |z + 1| < |z — 3

> Exercice 1.9. On suppose que 2 < |a| < 4 et 5 < [b] < 6.
2|b+ 1]

Encadrer |a + b|, |a + 2b|, |a — 20|, Ta—o

1.4 Inégalités et parties entieres

On note |x] la partie entiére de x, c’est-a-dire le plus grand parmi les entiers plus petit que x.
On note §(z) =  — |z] sa partie décimale (ou fractionnaire). On exploite trés souvent I'encadrement :

VeeR, z-1l<|z|<z<|z|+1
Parfois, il est plus pratique de raisonner sur la partie décimale :
VeeR 0O(z)e[0,1]

Notons I'identification possible (par unicité d’écriture) : si x = a +b avec a € Z et b € [0,1], alors a = |z] et
b=0(zx).
> Exercice 1.10.

1. Montrer que pour tous réels z : |z + 1] = |z| + 1.

2. Montrer que pour tous réels z,y : |z| + |y| < [z +y].

3. Montrer que pour tous réels x,y : ||+ |y| + | +y] < [22] + [2y].

2| - ..
> Exercice 1.11. Soit x € R. Déterminer 1ir£ 2] +1 xJQ + [na] .
n—-—+00 n




2 DManipulations fonctionnelles

2.1 Croissance de f

Si f est croissante sur I alors:  a < b(€ I) = f(a) < f(b)
Si f est strictement croissante sur I alors : a < b(€ I) = f(a) < f(b)

—~

On peut améliorer en comparant deux fonctions :
Si (f—g) =0sur I =|[a,b] et pour g € I, f(zo) = g(z0)
alors f(z) < g(z) sur [a,zo] et f(z) > g(x) sur [z, b].

Pour démontrer ce dernier résultat, on peut exploiter le premier résultat dans le cas f — g croissante sur [a, b],
nulle en zg, donc négative sur [a, xg] et positive sur [xg, b].

> Exercice 2.1. A-t-on 'équivalence : f est croissante sur [ <= a < b(€ I) = f(a) < f(b)

2

x
> Exercice 2.2. Montrer que pour tout € Ry, o — 5 <In(l42) <
3 3 5
T . T T
Montrer que pour tout z € Ry, z — 5 <sine <z — 3 + 20°

2.2 Inégalité des accroissements finis, ou inégalité de la moyenne

b
Si f est continue sur I = [a, b]. Alors I[nig]lf x (b—a) < / f)de < I[na};](f x (b—a)

Nous verrons en cours, que si f est continue sur [a, b], alors les notations mig}l f et r[na>]( f ont bien un sens
a, a,
De maniere presqu’équivalente :
Si f dérivable sur ]a, b[, continue sur [a, b], et que m < f < M, alors m x (b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a).
Avec des valeurs absolues :
Si f dérivable sur ]a, b[, continue sur [a, b], et que |f'| < M, alors |f(b) — f(a)| < M|b— al.

1 1
> Exercice 2.3. Démontrer que V k € N, el <In(k+1)—Ink < T

> Exercice 2.4. Démontrer que V a,b € R, |sina —sinb| < |a — b].

> Exercice 2.5. Démontrer que si 0 < a <b, V1+b—vV1+a< =(b—a).

W =

> Exercice 2.6. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer qu’il existe une réel C tel que :

1 _ 1
V1—u2 \/2(1—u)

YV u e [0,1], <CVl-u

2.3 Convexité de f

Si f est convexe (dont une condition suffisante est f” > 0) sur I :

alors V.a <b(e I),A€[0,1],on a f(Aa+ (1 = Ab)) < Af(a)+ (1 —A)f(b) (Inégalité des cordes)
Si f est convexe, derivable, on a également 1'inégalité des tangentes :

alors V a,b € I,ona f'(a) x (b—a) < f(b) — f(a) (Inégalité des tangentes)

> Exercice 2.7. Montrer que pour tout x €] — 1, 4+o00[, © > In(1 + x)
Montrer que pour tout € R, x < e”
Montrer que pour tout z € Ry, z < shz.

> Exercice 2.8. Encadrer 2” sur [0, 1] par sa tangente en 1 et sa cordeen 0 et en 1.
Encadrer v/1 + z sur [0, 1] par sa tangente en 0 et sa corde en 0 et en 1.



3 Inégalités avec des suites

3.1 Retour du téléscopage

On rappelle I'inégalité suivante vu sur la fiche du télescopage :

V?’LEN,Un+17Un<O[n — un§UO+ZO[k

- k

> Exercice 3.1. En exploitant une égalité vue plus haut (exercice 2.2), calculer la limite de (P,,) = <H (1 + 2)) :
n

k=1 n

3.2 Conservation de I’inégalité par passage a la limite

a
(un) et (v,) convergentes et ¥V n = N : u, < v, = lim(u,) < lim(vy,).

n
1
> Exercice 3.2. On pose pour n € N*, S, = Z =
k=1

1. Démontrer que la suite (S,,) est croissante.
1 1 1
2. Démontrer que pour tout entier k > 2 : — < -
auep RS Sk—1 &

3. La suite (S,,) est-elle convergente ?

3.3 Exploiter une inégalités

Cette derniere régle est plutot « I’ » exploitation des inégalités qu'une facon de les démontrer.
(un) et (wy) convergentes et ¥V n = N : u, < v, < wy
Et lim(uy,) = lim(w,) = (v,) converge et lim(v,) < lim(uy,).

2n+1

1
> Exercice 3.3. Soit u,, = Z
k=1

vn?+k

Encadrer u,, et en déduire la convergence de (u,) et sa limite.

, pour n € N.

4 Inégalités avec plusieurs variables inconnues

Ce qui caractérise les inégalités suivantes c’est qu’elles reposent sur un grand nombre de points x1, o, ... Zy,
sans que I'un ne soit particulierement spécifié.

4.1 Retour de la convexité

Si f est convexe sur I C R (cf 2.4.), on a

Vo <zg < - <axp €LV (A1,...\n) €10,1]" tel que Z/\izl’ f (Zx\@) SZ)\if(xi)
i=1 i=1

i=1

On appelle cette inégalité, I'inégalité de Jensen.
Elle peut se démontrer, par récurrence a partir de ’inégalité de convexité simple.
On rappelle que si f est dérivable deux fois, il faut et il suffit que f” > 0 sur I pour affirmer que f est convexe.

> Exercice 4.1. Démontrer 'inégalité de Jensen

1 1
> Exercice 4.2. Soient p,r € R} tels que — 4 — = 1.
p q

1. En exploitant la concavité du logarithme, démontrer 'inégalité de Holder :

n n 1/]9 n 1/(1
V(al,ambl,bn)ERi” Zaﬂ%g <Za§)> (Zbg>
i=1 i=1 i=1

4



2. En déduire, par récurrence sur n 'inégalité de Minkowski :

n 1/p n 1/p n 1/p
V (@1, Tyt Yn) € B2 (Z(xﬁyi)P) < (fo) + (ny)
i i=1

i=1

4.2 Inégalités classiques
Voici trois inégalités assez classiques. La premieére est, d’'une certaine fagon la mere de toutes.
Seules les deux suivantes figurent au programme de MPSI/MP.

1. Inégalité de réarrangement.
Pour tout a = (a1,...a,) € R, b= (by,...b,) € RY, rangés dans l'ordre croissant.

n n n
Pour tout permutation o de N,, : Zakbn_k < Zakbg(k) < Z arbg.
k=1 k=1 k=1

2. Inégalité arithmético-géométrique.

art+as+---+a
Pour tout a = (ay,...a,) € R}, {Yaraz---a, < L 2 ”.

n

3. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour tout a = (a1,...a,) € R®, b= (by,...b,) € R", Zaibi <

Pour tout f,g € C(I), /I Ft)g(t)dt < \/ /1 fQ(t)dt\/ /1 (1)t

> Exercice 4.3. Soit n € N*.
On considere deux suites finies de réels positifs : ay,a9,...,a, et by, b, by,.
On suppose que ces suites sont ordonnées : a1 < as < a3z -+ < Ap_1 < @y €6 by < by < bg--- < b,_1 < by.
On considére une permutation de (b;), que 'on note (¢;).
Autrement écrit; a tout i de [1,n], correspond un unique j de [1,n] tel que b; = ¢;
Avec les (¢;), nous avons perdu 'ordre de (b;).
n

Par la suite, on considere : S, = Z a;¢c; = ai1c1 + asca + -+ + aycy,
i=1
1. Combien existe-t-il de telles suites (¢;) possible ?
2. On suppose que % et j sont tels que b, = c¢; et b; = cy.
Quel est le signe de ajc; + ancp — anbn, — ajb; ?
3. On consideére la permutation (c}) obtenue & partir de (b;) par : V h ¢ {j,n}, ¢}, = cn, ¢; = b; et ¢;, = b,.
(Il s’agit bien d’une permutation, car comme h # n, ¢, # ¢, = b;. On peut prendre c;- =b;).

n n
Montrer que E apcr < E akCh,
k=1 k=1

4. (*) Démontrer alors, par récurrence sur n > 2, le résultat suivant :
pout toute permutation (¢;) de (b;), on a

n n n
E aibn,iJrl < E a;c; < E a;b;
=1 =1 =1

—_— = =
=S_, =S, =S

ZZ:1 abk < ZZ:1 ak % ZZ:1 br
n = n n

> Exercice 4.4. Démonter I'inégalité de Tchebychev : ,pour (ay,...a,) € R,

(b1,...b,) € R™, rangés dans l'ordre croissant

> Exercice 4.5. Démontrer 'inégalité arithmético-géométrique a partir de l'inégalité de réarrangement, en

r t - . _.13133‘2....1% ¢ b _i
prenant ¢ = {/x1...Tp, PUlS G = ———— €l 0 = .
ck ay

> Exercice 4.6. Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz a partir de I'inégalité de réarrangement

On verra une démonstration plus classique au cours de ’année.



5 Problemes d’application

w

> Exercice 5.1. Montrer que pour tout (¢,2) € [0,1] x [~1,1], 2 —z — xt? > (1 — 2)

N}

Uy + U2 + -+ Uy

> Exercice 5.2. Soit (u,) une suite réelle. On définit la suite (v,,) par : Vn € N, v, =
n

1. Montrer que si (u,) est croissante, alors (v,) est également croissante.

2. Montrer que si (u,) est majorée, alors (v,) est également majorée.

(un)

3. Montrer que si (u,,) est bornée, alors (v,,) est également bornée.

1
> Exercice 5.3. 1. Démontrer que pour tout z € [0,1], z(1 — z) € [0, Z]

2. Soit a un réel positif. Quel est le maximum du produit xy, ol z et y sont deux réels positifs dont la somme

vaut a?

n
3. Soient a € N*, (z1,22,...2,) € [0,a]". Montrer que I'un au moins des produits P, = H:EZ et Q, =
=1

n a n
H(a — x;) est inférieur & (5)
i=1
" xn+1
> Exercice 5.4. On note pour tout entier n € N, f,, 'Ry - R,z +— — — ———.
n! (n+1)!

1. Calculer M,, = sup f,(x). Quelle est la limite de (M) ?

zeR
2. On fixe A > 0. Calculer R,, = sup fn(z). Quelle est la limite de (R,)?
z€[0,A]
x
> Exercice 5.5. 1. Démontrer que pour tout réel positif « et pour tout entier n € N* : 0 < z—nln(l+—) <
n
22
2n’
2. Démontrer que, pour tout couple (u,v) de réels tels que u < v, 0 < e’ — e < (v —u)e’.
2
x x
3. En déduire que pour tout x € R, et pour tout n € N*, 0 < e — (1 + =)" < —e€".
n n

x n
4. En déduire lim (1 + 7) .
n

n—-+oo

. c Yz 3
> Exercice 5.6. Minimiser f(z,y,z) = sur (R%)”.
(z+y)(y+2)(z+2)

24024+ 2+ d? b bd d + bed
> Exercice 5.7. Montrer que, pour a,b,c,d > 0, \/a + ZC + > \3/ac+a l—ac +oe .



6 Exercices supplémentaires



Correction des exercices

> Corrigé de I’exercice 1.1

1. II faut majorer a et minorer b afin de majorer —b.
Puis on applique la regle de 'addition.

2. Comme A < 0, le sens de I'inégalité sera inversé lors de la multiplication par A.
Donc on cherche & minimise a.

a
3. L’application b — — est décroissante donc, il faut minorer b par b’rime (par exemple) et majorer a par
B.

On a alors

A

\b/-

N

<CL
Sy

e

> Corrigé de ’exercice 1.2 emph
1. On a donc, puisque a est positif (a > 2 >0) : 4 < a® <09.
De méme : b est positif (b>1>0):1>

2
Par addition : 4 — 2 =2 < 2—5§9_ =

2. S8ix>1:a%>z>x.
Six€l0,1[: 2% <z < .
Siz <0, alors z < 0 < 22 et \/z n’a pas de sens.
1
3. Par décroissance de t — — sur R_ et sur R, pour trouver une solution, nous ne pouvons pas nous placer

uniquement sur I'un ou ’autre de ces intervalles.

1 1
Donc prenons a < 0 < b, on a alors — <0 < —
a

b

> Corrigé de I’exercice 1.3

1. Sans information supplémentaire sur le signe de a et b, on peut supposer b > 0, sinon on ne pourrait pas

écrire Vb (pour les deux questions-.
On a alors la premiere équivalence : a < Vb = a? <boua<0.
En effet, il suffit que a < 0 pour avoir a < Vb et sinon, on compose par & — 2, croissante sur R;.

Et la seconde équivalence : NG <a<=b<a’et0<a.
En effet, cette derniere condition est nécessaire. Et elle est suffisante pour pouvoir composer par v/-.

2. Siz <0, alors x — Va2 + a? est Paddition de deux nombres négatifs. Donc ce nombre est négatif.
Siz >0, alors Va2 +a2 > V2 =z, donc x — Va2 —a? <0.
3. Va2 +a?2 2 Va2 =|z|,donc Vat+al+z x|+ > —c+2=0
4. e Pour la premiére équation, ’ensemble de définition est [1, +o0l.
Six > 2, alors x — 2 < 0 et donc nécessairement x — 2 < v — 1.
Sil<a2<2 onaléquivalence: z —2< Ve —1= (z —2)* <z —1,
par composition avec u — u?, croissante sur R, . Et donc :

r—-2<Vr—1 <:>$2—4$+4<$—1<:>x2—5x+5:<$_5_2\/5> <x_5+2\/5> <0
5-v5 54+5 55

=re g5 N2 =52
car 5_2\/g<2<:>5—\/5<4<:>1<\/5<VRA1
car 5+2\/5>2<:>5+\/5>4<:>1>—¢5<VRA1
L’ensemble des solutions est donc [ _2\/5; 2] U [2; +oo[= [5 — \/5; +oo]
e Pour la seconde équation, I’ensemble de définition est | — 0o, —2] U [2, +00].

Si x < 4, alors z — 4 < 0 et donc nécessairement /22 —4 > z — 4.
Siz >4, on a 'équivalence : Va2 —4 <2z —4 <= 2% —4< (zf4)2:x278x+16<:>8:r§20,
. ) . 5
par composition avec u — u”, croissante sur Ry. Et donc x € [4, +00[N] — o0; 5] =0:
L’ensemble des solutions est donc )



> Corrigé de I’exercice 1.4 Pour tout z,y € Ry,

Tty

Vin< Y e 0<a by —2ymg = (Vi Vi)

2
> Corrigé de 1’exercice 1.5 Pour tout z,y € R, en composant par t +— n décroissante sur Ry

2 \ﬁ<:>+ 2<:><1 1>2>0
Pty SV T \vE ) T

Y

> Corrigé de ’exercice 1.6 Pour tout i € N,,, a? 4+ b? — 2a;b; = (a; — b;)*.

;Zn: (a? +b7) > Zalb = - (Z( ?—2%51‘4—1)?)) @}Z(a

=1 =1

3

La somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls : Vi € N, a; — b; = 0 i.e.

ai:bi

> Corrigé de I’exercice 1.7
n n

Pour tout i € N, |z;] < Noo(x) et donc en sommant : Ny (z) = Z || < Z Noo(z) = nNoo ().
i=1 i=1

n n
-(x |) DTS SITMED WS
=1 1<J =1
On peut composer par \/ croissante sur Ry : No(a) < Ny(x).
Enfin, il existe ig tel que |z4,| = Noo(z), on a donc Na(z)? = |24,|? = Neo()?.
On peut composer par /- croissante sur Ry : Ny (x) < Na(x).

Notons également (mais cela n’est pas demandé) : d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 4.2.) : Ny(z) =

Z|$Z|1< le\/ﬁNQ(l').
i=1 i=1

> Corrigé de ’exercice 1.8  On note f: x> |22 +22 — 3| + |z + 1| — |z — 3].
On étudie le signe de chacune des expressions dans les valeurs absolues :

2 +2r-3=(x+3)(z—1)<0+=zc[-3,1]

On peut donc revenir & I’étude sur les intervalles suivants.

—00 -3 -1 1 3 +00
|2% + 22 — 3| v +2r -3 | —a®—-2r+3 —2?—22+3 | 2 +22-3 22 +2r -3
|z + 1] —r—1 —z—1 | x+1 x+1 x+1
|z — 3| —z+3 —z+3 —z+3 —z+3 | x—3
f(z) > +2 -1 | 2 —4x+7 | 2?2247 | 2*+2x+1 | 2 +4r-5

11 reste a résoudre chacune des inéquations f(z) < 0 sur chacun des 5 intervalles.

e Sur | — o0, —3] : 22 + 22 — 1 a pour discriminant A = 8, les racines sont —1 — V2et 142
Les solutions acceptables, ici sont les éléments de | — 0o, —3] N[—1 — v/2,1 + /2] = 0.

o Sur [-3,—1] : —z* — 4z + 7 a pour discriminant A = 16 + 28 = 44, les racines sont —2 — v/11 et —2 +V/11.
Les solutions acceptables, ici sont les éléments de [—3,—1] N (] —00,—2— V11U [-2+ V11, +oo[) = 0.

o Sur [—1,1] : —2% — 22 + 7 a pour discriminant A = 32, les racines sont —1 — 2v/2 et —1 4 2v/2.
Les solutions acceptables, ici sont les éléments de [—1,1] N (] — 00, -1 —2V/2] U [-1+2V2, —|—oo[) = {.

eSur [1,3]:z?+2r+1=(z+1)*>0
Les solutions acceptables, ici sont les éléments de [1,3]N{-1} =0
e Sur [3,+o0] : 22 4+ 4z — 5 a pour discriminant A = 36, les racines sont —5 et 1.
Les solutions acceptables, ici sont les éléments de [3; +oo[N[—5;1] = 0.
Finalement, il n’y a pas de solution a cette inéquation.

> Corrigé de l’exercice 1.9 e Par inégalité triangulaire : |a + b| < |a| +]b] < 4 + 6 = 10 (exact pour la

situation possible a = 4 et b = 6).




Et de méme |a+b| = |b—(—a)| > |b| — | —a|] = |b] —|a] = 5 —4 =1 (exact pour la situation possible b =5 et
a = —4). e Par inégalité triangulaire : |a + 2b| < |a| 4+ 2|b] < 4+ 12 = 16 (exact pour la situation possible a = 4
et b=6).
Et de méme |a+2b| = |2b— (—a)| > 2]b| —|a| = 10 —4 = 6 (exact pour la situation possible b =6et a = 2). o
Par inégalité triangulaire : |a — 2b| < |a| + 2|b] < 4 + 12 = 16 (exact pour la situation possible a = 4 et b = —6).
Et de méme |a —2b| = |2b —a| > 2|b| — |a| = 10 — 4 = 6 (exact pour la situation possible b =6 et a = —2). o
Pour le dénominateur, on exploite le résultat précédent.
Pour le numérateur : 16 =4 x 4,__, < a®|b+1| <16 x 7 = 112.
16 _a?lb+1] 112 56
= ST S =5
16 = |a — 2b| 6 3
On notera que cet encadrement n’est pas optimal, puisque le numérateur est maximal lorsque b est maximal alors
que le dénominateur est minimal pour b minimal. Il doit donc exister une situation optimale pour une valeur
a?(t+1)
a—2t

On trouve donc 1 =

intermédiaire de b. On pourrait faire une étude de fonction f, : t —

> Corrigé de I’exercice 1.10

1. Soit z € R. o = || + 0(z) et donc z + 1 = |[z| + 1 + 6(z).
Or |z]+1€Zetb(x)e€0,1].
On a donc écrit la décomposition de x 4 1 en partie entiere plus partie décimale.
Ainsi pour tout réel z : |z 4+ 1| = || + 1.
2. Soient z,y € R. z = |z] + 0(x) et y = [y] + 0(y).
Donc x4y = |z|+60(x)+|y] +0(y) = |z] +|y]+0(x)+0(y)  Or x|+ |y| € Zet 6(x)+0(y) € [0,2].
Donc si (z) +6(y) < 1,ona |z +y| = |z] + y].
et sif(z)+0(y) €[1,2,ona |z +y| =|z]+ |y] +1
Dans tous les cas : pour tout réel z,y : |z] + |y| < |z +y].
3. Comme précédemment : |z| =z —0(z), ly] =y —0y), |[z+y] =z+y—0(z+y),
[22] = 2z — 0(2x) et [2y] = 2y — 0(2y)  On a alors l'équivalence : |z| + |y| + |z + y] <
|22] + [2y] < 0(22) + 0(2y) < O(x) +0(y) + O(z +y).
Montrer que pour tout réel z,y : |z] + |y] + [z +y] < |2z] + |2y].

> Corrigé de ’exercice 1.11  Pour tout k € N,,, kx — 1 < | kx| < k.
On additionne ces inégalités :

1 n n n 1
@x—n:Z(kx—l)<ZUmJ< kx:@x
k=1 k=1 k=1

.. . N - 1 n(n+1 1 L.
On divise par n?, puis on passe & la limite. Comme — — 0 et % — X le théoreme de convergence par
n n
2] -
encadrement permet d’affirmer que lim 2] + [22] 5 + [nz) =T
n—+o00 n 2
> Corrigé de ’exercice 2.1 Oui, a condition d’associer nécessairement un V a,V b dans la partie de droite
(sinon, il n’y a pas équivalence)
> Corrigé de ’exercice 2.2
2
x
Notons ¢y :x»—>ln(1—|—x)—x+? et wg:x = In(l+z) — 2.
2
x x
Ces fonctions sont dérivables sur R, et pour tout z > 0, () = —— — 1 —x = et ¢l (x) = .
+etp s 1 (@) T Ttz palr) =

On a alors pour tout x € Ry, ¢} (z) = 0 et p5(x) < 0.

1
Par conséquent, ¢ est croissante sur Ry, donc V x € Ry, p1(x) = ¢1(0) = 0 donc In(1 +z) >z — ixz.

® x
et de méme, ¢y est décroissante sur R, donc V o € Ry, pa(x) < ¢2(0) =0 donc In(1 + z) < .

x3 3 b
Notonswl:x»—)sin(gc)—x—l—getzﬁyw»—)sin(x)—x—&—g—ﬁ.

Ces fonctions sont dérivables (infiniment) sur Ry

et pour tout = > 0, 9] (x) = cosx — 1 + %x2 et ¥} (x) = —sinz + x et enfin 1/)53)(:@ =1—cosz >0 sur R.
Donc 9} est croissante sur R, ainsi : V z € R, ¢} (x) > 47 (0) = 0.
Donc 9] est croissante sur R, ainsi : V x € [0, g], i (z) = 1(0) = 0.

3

1
Donc 4 est croissante sur R, ainsi : V z € R, 91 (x) > 91(0) = 0 donc sin(z) > x — i et pour tout



1 4 3
x>0, 95(x) =cosz — 1+ 53:2 - % et Yy (x) = —sinz + 2 — % = —91(z) <0 sur R.
Donc 95 est décroissante sur R, ainsi : V z € R, 95 (z) < 95 (0) = 0.

Donc v est croissante sur R, ainsi : V x € [0, g], ¥y (x) < ¥5(0) = 0.
Donc 15 est croissante sur R, ainsi : V 2 € R, ¢a(z) < 12(0) = 0 donc sin(z) < ¢ — —z° + —

> Corrigé de I’exercice 2.3
(Version avec l'intégrale)

1
Considérons f : ¢t — i continue sur [k, k + 1], décroissante sur [k,k + 1], donc pour tout ¢ € [k, k + 1],

f(R) = f(t) = f(k+1).
On integre pour t entre k et k+ 1 :

1 k1 q k+1 g k+1 4 1
- = —dt > —dt=In(k+1)—1Ink > —dt = ——
i /,c i /,C ¢ n(k+1)—In /k k+1 k+1

(Version avec '.AF.)

1
Considérons F : t — Int continue sur [k, k + 1] et dérivable sur |k, k + 1[, de dérivée F” : t — 7

1
Aveca=k,b=k+1, M= sup F' == et m= inf F’, on trouve I'inégalité attendue.
[k, k+1] k [k, k+1

> Corrigé de ’exercice 2.4

Soient a < b deux réels quelconques, fixés.

Considérons f : t — sint continue sur R donc sur [a, b] et dérivable sur R donc sur ]a, b[, de dérivée f’ : ¢+ cost.
On a alors, pour tout ¢ € [a,b], | f'(t)] < 1.

L’inégalité des accroissements finis (I.A.F.) permet d’affirmer : |sin(b) — sin(a)| < 1 x |b — a|

> Corrigé de I’exercice 2.5
Soient a < b deux réels strictement positifs, quelconques et fixés.
Considérons f : ¢t — V14t continue sur R donc sur [a,b] et dérivable sur R donc sur ]a,b[, de dérivée

1

ity

f 3(1+41t)2/3
1
On a alors, pour tout ¢ € [a,b] C R%, | f/(¢)] < 3 car 1+t>1.
. 1
L’inégalité des accroissements finis (I.A.F.) permet d’affirmer : /1 +b— v/1+a < g(b —a).
> Corrigé de I’exercice 2.6
1
Soit u € [0, 1[. Considérons g : t = ————— définie sur [u, 1].
(I—u)(1+41¢)

1 1
i et g(1) = \/ﬁ

Puis g est continue sur [u, 1] et dérivable sur Ju, 1[, de dérivée g’ : t

On a alors g(u) =
-1

2/1 —u) (1 +1)%

Comme t — (1 + t)3/ 2 est croissante, puis par passage & linverse et & 'opposé, ¢’ est croissante.

-1
Donc pour tout ¢ €]u, 1[, ¢'(u) < ¢'(t) < ¢'(1) = <0
p Ju, 1], ¢'(u) < (1) < g'(1) W N e
—1 1 1
Ort>u>0,donc ¢'(t) > ———,donc |¢'(t)| < =
AR OI< 3 =
1 1 1

(1-u)=gvI—u

On a alors,

- <
VIi—u? 20 —uw)| 2V/1-u
> Corrigé de I’exercice 2.7

<

1 -1
Soit Ay : & — In(1 + z) deux fois dérivable sur | — 1, +oc[, de dérivées h}(z) = Tz puis hf(z) = e
Donc h; est concave sur | — 1, +00o[. On a l'inégalité des pentes :
In(1+2z)—0=hy(z) —h(0) <A (0)(z-0)=1(x—-0) ==z

Soit hg : z + exp(z) deux fois dérivable sur R, de dérivées hy(x) = hi(z) = €* > 0.
Donc hg est convexe sur R. On a I'inégalité des pentes :

"> —1=e"—e" > hh(0)(z—0)==x



Soit hg : z + sh(x) deux fois dérivable sur R, de dérivées hj(z) = ch(x) puis h} ()
Donc hg est convexe sur Ry. On a I'inégalité des pentes :

sh(z) = sh(z) — sh(0) = h5(0)(x —0) = 1(x — 0) ==

> Corrigé de 1’exercice 2.8

x + 22 est convexe sur [0, 1]. Elle se situe entre sa tangente (au-dessus) en 1 et sa corde (au-dessous) en 0 et 1

Sa tangente en 1 a pour équation y = f'(1)(z — 1)+ f(1) =2(z — 1) + 1 =2z — 1.

S R L R

Sa corde en 0 et 1 a pour équation y =

1-0
Donc pour tout € [0,1] : 22 — 1 < 22 < z.
-1
x — 1+ x est concave sur [0,1] (f/7(z) = ——— < 0. Elle se situe entre sa tangente (au-dessous) en
4(1 4 z)3/2
1 et sa corde (au-dessus) en 0 et 1
1
Sa tangente en 0 a pour équation y = f'(0)(x — 0) + f(0) = SN(ESY (x—0)+ f(0) = 2% +1.
+
1) - f(0
Sa corde en 0 et 1 a pour équation y = %(w —0)+ f(0) = (V2 — 1)z + 1.
1
Donc pour tout z € [0,1] : (V2 -1z +1<V1+z < §z+1
> Corrigé de I’exercice 3.1
On transforme le produit en une somme : u, := In(P,) = Zln(l + —), puis on exploite un encadrement
k=1
précédent :
"k "L k2 o "k
D gt <D e
k=1 k=1 k=1
n n
ko n+1 1 k2 nn+1)2n+1)
' ; n? 2n 2 ¢ ; nt 6n*

sh(z) < 0 sur Ry.

1 1
Donc par encadrement : u,, — 3 et ainsi (par continuité de exp) : P, = exp(u,) — exp(i).

> Corrigé de I’exercice 3.2

1
1. Pour tout n € N, S;,41 — S, = m > 0, donc (Sy,) est croissante
2. On a les équivalences :
1 1 1 1 1
<—— = — < = k-1<k
k2 " k-1 &k k2 T k(k-1)

Elles sont vraies.

"1 "1 " 1
3. SoitneN, S, = — =1 — <1 - =
ot n ;kﬂ +k§2k2 +kzz2k—1 2

Donc la suite (S,,) est croissante et majorée. Elle est donc convergente.

=14+1—--—<2.
n

> Corrigé de ’exercice 3.3
Pour tout k € [1,n] : comme n+1 > 0,

1

n

1 _ 1 < 1 < 1 < 1 _
n+1l Vn24+2n+1  Vn24+n  Vn2+k  Vn2

On peut additionner pour kde 1 a2n+1 :

1 2 1 1 2 1

> on+1 _orl Y o= nt
n+1 n+1 n n

k=1 k=1 ——
—2 —2

Par encadrement : u,, — 2.



> Corrigé de I’exercice 4.1
Par récurrence. On note, pour tout n > 1,

Pn:«Vay,xe,...xn €I,V A1,... ) €[0,1] tel que Z)‘i =1,f (ZAJ(%)) < Z)\zf(%) »
i=1

i=1 i=1
— Le résultat est vrai pour n = 1 (un seul nombre et A\; = 1).
— Le résultat est vrai pour n = 2. C’est 'inégalité de convexité avec Ap =1 — A1.
On a pas besoin de le dire pour démontrer cette récurrence.

— Soit n € N*. Supposons que P,, est vrai.
n+1

Soient x1, Za,...Tn, Tnt1 € 1 et A1,... Ay € ]0,1] tel que Z)\i =1.
i=1
NotonsA:Z)\i et donc Ap41 :1—2)\1-:1—/&.

i=1 =1

Z?:l Aill
A )

On a donc (inégalité de convexité) :

Considérons y = x,,41 et = =

n+1
! (Z )\ixi> = f(Az+ (1 - Az)) S Af() + (1= A)f(y) = Af (@) + X1 f (@011
Il faut vérifier (avant!) que = € I et en effet,

A min(xy) Z)\ min(zy) Z iTi < Z/\i max(xg) = A max(xy)

En divisant par A > 0 et comme I est un intervalle contenant min(xy) et max(xy), on a bien z € I.
Revenons a 'inégalité précédente. On applique P,

i=1 i=1
carii\\i:z%xm:izl.

1=
On a donc
n+1

n+1 n
Ai
f (2; Az) < AZ; N2 M1 f(@ns) ZA €N

Donc P,, 41 est vérifiée.

> Corrigé de I’exercice 4.2
" -1 Y 1 1 1 1
L. In": 2+ — < 0. Donc In est concave : In(a"/Pb"/?) = —Ina+ —Inb < In(~a + —b).
T p q p q

1 1
Et a'/PbY/7 < Za + b, par croissance du logarithme
q

D
- a? b?
On note A = Z al et B = Z % Donc pour a ¢ ZZ et b« é, on trouve apreés avoir somms :
k k=1
1 i 1 B
N af 2 _ 2.z
Al/PBl/q;“\ AZ B Z; qB p+

Donc . s
San <= ($-) (z )
i=1 =1 =

2. D’apres l'inégalité triangulaire :

s 4 vsl? = (lui + vil)Jug + P~ < (Jui| + Josl)|ws + vil P = Jug] X Jus 4+ 0[P~ + o] X Jug 4 v P71

n n

n
Z|UZ + ;P < Z|ul| X |u; 4 vg|P7 +Z|Ui| X |ui + v P

=1 =1 =1



On applique I'inégalité de Holder deux fois :

n n p s on 1/q n Up s n 1/q
Z Jug| X Jus + v [P~ < <Z |u¢p> (Z |ui + Ui|q(p_1)> = (Z Ui|p> (Z |ui + v¢p>
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
1 1 1 -1
carlzf—i—f,doncf:p et donc ¢(p — 1) = p. De méme :
p q q p
n n 1/p n 1/q n 1/p n 1/q
Z'Ui| X |ui—|-’U,'|p71 < <Z|’Ui|p> (Z |ui+viq(”1)> = (Z |’Ui|p> <Z|ui—|—vi|p>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Donc

n n p s p 1/q n /p /s p 1/q
zmﬁm%(zmiw) ( |ui+vi|p> +(z|w|p) (Zlui+vi|”>
=1 =1 3 i=1 =1

i—1

n 1—2 n 1/p n 1/p
<Z|U2 +Uip> < <Z|U1|p> + <Z|Uz‘p>
1

=1

> Corrigé de ’exercice 4.3

1. Tl existe autant de suite ¢; que de permutation de {1,2,...n}, les indices de (b;).

Donc il y a n! suites (¢;) possible.

Pour s’en convaincre, si on ne connait pas les factorielles, il suffit de penser au la méthode de construction
des suites (¢;).
1. by peut étre donné au n c; : n possibilités
2. puis by peut étre donné au n — 1 ¢; qui restent : n — 1 possibilités
3. puis bs peut étre donné au n — 2 ¢; qui restent : n — 2 possibilités
n. puis b, peut étre donné au dernier ¢; qui reste : 1 possibilités
Le décompte total est obtenu par multiplication (puis)
2. On suppose que ¢ et j sont tels que b, = c; et b; = cy,.
Quel est le signe de a;c; + ancp — anb, —ajb; 7 On a donc

a;cj + anCp — Apbp — ajb; = a;by, + anb; — anby, —ajb; = (a; — an)(bn — b;)
Or par croissance : a; < a,, et b, > b;, donc a; — b, <0, (b, —b;) > 0.
Ainsi ajc; + ancp — anby —ajb; <0

3. On considére la permutation (c;) obtenue a partir de (b;) par : V h ¢ {j,n}, ¢, = cpn, ¢; = b; et ¢, = by,.
i h J n
(1l s’agit bien d’une permutation, car comme h # n, ¢, # ¢, = b;, ce qui justifie que 'on puisse prendre

n n

/o / /
E arpCL — E akCl = QjCj + AnCp — QjC; — AnCp = A;Cj + ApCp — anby —azb; <0
k=1 k=1

n n
Donc E apcr < g agcy,
k=1 k=1

4. Posons, pour tout entier n > 2,

~

P, :~ pour toute permutation (¢;) de (b;), alors S. < Sp

— a1 < Qg et bl < bQ, alors (ale + agbl) - (a1b1 + a2b2) = (al - CLQ) (bg - bl) < 0.
0 0
< >

Donc Py est vraie.



— Soit n > 3. On suppose que P,,_1 est vraie.
Soit (¢;), une permutation de (b;) et (c;) définie comme en question 3.
En réalité, comme ¢}, = b, (c},...c,_;) est une permutation de (by,...b,_1).

Donc on peut applique Pp,_1 : Z agcy, < Z apby.

n
Si on ajoute de part et d’autre a,b, = an Z akck Z arbg.

n
Puis, d’apres la question précédente : Z arcr < Z akCl-
Et donc par transitivité : S, < Sp. =
On a montré, par récurrence, une seule inégalité. Pour la seconde, nous allons exploiter la premiere.
Notons, pour tout k € N,,, by = b,, — by, donc la suite by, est positive est strictement décroissante.
Soit (c;), une permutation de (b;), alors (¢; = b, — b;) est une permutation de (b;).
Donc d’apreés le résultat démontré par récurrence, (comme (b, ) est croissante) :

n n n n n
ZakCTc < Zakb%_k = Zak(bn —bp—k) = Zakbn - Zakbn—k
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

Donc
n

n n n n
apbn_1 < E arby, — g agc, = E ag (b, — ) = E ajCy
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
Et ainsi S_;, < S..

n n n
Pout toute permutation (¢;) de (b;), on a Zaibn,iﬂ < Zaici < Zaibi

= — -
=S_, =S, =S
> Corrigé de ’exercice 4.4 On consideére (a;) et (b;) deux suites finies de nombres réels positifs croissantes.
n n n n
SUED SUED SUED SRS 5 LISV 0 o) B ) o) BV b o0
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 j=1

bi+k si i+k<n
bi+k—mn si i+k>n
Ci,j—i si jg>1
Cij—i+n Si J <1

Notons, pour tout i,k € N, ¢; 1, = {

i.e.pourtouti,jENn,bj:{ (j=i+k< k=j—1) Dong,

azzb =a; Zb + Z bj | =a; ici,n—i+j+ z": Cirj—i

j=i+1 =1 j=i+1

=a; (Cip—it1++ - FCintci+.. . Cin_i)= E aiCi k

Donc

Zaz Zb D)W ) S

i=1 k=1 k=11i=1

Or, & k fixé, (¢; 1) est aussi une permutatlon de (b;), donc d’aprés 'inégalité de réarrangement :

n n
E aiCi 1 < E a;b;
i=1

En sommant pour k de 1 a n :

iai X ibﬂ < iaibiil = niazbl
i=1 j=1 k=1 i=1

=1

En divisant par n? :

by + - anbp cida, by+byt---+0b,
V (ai), (b;) € (R7)™ croissantes : bt --a <4 taxt - tan btbt -+
n n n



> Corrigé de 1’exercice 4.5 On considere z1,...z, € R,.
L1Xg - Ty

En notant m = /x1z0. .. 2, puis 4; = ———,

m’L

1
(a;) = (Ag) ordonnée par ordre croissant et enfin (b;) tel que b; = —.

a;
Par conséquent ces suites sont & valeurs positives, (a;) est croissant et (b;) décroissante.

On a donc pour toute permutation (¢;) de (b;),

=1 i=1
n
Or a;b; = 1, donc Zaibi =n.
i=1
Puis avec ¢; permutation de (b;) tel que :
1 1 mk mbk—1 1
—sij=—=—=—""""(k>2),alors ¢; = = .
a; Ap  x139-- 961;1 T1xg - Tp—1  Ap—1
T
Et donc dans ce cas a;¢; = ko Tk
Ak:—l m
1 1 m! m"
— siby=—=—=—/alors¢; = =1, le dernier b; non considéré.
a; Ay 1 TyXg - Th Ty
T
Alors, dans ce cas, a;c; = A1 x 1 = -1
Ainsi : Zaici = Z p > n.
1=1 k=1
N T +x9+--+T
V (21,20, ..2,) € (RY)" T X Ty X -+ X Ty < " n
> Corrigé de ’exercice 4.6 Les calculs donnent :
n n n n
(albl + "'anbn)2 = ZZaibiajbj (a% +a§ + - +ai) X (b% +b§ + .- +bi) = ZZafb?
i=1 j=1 i=1 j=1

Il faut différencier ces n? nombres ajoutés :

a;b; = ¢, avec la transformation bijective : k —1= (1 — 1) + n(j — 1)
(division euclidienne de k — 1 par n : i — 1 est le reste, j — 1 est le quotient).
Ona:k=1<(G,5)=01,1)/k=2<(i,j)=(2,1) /... /k=n&(i,j) =(n,1)
k=n+1<(,7))=01,2) /Jk=n+2<(i,5)=(2,2) /... /k=2n< (i,5) = (n,2)

k=n?’-n+1s(i,j)=0n) /k=n+2<(i,5)=(2,n) /... /[k=n?>< (i,j) = (n,n)
Notons donc pour tout k € [1,n%], dy = c.
Les deux suites (identiques) (cx) = (di) se rangent exactement dans le méme ordre.
Donc pour toute permutation (d},) de (dg) :

’I’L2

’I’L2 n n
chd;c < chdk = ZZ@?I)?

k=1 =1 i=1 j=1

=

Or avec la permutation : dj, = d(; 1), (j—1)+1 = b = dG-1)1n(i-1)+1,
on a cxd), = a;bja;b;, avec (i, ) défini par la relation : k — 1= (i — 1) + n(j — 1).

N

n n

2”: zn:aibiajbj = Z cpd), < Z cpdy = i ia?b?
k

i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1
(arby + - anbn)® < (@] + a3+ +ap) x (B + b3+ +b7)
> Corrigé de ’exercice 5.1
On peut évidemment travailler sur I'inégalité en question :

3
2—$—xt225(1—x)<:>4—2x—2xt223—3x<:>1+x(1—2t2)20

t + t? est croissante sur [0, 1], donc ¢ — 1 — 2¢? est décroissante sur [0,1] et donc —1 < 1 —2t% < 1.
Puis également = € [—1,1], donc |z(1 — 2t*)] <1 x 1 = 1. Et donc (1 — 2t?) > —1.
Cela donne le résultat attendu.



> Corrigé de I’exercice 5.2
> Corrigé de 1’exercice 5.3
> Corrigé de ’exercice 5.4
> Corrigé de 1’exercice 5.5
> Corrigé de I’exercice 5.6

> Corrigé de ’exercice 5.7
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