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Transformation du plan. Applications

Exercice - Bijectivité. ..

Soit E et F' deux ensembles non vides et f: E — F' .
1. Montrer que : siV A, B C E, f(AN B) = f(A) N f(B), alors f est injective.
2. Montrer que : 3 A, B C E tels que f(ANB) # f(A) N f(B) = f non injective.

3. Qu’avez-vous démontrer avec ces deux implications ?

Probléme - Théoreme de Morley

Les trisectrices sont les droites qui découpent un angle en trois angles égaux.

L’objet de ce probleme est de démontrer le théoreme de MORLEY relatif aux trisectrices d’un angle.

Pour tout points A, B, C' du plan, les points P, Q, R obtenus par trisection forme un triangle équilatéral.
1 /

Dans tout le probleme, le plan est muni d’un repére orthonormé direct qui permet de définir I'affixe complexe
d’un point et le représentant d’un nombre complexe. Les nombres complexes a, b et ¢ sont les affixes des trois
points A, B et C respectivement. Les affixes de P, @ et R sont notés respectivement p, q et r.

Les nombres «, 3, v sont dans ]0, T [ et tels que : 3a = (1@,1@) 36 = (B?, ?A) 3y = (C—}l, C@)
3
(les angles sont orientés : (ﬁ, @) = —(@, B))

On note 74, la rotation de centre A et d’angle 2« ; rp, la rotation de centre B et d’angle 28 et r¢, la ro-
tation de centre C et d’angle 2+

1. Montrer que r¢ orus(P) = P.

2. Donner les deux autres relations équivalentes
3. Montrer que % o 73 o 73 = id.
4

. Montrer qu’on a 1’équivalence :
DEF est un triangle équilatéral <= d+ej+ fj2=0oud+ fj+ej> =0

5. Conclure que le triangle PQR est équilatéral.



CORRECTION

Exercice - Bijectivité. ..

Soit E et F' deux ensembles non vides et f: E — F' .
1. Supposons que V A, B C E, f(ANB) = f(4A) N f(B).
Soient z,y € E tel que f(z) = f(y).
Prenons A = {a} et B = {y}, alors {f(x)} = f(A) = f(B) = f(ANB) = f(AN B).
Donc nécessairement {z} N {y} # 0. Et nécessairement = = y.
Donc f est injective.
2. Supposons qu’il existe A, B C F tels que f(AN B) # f(A)N f(B).
(Notons que dans tous les cas, on a l'inclusion f(AN B) C f(A) N f(B),
Donc 'hypothese qui nous intéresse est celle dans 'autre sens : f(A) N f(B) ¢ f(AN B).
D’apres notre hypothese, il existe deux ensembles bien précis notés A et B tels que ...
C’est avec ceux-ci que 'on va travailler.
On suppose donc ici que f(A)Nf(B) ¢ f(ANB). Ainsi, il existe z € f(A)Nf(B) et z ¢ f(ANB).
Comme z € f(A) et z € f(B); alors il existe 1 € A, 2 € B tel que f(z1) = z et f(z2) = 2.
Et nécessairement x; # xo, sinon 1 € AN B et donc z = f(x1) € f(ANB). Par conséquent, f non
injective (il existe x1 # x2 tels que f(z1) = f(x2)).

3. On a démontré ’équivalence :

VA BCE, f(ANB) = f(A) N f(B) <= f injective.

Probléme - Théoreme de Morley

Les trisectrices sont les droites qui découpent un angle en trois angles égaux.
L’objet de ce probléme est de démontrer le théoreme de MORLEY relatif aux trisectrices d’un angle.
Pour tout points A, B, C' du plan, les points P, @, R obtenus par trisection forme un triangle équilatéral.

Dans tout le probléme, le plan est muni d’un repére orthonormé direct qui permet de définir I’affixe complexe
d’un point et le représentant d’'un nombre complexe. Les nombres complexes a, b et ¢ sont les affixes des trois
points A, B et C respectivement. Les affixes de P, Q et R sont notés respectivement p, q et r.

Les nombres «, 3, v sont dans }O, il [ et tels que : 3a = (ﬁ,ﬁ) 38 = (B?7 B.1>4) 3y = (CTZL C@)
3
(les angles sont orientés : (ﬁ,ﬁ) = —(/ﬁﬂﬁ))

On note 74, la rotation de centre A et d’angle 2« ; rp, la rotation de centre B et d’angle 28 et r¢, la ro-
tation de centre C et d’angle 2~



1. On note P’ =r4(P).
Par définition de la rotation (AP, AP’) = 2a.
Donc, comme (AP, AC) = «, (AC) est la bissectrice (intérieure) de I’angle (AP, AP").
(On peut aussi écrire que P’ est le symétrique de P par rapport & (AC), ce n’est pas vrai pour M # P)
Puis, toujours par définition de la rotation : AP = AP’, et donc finalement P et P’ sont & égales distances
de (AC).
Cela signifie : V M € (AC) : MP = M P'. En particulier CP = CP'.
Puis comme l'angle (CP',CP) =23, on a donc r¢(P') = P.
Donc ra(ra(P)) = P.

2. On a de méme rg(rc(Q)) = Q et ra(rg(R)) = R.

3. Montrer que 3 org or% = id. D’abord, il est bon de montrer que la composée de deux rotations d’angle

« et (3, centrée en X (x) et Y (y) respectivement,

est une rotation d’angle o + f et de centre Z (sans rapport avec X et Y) si o + 8 # 0[27].

ou bien une translation si a + 5 = 0[27].
Cela se démontre par le calcul. Il s’agit de 71 : 2 — € (z —x) + z et 1o : 2+ P (2 —y) + .

On a alors 7y 0 ro(2) = e(e(z —y) +y — ) + & = Oz 4 (1 — ')z + (1 — P)y).

e Si e+ £ 0[27], en prenant Z tel que Z = ¢ @A Z 4 (1 — ')z 4 €'¥(1 — P )y)

_ pla (1 _ ,if
ie Z = (1-e 1):E_—Zifa+(ﬁl) <y onar ory(z) =tz - 7))+ Z.

o Si 't £ 0[2n], alors 11 0 ra(2) = z + ((1 — €'¥)z 4 (1 — €?)y). C’est une translation.

Dans cette question, on compose 6 rotations, il faut donc commencer par regarder la somme des angles :

3X2843%x2y+3%x2a=2x%x(3a+38+3y) =27

puisque la somme des angles dans un triangle rectangle vaut 2.
Donc il s’agit d’une translation. Il suffit de regarder I'image de n’importe quel point pour connaitre le
vecteur qui dirige cette translation.
Prenons le point P” tel que 74 (P") = P.
On Tobtient donc a partir de P par la rotation de centre A et d’angle —4a.
C’est le point tel que AP = AP”, et (AB) bissectrice intérieure de (AP”, AP) (et donc BP = BP").
On a alors r¢ o 7% (P") = rc ora(P) = P, donc r, o 7% (P") = r4(P) = P".
tel que CP = CP", et (CB) bissectrice intérieure de (CP,CP").
Donc BP" = BP = BP".
Et par ailleurs, on a 1'égalité des angles : (BP", BC) = (BC,BP) et (BP,BA) = (BA, BP"),
donc (BP"), BP") =2(BC,BA) = 2 x 3p.
Donc r%(P") = P”.
Ainsi 7% 0 rg o3 (P") = P”. 1l s’agit de la translation de vecteur nulle.
Il s’agit donc de 'identité.

4. On a les équivalences :

DEF est un triangle équilatéral <= €'3(d —¢) = (d — f) ou e'3(d — f) = (d —¢)
(" —1)d—eSe+ f=00u(e'® —1)d—e'5f+e=0
— jd+j2e+ f=00ujd+j’f+e=0
= d+je+j’f=0oud+jf+j%€=0

On notera que DEF est équilatéral dans le sens direct ssi d + je + j°f = 0(< f +jd +j%e=0...).
et dans le sens indirect ssi d + jf + j2e = 0.
(1 —e2M)c+ 2 (1 — e%%)q
1— 621(a+'y) :

5. Les coordonnées de P, point fixe de r¢ o r4 vérifie p =

2
Notons que (2@ x e* x )’ = (eixg(a+ﬁ+7) =¥ =1,
Donc il s’agit d’une racine troisieme de I'unité. C’est j : argument 2(a + 3 + ) est plus petit que .
Ainsi : €2 x %8 x ¢?7 = j ou encore /(P = je__Qm.
Donc, en multipliant numérateur et dénominateur par e :

(1 _ ezi'y)e2iﬁc+ eZi(fy+[3)(1 _ e2m)a cd+ €274/ 28

p= e2i5_j = 62iﬁ_j

en notant a’ = a(1 — %), ¥ = b(1 — *P) et ¢/ = ¢(1 — €2).
b/ eQzﬂc/ . a/ e2iab/
vrere e2® ot r = atey e

De méme ¢q = . -
q 627,(1 _j 6227 _j



Par ailleurs 4 ' 4 '
La rotation de centre A et d’angle 2 s’écrit : 4 : 2 = ¥ (2 —a) + a = ¥z +a(l — %) = ¥z + d/.
3

et 75 est la rotation de centre A et d’angle 6c, donc 7 : z e?ia(z —a)+ta= e6i°‘z_+ a(l — %),
en exploitant la somme d'une suite géométrique : ri(z) = ebloy 4 a'(1+ e?zo‘ + etie),
De méme : 75(2) = %P2 + 1/ (1 4 €2 + ) et 12,(2) = 72 + ¢/ (1 + €*7 + ¢*7) On a alors
y = ri(r%(r%(z))) _ eGm (EGiﬁ (eﬁmzﬁ—c'(l —I—EQW +€4i'y)) —|—b/(1 +e2iﬁ +e4i5)) —|—al(1+€2m _|_e4ia)
_ 66i(a+ﬂ+’¥)z+a/(1 P 64ia) + 66mb/(1 + 28 4 64725) + 66i(a+ﬁ)cl(1 42 4 641'7)
— +a’(1 + p2io + €4ia) +€6mb/(1 Jrezi/i +e4iﬁ) +er‘(aJrﬁ)C/(l +62m + 641‘7)
Donc
a/(l + p2ic + 64m) + eﬁiabl(l Jreziﬁ + e4iﬂ) + 66i(a+ﬁ)61(1 +62m + 641'«,) -0
Multiplions tout par e?(7=%) .
621’(7704)0/(1 +62ia +64ia) +62i('y+2a)b/(1 + 621’5 + 641’5) +e2i(2a+387y)cl(1 + e27,"\/ + 641"7) =0

Enfin, rappelons nous que e2(@+t8+7) — j, donc jezi(o‘_ﬁ) = /(20426427420 -26) _ 2iaty)

et jZeZi(,Bf'y) _ ei(4o¢+4ﬁ+4’y+2ﬁ727) _ €2i(2a+3ﬁf’y)'

Donc

eQi('y—a)a/(l _|_e2ia +e4ia> +je2i(a—5)b/(1 _|_e2iﬁ _|_e4iﬁ) +j2€2i(5—fy)c/(1 +62i'y _|_e4i'y) =0 (*)

Nous sommes miirs pour démontrer 1’équilarité du triangle PQR, en calculant p + jr + j 2.
Il faut démontrer que ce nombre est nul. Comme e*# — j £ 0, €%V — j £ 0 et €2 — j # 0, on va plutdt
évaluer :

(e =P =) = j)p+ir+520) = +ea) (e —j)(e*7 —j)e +j(a + V) (e = j)(e* — j)e*
_|_j2(b/ + eZiﬁcl)(eQiﬂ _j)(621—y _j)e2ia

Avec a’, on trouve :
[€2IHH0) (27 _ ) 4 e (38— )] (e2 — j) = [eXRHE) _ 22020 _ ) = (jeRi—a) 2620 (i _ )
— e jRePilatm) _ j2o2irma) [ o2 2 (20 | g2ilatn) | 2ilr—a)y
— _j2e2i0ma)(] 4 gRia . gia)
car j = 2@ done 2P = jem% ot 14 j+ 52 =1, donc 1 +j = —j2.
De méme, avec b’, on trouve
[je21et) (2 _ ) 1 26202 _ jY](e28 — j) = ... = 2ia=B) (] 4 2B 4 )
Et avec ¢/, on trouve
e T — ) + 72 (e = (e =) =or = e TV 4 e 4 1)

Et en reprenant le calcul j(e?® — 7)(e?? — j)(e*7 — j)(p+ jr + j2q), on trouve exactement le résultat (x).
Ce qui donne p + jr + j%q = 0, puisque les autres facteurs sont non nuls.

Ainsi, PQR est un triangle équilatéral.



