Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°4

Sujet donné le samedi 25 novembre 2023, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - « TRANSFORMATION ' »ET TRANSCENDANCE

Dans ce probléme, nous étudions ’approximation de réels par des rationnels.
Dans la premiére partie, nous mettons en place une transformation & partir d’une équation différentielle. Cette partie aboutit donc sur

la transformation : .
P (I(P) it / et_uP(u)du)
0

Nous étudions, en seconde partie le cas de la transformation pour P : t — v/t. Cela nous conduit & définir et étudier les intégrales de
Wallis.

En troisiéme partie, nous cherchons un critére de transcendance pour les nombres réels. On étudie le développement en fractions
continues pour 'occasion.

En quatriéme partie, de maniere différente de la précédente partie, nous démontrons la transcendance de e (Théoréme d’Hermite) &
I’aide de la transformation étudiée en premiere partie.

I Equation différentielle paramétrée

On fixe a € R4, et on note (E,) ’équation différentielle : zy’ + (z — a)y = e~ %, définie sur R.
(On notera que z est la variable selon laquelle y est dérivée.)

I.1. (a) Résoudre (H,) l’équation différentielle homogene associée a (E,) sur un intervalle I ne contenant pas 0.

(b) Donner Sq, ’ensemble des solutions de (Eq).
On donnera d’abord les solutions sur Ry, R* et on cherchera les solutions sur R.

(¢) Résoudre le probléeme de Cauchy définie sur R :

{ ay +(x—a)y=0
y(1) =e!

xr _a

On note fq, la solution de ce probléeme. On étend sa définition a tout R et pour @ > 0, en posant : f, : R — R, x —> ™ “z“.

1.2. Montrer que f, admet sur R une unique primitive, notée F,, qui s’annule en 0
1.3. (a) En exploitant (H,), préciser les variations de f, sur Ry.
(b) Déduire des variations de fo42 que sur Ry :

—a—2 (a + 2)fl+2

Jo < ez 1g.aq + e —

Liat2,400]

(¢) Conclure que, pour tout > a+ 2 :
Fo(z) < Fala+2) +e * ?(a+2)*
et que F, admet une limite en +o00, que I'on note 7,

1.4. Montrer que pour tout n € N, ~,, = n!
On commencera par donner une relation de récurrence entre Yn+41 €t Yn.



IL 7: et intégrales de Wallis

On garde les notations de la partie précédente.

II.1. A laide d’un changement de variables, puis d’une intégration par parties, montrer que :

ﬁ 2
Fi(n) = / e du—+/ne "
0

i

B
I1.2. On note, pour tout entier n € N, W,, = / cos” 0d6.
0

(a) Calculer Wy et Wi.

(b) Montrer que la suite (W,,) est décroissante et positive.

—

¢) Montrer avec une intégration par parties que Wyy2 = (n+ 1)(W,, — Wy42)
En déduire une expression sous forme de fraction de o, tel que Wi 12 = an Wi,

—~
(oW
Nz

Montrer que la suite (nW,Wn_1)n>1 est une suite constante. Quelle est sa valeur ?

—
@

) En exploitant la décroissance de (W5,), et le résultat précédente, montrer que pour tout n € N :

11.3. En exploitant I'inégalité : In(1 + z) < x, vraie pour tout = > —1,
(a) Montrer que :

Vte[-vn, vnl, (1—i>n<e‘t2 < <1+n>_n

(b) En déduire les trois inégalités suivantes :

4
(n) ++vne ™™ < \/ﬁ/ cos?" 72 0d0 < /nWan—a

0

VnWani1 < F

1
2

i R
II.4. Conclure sur la valeur de =5 et de e " du.
0

III Nombre de Liouville, approximation rationnelle et mesure d’irrationalité

d
On considére un nombre & algébrique de degré d, racine de ’équation polynomiale & coefficients entiers T'(x) = Z AT
k=0

On suppose donc que Ao # 0.

IIL1. Soit r =2 € Q, une fraction écrite sous forme irréductible.
q

(a) On suppose, en outre, que 7 € [§ — 1,& + 1]. Montrer qu’il existe a € Z tel que T'(r) = %.
q
(b) En exploitant I'inégalité des accroissements finis, montrer qu’il existe M € R, tel que |T'(r)| < M|r —&|
C
(¢) En déduire qu’il existe C' € Ry tel que pour toute fraction r € Q, non racine de T', [ — r| > —.
q

II1.2. Mesure d’irrationalité de .
On note pour tout réel z € R\ Q,

A(z) = {m€R+ tel que card{(p,q) €Z x N* | 0 < |x—§’ < ;ﬂ}——i-oo}

x—p’>A}

B(x):{meR+|3A>OtelqueV(p,q)eZ><N*, p p
(a) Montrer que, pour tout x € R\ Q, 1 € A(z).
(b) Soient mi < ma.

i. Montrer que mg € A(z) = m1 € A(z).

On note p1(z) = { sup A(xz) si A(z) majoré

+o00 sinon
ii. Montrer que m; € B(x) = m2 € B(z).
| inf B(z) si B(z) non vide
On note pa(z) = { Yoo sinon

(c) Montrer que si m1 € A(x) et m2 € B(x), alors nécessairement : m1 < ma.

. Montrer que A(z) = [0, 1] ou A(x) = [0, p1].

. Montrer que B(x) = [u2, +oo[ ou B(z) =|uz2, +o0|.



II1.3.

I11.4.

(d) On suppose que B(z) non vide. Montrer que V m < u2(z), m € A(x).

(e) Conclure que p1(z) = p2(x).
On appelle mesure d’irrationalité de z € R, le nombre définie par 'une des deux formulations suivantes :

* 1
w(zx) —sup{m€R+ tel que card{(p,q) € Zx N* | 0 < |$* §| < qu} —Jroo}

J:—p‘}A}
q qm

(f) Montrer, en exploitant III.1., que si £ est algébrique de degré d et non rationnel, sa mesure d’irrationalité est inférieure a d.

u(m):inf{m€R+|3A>0telqueV(p,q)6Z><N*,

n
Nombre de Liouville. On note ¢,, = Z 107%.
k=0
(a) Montrer que (¢,) est une suite croissante majorée donc convergente. On note ¢ = lim(¢,).
(b) Montrer que la mesure d’irrationnalité de £ est supérieur & n, pour tout n.
(¢) Conclure que £ (nombre de Liouville) est transcendant.
Fractions continues.
On considére une suite (a,) d’entiers naturels non nuls. On lui associe suites de nombres d’entiers (px)rx>—1 et (qx)k>—1 définies
par récurrence :
p-1=1 po=ao YneENpny1 =any1Pn + Pn1
g-1=0 qg=1 VneN g1 =ant+1qn + qn-1
(a) Montrer que (gn)n>1 est une suite strictement positive et strictement croissante d’entiers naturels.
On admet qu’il en est de méme pour (pr).
(b) Montrer que pour tout n € N, ¢upn—1 — pngn—1 = (—1)".

(C) On note pour tout n € N, r,, = p—".

Montrer que (T2, )n €t (r2nt1)n sont des suites adjacentes
Ici (ron)n décroissante, (ran+1)n croissante et lim(ran — ront+1) = 0. On note z = lim(rzy) = lim(r2n+1) = Uim(ry,).
1 1
S 3
dndn+1 qdn
(e) (*) Montrer que pour tout (p,q) € Z x N,

(d) Montrer que pour tout n € N, |z — r,| <

-T_s <|13—7”n|:>11>%

Autrement écrit : on ne peut pas faire de meilleure approximation de x par P ovec une fraction dont le dénominateur est
Adn
plus petit que gy,.
(f) (***) Démontrer que la mesure d’irrationalité de x vérifie :

gn+1

pu(z) =14 limsup
n
On appelle lim sup(u,,) la limite de la suite (i), ot pour tout entier n, wu, = sup{ux,k = n}.
On démontre que dans tous les cas ol (un) est bornée : (u,) est une suite décroissante, minorée donc convergente. Sa limite
est la plus grande des valeurs d’adhérence de (ur).

IV Pseudo-transformation de Laplace et transcendance de e

On note, pour toute fonction f définie sur Ry :

IV.1.
IV.2.

IV .3.

t
Z(f):t— / e f(u)du
0
Si f:x— x”, quelle relation existe-t-il entre Z(f) et F, (définie en partie I)?
Résoudre, en exploitant en particulier la méthode de la variation de la constante I’équation différentielle :
y—y="r
Soit P:xz +— Zakxk.

k=0
(a) Pourquoi P est-elle de classe C™ sur R?



(b) Soit t > 0. Soit & : u s " ZP(h)(u).
h=0
Simplifier le calcul de ®'(u).

(¢) En déduire
Z(P)(t) =€ > PM(0)=> P )
h=0 h=0

IV.4. Supposons que e(= exp(1)) soit un nombre algébrique (de degré d).
d

Donc il existe d € N, puis Ao, A1,...Aq € Z tels que Z )\kek =0 avec Ap # 0.

k=0
d

On note T la fonction polynomiale : T : z +—> Z Apz®.
k=0

(a) On consideére toujours une polynéme P = Z akwk, quelconque.

k=0
Montrer que
d d n
S OMI(P) k) == > > PP (k)
k=0 k=0 h=0

On notera ce nombre J(P)
(b) Soit s € N*. On considére k € [1,d] et on note Py(z) = (x — k)°.

Montrer que P]ih)(k) = { ;)' Séiﬁoi 5

(c) On fixe un entier non nul s € N* et on considére le polynoéme P(z) = z° ' (z — 1)*(z — 2)*--- (z — d)°.

Montrer que J(P) est un entier, divisible par (s — 1)!.
h

On admettra la formule de Leibniz : si P = Py x P», alors pour tout h € N, P — Z (h> Pl(j>P2(h7j).
3=0
(d) (*) Montrer que si s est un nombre premier suffisamment grand J(P) # 0.
IV.5. (a) Montrer que pour tout polynéme P, pour tout k € [0,n] : |Z(P)(k)| < €" sup{|P(¢)|,t € [0,n]}
(b) Dans le cas P(z) = 2° ' (z — 1)*(z — 2)* - - - (x — d)®, montrer que pour tout k € [0,d], I(P)(k)| < e*d* 1=,
d
(¢) En prenant a = max{e” Z [Ax|; d}, puis C = ad® montrer que |7 (P)| < C*
k=0
(d) Conclure.



Correction

PROBLEME - « TRANSFORMATION I' »ET TRANSCENDANCE

On considére deux ensembles notés E et F'.

I Equation différentielle paramétrée

On fixe a € Ry, et on note (E,) I'équation différentielle : zy’ + (z — a)y = e~ 7, définie sur R.
(On notera x la variable selon laquelle y est dérivée.)

L1. (a)

Résoudre (H,) I'équation différentielle homogene associée a (E,) sur un intervalle I ne contenant pas 0.

Soit I un intervalle ne contenant pas 0.
L’équation (H,) est zy' + (z — a)y = 0.
On Décrit sous forme résolue (ou normalisée), c’est possible car x # 0, puisque z € I.
.. ’ a
Ainsi (Hy) <=y +(1— =)y =0.
x

Le cours permet d’affirmer directement (sans réciproque et cie) :

Sy ={z— Cexp(—(z —aln|z|)); C € R} = {z +— C|z|"¢ *;C € R}

Donner S,, I’ensemble des solutions de (E,).
On donnera d’abord les solutions sur Ry, R* et on cherchera les solutions sur R.

Il s’agit maintenant de trouver une solution particuliere de (E,) sur I (ne contenant pas 0, comme précédemment).
On peut chercher cette solution particuliére, notée § sous la forme z — g(x)e

On a alors § dérivable sur R (donc sur I) ssi g l'est bien.

Supposons que tel est le cas, on a alors :

x —x

vf + (x —a)j = alg'(x)e”" —g(@)e "]+ (z —a)g(w)e* = [vg' —agle " =
Et donc comme e~ * # 0; pour tout z € I : g’ —ag = 1.
e Si a # 0. L’application constante g : « — — est alors une solution.
a

Et donc on trouve sur R} ou sur R” :

Sg={z— Clz|" " — ée_z;C’ €ER}— casa#0

e Si a = 0. L’équation devient xg" = 1, donc g = In || est une solution.
Et donc on trouve sur R} ou sur R” :

Se={z—Ce " —Injz|le”";C €R}— casa=0

Pour le recollement sur R : 1
e Sia#0,alors z — Clz|"e” ™ — —e~ " est bien continue sur R entier.
Elle est par ailleurs dérivable sur R entier si a > 1.

a—1

d
En effet, si ¢ <0, |z|* = (—2)*, —|z|" = -1 x a x (—2)*" " = —alz|®,
x

qui admet une limite nulle égale & celle de z — az®~" (en 07).
e Si a = 0, on trouve, par continuité : g’(0) — oo, il n’y a aucune solution particuliére sur R

Sp = {z+— Clz|e ™ — lefg”;C’ ER}— casa>1
a

1 _,
S = o tero By~ casacil
SE=0- casa>1

Résoudre le probléme de Cauchy définie sur R} :

{ zy +(z—a)y=0
y(1)=e"

Si f est la solution du probléeme de Cauchy sur R, alors, elle est solution de I’équation homogene.
Donc il existe C € R tel que : V & > 0, f(z) = Cz®e™ " Puis f(1) =e ' = C1% ", donc C = 1.

La solution du probléme de Cauchy précédent est f: R} — R, z — z”f(z).

T _a

On note fq, la solution de ce probleme. On étend sa définition a tout R et pour @ > 0, en posant : f, : R — Rz — e “z".



1.2. Montrer que f, admet sur R une unique primitive, notée Fy,, qui s’annule en 0

fa est continue sur R, elle admet donc des primitives.
Elles sont toutes définies a une constante additive prés. On peut faire en sorte de choisir celle-ci de sorte que F'(0) = 0.
Une seule fonction vérifie une telle propriété, elle se note communément :

Fa:x»—>/ fa(t)dt:/ e ttedt
0 0

1.3. (a) En exploitant (H,), préciser les variations de f, sur R4.

fa étant solution de (H,), on a pour tout = € R} :

a—x

2fa(z) + (z = a) fa(@) == fa(z) = fa(z)

T

Or fo(z) =e “2% >0 (car z > 0).
Donc fi(z) > 0 <= = < a.

‘ Ainsi f, est croissante strictement sur [0, a] et décroissante sur [a, +00[. ‘

(b) Déduire des variations de fo42 que sur Ry :

—a—2 ((1 + 2)fl+2

Jo<e "z 1g.aqe e —

1 [a+2,400]

—a—2 (a + 2)a+2

Notons g : &+ e “2%1 o2 + € 22

1 l[a+2,400] -

2 a+2
e Pour tout z € [0,a+ 2], fo(z) = 2% " et gla) = 2" x 1+ 87(172% x 0= fa(z)

Ainsi, pour = € [0,a + 2], fo(z) < g(z).
e La fonction fu12 est donc croissante strictement sur [0, a + 2] et décroissante sur [a + 2, 00|
On a donc pour tout x € [a + 2, 4+00[, fat2(z) < fat2(a + 2).

Ainsi pour tout z € [a + 2,400, e "z "% < e” P (a4 2)*"2 et donc fa(z) = e "z <e " *(a+2)

—a—2 (a + 2)a+2
22
On a bien 1& encore, pour z € [a + 2, +00[, fa(x) < g()

at2 1
x2’

Et par ailleurs : g(z) = e "2 x 0+e¢ x 1.

On a une inégalité fonctionnelle, puisqu’elle est vraie en tout x de Ry

P (a + 2)a+2

fa< e a2 Lgaqo +e” =

1 [a+2,400]

(¢) Conclure que, pour tout > a + 2 :
Fo(z) < Fala+2)+e * ?(a+2)*"

et que F, admet une limite en +o00, que 'on note ~,

Soit z > a + 2, intégrons I'inégalité précédente pour ¢t € [0, z] (en reprenant la notation précédente) :

T a+2 T a+2 x
F.(z) = / fa(®)dt < / g(t)dt + / g(t)dt = / fa(t)dt + e % (a 4 2)* 2 / ldt
0 0 a 0 a

2
+2 42t

—-17* 1 1
Fo(z) < Fola+2)+ e ?(a+2)* 2 [7} =F,(a+2)+e “?*(a+2)*"? [7 - 7}
(z) (a )+e (a ) B (a+2)+e (a+2) prig el

1 1
Comme — >0, on a —— < 0, donc
T x

] Fu(2) < Fa(a+2) + e 2(a + 2)+

Par ailleurs, la fonction ¢ — F,(t) est croissante, puisque sa dérivée F, = f, est positive.
Elle est majorée par F,(a+2) +e “*(a+2)*"", donc

‘ F,(z) admet donc une limite pour  — +o00. On la note 7,




1.4. Montrer que pour tout n € N, ~,, = n!
On commencera par donner une relation de récurrence entre Yn41 €t n.

Soit n € N*. Faisons une intégration par parties en considérant : u: ¢+ t" et v : ¢t > —e k.

Ces deux fonctions sont de classe C* sur Ry (n #0), on a alors, pour tout =z € Ry,

Fo()

[—e "6 + / eTint" At = 0 —e Cz" + nF,_1(z)
0 M
n#0

Enfin, comme lim e “z" = 0, on peut passer a la limite, on trouve :
T— 400

Yn =0+ nyn—1

T _ MY¥n—1 _  Yn—1

Ainsi pour tout n € N*,

n' " nl T (n—1)
Par conséquent la suite (’Y—") est une suite constante, elle vaut : J
n! neN 0'
x
Or 79 = lim etdt= lim [1—e "] =1
z— 400 z—+400

0

’VnEN, fyn:n!‘

/e*tt”dt:/ v’(t)u(t)dt:[v(t)u(t)}g—/ v(t)u (t)dt

I1 71 et intégrales de Wallis

On garde les notations de la partie précédente.

II.1. A laide d’un changement de variables, puis d’une intégration par parties, montrer que :

ﬁ 2
(n) = / e " du—ne "
0

Soit n € N. Soit ¢ : t — V/t, bijective sur [0,n], & valeurs dans [0, v/n] et de classe ct.
On fait le changement de variable u = ¢(t) = Vt < u” = t.
On a donc 2udy = dt.

2 2
Puis, on exploite — (e " ) = —2ue™
ploite —(e™ )

F

N

———

w’ (u) v(u)

(n) —/One—f\/idt—/oﬁe—“?u(zudu)—/Oﬁ(—zu)e—“zx(—u)du

= [w(u)v(u)]f — /Oﬁv'(u)w(u)du = [—Ue—“z}ﬁ—i— /Oﬁ e du

0

[NE)

I1.2. On note, pour tout entier n € N, W,, = / cos™ 0d6.
0
(a) Calculer Wy et Wi.

[SE]

s
™

Pl
= et \4% :/ cos' 0d0 = [sin 6]
2 0

S A

Wo = / cos” 6df = [6)]
0

usy
2

0 =

1

(b) Montrer que la suite (W,,) est décroissante et positive.

Pour tout 6 € [0, g}, 0 <cosf <1,

donc cos™ 0 > 0, et donc 0 < cosf x cos™ 0 < cos™ 0.
Ainsi 0 < cos™ 1 0 < cos™ 0.
Ensuite, I'intégration étant croissante, les bornes « dans le bon sens » :

0 < Wn+1 < Wn




(¢) Montrer avec une intégration par parties que Wy42 = (n + 1)(Wy — Whq2).
En déduire une expression sous forme de fraction de a., tel que Wy,412 = an Wi,.

On a (avec une intégration par parties bien choisies) :

El Z
Whte = / cos" T2 0do = / cos" ™ 0 x cos 6
0 0 v g
=u(0) v’ (0)

™

™ 2
= [cos" ™ 0 x sin6)] 2 / (n 4 1)(—sin6) cos™ 6 x sin 6d6
0

:O+(n+1)/0 0

en exploitant la linéarité pour finir. Cela donne donc (n + 2)W,12 = (n + 1)W,

™

3
sin® 0 cos™ 0d0 = (n + 1) / (1 — cos” 0) cos™ 0df = (n + 1)[Wy, — Wio]
0

INE

n+1
n+2

Wt = an W, avec ay, =

(d) Montrer que la suite (nW,W,_1)r>1 est une suite constante. Quelle est sa valeur ?

Notons, pour tout n > 1, Z,, = nW, W, _1.
On a donc, pour n > 1, Zpy1 = (n+ 1)Wppi Wy = (n+ Va1 Wo—1 Wy, = (n+ 1)%_'_1Wn,1Wn =W Wn_1 = Zn.

T N ,
Donc la suite (Z,)n>1 est une suite constante, elle vaut Z1 = 1W1 Wy = 5 d’aprés un calcul précédent.

VneN, nW,Wn_i= g

(e) En exploitant la décroissance de (W), et le résultat précédente, montrer que pour tout n € N :

2 n
<nWinyr <

n
in+4a" m+2"
Soitn €N, 2n+1>1, on adonc: (2n+ 1)Wapt1Way, = g
Puis (W,,) est décroissante et positive, donc 0 < Wan41 < Way,, donc W22n+1 < Wanp1 Wy, = ﬁ
n
En multipliant par n : ”W22n+1 < Zmnﬁw
. . . 2 T
Pour la minoration, on exploite Wan41 = Wanq2, donc Wa,, 11 > Wonp1Wapyo = 20n+2)
De méme, en multipliant par n : nW22n+1 > ﬁ
n 2 n
An 44" SIS T

11.3. En exploitant I'inégalité : In(1 + z) < x, vraie pour tout = > —1,
(a) Montrer que :
2

Vte[—vn,vnl, (1n>n<et2 < <1+i>n

-
Soit t €] — v/n,v/n[, alors — et — €] — 1,1].
n n
On a donc avec 'inégalité rappelée dans 1’énoncé :

2 2\ " 2
ln(l—%)é—i donc In [(1—t) :| :nln(l—%)g—t2

n

2
n

2\" >

En composant par exp, croissante : (1 - n> <e V.

Et de méme :

e 2\ £
Inl+—)<— donc In (1 - ) = -—nln(l - —) >
n n n n

42
e

WV

AN
En composant par exp, croissante : (1 — >
n

Ensuite, en prenant la limite pour ¢ — /n et t — —+/n les inégalités sont conservées (avec des 0 voire des +oo en

majoration.)

t2 n 2 t2 —-n
Vite [-vn,Vn], I-— ) <e" <1+~




(b) En déduire les trois inégalités suivantes :

4
(n) ++vne ™" < \/ﬁ/ cos”" 2 0d0 < /nWan_2

0

VnWang1 < F

1
2

Si on intégre les inégalités pour ¢ € [0, /7] :

vn 2\" Vi, vn 2\ "
/ (1—) dtg/ et dtg/ <1+> dt
0 n 0 0 n

Pour la premiére intégrale, faisons le changement de variable : ¢ = y/n sin 6,
0 — v/nsin @ est bijective de [0, g] sur [0, v/n],
et dt = v/ncos6df, ainsi :

v 2\" % 2 % oan+1
/ 1— P dt = \/ﬁ/ (1 —sin” 0)" cos 0dO = \/ﬁ/ cos®™ 1 0d0 = /nWania
0 0 0

Pour la troisiéme intégrale, faisons le changement de variable : t = v/nsin,
0 — v/ntan @ est bijective de [0, %] sur [0, v/n],

et dt = /n(1 + tan® 0)do, ainsi :

v 2\ " i 2 2 i 1 el i 2n—2
/ 1+ — dt:\/ﬁ/ (1+tan“0)""(1 + tan 0)d0:\/ﬁ/ ( ) dez\/ﬁ/ cos>" 2 0do
0 n 0 0 0

cos2 0

B

Mais pour t € [g, g}, 0 < cos®™ 720, donc / cos™720d6 > 0;
I

™

e z
Donc d’apres la relation de Chasles : \/ﬁ/ cos? 72 0d0 < \/ﬁ/ cos?"720do = VnWan_a.
0 0

jus

4
(n) ++vne ™" < \/ﬁ/ cos?720d0 < VnWap_o

0

VnWapi1 < F

1
2

i e
I1.4. Conclure sur la valeur de =5 et de e " du.
0

Comme y/ne™" — 0, et que F1(n) admet une limite égale & 1,
n——+oo 2 2

n
— 2 . .
on peut affirmer avec la relation trouvée a la premiere question que / e~ " du admet une limite pour n — 400,
0
+oo 5
et que cette limite vaut ~ 1 Par ailleurs, nous la noterons naturellement : / e du=r 1
0

. , T
Par ailleurs, ’encadrement donné en 2.(e) montre que v/nWap1+1 converge vers 5

eneffet : lim —— = lim ——0 ="
"noteo d(n4+ 1) notecdn+2 4

Et de méme VnWapni1 < vV/nWan_o > LQ X vV/n — 2Wa(,—2)41, par décroissance de (W)g.
\ n—
Nz

Donc on trouve également par encadrement : lim VnWan_o = -5

v

+oo
= e du = VT
o 2

[N

III Nombre de Liouville, approximation rationnelle et mesure d’irrationalité

d
On considére un nombre £ algébrique de degré d, racine de ’équation polynomiale & coefficients entiers T'(z) = Z Aoz = 0.
k=0

On suppose donc que Ag # 0.
IIL1. Soit r =2 ¢ @, une fraction écrite sous forme irréductible.
q

(a) Montrer qu’il existe a € Z tel que T'(r) = %.

Q




k d
¢'T(r) =" /\qu% =Y Aptet ez
k=0

On note a € Z, ce dernier nombre, on a bien :

Ja€Ztel que T(r) = ;id.

(b) On suppose, en outre, que r € [ — 1, + 1].
En exploitant I'inégalité des accroissements finis, montrer qu’il existe M € Ry tel que [T'(r)] < M|r — ¢|

La fonction polynomiale T est dérivable, de dérivée T' continue sur [€ — 1,& + 1],
donc il existe M = sup{|T'(t)|,t € [¢ — 1,£ + 1]} et on a d’aprés I'inégalité des accroissements finis :
pour tout t € [ — 1,6+ 1], |T(t) —T(§)| < M x [t —&|]. Or T(§) = 0 et en prenant t < r :

‘il existe M € Ry tel que |T'(r)| < M|r —5\.‘

¢

(¢) En déduire qu'il existe C' € Ry tel que pour toute fraction r € Q, non racine de T', |§ — 7| > —.

Q

Soit r =2 ¢ @, un nombre rationnel, fixé. On suppose que r n’est pas une racine de 7.
q

e Aucasour ¢ [ — 1,6+ 1], alors \f—l”}l)qid

lal
e Au cas ou r €)€ — 1,¢ + 1], alors d’aprés la question précédente : | — 7| > A—i (en conservant les notations).
q

On a a # 0, puisque r n’est pas racine de T

la]

En prenant, C' = min(1, M)’ on a bien (dans tous les cas) :

(o}

Pour toute fraction r € Q, non racine de T', |[{ — 7| > —.

Q

II1.2. Mesure d’irrationalité de .
On note pour tout réel z € R\ Q,

A(z) = {m€R+ tel que card{(p,q) € Z x N* | 0 < |x—§| < (;n}——koo}

mp,}A}
q

qm

B(m):{m€R+|3A>0telqueV(p,q)€Z><N*,

(a) Montrer que, pour tout x € R\ Q, 1 € A(z).

Soit z € R\ Q. Pour toute entier ¢ € N, et p= |gz],onap < gz <p+ 1.

1
DoncB<9E<B—0—7,ainsi7 z— P < -
q q q q

1
Ainsi, card{(p,q) € ZxN" | 0 < ‘x - §| < 5} = 400, donc

1€ A(x)

(b) Soient my < ma.
i. Montrer que mg € A(z) = m1 € A(z).

m 1 1
Soient 0 < m1 < m2 deux nombres réels positifs. Pour tout entier naturel q, ¢™* < ¢"*2, donc =T T
qm qm
1 1
Ainsi,siO<’x7£‘<—,alor50<|x78|< .
q qm2 q gm1
X 1 . 1
Donc encore si card{(p,q) € ZxN |O<‘x—£‘< 2}:—&—oo,alorscard{(p,q)erN \0<‘x—£‘< 1}:_,_00.
q qm q qm

‘mz € A(x) = m1 € A(z) et A(z) est de la forme [0, u1(z)[ ou [0, p1(x)]. ‘

w1 (z) = sup A(z) existe bien si et seulement si A(x) est majoré. Sinon, on a a = 400

sup A(x) si A(z) majoré

Lo sinon . Montrer que A(z) = [0, u1] ou A(z) = [0, p1].

On note p1(z) = {



(c)

()

ii. Montrer que m; € B(x) = m2 € B(z).

Soit 0 < m1 < meo.

De méme si 3 A > 0 tel que V (p,q) € Z x N*, >

q qm?

M P

A
w—§| > qualorsV(p,q)GZXN*,

‘m1 € B(z) = m2 € B(z) et B(x) est de la forme [8, +o0o[ ou |3, +00]. ‘

p2(z) = inf Ba(x) existe bien si et seulement si B(z) est non vide. Sinon, on a § = 400

inf B(z) si B(z) non vide

+oo  sinon - Montrer que B(z) = [p2, +00[ ou B(x) =]uz2,+oo[.

On note pz(z) = {

Montrer que si my € A(x) et ma € B(x), alors nécessairement : m; < ma.

1

Soit m1 € A(z), donc card{(p,q) € Z x N* | 0 < ’x - E’ < ==} = oo
q qam
e P 1 . : : : P 1
Alors comme pour p # p’, |= —=| > =, pour chaque g, il ne peut exister qu’au plus deux entiers p tel que 0 < ‘xf f| <
q q q
1
Donc puisque cet ensemble est infini, cela signifie que {q |ApeZ|0< |x — B| <= }= +oo} est infini.
q q
" 1
11 existe donc une suite (g, ) strictement croissante et une suite (p»), tels que Vn € N, 0 < |:c — p—| < =7
dn n
Soit m2 € B(z). Supposons, par absurde que ma < my.
Pour tout A € Ry, lim W =0,
A
donc pour tout A > 0, on ne peut donc pas avoir toutes les couples (pn, ¢n) vérifiant |z — pn’ > Contradiction.
qn qm
Donc
On suppose que B(z) non vide. Montrer que ¥V m < p2(x), m € A(z).
Puisque m < 2, alors m n’est pas un minorant de B(z).
A
Donc pour tout réel A > 0, il existe (au moins)un rationnels P el que |z — Pl 2
q q qam
1
On va créer une suite infinie de rationnels qui vérifie |z — B| < —.
qm
N . po Po 1
Prenons A + Ap = 1, on trouve une premiére fraction, — tel que |z — — —
do q0 do
1
Mais ce terme |z — 22| est non nul. Notons Al = =qo X |z — bo >0,
q0 2 qo
A
on a donc z—@ 2—;.
qo0 Il
. . p1 Po Ay - . . o s
Il existe donc une seconde fraction = tel que |x — = | < —— Et ainsi de suite, on obtient donc la suite désirée.
T qo0 dp

Donc m € A(x)

‘Vm < p2(z), m € A(ac)‘

Conclure que p1(x) = pa(x).
On appelle mesure d’irrationalité de = € R, le nombre définie par 'une des deux formulations suivantes :

* 1
w(zx) —sup{m€R+ tel que card{(p,q) € Zx N* | 0 < |:cf §| < qu} —Jroo}

* A
u(x):inf{m€R+|3A>0telqueV(p,q)eZ><N,x—i‘}qm}

Soit ma € B(x). D’apres (c), mz étant un majorant de A(z), on a pi(z) < ma.
Donc p1(z) est un minorant de B(x) et donc pi(z) < pa(x).
Puis d’apres d, pour tout € > 0, pa(z) — € < p2(z), donc pa(z) — € € A(x).



Ainsi, pour tout € > 0 : pa(z) — € < pi1(z) donc pa(x) < pi(x).
Par double inégalité :

i (z) = po(w)

(f) Montrer que si £ est algébrique de degré d et non rationnel, sa mesure d’irrationalité est inférieure a d.

Supposons & est algébrique de degré d et non rationnelle.
D’apres la partie précédente, alors pour toutes les fractions r = E, hormis les au plus d — 1 autres racines potientiellement
q

C
rationnelles de 7" on a [§ — 7| > —.
q
!
Pour ces d — 1 racines, différentes de = (qui est non rationnel), on peut trouver une valeur C” tel que [ — 7| > —.

7
T — E’ > A}.
q qm

Ainsi p(z) < d.

Doncde{mER|3A>OtelqueV(p,q)€Z><N*7

II1.3. Nombre de Liouville. On note ¢, = Z 107%.
k=0
(a) Montrer que (£,) est une suite croissante majorée donc convergente. On note ¢ = lim(¢y,).

n+1
b1 — o = Z 1074 - Z 107% =10~ D 5 g,

Donc (4r) est une suite crmssante
Par ailleurs, pour tout k € N k! >k, donc 107" <107".

R % 1-0,1"" 10
A1n51€n_210 210 201) =1x =7 <5
k=0 ’

Donc (¢,) est egalement maJoree.

‘ (€r) est une suite croissante majorée donc convergente de limite ¢, par définition.

(b) Montrer que la mesure d’irrationnalité de £ est supérieur & n, pour tout entier n.

Soit n € R. £, est une addition (finie) de n nombres décimaux, qui sont donc des fractions.

Ainsi £,, est un nombre décimal, mieux : c’est une fraction,
n

: [y p N n!l—k
cette fraction s’écrit sous la forme ot oup= Z 10 e N.

k=0
La suite (¢,) est croissante tendant vers £, donc £, < £py1 < £. Ainsi :

1 1 n+1
_ — ) _ _ . — (n+1)! _ _
€= al = €=l > fnir = £ =107 = o ()

Ainsi, pour tout entier n, on a trouvé une fraction ¢, = P tel que (£ — P
q q

qn+1"

Par conséquent :

{mEREIA>Ote1queV(p,q)€Z><N*, x—§|2;n} est vide

Donc

‘ La mesure d’irrationnalité de ¢ est supérieur a n, pour tout entier n. On dit qu’elle est infinie

(¢) Conclure que £ (nombre de Liouville) est transcendant.

¢ ne peut pas étre algébrique d’ordre n, pour tout entier n. Donc

‘E (nombre de Liouville) est transcendant. ‘

IIT1.4. Mesure d’irrationalité et fractions continues.
On considére une suite (a,) d’entiers naturels non nuls. On lui associe suites de nombres d’entiers (pr)r>—1 €t (qr)r>—1 définies
par récurrence :
p-1=1 po=ap Yn€ENPrt1=0ant1Pn + Pn-1
g-1=0 g =1 VneNqgu1=ant1Gn +gn-1



(a)

Montrer que (qn)n>1 est une suite strictement positive et strictement croissante d’entiers naturels.
On admet qu’il en est de méme pour (py).

Notons que q1 = a1qo + q—1 = a1 € N*, il peut é&tre égal & 1 donc ¢ peut étre égal a qq.
g2 =a2q91+q = q+1>q.
Posons pour tout n € N, n > 1, Py, i« gny1 € Net gny1 > gn > 0 ».
— Les calculs introductifs donnent g1 = a1 >0et g2 =az2a1 +1ENet g >q +1> q1.
Donc P est vraie.
— Soit n € N, n > 0. Supposons que P, est vraie.
Qn+2 = Gn+t2qn+1 + ¢n somme et produit d’entiers naturels donc gn+2 € N.
et par ailleurs, gn4+2 > an+t2gqn41 car g, > 0.
Puis, comme a,t2 € N*, ant2 > 1, donc gni2 > gni1.
Et on sait, d’apres P, que gn4+1 > 0. Donc P, 41 est vraie.

‘ (gn)n>1 est une suite strictement positive, strictement croissante, d’entiers naturels.

Montrer que pour tout n € N, ¢upn—1 — pngn—1 = (—1)".

Notons, pour tout entier n € N, d,, = gnpn—1 — Pngn—1. Alors

dn+1 = gn+1Pn — Pn+1Qqn = [an+IQn + qn—l]pn - [an+1pn +pn—1}Qn = PnQn—1 — nPn—-1 = 7dn

Donc (d,) est une suite géométrique de raison (—1). do =1x1—ao x 0= 1.
Donc pour tout n € N, d, = (—1)" x 1.

‘Pour tout n € N, gnPn—1 — PnQn—1 = (—1)n~ ‘

On note pour tout n € N, r,, = &.

Montrer que (72n)n €t (r2n+1)n sont des suites adjacentes.
On note z = lim(r2n) = lim(r2n41) = Uim(ry,).

Notons up, = r2p, on a donc

P2n+292n+1 — @2n4+2P2n+1 P2n+192n — @2n+1P2n
Un+1 — Un = T2n4+2 — T2n = (T2n+2 - 7"2n+1) - (T2n+1 - 7"2n) = -
d2n+292n+1 qd2n+192n
_(_1)2n+2 _(_1)2n+1
= — <0
q2n+242n+1 q2n+192n

car (qx) = 0. Donc (un) est décroissante.
Notons v, = r2n+1, On a donc

_ P2n43Q92n+2 — g2n43P2n+2  P2n4242n+1 — ¢2n42P2n+1

Un+1 — Un =T2n43 — M2nt+1 = (T2n+3 - 7"2n+2) - (7"2n+2 - 7‘2n+1) =
q2n+392n+2 q2n+292n+1
7(71)2n+3 7(71)2n+2
qd2n+342n+2 d2n+292n+1
car (qx) = 0. Donc (vn) est décroissante.
Enfin, calculons
_(_1)2n+1 1
Un — Up = T2nt1 — Ton = =
qd2n+192n qd2nq2n+1

Or (gn) est une suite strictement croissante d’entiers (donc ¢, > n, par récurrence simple), elle diverge
donc vers +o0o, donc (vn — un) — 0.

Les trois conditions sont vérifiées :

’ (ron) et (ren+1) sont donc adjacentes, les extractions paires et impaires ayant méme limite : (r,) converge. ‘

1 1
<

Montrer que pour tout n € N, |z — 7| < <
gndn+1 q

St

La question précédente permet d’affirmer que pour tout n € N : v, < x < un,.
Soit n € N.
e Supposons que n est pair.

alors il existe k € N tel que r, = rar = ur.

dn+1Pn — qnPn+1 _ (_1)2k

Donc |z — mn| = |2 —uk| = uks — ¢ < up — Uk = ron — Font1 = .
gndn+1 dn+14n

e Supposons que n est impair.
alors il existe k € N tel que r, = rok+1 = vg.



_ dn+1Pn+2 — qn+2Pn+1 _(_1)2k+1

Donc |z — mn| = |2 — vk| = © — vk < Uk41 — Vk = Ton42 — T2nt1 = = .
qn+1qn+2 dn+2Gn+1
Donc, dans tous les cas :
1 1
Pour tout n € N, |z — | < < =
dngn+1 dn

La derniére inégalité étant donnée par croissance de (gx).

(*) Montrer que pour tout (p,q) € Z x N*,

x—g Klz—rn| =q¢>an

Autrement écrit : on ne peut pas faire de meilleure approximation de x par P ovec une fraction dont le dénominateur est
dn

plus petit que g,.

On suppose que les fractions sont irréductibles.

On va raisonner par contraposée. Supposons que ¢ < ¢, et montrons que cela impose

z- 2.
q

Dans un premier temps, nous ajoutons ’hypothese : ¢,—1 < ¢ < gn.
Cherchons & exprimer (p, q) en fonction des nombres (pn, ¢n), considérons donc le systéme & deux inconnues (y, 2) :

YPn + Z2pn—1=p
Yqn + 2qn—1 = ¢q

n+1

Son déterminant est pngn—1 — gnpn—1 = (—1) et donc le systéme se résout facilement :

{ y=(-1)"""(pgn—1 — qpn_1)
z=(-1)""(png — qup)

Par ailleurs, on a g # gn, donc on ne peut pas avoir z = 0 (sinon p_ p—n), niy =0.
q q

n
et y, z € Z, donc puisque ¢ € [gn—1, gn], nécessairement y et z ne sont pas de méme signe : yz < 0.

Enfin :

qx —p = (Ygn + 2qn—1)T — (YPn + 2pn-1) = Y(gn — 2pn) + 2(gn—1 — TPn-1) = Yqn (T — 70) + 2¢n—1(T — rn—1)

y et z sont de signe opposé, de méme pour x — ry, €t x — 1.
Faisons I'hypothese (SPDG) que ygn(z — mn) < 0 et donc de méme 2¢n—1(z — rn-1) < 0 et gz — p < 0.

lgz —pl = —(qz —p) = =(ygn(z — rn)) — 2qn-1(x = Tn-1) = [Ygullx — 7| + |2gn-rllx — Tn1| = |ygn — 2gn-rllx — s
car | —rp| < |x — rn—1] et y et z sont de signe contraire.
Enfin, yg, — 2gn—1 est un nombre entier non nul : |gz — p| > |x — r,|, donc ¢ |z — 2 > qn |T — Pl
Adn
U] N R Y I 1%
q q qn qn
. P Pn
Puisque ¢ < gn. Onadonc gn—1 < ¢g<gn=|z—=| 2 |z — —
q gn
. . . I p Ps Pn
Si ¢ < gn—1, C’'est encore pire, car il existe s < n tel que gs—1 < ¢<gsetdonc |z —=| > |z ——| > |r — —
q qs qn

p

z—=|<|jz—rm| =q>qn

(***) Démontrer que la mesure d’irrationalité de = vérifie :

u(z) =1+ limsup ntt
dn
On appelle lim sup(u,,) la limite de la suite (i), ot pour tout entier n, u, = sup{ux,k = n}.
On démontre que dans tous les cas ol (un) est bornée : (u,) est une suite décroissante, minorée donc convergente. Sa limite
est la plus grande des valeurs d’adhérence de (ur).

Je vous renvoie a l’article : Jonathan Sondow, « Irrationality measures, irrationality bases, and a theorem of Jarnik », 2004,
arXiv :math/0406300
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On termine cette partie en trouvant un critére qui donne acces a la mesure d’irrationalité d’un nombre x obtenu a partir de la
suite (an) donnée.

Cela ne semble pas tout & fait satisfaisant, puisqu’il faudrait d’abord connaitre x avant de connaitre (a.).

C’est l'algorithme de décomposition en fractions continues qui permet de passer de z & (a») dans un premier temps, avant de
retrouver ensuite les suites (pn) et (gn) associées & x.

On peut, pour étudier cela, reprendre le DS 3 en 2016-2017 ou le DS3 en 2019-2020 ou encore le DS6 2020-2021.

IV Pseudo-transformation de Laplace et transcendance de e

On note, pour toute fonction f définie sur Ry :

I(f):t»—>/ e " f(u)du

IV.1. Si f:x+— 2% quelle relation existe-t-il entre Z(f) et F, (définie en partie I)?

OnakF,:z+ / e *t*dt. Donc
0

IV.2. Résoudre, en exploitant en particulier la méthode de la variation de la constante I’équation différentielle :

y-y="P

L’équation se résout sur R, ol elle est sous forme normalisée (ou résolue).
L’équation homogene a pour ensemble de solution : Sy = {t — Ce',C € R} On applique la méthode de la variation de la
constante. On cherche donc une solution de E de la forme gz — C(z)e”.
Pour tout x € R, §' — § = C'(2)e” + C(x)e” — C(x)e” = P, donc C'(z) = e *P(x).
x

Prenons, une solution : §(z) = C(z)e” = ez/ P(t)e”'dt = Z(P)(z).
0

|S={R> Rz Ce* +I(P)(x),C R}

IV.3. Soit P:x — Zak:ck.
k=0
(a) Pourquoi P est-elle de classe C™ sur R?

P est une fonction polynomiale, donc

‘ P est de classe C* sur R.

(b) Soit ¢ > 0. Soit & : u s " Z P (u).
h=0
Simplifier le calcul de ®'(u).

Soit t > 0, fixé.
® est le produit d’exponentielle et de fonctions polynomiale donc est dérivable sur R.
Pour tout u € R :

n+1

q)/(u) _ 7et7u Z P(h) (’LL) + 6t7u Z P(h+1)(u) _ etfu Z P(h) (U) _ Z P(h) (’LL) _ etf'LL[P(”rH*l)(u) _ P(O) ('LL)]
h=0 h=0 h=1 h=0

par télescopage. Or PtY — et PO = P, on a donc :

‘V uweER, @'(u)=—e""Plu) ‘

(¢) En déduire
Z(P)(t) =€ > PM(0)=> P )
h=0 h=0
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On a pour tout t € R :

On remplace par 'expression de ® :

Z(P)(t) =€ > PM(0) = > P @)

h=0 h=0

IV.4. Supposons que e(= exp(1)) soit un nombre algébrique (de degré d).

d
Donc il existe d € N, puis Ao, A1,...Ag € Z tels que Z Aee™ = 0 avec Ao # 0.
k=0
d
. . k
On note T la fonction polynomiale : T : z +—> Z Ax”.
k=0

n

(a) On consideére toujours une polynéme P = Z aka:k, quelconque.

k=0
Montrer que
d d n
S OMI(P) k) == > > PP (k)
k=0 k=0 h=0

On notera ce nombre J(P)

On reprend la relation précédente : Z(P)(k) = e* Z PM(0) — Z PM (k).
h=0 h=0

Donc
n n

d d d
J(P) = Z MeZ(P) (k) = Z Anet Z P (0) - Z Z AP ()

h=0
=T(e)=0
d d n
J(P) = MI(P) (k) == > MNP (k)
k=0 k=0 h=0
(b) Soit s € N*. On considére k € [1,d] et on note Px(z) = (z — k)°.
(W ) O sih#s
Montrer que P, (k) = { o sinon
. mWN_ St en
Posons, pour tout h € [0, s], Pn : « Pour tout € R, P,"(z) = 6o h)'x »
! e
— Pour tout z € R, P,éo)(x) =Py(x)=(x—k)° = %(m — k) = G i ol (z — k)°~° Donc Py est vraie.
— Soit h € [0, s — 1]. Supposons que P}, est vérifiée.
|
On a donc, pour tout € R : P,gm(m) = ﬁxkh
s—h)!
C’est une fonction polynomiale dérivable : V z € R,
! sl
P(h+1) —(s—h S: s—h—1 _ __ 5 s—h-l
e @ =(—h)x e GG_h_D"

Donc Pp41 est vraie.

|
Ensuite, Pés) = %mo = sl, polynéme constant. Toutes les dérivées suivantes sont nulles.
Enfin, on regarde la valeur en k :
s! s—h .
(k—k) =0 sih<s
P(h)(k) _ (s —h)!
k s! sih=s
0 sih>s
Wy ) 0 sih#s
P (k) = { sl sinon

(¢) On fixe un entier non nul s € N* et on considére le polynoéme P(z) = z° ' (z — 1)*(z — 2)°--- (z — d)°.
Montrer que J(P) est un entier, divisible par (s — 1)

h
A L
On admettra la formule de Leibniz : si P = Py x P, alors pour tout h € N, P") = E ( ) pY pih=3),
J
=0
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Par définition de T, les nombres A\; sont tous entiers.
ds+s—1

Egalement, par développement de P, on obtient P = Z aiz’ ot a; € 7 (on peut le démontrer par récurrence).
i=0
On a alors P* (k) € Z (addition de produit d’entiers) et donc

‘ J(P) est un entier. ‘

Mais soyons plus précis pour la suite.
Soit h € [0,n] et k € [0,d]. Nous allons préciser la valeur de P (k) (et... est divisible par (s — 1)!).
o Sike[l,d].
Notons P = P(x) x R(x), out P(z) = (z — k) et R=12""" H(w —1)°.
ik
h
D’apres la formule de Leibniz, pour tout h € N, P = Z <h> PO Rh=i),

Jj=0 J

h
et donc pour tout h € N, P(h)(k) = Z (Zl) p(j)(k)R(h_j)(k)

j=0
Or d’apres la question précédente : ﬁm(k = 0 sauf si j = s et dans ce cas elle vaut s!, donc la somme se simplifie :

0 sih<s

P (k) = (];>5!R(h_s)(k) sih>s

j=s

h —s A s . .
Notons que < ) est un nombre entier, ainsi que R~ (k) car R est un polynéme a coefficients entiers.
s
e Sik=0.

d
Notons P = P(z) x R(z), ot P(z) = 2" et R=[](= )"

i=1

h
D’apres la formule de Leibniz, pour tout h € N, P = Z (?) PO Rh=3),
§=0

h
et donc pour tout h € N, P<h)(0) = <h> PU)(O)R(hij)(O)
J

=0
Or d’apreés la question précédente : P19 (0) = 0 sauf si j = s — 1 et dans ce cas elle vaut (s — 1)!, donc :

0 sih<s—1
P () = < h 1> (s—DIR" (k) sih>s—1
s —
Jj=s—1

Notons que < 1) est un nombre entier, ainsi que R<h75+1(k) car R est un polynome a coefficients entiers.

Finalement puisque (s — 1)! divise s!, alors dans tous les cas P (k) est divisible par (s — 1)! (souvent ce terme est nul).

Et donc la combinaison linéaire entiere : Donc (s — 1)! divise P™ (k), ceci est vrai pour tout h € [0,n] et tout
k € [0,d]. Les Ay étant entiers :

d n
J(P)=— Z Z )\kP“L)(k) est un entier, divisible par (s — 1)!
k=0 h=0

(d) (*) Montrer que si s est un nombre premier suffisamment grand J(P) # 0.

En revanche, si on précise le calcul précédent, on voit que pour tout k # 0, s! divise P(h)(k) (pour tout h € N).

h

etpourkzO(eth}s1):P(h>(0):< 1
5 —

d
)(s — IR+ (0) avec R = H(m —14)®. Donc
i=1
esih<s—1, onavuP"(0)=0
esih=s—1, PC700)=1x (s —1)! x RO(0) = (s — 1)!(=1)%d(d!)*
d S
e si h > s, alors un facteur s de la premieére dérivée de R = H(x — z))
i=1

donc R’ = s <H(:p - z)) (H(m - z)) est en facteur.

i=1 =1
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donc P (0) est également divisible par s!.
Finalement, dans le calcul de J (P), on retrouve s! dans tous les termes sauf pour P~ (0).
Ainsi

T(P) = —Xo(s — DI(=1)°(d)*  [s!]

Alors si s est choisi suffisamment grand, premier de sorte que d! et Ao ne puisse diviser s, nécessairement J(P) # 0[s!]

Si s est un nombre premier suffisamment grand J(P) # 0. ‘

IV.5. (a) Montrer que pour tout polynéme P, pour tout k € [0,n] : |Z(P)(k)| < €" sup{|P(¢)|,t € [0,n]}

Pour simplifier, notons M,, = sup{|P(t)|,t € [0,n]}.
k
Soit P, un polynéme quelconque. Pour tout k € [0, n], Z(P)(k) = / eF U P(u)du.

0
Or la variable d’intégration, u appartient & [0, k] C [0, n], donc |P(u)| < M,.
Donc \ek—“P( )| = ek_u|P( )| < "M, car F7" > 0.

_ —ulk .
Ainsi |Z(P / le* " P(u)|du < / UM du = M, [—ek “}0 = M,e" < M,e" par croissance de exp.

‘Pour tout polynéme P, pour tout k € [0,n] : |Z(P)(k)| < e" sup{|P(¢)|,t € [0,n]}. ‘

(b) Dans le cas P(z) = 2° *(z — 1)*(z — 2)* - - - (z — d)®, montrer que pour tout k € [0,d], |Z(P)(k)| < e?d*“T1~1,

Pour tout ¢ € [0, d], pour tout j € [1,d], |(t— ) < d°,

donc pou tout t € [0,d], |P(t)] = t*" H( S <d! Hd de—Dhsd — geldih—1
j=1
On a donc un majorant de {|P(¢)|,t € [0,d]}, il est plus grand que le plus petit : sup{|P(t)|, € [0,d]} < d***D~"
On applique donc I'inégalité de la question précédente, pour n = d :

‘Pour tout k € [0,d], |Z(P)(k)| < e gs(dtn—1

d
(¢) En prenant a = max{e? Z [Ax|; d}, puis C = ad® montrer que |7 (P)| < C°.
k=0
On a alors
d d d d
_ _ @ s(d+1)—1 _ @ s—1 ;d$ < AN —
D OMZ(P)R)| <Y (1Al x [Z(P)(k)]) = ed S ul=e"D Il x @ d"” < (ad”) = C
k=0 k=0 k=0 k=0 a1
—_—— O
<a
|7 (P)] < C°

(d) Conclure.

D’apres les questions 4.(d) et 4.(c), si s est premier est suffisamment grand, J(P) est non nul et divisible par (s — 1)!,
Donc |J(P)| € [(s —1)! - Z] \ {0}, donc |T(P)| = (s — 1)
On a donc, pour tout s (suffisamment grand) :
(s—1gcC®
Or lim o 0, donc & partir d’un certain rang S : ¢ < 1 donc (s — 1)! > 2C°.
(s —1)! ’ (s—1)! =2
On a une contradiction. La seule hypothése qui reste est que e est algébrique.

e est donc un nombre transcendant. ‘
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