Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI Activités

Polynéme annulateur & espace cyclique

Nous reprenons ici une grande partie du DS 7 de la saison 2020-2021.
A préparer pour vendredi 2 février (matin).

Notations :
— Dans toute cette partie, on note K, un corps (qui est R en premiére partie).
Pour tout polynéme 7 € K[X], on note (7) ensemble 7 - K[X] = {7 x Q,Q € K[X]}.

— n désigne un entier fixé dans tout le sujet et on fixe M € M, (R), une matrice carrée d’ordre n.
— On note K[M] = {T'(M),T € K[X]}, I'ensemble des polynémes en M.

Objectif :

On commence par se familiariser avec quelques notions ou sous-espaces a partir de trois exemples (partie I). Puis,
on démontre quelques résultats sur arithmétique des polyndmes : lien idéaux et division euclidienne (partie II).
On exploite alors ces structures autour des polynémes en M, cela nous donne 'existence d’un polynéme minimal,
annulateur de M (partie III). Enfin, en exploitant le lemme des noyaux, on optimise la majoration du degré du
polynéme annulateur (partie IV).

A - Etude de cas particuliers

Dans cette partie, on se concentre sur trois matrices A, C' € M3(R) et B € My(R).
Dans les parties suivantes, elles pourront de nouveau étre mobilisées.

2 1 -3 0

00 1 -2 -1 -10
A=|1 0 -3 B:1 2 =2 =2 =2 et C= 2 1 8
01 3 20 -4 =2 1 1 3
-2 2 4 4
1 1
1. Etude de A. On considere X; = -2 et Xo = 0
1 0

a) Calculer AX; puis AXo, A%X, et A3X,.
b) On note Ty = X —3X?% + 3X — 1. Montrer que T5(A) x X3 = 0 (colonne nulle)
(¢) Donner un polynéme de degré 1, T1 € R[X] tel que T1(A) x X7 = 0 (colonne nulle)
(d) Que valent Ty ATy (PGCD) et Ty V Ty (PPCM) ?
2. Etude de B.
(a) La matrice B est-elle inversible ? Si oui, calculer B,
(b) Montrer que B* = B2,
(¢) Pour tout n € N,n > 4, exprimer B". La formule reste-t-elle vraie pour n = 37
3. Etude de C
(a) Calculer C? et C3.
(b) On note 7 = X — 2X? — X + 2. Montrer que 7(C) = 0.

)
(¢) La matrice C' est-elle inversible ? Si oui, calculer cn
(d)

)

(
(

d
(e) Montrer que pour tout P € Ry[X] non nul, P(C) # 0.

Pour tout n € N, exprimer C". La formule reste-t-elle vraie pour n = —17



B - Idéaux de K[X]

Pour un anneau commutatif (A, 4, %), on dit que Z(C .A) est idéal de A si (Z,+) est un sous-groupe de (A, +)
etVeeIVyeAdetexyeT.
Ainsi, pour démontrer que Z(C A) est idéal de A, il suffit donc de montrer que :

—IcCcA

— 04 € 7 (élément neutre de 1'addition)

— Vaxy, 0 €Z,onax; —ax0 €L

—VaxeIVyeAonaxzxyel

1. Soit 7w € K[X]. Montrer que (7) est un idéal de K[X]. (Définition de (7) en début d’énoncé)
2. Réciproquement, considérons un idéal Z de K[X] non réduit & {0}.
(a) Montrer que {deg P,PeT)\ {0}} admet un plus petit élément, noté r.
(b) Soit m € Z tel que degm = r.
Soit S € Z, en exploitant la division euclidienne de S par m, montrer que S € (7).
(¢) En déduire que Z = (7).
On dit que le polyndéme 7 engendre 'idéal Z. Il n’y a qu’un seul polynéme unitaire qui engendre 7.

K[X]

3. Structure de G

7r

Pour M;, My € K[X], on note My = Ms[n] si et seulement si My — My € ()
(a) Montrer que = [7] est une relation d’équivalence sur K[X].

K[X]

On note M, la classe de M pour cette relation d’équivalence et —— l’ensemble de ces classes.

(m)

(défini plus loin). On fixe 7 € K[X]. On note r = degw

K[X] — Ko_1[X]

(b) Soit ¢ : 0 = QYUr (reste de la division euclidienne de @ par 7).
Montrer que @, est surjective et que : o (M) = @ (Mz) ssi My = Ma[n].
K[X
[X] K, 1[X]

On en déduit que P : () est bien définie et est bijective.

Q — Q%7

K[X]

S R i B
M1+M2=M1+M2 et M1><M2:M1XM2

sont bien opérantes (i.e. indépendantes de représentants choisis pour chaque classe).

(c) Montrer que les opérations + et x définies sur par :

o (KIX] — —
On admet qu’ainsi ﬁ, +, X | est un anneau.
i
K[X] — — . . . .
(d) Montrer que ﬁ’ +, X | est un corps si et seulement si 7 est irréductible.
T

K{X]

(m)
K[X] — _ . . .
(e) Montrer que | ——,+,~ | est un K-espace vectoriel de dimension 7.

(m)

On pourra montrer que (T, X, .. .X’"—l) en est une base.

On admet également que ~ est bien définie sur K x comme opération externe (avec K comme domaine).

C. Polynoéme annulateur et polynéomes conducteurs

On considére dans cette partie les deux espaces vectoriels M = M,,(K) et E = M,, 1(K).
On fixe M € M une matrice, on note Zp; = {P € K[X] | P(M) = 0pm} et K[M] = {T (M), T € K[X]}.
Puis, pour toute matrice colonne X € E, on note également Ty x = {P € K[X] | P(M) x X = Og} ainsi que
K[M]|X ={T(M) x X,T € K[X]}. En partie I, nous avions obtenu 77 € Z4 x, et T € T4 x,.
1. Espaces de dimensions finis (4 passer en premiére lecture).
(a) Quelles sont les dimensions des espaces M et E?

(b) On note C(M) := vect{ M* k € N}. Montrer que C(M) = K[M] et est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de M.
On note 73y = dim C(M).
On admet également que K[M]X = {T(M) x X, T € K[X]} est un sous-espace vectoriel de E.

(¢) Montrer (C(M),+, X) est un sous-anneau commutatif de (M, +, X).



2. Idéaux

(a) Montrer que Zys et Zp x sont des idéaux de K[X].
Lequel est inclus dans 'autre.

On appelle polynéme minimal de M, noté mys, le polynéme de K[X] unitaire tel que (mwpr) = Zas.
On appelle polynéme conducteur de M en X (ou minimal de(M, X)), noté myr x, le polyndme de K[X] uni-
taire tel que (marx) = T x -

(b) Montrer que la famille (In, M, M?, .. Md=# ”M_l) est libre.
(¢) Montrer que C(M) = vect (I,,, M, M?,... MI=™ 1),
On pourra exploiter une division euclidienne par myy.
(d) En déduire que degmps = 3 (défini en 1.(b)). Quelle majoration pour degmys obitent-on ?

(e) Montrer que mas,x|ma (divise)

D. Lemme des noyaux

Soit M une matrice de M et 7; son polyndéme minimal.
S

On suppose que 7y se décompose en produit d’irréductibles : my; = H P
i=1
ol pour tout ¢ € Ny, P; est unitaire irréductible dans 'anneau euclidien K[X] et «o; € N*.
On note, pour tout i € Ny, K; = {X € E | P (M) x X = 0}, c’est un sous espace vectoriel de E.

1. On commence par montrer le lemme des noyaux : £ = K1 @ Ky --- @ K.
Pour cela on note pour tout 7 € Ny, Q; = H P;‘j. On a donc PQ; = mm
JENs\ {4}
(a) En exploitant une relation de Bézout, montrer que
S

VieN, 3 U € K[X] tel que I, = » _ Ui(M)Qi(M)

i=1

(b) En déduire que pour tout X € F, il existe (N;)ien, € K1 X Ko+ X K, tel que : X = ZNi'
i=1

(¢) Qu’en déduit-on pour la somme Ky + Ky + -+ K, ?

S
(d) On considére maintenant (z1, o, - xs) € K1 X Ko -+ x K, tel que in =0.
i=1
Montrer que pour tout i € Ny, z; = 0.

On pourra commencer par montrer que Q;(M)x; = 0 si ¢ # j, puis également j = i et exploiter la
relation trouvée en 1.(a).

(e) Qu’en déduit-on pour la somme K; + Ko + -+ K ?

2. On admet que si une matrice A € M n’est pas inversible,
alors il existe X € E tel que AX =0 (colonne nulle) - résultat démontré en cours mardi.
(a) Montrer que si mp; = Py X Po, avec deg Py > 0, alors nécessairement P; (M) n’est pas inversible.
(b) En exploitant le résultat admis ici, montrer que pour tout i € Ny, K; # {0}.
(¢) (*) Supposons que pour tout X € E tel que P*(M) x X = 0, on ait Pio"'*l(M) x X = 0. Montrer
M) =0
P; ’
En déduire I'existence de X € K; tel que P! (M) x X # 0.
Pour tout i € Ng, on considére un élément X; € K; tel que Pz-ai_l(M) x X #0

3. On montre maintenant qu’il existe X € M,, 1(K) tel que mar = mpr, x

qu’on a alors le résultat contradictoire

(a) Montrer que le polynoéme conducteur de M en X; est mar x, = P
(b) On rappelle que pour tout i € Ny, on note K[M]X; = {P(M) x X;, P € K[X]}.
Montrer que K[M]X,; C K;.
(¢) En déduire qu’on a la somme directe : @ K[M]X}, (a passer en premiére lecture).
heN,

(d) On note X = Z Xp. Montrer que my x = \/ mm,x, (PPCM).
heH heH



(e) Qu’en déduire concernant le degré de mps ?

4. Pré-décomposition de Frobenius.
On fixe i € N, et on note d; = deg P;*".

(a) Montrer que (X;, MX;,... M%~1X;) est une famille libre.

(b) On note R;, la matrice de M,, 4,(K) tel que pour tout j € Ny, Cj(R;) = M7 X, .
Evaluer (par produit en bloc de colonnes) la matrice M x R;.

(c) Donner une matrice F; « simple »de My, (K) telle que M x R; = R; x F;.

F; s’appelle la matrice compagnon du polynéme P;*.
En combinant bien toutes les matrices F;, on obtient la décomposition de Fréobenius de M.



CORRECTION - Activité Polynéme annulateur & espace cyclique

A - Etude de cas particuliers

1 1
1. Etude de A. On considere X; = -2 et Xo = 0
1 0
(a) Les calculs donnent
1 0 0 1
AX;=| -2 |=X; AXp=| 1 A’Xp =1 0 APXy=| -3
1 0 1 3
(b) Encore des calculs. ..
1+0+0-1 0
To(A) x Xy = A®Xy —3A%X, + 34Xy — Xo= | -3+0+3+0 | =[ 0
3—-34+0+0 0

(C) On a AX1 = Xl, i.e. (A - Ig)Xl =0.

Avec Ty = X — 1, on a T1(A) x X7 = 0 (colonne nulle).

(d) On reconnait : T = (X — 1)®. Donc T}|T; et ainsi :

AT, =Ti=X-1)etTy1 V=T, = (X —1)*

2. Etude de B.

(a) On note X =

—_ = =

-1
On a vu que BX = 0.
Si B était inversible, en multipliant par B!, on aurait X = 0, impossible.

La matrice B n’est pas inversible.

(b) Les calculs donnent :

0 0 2 2 0 2 0 2 0 O 2 2
1 0 1 -1 0 1 0O -1 1 0 1 0O 1 -1 0
2+ 3 _ 4 _
B 2 0 -1 1 0 B ) 0O 1 -1 0 B ) 0 -1 1 0
0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2
Donc B* = B2

(¢) Sin >4, alors
B" — Bn—4+4 — Bn—4 % B4 — Bn—4BZ — Bn—2
Notons pour n > 2, U,, = B" — 1,02} B> — 1,219 B>
eAlors Uy =B?> - By, —0=0¢t U3 =B>—0—B>=0.
eSoitneN, n>4:

Up = B" = 1,=2)B*> = 1,=19)B° = B"* — L=y B* — 1,219y B® = Up_»



Donc (Uzp+2)pen €t (Uzp+3)pen sont deux suites (matricielles) constantes.
Donc pour tout p € N : U0 = Us =0 et Uypyz = Us = 0.

B? sin=0[2]

. n __ 2 3 _
Vnz>24:B"=1,=B" +1,=z19B" = { B® sin=172

La formule est vraie pour n = 3, mais en revanche : B # B.

3. Etude de C
(a) Les calculs donnent :

-8 -9 —18 —20 —19 —46
Cc? = 6 7 12 et (%= 14 13 32
3 3 7 7 7 15

(b) On note 7 = X —2X% — X + 2. On a alors :

—20+16+2+2 —19+18+1  —46+36+ 10
7(C)=C%-20% —C+2I3=| 14—-12-2 13—14—-1+2 32—-24-38
7T—6-1 —7—-6-1 15—-14—-3+2

Ainsi  7(C) =C? —2C* — C + 213 = 0.

(c) On a alors C(C? — 2C — I3) = —2I3, donc

C x (;(13—%20—02)) = (;(134-20—02)) xC =13

5 7T =2

1 1
Donc la matrice C est inversible et C ™1 = (2(13 +2C — 02)> =3 -2 —4 4
-1 -1 0

(d) 1 est une (premiére) racine de 7. Le polynoéme m se factorise :

(X)) =(X-1)(X?-X-2)=(X-1)(X-2)(X+1)

Effectuons la division euclidienne de X" par 7.
IUQn, Ry) € K[X] x Ko[X] tel que X" = @), x ™+ R,.
On a alors en substituant en —1, 1 et 2 (les racines de 7) :

(D" =@u(=1)x0 +R,(-1)

1" =Q.(1)x0  +R,(1)
(2)" =Qn(2)x0 +R,(2)
Comme le degré de R, est inférieur a deux, R,, est le polynéme d’interpolation de LAGRANGE
X —1)(X -2 X +1)(X -2 X+1)(X -1
By (e KD =D)L (DX =)o (X)X 1)
(-1 -1)(-1-2) (1+1)(1-2) 2+1)(2-1)
= (*é) (X2—3X+2)—%(X2—X—2)+%(X2—1)
1
=5 ([(=1)" = 3+ 2" X2 + [-3(—1)" + 3]X + [2(—1)" + 6 — 2"T])
Et donc en substituant C' dans la relation X" = @,, X m + R,,, comme 7(C) = 0
1
pour tout n € N, C" = §([(—1)” —34+2"NC? + [=3(~1)" 4+ 3]C + [2(-1)" + 6 — 2" I3)
=3 (—=1)™(C* = 3C + 2I3) + (—3C* + 3C + 613) + 2" (C? — I3))
L - 9(2)" Tt —6(—1)"+24 —9(2)" Tt 12(—1)" +24 — 18(2)"**
=5 | 12+ 6(2)" T 6(—1)" —12+6(2)" Tt —12(=1)" — 12+ 12(2)" !
—6+3(2)" ! —6+3(2)" ! —6+6(2)"




0 —6 12 24 24 24
car C? —3C+2I5=[ 0 6 —12 |, -3C?+3C+6I3=| —12 —12 —-12 | et C?— I3 =
0 0 0 -6 -6 —6
-9 -9 —18
6 6 12
3 3 6
On trouve alors pour n = —1 :
L 24-92)°  —6(-1)7T'+24-9(2)°  12(-1)7" +24 -18(2)° L[ 1521 6
s 12+ 6(2)° 6(—-1)"'—12+6(2)° —12(-1)"'—12+12(2)° | = sl -6 -12 12
—6+3(2)° —6 +3(2)° —6+6(2)° -3 =3 0
En simpllifiant par 3 :
on retrouve ainsi C~* (Iinverse de C); donc la formule reste vraie pour n = —1.

(e) Soit P =aX?+ bX + ¢, polynéme générique de Ry[X].
Supposons que P(C) =0, i.e. : aC? 4+ bC + cI3 = 0.
On a donc le systéme (on raisonne par implication, donc si nécessaire, on fera une réciproque) :

—8a —2b 4c¢ =0

—9a —b =0

—18a —10b =0
6a +2b =0 —9a —b =0 —9a —b =0
Ta +b H4c =0 — 3a +b =0 <— 6a =0
12 +8b =0 Ta +b 4c =0 Ta +b 4c =0
3a +b =0
3a +b =0
7a +3b +c =0

Ainsi, nécessairement a =0, b =0 et ¢ = 0. Ainsi P = 0. Par contraposée :

Pour tout P € Ry[X], non nul : P(C) # 0.

B - Idéaux de K[X]

1. Soit m € K[X]. On rappelle que (7) = nK[X].
— 0=mx0, donc 0 € (m)
— Soient T1,T5 € (w), alors il existe @1, Q2 € K[X] tel que T} = 7Q; et To = 7Q5.
Donc Ty — Ty = 7(Q1 — Q2). Et comme Q1 — Q2 € K[X], T}y — T3 € (7).
— Soit T € (7) et R € K[X], alors il existe @ € K[X] tel que T' = 7@Q.
Donc TR = 7QR € () puisque QR € K[X].

() est un idéal de K[X].

2. Réciproquement, considérons un idéal Z de K[X] non réduit a {0}.

(a) Comme Z est non réduit a {0}, { deg P, P € T\ {0}} est non vide.
C’est un sous-ensemble de N. Donc (propriété du cours) :

{deg P,P € T\ {0}} admet un plus petit élément, noté r.

(b) Soit m € T tel que degm = r. Soit S € Z.
Faisons la division euclidienne de S par 7 :
Il existe un unique couple (@, R) € K[X] x K,_1[X] tel que S =7Q + R.
On a alors R =S5 — nQ.
Mais S € Z, m € Z, donc par stabilité multiplicative : 7Q € Z.
Puis par stabilité additive : R=S — 7@ € Z.
Si R#0,onadegRe {degT,T € Z\{0}} et deg R < r. Impossible.
Donc R=0et S = 7@, donc 7 divise S.

Autrement écrit : S € ().




(c) La question précédente a démontré que Z C ().
Réciproquement, comme 7 € Z et que Z est un idéal : 7Q € Z (pour tout @ € K[X]).
Ainsi () C T.

Par double inclusion : Z = ().

On dit que le polyndéme 7w engendre 1'idéal Z.

K[X]
™
On note My = Ms[n] si et seulement si My — My € (7)
(a) Il s’agit de montrer que la relation est réflexive, symétrique, transitive.
— Pour tout M e K[X], M — M =0=n x0 € (n), donc M = M[nr].
La relation est réflexive.
— Soient My, My € K[X], tels que M, = MQ[T[']. 11 existe Q S K[X] tel My — My = ﬂ'Q.
Donc My — M; = 7(—Q) € (7) car —Q € K[X].
Donc My = M, [n] et la relation est symétrique.
— Soient My, My, M5 € K[X], tels que My = Ms[n] et My = Ms[n].
Il existe Q1, Q2 € K[X] tel My — My = wQq1 et My — M3 = wQ5.
En additionnant : My — M3 = 7(Q1 + Q2) € (7) car Q1 + Q2 € K[X].
Donc My = Ms[n] et la relation est transitive.

3. Structure . On fixe 7 € K[X]. On note r = deg

= [n] est une relation d’équivalence sur K[X].

K[X]
(m)

(reste de la division euclidienne de @ par 7).

On note M, la classe de M pour cette relation d’équivalence et I’ensemble de ces classes.

. CKX] - Kie_q[X]
(b) Soit ¢ : 0 =  Q%r
Pour tout polynéme de T € K,_1[X], T € K[X] et @ (T) =T car degT < deg.
Donc T admet au moins un antécédent par ¢,.

pn est surjective

Soient M7, My € K[X]. On a les équivalences
Lp(Ml) = (,DW(MQ) < M1%7T = M2%7T s (M1 — Mz)%ﬂ' =0

Par linéarité de la division euclidienne. Et comme le reste est nul :

Lpﬂ-(Ml) = (pﬂ—<M2) < 7T|M1 — M2 < M1 = M2[7T]

K[X]
On en déduit que g7 = (7) — Kl

Q — Q%
(c) Soient My, N1, M3, No € K[X] tel que My = Ny[n] et My = Na[n].

est bien définie et est bijective.

7T|M1 — Nj et 7T|M2 — Ns :>7T|(M1 —N1)+ (MQ —N2) = (Ml +M2) — (Nl —|—N2)

Donc My + My = N1 + Na[n] ou de maniere équivalente : My + Ms = Nj + No.
Et M1 X M2 — N1 X N2 = Ml(Mg — NQ) + (Ml — Nl)N2

7T|M1 —Nl et 7T|M2 —NQ :>7T|M1(M2 —N2) —|—(M1 —Nl)NQ :Ml X Mg —N1 X NQ

Donc My x My = Ny x Na[n] ou de maniére équivalente : My x My = Ny X Na.

Les opérations + et X sont bien opérantes : indépendantes des représentants choisis.

K[X] —
On admet qu’ainsi ([], +, x) est un anneau.

(m)



K[X]

(d) Comme <(),+, X) est un anneau ; pour montrer que
b
de démontrer que tout élément non nul est inversible.
Supposons que 7 est irréductible.

=  K[X
Soit T' € X]
)

Comme 7 est irréductible et que 7w ne divise par T : # AT = 1.

D’apres l'identité de Bézout, il existe U,V € K[X] tel que Ur + VT = 1.
Donc 7|l = VT ie. VI = 1n], donc VXT =V x Q = 1.
K[X]

(m)

K[X]
(m)

,+, x) est un corps, il faut et il suffit

avec T # 0 i.e. m ne divise pas 7.

Ainsi T est inversible. Ceci est vrai pour tout 7 non nul. Donc

K[X]
(n) o
Soit A, B € K[X] tel que A x B=m, donc AXB =7 =0.
Supposons que deg B > 0, alors deg A = degm — deg B < deg.
_ X
Ainsi A ¢ () et donc A # 0. A est inversible (car ([ )]
T
On multiplie par A'.0=4 'x0=4'xAxB=B.
Donc 7|B et nécessairement m et B sont associés (deg B € [1, deg7]).
On a donc AB =71 = (deg B > 0 et 7 et B associés) ou (deg B =0 et 7 et A associés).
Ainsi 7 est irréductible.

est un corps.

Réciproquement, supposons que est un corps.

~

est un corps).

K[X] - _
Donc ( [X] ,+, x) est un corps si et seulement si 7 est irréductible.

()

,O Remarques !
On aurait pu faire un raisonnement en contraposée. En supposant w non irréductible et m = A X B, avec
deg A,deg B € [1,degm — 1].
Alors AXB=Ax B=7=0.
Et pourtant A et B # 0, sinon w|A ou w|B, donc A =0 car deg A < deg P. ..
K[X]
()

Donc n’est pas intégre (il posséde des diviseurs de zéros), il ne peut donc pas étre un corps.

K[X]
(m)

(e) On exploite la bijectivité de @, (qui est en fait un isomorphisme).
. —  K[X]
Soit Q € ——.
~(m)

0 (Q) € K,_1[X]. Il existe un r-uplet (ag, a1, ...ar—1) € K tel que

On admet également que ~ est bien définie sur K x

r—1 r—1
er(Q) = Zaka = Z axpr(XF)
k=0 k=0
d’apres la démonstration de la surjectivité en 3.(b).

r—1 r—1
Puis (par récurrence) : Z ap Xk = {Z apX* }
k=0 k=0

r—1
Le reste de la division euclidienne par 7 de T' = Z ap X" est T car degT <r —1 < deg P.
k=0
r—1
Done 77(Q) =T =B | »_ arX"
k=0
5 N kS T o KX .
Par injectivité de o : Q = ap X" = ZakX’f. Donc 6 Cvect(1,X,... X7 1)
k=0 k=0

K[X]
(m)

Comme chaque X* €

, on peut affirmer :

Kgfi] =vect(1,X,... X" 1)




Il reste & montrer que la famille (T, X,... X7 ~1) est libre.

r—1
Soient Ag, A1, ... Ar_1 tel que Z A XF =0.
k=0
r—1 r—1
On a donc Z)\ka =0ie. 7 Z)\ka.
k=0 k=0
r—1 r—1
Or deg7 > deg Z M\ X", donc nécessairement Z e XF =0.

k=0 k=0
Puis on applique la liberté de (1, X, .. . X" 1) et donc pour tout k € [0, — 1], A, = 0.
Ainsi la famille (1, X, ... X"~1) est libre.

K[X]
([], —|—,~> est un K-espace vectoriel de dimension 7.

(m) o
Une base est (1, X,... X71)

C. Polynémes annulateurs

On considére dans cette partie les deux espaces vectoriels M = M,,(K) et E = M,, 1(K).
On fixe M € M une matrice, on note Zyy = {P € K[X] | P(M) =0} et K[M] ={T'(M),T € K[X]}.
Puis, pour toute matrice colonne X € E, on note également Zy; x = {P € K[X] | P(M) x X = Og} ainsi que
KMX ={T(M) x X,T € K[X]}.
1. Espaces de dimensions finis.

(a) C’est une question de cours,

M et E sont bien des espaces vectoriels et dim(M) = n? et dim(E) = n

(b) Lorsque la famille génératrice est infinie, les éléments de I’ensemble sont les combinaisons linéaires
finis de ces éléments.

N e€C(M)<+= 3T CNfini 3 (\i)icr € R’ tel que N =AM’
i€l

n
En prenant n = max I puis pour tout ¢ < n, a; =W (i)\; puis enfin T = Z a; X"
i=0

NeC(M)<«<= 3T eK[X] tel que N =T(M)
Donc C(M) = K[M].
Par définition, C(M) est bien un sous-espace-vectoriel de M :

tous les éléments M* € M ; C(M) est le plus petit sous-espace vectoriel les contenant.
Comme M est de dimension finie, il en est nécessairement de méme de C (M) :

C(M) = K[M] est un sev de dimension finie de M et r); := dim(C(M)) < dim M = n?

(c) Soient Ny, Ny € C(M). Alors il existe Py, P> € K[X] tels que Ny = Py (M) et Ny = Py(M).

N1XN2:P1(M>XP2(M):( P1><P2 )(M):(PQXP1)<M):PQ(M)Xpl(M):NQXNl

multiplication de K[X]

Tous les éléments de C(M) commutent.

2. Idéaux

(a) Le polynéme nul appartient a Zps et & Zp x-
Donc ces ensembles sont non vides.
Soit P,Q S I]\/[7
(P-Q)M)=PM)-QM)=0-0=0
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Donc P —Q € Zyy.
Soit P € I)s et Q € K[X]

P x Q(M) = P(M) x Q(M) = 0 x Q(M) =0

Donc P x Q € Zy,.
Soit P,Q EIM,X,

(P-QM)x X =P(M)x X -QM)xX=0-0=0

Donc P —Q € Iy x.
Soit P € Iy et Q € K[X]

PxQM)xX=QxPM)xX=QM)xPM)xX=Q(M)x0=0

Donc P x Q € Iy x.

Iy et I, x sont des idéaux de K[X].

Si P € Iy, alors P(M) =0 et donc P(M) x X =0, donc P € Iy x

Iy C IM,X

On appelle polyndéme minimal de M, noté myy, le polynéme de K[X] unitaire tel que (mpr) = Zays.
On appelle polynéme conducteur de M en X (ou minimal de(M, X)), noté mas, x, le polyndme de K[X] uni-
taire tel que (7TM7)() = IM,X~

degmar—1

(b) Soient Ao, A1, .. Addegmy -1 € K tel que > AeM* =0.
k=0

degmp—1
Notons T, le polynéme Z A X*. On a donc T(M) = 0.
k=0
Donc T € Iy, done mp|T. I existe Q € K[X] tel que T' =y X Q.
Ainsi degT' = deg mps + deg Q. Or degmyy > deg T, donc deg @ < 0. Donc @ = 0.
Et par suite T = 0 et donc pour tout k € [0,degmar — 1], A\ = 0.

Ainsi, la famille (MO, M, ... Mdeg”M_l) est libre.

(c¢) Soient N € C(M). Tout élément de C'(M) est un polynéme en M.

Notons alors P = Zaka € K[X] tel que N = P(M).
k=0
. Effectuons la division euclidienne de P par 7.
1l existe donc (@, R) € K[X]? tel que P = Qmy + R avec deg R < deg .
Puis
N = P(M) = (Qmas + RY(M) = Q(M) x mag (M) +R(M) = R(M)

——
=0

Or R € Kaegry—1[X], donc il existe bo, by, .. . bdeg iy, —1 € K tels que R =Y by X*.
k

degmar—1
Donc N = > bM*
k=0
Ainsi on a démontré : C(M) C vect (MO, M .. .Mdeg”M_l).
Réciproquement : Pour tout k < degmy; — 1, M* € C(M).
Et C(M) est un espace vectoriel, donc vect (M°, M*, ... Mde™ 1)  C(M)

C(M) = vect (MO, M*,.. Mde™ 1)
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(d) On a trouvé une base de C'(M), elle est composé de degmy — 1+ 1 = degmas vecteurs.
Or dim C(M) = 7y, par définition en 1.(b).

degmy =1y =dim C(M) < n? = dim M

O Remarques !
Dans ces questions, on redémontre ce qu’on a vu en fin de partie précédente.
K[X —
Car il y a une bijection assez naturel de 0 : [X) — K[M], avec 6(S) = S(M).

(o
Le plus dur est de démontrer l'indépendance par rapport au représentant de la classe d’équivalence choisie.

(e) Par construction Ty = (mwpy), done mas € Zyy.
Or on a vu que Zps C Iy x, done mar € Iy x = (Tar,x)-

Donc WM,X‘WM

D. Lemme des noyaux

Soit M une matrice de M et 7 son polyndéme minimal.
On suppose que 7; se décompose en produit d’irréductibles :

s
Ty = HPiai
=1

ou pour tout i € Ny, P; est irréductible dans ’anneau euclidien K[X] et a; € N. On note, pour tout i € Ny,
K,={XeFE|P"(M)xX =0}

Le but de ces questions est de montrer qu’il existe X € M,, 1(K) tel que pupr = par,x et d’appliquer ce résultat
pour obtenir la décomposition de Frobenius.

1. On démontre maintenant le lemme des noyaux :
E:Kl@KQ...@KS

Pour cela on note pour tout i € Ny, Q; = H Pjaj. On a donc P™Q; = 7
JENs\ {4}

(a) On note pour tout i € Ny, Q; = H Pjo‘j.
JEN\{i}
Soit A tel que pour tout ¢ € Ny, A|Q;. Supposons A # 1.
Soit R, un facteur irréductible de A.
Alors R|Q1, donc comme R et Pa, ... Ps irréductible,
alors nécessairement R est un de ces nombres.
Donc il existe sg € [2, s] tel que R = Ps,.
Mais R divise aussi (5,, qui est premier avec P,,. Impossible
Donc A = 1.

Les polyndomes (Q; sont premiers entre eux, on peut appliquer la relation de Bézout

VieN,,3U; € K[X] tel que 1 =Y U;Q;
i=1

On applique alors cette relation en M :

VieN,,3U; € K[X] tel que I, = Y U;(M)Qi(M)
i=1
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(b) Soit X € E.
Si 'on multiplie cette matrice (de la questions précédente) par X, on a

X = L,X = Y U (0Q0DX

Notons pour tout ¢ € Ny, N; := U;(M)Q;(M)X, on a donc X = ZNi et
i=1

P (M) x N; = P (M)Ui(M)Qi(M)X = Ui (M) P Qy(M) X =0
7 (M)=0

Donc N; € K;

Pour tout X € FE, il existe (N;);en, € K1 X Ko+ X Ky tel que : X = ZNi‘

i=1
(¢) Cela signifie que (I'inclusion réciproque est évidente : K; C FE) :
Ki+Ko+: - +K,=FE
(d) On considére maintenant (z1, 2, - 25) € K3 X Ko+ x K; tel que Zmi =0.
i=1
Notons que pour i # j, comme P{*|@Q;, alors
Qi(M)zi = [ P=(M) B (M)z; =0
k#i,j —
=0,z;€K;
Alors en multipliant & gauche la relation 0 = Z x; par Q;(M), on trouve
i=1
0= Q](M) x 0= ZQ](M)Z‘Z = QJ(M)J}]
i=1
(car les autres termes sont nuls).
Et de méme, si on reprend la relation I, = Z Ui(M)Q;(M).
i=1
T =1, X T :ZUZ(M)QZ(M)JJJ = UJ(M)QJ(M).’)SJ = 0
i=1 Q7(M)I]:0 Qj(M)Ij:O

Ainsi pour tout i € Ny, z; =0

(e) On en déduit que la somme est directe

Kl@KQ@"'EBKs

2. On admet que si une matrice A € M n’est pas inversible,
alors il existe X € E tel que AX =0 (colonne nulle) - résultat démontré en cours mardi.

(a) Supposons que 7y = Py X Py avec deg Py > 0, donc deg Py < degmps. On a donc
(M) =0= P (M) x Po2(M)
Supposons que P; (M) soit inversible, alors en multipliant par (Py(M))™!, & gauche :
0= (P(M))"' x0=P(M)"'P(M)P,(M) = P»(M)

Donc Po(M) =0, P € Zps et donc 7| Py, alors que deg mps > deg Ps.
La seule possibilité est que P, = 0 et donc 7y, = 0, faux. Donc

Py (M) n’est pas inversible.

13



(b) D’apres la question précédente (de la partie précédente), P (M) n’est pas inversible.
Et d’apres le résultat admis : il existe X; € E tel que P (M)X; =0

Donc pour tout ¢ € Ny, K; # ().

(c) Si pour tout X € E tel que P* (M) x X =0, ona P* (M) x X =0.

D’apres le lemme des noyaux : on a vu que pour tout X € £ : X = ZNh avec N;, € Kj. Notons

h=1
— ™  a;—1 o
T=— =P ] E
' g ,
Alors pour tout X € E: n(M)X = Z?T(M)Nh.

h=1
Or pour h # i,
m(M)N, = PE=H (M) x [ P (M) x PP (M)N, =0
i —

Et de méme, comme N; € K, on a donc P*(M) x N; = 0, donc Pi‘”*l(M) x N; = 0 d’apres notre
hypothese.
Ainsi, on a aussi :
m(M)N; = [[ P{¥ (M) x P (M)N; =0

oy —_——

J#i -0
Donc pour tout X € E, 7(M)X = 0. Alors 7(M) =0 (il suffit de prendre X = E;, on trouve alors
C;(m(M)) = 0 colonne %)
Mais 7 est de degré strictement plus petit que 7wy, on a une contradiction avec la minimalité de my,.
Donc on n’a pas PP (M) x X =0 <= P* (M) x X =0.

1l existe donc X € F tel que P (M) x X =0 et P (M) x X #0.

On note, pour tout ¢ € Ny, X; € K; tel que Pz-o”_l(M) x X #£0
3. On montre maintenant qu’il existe X € M,, 1(K) tel que mpr = mpr x

(a) Soit mar,x, le polyndme conducteur de M en Xj.
Alors P € Ty x, = (7 x,). Done may x, | P
Or P; est irréductible, donc mar,x, = P avec a; < .

Mais par ailleurs, PP~ (M)X; # 0, donc 7y, x, = P ne divise pas P '
Donc a; > «;. Au final : a; = «a; et

le polynéme conducteur de M en X; est mar,x, = P;.

(b) Soit Y € K[M]X;. Il existe T € K[X] tel que Y = T(M)X;.
On a alors, par commutation des polynémes en M :
P (M)Y = PH(M)T(M)X, =T(M)PM(M)X; =0
———
=0

Donc Y € Kj.

K[M]XZ Cc K;

S
(c) Soient Y1,Ys---Ys tel que Vi € Ny, Y; € K[M]X; et ZYi =0.
i=1

Alors comme Y; est aussi élément de K;, on a une somme d’éléments de K;, nulle.
On sait que la somme des espaces K; est directe, donc nécessairement pour tout ¢, Y; = 0.

On a donc @ K[M]Xp.
heN,
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(d) On commence par montrer que 77, x est un multiple de chaque 7y x,, -
Il s’agit donc de montrer que pour tout h € Ny mar x, |7ar, x5 1-e. marx € I x, - Or

0= TM’X(M) X X = WM,X(M)(ZXh) = ZWM,X(M)Xh
h=1 h=1

Or 7y x est un polyndme, donc ¥V h € H, mar, x (M) X}, € K[M]X},.
Mais on a la somme directe @ K[M]X}, donc :
heN,

ZWM,X(M)(Xh> =0=—=Vhe NS7 WM’X(M)(X]—L) =0=—=Vhe N57 TM, X, |TM,X
h=1

Ainsi mps, x est un multiple de chaque 7z x, -
Montrons maintenant que c’est le plus petit. Soit T' € K[X] :

VheN,, myx,|T <=V heNg, T(M)x X, =0=T(M)x X =3 T(M)xX,=3» 0=0
h=1 h=1

Donc T € Ty, x et ainsi mar,x |7
Ainsi mps x divise tous les multiples des s x,

TM,X = \/ TM, X},
heN,

(e) De méme qu'on a démontré que K[M] était un espace vectoriel de dimension degmys, sous-espace
vectoriel de M, donc degmy; < n? (a priori),
on démontre que pour tout X, K[M]X est un espace vectoriel de dimension degms, x, sous-espace
vectoriel de E, donc degmas,x < n (a priori),
Or il existe X tel que my = mar,x, donc

degmpy < n

4. Pré-décomposition de Frobenius.
On fixe ¢ € Ny et on note d; = deg ;.
di—1
(a) Soient Ao, A1 -+ Ag,—1 € K tel que > Ay M"X; = 0.

h=0
di—1

Alors le polynéme T = Z A X" vérifie T(M)X,; =0, donc mpr x,|T.

h=0
Mais degT' < deg mas x, = d;. Donc nécessairement 1" = 0.

Par conséquent, pour tout h € [0,a; — 1], Ap, = 0.

(Xi, MX,, ... Md"'*lXi) est une famille libre.

En fait c’est une base de K[M]X;.

(b) On note R;, la matrice de M,, 4,(K) tel que pour tout j € N,,, C;(R;) = MI7'X; .
Le produit par blocs donne :

M x Ry =M x (X; MX; M?X;--- ME71X,) = (MX; M?X; M3X;--- MY X5)

(c) d;i = deg(P{*). On a P; unitaire. On suppose P = X% + a4, 1 X% +... 4+ a; X + ag. On a alors
P (M)X; =0, donc M%X; = —ag, {M%'X; — - —a; MX; — apX;.
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On a alors

0 0 —ag
1 D -
Rix| ¢ - - ; =(MX; M?>X; M3X;---M%“X;) =M x R;
: " 0 —ag,—2
0 -+ 0 1 —ag_
—F,

F; s’appelle la matrice compagnon du polynoéme P;*.
En combinant bien toutes les matrices F;, on obtient la décomposition de Fréobenius de M.
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