MPSI 3 - Fermat Pour le 25.04.17
2016-2017

Devoir a la maison n°9

Exercice - Calcul de déterminant par blocs
On considere dans cette partie A, B, C, D des éléments de M,,(C). On suppose que D x C' =C x D

1. Soit la matrice définie par blocs

M:(A B)EM%@)

A T’aide du produit ( g ) ( D On ), montrer que si la matrice D est inversible alors

det(M) = det(AD — BC)

2. Pour tout z € C, on pose D, = D — zl, et M, = < é DB > € My, (C).

(a) Montrer que det(M,) = det(AD, — BC') pour tout nombre complexe x ¢ S ou S est un
sous-ensemble fini de C.

(b) En déduire que l'on a det ( A B

c D>:det(AD—BC)désquerC:CxD.

Exercice - Théoreme de Cayley-Hamilton

Soit M € M,,(K). On définit pour tout ¢ € R,
x(t) = det(tl, — M)

appelé la fonction caractéristique de M.

1. On note pp, = (—1)? Z det MM ott MM est la matrice M auquel on a enlevé les lignes
c(ym)

n—p

et les colonnes d’indices 7 € I.
Calculer py et iy,

2. Montrer que x est une fonction polynomiale en t, de degré n.
Plus précisément, montrer que

Xar(t) = " 4 pat" ™ 4 gt e b i

3. Montrer de la méme maniere que L(t) =* com(tI,, — M) est une fonction polynomiale en ¢, de
degré n — 1 et a coefficients dans M, (K).

4. Calculer L(t) x (tI, — M), montrer que I'on obtient une matrice colinéaire a I,,. Exprimer ce
coefficient de colinéarité en fonction de x s (¢).

5. En déduire la relation de Cayley-Hamilton :

xm(M) =0



