Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°8

Sujet donné le samedi 2 mars 2024, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - DEVELOPPEMENT APPROCHE FRACTIONNAIRE

Objectifs du probléme :
Le but du probléme est de trouver la meilleure approximation rationnelle & degré(s) controlé(s) de n’importe quelle fonction & partir
de son développement limité.

Notation du probléme :
Lorsqu’il n’est pas explicitement précisé, le corps d’étude des polynémes ou des matrices est K = R ou C.
Sans confusion, on note pour tout polynéme P € K[X], [P], le coefficient de P associé au monéme X", et pour toute matrice
M € My (K), [M];,;, le coefficient en ligne i et colonne j de la matrice M.
w(a, P) désigne la valeur de l'ordre de multiplicité de a en tant que racine de P.

1 - 2
On rappelle que : tanz = z+ —2° + —2° + o(z®).
z—0 3 15

I Calculs et algorithme mystere

On considere I'algorithme mystére, qui prend comme argument : A € R[X], B € R[X] avec B(0) #0et n € N:

1myst(A, B,n):

Q=0

R=A

Pour 7 de 0 & n faire :
¢ = R(0)/B(0)
Q=Q+cX"
R=(R—-cB)/X

renvoyer (Q,R)

[CE e e ]

On étudiera et exploitera cet algorithme & partir des questions I.3.

I.1. On appelle secante, ’application notée sec et définie par sec : R\ {g +kmk€Z} >R,z — .
cosw

(a) Donner le DLg(0) de sec.
(b) Ou se trouve sec(z) dans le cercle trigonométrique pour un angle de z radians?
1.2. On note f: 2 +— — .
er —1
(a) Donner le DL3(0) de f: x> exm_ T
En déduire que f est dérivable sur R.
(b) Montrer que le DL3(1) de f est f(z) = . #(x -1+ M(x —1)%+ m(ac —1)*+ o((az — 1)3)
es1e—1  (e—1)2 2(e—1)3 3e—1)4
(¢) Donner le développement asymptotique f pour z — oo selon échelle £ : {(z“e”*), o, 8} & la précision ze .

1.3. Compréhension de I’algorithme myst
(a) On considére A = X* +2X”> — X +1et B= X> —3X 4 1 (pour cette question (a) uniquement). Evaluer myst(A, B, 2).
(b) Montrer qu’en ligne 7 de 'algorithme, on a bien toujours R — ¢B qui est divisible par X.
(¢) On note, pour le tour de boucle i, Q; et R; les valeurs prises respectivement par @ et R.
Montrer que pour tout i € N, Q; B + X" R; est constant (ou encore QB + X" R est un invariant de boucle).
(d) A quoi sert l'algorithme myst ?
En particulier, quelle est la relation obtenue avec les polynémes donnés par myst(A4, B,n)?
1.4. Exploitation de myst
(a) Comment exploiter l’algorithme myst pour obtenir le DL, (0) d’une fraction rationnelle ?
Retrouver la troncature d’ordre 4 du DLs(0) de sec (i.e. le DL4(0) de sec)
(b) Soit P =1+2X 4+ 3X%+3X% +2X* + X° et Q = X°. Montrer que PAQ = 1.
En exploitant myst trouver U et V tels que UP 4+ VQ =1
1
Décomposer F' en éléments simples en faisant les changements de variables Uy = X + 1 puis Uz = X — 1 et en exploitant
myst.

(¢) On consideére la fraction rationnelle F' =



IT Polynéme a coefficients retournés

On fixe un entier n.
On considére dans K[X], Iapplication 0 : P +— X98" P(1/X) si P # 0 et 6(0) = 0 et dans K,,[X], 0, : P — X" P(1/X).
d
II.1. Donner lexpression de 8(P) et 6,(P) si P = Zaka (avec d < n et aqg # 0 i.e. d = deg P).
k=0
I1.2. Applications : donner I'expression de §(P) et 0,(P) sin =5 et :
— Pi=1+2X+3X"+4X° +5x*
— P=-X"+X°
I1.3. A-t-on, pour tout polynéme P : § o (P) = P?
A-t-on, pour tout polynéme P € K, [X] : 0, 00,(P)=P?
Si la réponse est affirmative : on démontre le résultat ; si elle est négative : on donne un contre-exemple
I1.4. A-t-on, pour tout polynéme P,Q : 6(P 4+ Q) =0(P) +6(Q)?
A-t-on, pour tout polynéme P,Q € K,[X]: 6,(P+ Q) = 0,(P) +6,(Q)?
Si la réponse est affirmative : on démontre le résultat ; si elle est négative : on donne un contre-exemple
IL.5. On considére P € R,[X] avec deg P = d et [Py # 0.

(a) Montrer P(0) # 0

1
(b) Soit « une racine de P. Montrer que — est une racine de 6, (P).
a

1
(¢) Que dire des ordres de multiplicité p(a, P) par rapport a ,u(a7 0.(P))?

11.6. Comment décrire 'algorithme myst de la partie précédente a I’aide de 0 et des 0 et de la division euclidienne ?

III Matrices de Hankel et systéme inversible

On considére une suite ¢ = (¢m)men de nombres réels.
On fixe trois entiers p,q,n tel que p + ¢ = n. Et on considére dans cette partie une fonction f admettant un développement limité
n

d’ordre n en 0 : f(z) =, chxk + o(z™).

T—
k=0

P(X)
Q(X)

telle que deg P = p, degQ = q et f(z) — gg; = o(xPT9).

Notre but est de trouver une fraction rationnelle

Pour faire cette étude, nous aurons besoin de matrices particulieres.
On appelle matrice de Hankel de c et k, d’ordre n, la matrice notée Hﬁ(c) ou souvent simplement HY (si c est clairement sous-entendu) :

Ck Ck4+1 - Ck+4+n—1
: Ck+1 Chia T Ck
H,'; _ + + +n
Ck4+n—1 Ck+4n e Ck+2n—2

On a donc [Hf]” = Chtitj—2, Dour tout i,j € Ny,. HE est donc carrée, d’ordre n et son premier terme est [H§]1,1 = cg

P P —
II1.1. Montrer que si F' = 0 est une fraction rationnelle telle que Q(0) # 0, on peut choisir un représentant — de F' avec Q(0) = 1.

P a
P
On suppose qu’il existe P(X) = Zaka et Q(X) = Zkak, avec Q(0) =bo =1 et tel que (z) _ f(x) = o(z™).
_— Q(x) @—0
k=0 k=0
P a n
I11.2. Montrer qu’il existe un polynéme R € R[X] tel que Zaka — (Z b X") x (Z e X™) = X" x R(X).
k=0 k=0 k=0
II1.3. En déduire que (avec la convention by, = 0si h > q) :
k k q
Vke [[O,p]], ar = Zcibk_i Vke [[p+ l,n]], 0= Z Cibp—; = ch_jbj
=0 i=k—q j=0
II1.4. Puis montrer qu’on a les relations matricielles :
Co C1 C2 . Cp b a
0 Co C1 Cp—1 bpfl llpfl bq Cp+1
. S bg—1 Cp+2
X : = : et  Hy "7 x . =-
0 Co C1 bl a1 bl Cn
0 0 < bo ao



II1.5. Réciproquement, montrer que pour n = p + q, si Hf;*qJrl est une matrice inversible, alors il existe une fraction rationnelle dont
P
le numérateur P est de degré p, le dénominateur @ est de degré q et telle que 6 ait la méme partie principale que le DL, (0)

de f.

II1.6. Application : donner (si possible) une fraction rationnelle g tel que deg P =3, deg@Q = 2 et g =, tanx + o(mS).

Tr—r
Le DL5(0) de tan est donné dans I’énoncé.

IV Polyn6émes orthogonaux

On considére toujours une suite ¢ = (¢m)men de nombres réels.

On suppose que pour tout k,n € N*, la matrice H’Tf définie précédemment est une matrice inversible.
deg P

On considére également I'application linéaire ®., plus souvent notée ® : ® : R(X] - R, P — Z [Plrck-

k=0
Cette application est qualifiée de linéaire car elle vérifie : V A\, p € R, P, @ € R[X], ®(AP + pQ) = A®(P) + p®(Q) (admis).

On dit qu’une famille (T%)ren de polyndmes est orthogonaux par rapport a (la suite) ¢ si :
— Pour tout k € N, deg Ty = k.
— Pour tout k£ € N; et pour tout i < k, @(Xi xTx) =0
On dit que (T%) est une famille de polyndémes orthogonaux unitaires, si, en outre, chaque T} est unitaire.

IV.1. Autour de ®.
(a) Pour tout k € N, et tout P € R[X], exprimer (sans démonstration) [P]x en fonction de la dérivées d’ordre k de P.
(b) Pour tout i € N, que vaut ®(X*)?
IV.2. Relation entre familles de polynémes orthogonaux. Unicité d’une famille unitaire.
(a) Montrer que si (Tx)xen est une famille de polyndmes orthogonaux par rapport a ¢, alors il existe une famille de polynémes
orthogonaux unitaires par rapport a c.
On donnera un moyen simple d’obtenir cette seconde famille a partir de (T} )ren.

(b) Montrer que si (Tk)ken est une famille de polyndmes orthogonaux, alors pour tout n € N et R € R,,—1[X], ®(R x T5,) = 0.

On considere (Si) une famille de polynémes orthogonaux et unitaires tel que V k € N, deg S, = k.
On suppose également que, pour tout k € N, @(S;%) #0.

(¢) Monter que pour i < k, ®(S;Sk) = 0.
deg P
(d) Montrer, que pour tout P € R[X], il existe une famille (Ao; A1, . .. Adeg p) € R¥EFH! tel que P = Z AilS;.

i=0
On pourra raisonner par récurrence sur deg P.
O(SpP
Montrer alors que pour tout k € [0,deg P], A\x = %
k

n—1

B(SKX™)

a(s7) *

(e) Déduire des deux questions précédentes que S, = X" — Z
k=0
(f) Montrer qu’il existe au plus une famille de polynémes orthogonaux unitaire.

n
(g) Montrer que pour tout n € N, ®(S7) = &(X"S,,) = Z[Sn}ici+n
i=0
IV.3. Existence d’une famille de polynémes orthogonaux unitaire.
n—1
P(SEX™
La relation nécessaire trouvée en 2.(e) : S, = X" — Z %Sk permet de définir une famille de polynémes orthogonaux
k
k=0
unitaire par récurrence. Il suffit donc qu’a chaque étape (définition de S, & partir de So,...Snh—1) on ait @(Sz) #0 (k<n).
On fixe n € N*. On suppose que ’on a construit (Sp, S1, ... Sn,—1) orthogonale et unitaire et S,, est définie comme précédemment.
(a) On note S |, la matrice colonne dont le coefficient en ligne i est [Sy]i—1.
Evaluer HgH x S | (on rappelle que H,?H est une matrice de Henkel définie en partie III).
(b) Montrer que S | est non nul.
(¢c) Montrer que si ®(S2) = 0, alors S | est nécessairement nul. Conclure.
IV.4. Relation de récurrence pour les polynomes orthogonaux et unitaires.

On considére la famille (Si) de polyndmes orthogonaux (pour ®) unitaires. On fixe n € N.
(a) Montrer qu’il existe un unique couple (a, R,) € R x R,,—1[X] tel que : Sp41 = (X +a) X Sy, + Rn
(b) Montrer que pour tout j < n — 1, ®(S;R,) = 0. En déduire qu’il existe b € R tel que R, = bS,_1.

(X S7)

(¢) Montrer, alors que a = oS et b= —%



On définit, réciproquement, par récurrence deux familles de polynémes : (Qr)re[—1,+o00[ €t (Pk)ke[—1,400] PATL :

Q-1=0
QO:1 P_lzfl
Py=0

P(XQ%) —®(X"Qu)

—m XQk‘i‘ka—l VkeN: Poy1 = (X —ag) X P+ bpPr—1
——— ~—_——

VEeN:Qrr1=1|X
=ay, :=by,

(On rappelle qu’on a vu que pour (S,) : ®(S2) = ®(X"S,,), on peut montrer aussi que ®(XS,S,_1) = ®(X"S,).)
IV.5. On considére ces deux suites de polyndmes, mais dans le cas général (¢ presque quelconque).

c
(a) Montrer qu’on trouve bien @ = X — —-
Co

(b) On note pour tout n € N, T), = QnPr—1 — Qn-1Pn.
Quelle relation simple existe-t-il entre T),4+1 et T, 7

(¢) En déduire P, A Qn.

P
IV.6. Lien entre — de la partie III et les polynémes orthogonaux.

Q

q
On rappelle que nous avons vu en partie IIl : V k € [p+ 1,n], ch_jbj =0etbh =1
j=0

P
(a) Montrer que si — et une approximation de f (associée a (c¢)) d’ordre n = p + q avec p = ¢ — 1, on a nécessairement

Q = 0q(Sn)
(b) (*) Conclure qu’a partir des polynémes (Qn) et (P,) obtenue par la récurrence, on a la relation :
O(Pn) 2n—1
= f(z)+o(x
oo ! () + o )
2n—1
N _ k 2n—1
ou f o kz_; cpz” + o(x )



Correction

PROBLEME - DEVELOPPEMENT APPROCHE FRACTIONNAIRE

I Calculs et algorithme mystere

On considére I'algorithme mystére, qui prend comme argument : A € R[X], B € R[X] avec B(0) #0 et n € N :

1myst(A, B,n):

Q=0

R=A

Pour ¢ de 0 & n faire :
¢ = R(0)/B(0)
QRQ=Q+cX"
R=(R—-c¢B)/X

renvoyer (Q,R)

W N O U s W N

I.1. On appelle secante, 'application notée sec et définie par sec : R\ {g +kmk€Z} >R,z —
(a) Donner le DLg(0) de sec.

cosx’

0 € Dgsec. Au voisinage de 0
1 1

sec(z) = =
20 COST 15 1 4 1 & 1 3 8)
1 (2222 . 6
(2”6 5% T 720" " 030" TO@)
u~z2/2
=, 14+ u+u® +u® 4+ u* + o(u?)
z—
1 5 1 4 1 1 8) 1 5 1 4 1 6)2 (12 14)3 (12)4 4
= 1 — —_ — —_— _—— — _— —_— — _— —
e0 ’ ng 524I +1 72%(a]:+ 9610320% 14_:5%24?70 +2§;20+ 7122%5 ’ Qx 24$ ' 2x o)
_ qq L2, 5 a4 - 6, — - 8 8
Do T %‘” + 254I + o 720 271; + 40320 v o)
_ qql2. 5 4 6l s 8 8
o 1T T T e® o o)

54, 0L o 217 o

sec(w) = 1+57 45 720 8064

xTr—r

(b) Ou se trouve sec(z) dans le cercle trigonométrique pour un angle de z radians?

On a sec(z) = sec(z) = i

Donc d’apres le théorémeC c()iSeIThalés : sec(z) est & 1 ce que 1 est & cos(z) ; ou encore il faut trouver un triangle naturel avec
1 et cosx comme deux des trois cotés, puis trouver un autre triangle, semblable au premier, ou 1 est la mesure d’'un c6té
associé a celui de cos z, alors dans ce triangle sec(x) sera la longueur du c6té associé & 1 pour le premier triangle.

C’est exactement ce qui se passe pour les triangle ABC et AB'C’ de la figure :

— Ils sont semblables

— AB =cosz et AC=1

— AB' =1

Donc AC’ = sec(x).

4 -08 -06 04 02

3

. . . ™ e e el s
On imagine ce qui se passe pour des angles x € ] CEY [, par périodiicité.




x
1.2. t : .
On note f :E>—>ex_1

(a) Donner le DL3(0) de f: 2z — ezx_ T
En déduire que f est dérivable sur R.

Onae®—1 = x+ x + 6:10 + —m + o(z") (on part & l'ordre 4 car il y aura une simplification par ).
x—0
Donc, au voisinage de 0:

flz) = :17u+u27u3+0(u23)

= 1—(11:—0— - +ix3>—|—(1x+1x2>2+(73:)3+0(z3)
20 12 6 24 2 6 2
2

1 , 11 s
x+< + )er( 2116 8)$+O(x)

flz) = 1—%:5—&—%:524—01’3—}—0(303)

z—0

f est, par division dérivable sur son ensemble naturel de définition : R*.
Puis, f admet un DL;(0), donc elle est continue et dérivable en 0.

‘ f est dérivable sur R. ‘

1 1 3e — ¢ e —2e% — 2¢

(b) Montrer que le DL3(1) de f est f(z) s(@—1)+ m(z —1)%+ e 1) (x—1)°+ o((m — 1)5)

o1 e—1 (e—1)

On poset =2 — 1 <=2z =1+ 1. Au voisinage de 1 pour x ou de 0 pour ¢ :

1+t 1+t 1+1¢

I@) = w1~ —1+ex 81t+: “1te(l+t+ 12+ 13+ o(t3))
=0 (e = t+2(e nt* + st +o(t?) B
50 —11—1— (1t <1 = lt+ 2(66— 1)t2 * 6(66— 1)t3 +O(t3))
=0 i(l A [e i ' 2(66* 1)t2 * 6(ei 1)t3} * [eilt—’— 2(6(i 1)752]2 Bl [ﬁt]s +0(t3))
2 2 3
150 i(l_kt) 1= ei1t+[_2(ee_ 1) + (e — ‘ )2]t2+[—6(ee_ ) + (eil)Q - (6i1)3}t3+0(t3))
= 0ty 176f1t+2(e:j16) 2766?64_61)+et+ o(t?)
50 ﬁ 1+[1_e ]t+[(ej_1e)2_ - ] +[(e+1e)2_e6?;4e ;_e]t-i-( ))
150 ei 1 1= e1 lt + ;EZ : i)ztz * 631;(<32i 1;326753 +o(t?)
On trouve donc, pour x au voisinage de 1 :
@) =, - e 0 e - 1 S 1 (- 1))

(¢) Donner le développement asymptotique f pour x — +oo selon P’échelle L : {(:co‘em)7 a, f} & la précision ze 7.

L’ordre de I’échelle est donné par les équivalences suivantes :

<p
" g z¥el® . AT, B
e’ = o(maeﬁz><:> lim ——- =0<«= lim R DL | PR ou
Tr—+o0 Tr—+o00 T 61:’e x—+o00 ﬁ _ ﬂ/ et a < O[/

On fait le développement asymptotique en question. Comme e” est dominant au voisinage de +oo :

oo ﬁ =ze "[l—e " =z "[l4e " e 4 o(e”™)

72z+x673z+0(x673z)

fl@) = ze " +ze

1.3. Compréhension de l'algorithme myst



(a) On considére A = X +2X? — X +1et B= X> —3X 4 1 (pour cette question (a) uniquement). Evaluer myst(A, B, 2).

On note 7 & gauche qui indique le tour de boucle :

i c Q R

-1 0 XP42X" - X +1

0 |1/1=1 X%=1 (X2 42X - X +1-X 43X - 1)/X =X+ X +2
1 [2/1=2 142X (X 4+ X+2-2X> 46X -2)/X =-X+7

2 | 7T/1=T7|1+2X +7X? (—X +7—-7X>+21X —7)/X = —7X +20

On a donc myst(A, B,2) = (1 +2X + 7X°, —7X + 20).

(b) Montrer qu’en ligne 7 de 'algorithme, on a bien toujours R — ¢B qui est divisible par X.

P est divisible par X est équivalent a 0 est racine de P.

Or (R — ¢B)(0) = R(0) — ¢B(0) =0 car ¢ = %, donc

’ On a bien toujours R — c¢B qui est divisible par X.

(¢) On note, pour le tour de boucle i, Q; et R; les valeurs prises respectivement par Q et R.
Montrer que pour tout i € N, Q; B + X" R; est constant (ou encore QB + X" R est un invariant de boucle).

Lors de la boucle i + 1, on a :
Qi1 = Qi+ X" avec ¢ =

Donc

R;(0)

#(O)’ puis Riy1 = (R; —¢B)/X, donc XR;41 = R; — ¢B.

Qit1B+ X"™Riz1 = QB+ X' B+ X" R, — cX'""'B=Q:B+ X"'R;

(d) A quoi sert l'algorithme myst ?
En particulier, quelle est la relation obtenue avec les polynémes donnés par myst(A4, B,n)?

Initialement, cette suite vaut : Q_1B + X°R_; =0+ 1A = A, donc elle est tout le temps égal & A.
Et en fin de boucle, on trouve

A=QB+ X" R avec (Q, R) = myst(A, B,n).

On notera que @ est de degré au plus n.
En fait, il s’agit de la division euclidienne de A par B dans le sens des puissances croissantes jusqu’a l'ordre X™. Sur
I’exemple précédent, on a

1-X 42X+ X°=(1-3X 4+ X*)(1+2X +7X°) + X?(20 — 7X)

I.4. Exploitation de myst

(a) Comment exploiter l’algorithme myst pour obtenir le DL, (0) d’une fraction rationnelle ?
Retrouver la troncature d’ordre 4 du DLg(0) de sec (i.e. le DL4(0) de sec)

A
On trouve avec l'algorithme précédent : = = Q + X" R olt R est un polynome, donc borné en 0.

A A
Cela donne donc au voisinage de 0 : ng =, Q(z) + o(z™) ot Q est un polynéme de degré n, c’est le DL, (0) de B
Ty Lya 1y 1 s .
Donc calculons myst(1,1 2X + 24X 720X + 40320)( ,4). On trouve :
i c Q R
-1 0 1
1 1 3 1 5 1 7
0 1 L 2X 24X + 720X 40320X
1 1., 1 4 1 e
1] o0 1 S X X
2 24 + 720 40320
1 1,2 5 7T o3 3 5 1 7
2 | = 14X 2x o L xdy 2 x5 _x
2 + 2 24 360 * 4480 80640
5 7T 2 3 4 1 6
1+ =Xx7? L i M) G ——
3 0 + 24 60 + 4480 80640
5 1,2, 5 4
4 | = |14+=X"4+-—-X
24 | 1T T i




1 1 5

1 - 1 1
lors 1l=(1—=X?>+ —X*— — X%+ — X1 +-X2+ XY+ Xx°
On a alors ( 5 +24 50 —|—40320 )( —|—2 —|—24 )+ X R4
1 15 5 4 4
- = 1+4= =
sec() cos(z) z—0 Tt gy” +o(a’)

Soit P=1+2X +3X% 43X +2X*+ X° et Q = X°. Montrer que P A Q = 1.
En exploitant myst trouver U et V tels que UP 4+ VQ =1

@ admet une seule racine (dans C et dans R) : 0 qui est d’ordre 5.
Donc si A = P A @, nécessairement, 0 est racine de A (ou X|A).
Dans ce cas, comme A|P, on aurait P(0) = 0. Ce qui est absurde.

On cherche donc 1 = PU+X°V. En appliquant l'algorithme myst & 1 et P, a 'ordre 4, on trouve la réponse a cette question.

i c Q R
1 0 1
0| 1 1 —2-3X —3x%-2x°% - x*
1| -2 1-2X 143X +4Xx% +3X3 +2x*
2 |1 1—2X + X2 1+XxX—Xx*
31 1-2X+ X2+ X3 ~1-3X —-3Xx%-3x%-—x*
4 | -1 |1-2x+Xx?+x%-x* 1+ X3+ x*
On trouve donc
P Q

=~
1=(1+2X +3X2 43X 42X + X*) (1 —2X + X* + X® — XM + X° (-1 + X* + X*%)

1

(- 1)1

Décomposer F' en éléments simples en faisant les changements de variables Uy = X + 1 puis Uz = X — 1 et en exploitant
myst.

On consideére la fraction rationnelle F' =

Les poles de F' sont 1 et —1, chacun d’ordre 4.
Donc il existe a1,b1,c1,d1,a-1,b_1,c_1,d_1 tels que
al b1 C1 d1 a—1 b_1 C_1 d_1
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Si on multiplie par (X — 1)* cette relation, on trouve :

1

(X —1)'F(X) = X+

=di+a(X-1D)+0h(X -1 +a (X -1)>*+ (X -1)*

Puis en posant U; = X — 1 et multipliant par §(Ui + 2)27 on trouve
1= (U1 +2)* % (di + a1Us + 01U + a1 UY) + UL R(UY)

Et donc en appliquant myst 8 A=1et B= (X + 2)4 = X*4+8X% +24X? + 32X + 16, le polynome @ obtenu nous donne
directement tous les nombres a1, b1, c1 et di.
La division par la puissance croissante (i.e myst) donne :

1 1

5 5
1=(164+32X +24X% +8X> + XM (— — =X + — X2 - =X+ X'Ri (X
(16 + + +8X” + )(16 3 +32 3 )+ 1(X)

Et de maniére symétrique (en posant Us = X + 1, on est amené a calculer :

1 1 5 5

_ _ 2 3 N O w2, 9 3 4
1=(16 — 32X + 24X~ — 8X +X)(16+8X+32X +32X)+X Ry(X)
Et donc
1 =5 n 5 B 1 n 1 n 5 n 5 n 1 n 1
(X2 —1)% 7 32(X —1)  32(X—1)2 §(X—-1)3  16(X —1)*  32(X+1) 32(X+1)2  8X+1)3  16(X +1)4




IT Polynéme a coefficients retournés

On fixe un entier n.
On considére dans K[X], Papplication 6 : P — X9 P(1/X) si P # 0 et 6(0) = 0 et dans K,[X], 0, : P — X"P(1/X)

d
II.1. Donner lexpression de 8(P) et 6,(P) si P = Zaka (avec d < n et aqg # 0 i.e. d = deg P).
k=0
d . d d
0(P)(X) = X¢ Zakﬁ =3 X = "ag X"
k=0 k=0 h=0
d 1 d n
en(P)(X):XnZakﬁ:Zaan_k: Z anfhxh
k=0 k=0 h=n—d

I1.2. Applications : donner expression de 0(P) et 0,(P) sin =75 et :
— P =1+2X +3X%+4X° +5X*
— P=-X"+X°

O(P)(X) =5+4X +3X% +2x° + x* 05(P1)(X) =5X +4X° +3X% + 2X* 4 XxP

O(P)(X)=1-X° O5(P2)(X)=1-X*

II.3. A-t-on, pour tout polynéme P : o 0(P)=P?
A-t-on, pour tout polynéme P € K,[X] : 6, 00,(P)=P?
Si la réponse est affirmative : on démontre le résultat ; si elle est négative : on donne un contre-exemple

Si on reprend le cas avec n =5 et Ps = —X + X2, par exemple, on trouve : 0 o 0(P3)=01—-X)=-1+X # Ps

’ Donc on n’a pas pour tout polynéme P, 6 o (P) = P. ‘

En revanche, pour P = Z ar X® € R, [X] (méme avec a, = 0...), on trouve :
k=0

n n n

0, (6, (P)) = X" Zan,h% =S a X" =Y axt = p

h=0 h=0 k=0

\vpeKn[X}, 0, 0 0, (P) :P\

11.4. A-t-on, pour tout polynome P,Q : 6(P 4+ Q) =0(P) +6(Q)?
A-t-on, pour tout polynéme P, Q € K, [X] : 0,(P+ Q) = 0.(P) +6,(Q)?
Si la réponse est affirmative : on démontre le résultat ; si elle est négative : on donne un contre-exemple

Prenons un contre-exemple : P = X, donc §(P) =1et Q = X? —1, donc 0(Q)=1-— X2,
Et pourtant (P 4+ Q) =0(X*+ X —1) =1+ X — X* #2 - X* = 0(P) + 0(Q).

n

En revanche, pour tout P = Z aka, Q= Zkak € Ry [X] (méme avec a, =0, b, =0...), on trouve :
k=0 k=0

n n n

0n(P+Q) =D (an-n+bon)X" =D an a X"+ by nX" = 0.(P) +6a(Q)

h=0 h=0 h=0

‘ 0 n’est pas linéaire. 6,, est linéaire. ‘

IL.5. On considére P € R, [X] avec deg P = d et [P]o # 0.
(a) Montrer P(0) # 0

P(0) = [Plo. Donc par hypotheése :




1
(b) Soit a une racine de P. Montrer que — est une racine de 6, (P).
a

Nécessairement, o # 0, d’apres la question précédente.

On a ensuite . .
1 ()= () () = (8) <o =o

1
> est une racine de 0, (P).

1
(¢) Que dire des ordres de multiplicité p(«, P) par rapport & u(—,
@

0,(P))?

Soit « une racine de P. On note m = u(a, P)(< n) son ordre de multiplicité.
Donc il existe Q € K[X] tel que P = (X — &)™ Q avec Q(a) # 0 et deg Q = deg P — m.

On a alors 1 1 m 1 .
t(P)=X"x P () =X" (g -a) Q(g)=0-ax)"xx""0(5)
Comme deg@Q < degP —m < n—m, donc X"~ "Q (%) = 0ph—m(Q) est un polynéme de K, _.,[X].

Ainsi, il existe Q € Kn—m[X] tel que 0,(P) = a™ x (l — X) x Q.
a

1
Par conséquent — est une racine de 6,(P) d’un ordre supérieur ou égal & m = pu(a, P).
a

—_

1
Puis, on a donc @ = = racine de 6,, 0 0,,(P) d’un ordre supérieur a p (—, Gn(P)).
a

1
(3

On a donc une double inégalité : m < p (l, 0 (P)) <m.
a

Ainsi p (é,@n(P)) =m=pu(a, P).

II.6. Comment décrire 'algorithme myst de la partie précédente a I’aide de 0 et des 0 et de la division euclidienne ?

. 1
Sion a (Q,R) =myst(A, B,n), on a donc A = BQ + X""'R.

Cette derniere opération est une division euclidienne par croissance des puissances, la ou la division euclidienne classique se
base sur une progression décroissante des puissances. Il faudrait donc utiliser 6 ou € avec un k bien choisit.

1(x)-2(x)e(3)+ wmr(x)

Donc en multipliant par X™ (m non encore stipulé), afin de réduire le coefficient devant R :
1 1 1 o1 1
X"Al=)=X"B(= - xmr —=
(X) (X)Q<X) R(X)

e 1
Puis, pour que cette relation soit une division euclidienne, il faut qu’on ait que des polynémes donc que X™ "~ 'R (Y) soit

1
Si ’on compose d’abord par — :

polynomial ce qui nécessite que m —n — 1 > deg R, lui méme ayant un degré strictement plus petit que celui de B.
Notons donc b = deg B et prenons alors m = b — 1+ n + 1., cela donne :

—14n 1y 1 n 1 _ 1
xa () =xm (g) < e )+ R(x)
Opint1(A) =0(B) X 0p41(Q) +0p—1(R)  avec degby_1(R) < degf(B)

Cette dernitre égalité est donc LA division euclidienne de 8°" ' (A) par 6(B).
Pour terminer, on exploite le fait que 6 o 0 = idg, [x]-
Ainsi si (Q, R) = myst(A, B,n), alors

Si Odeg Brnt1(A) = 0(B) x Q + R (division euclidienne de qeg 54+n+1(A) par (B)), on a Q = 0,11(Q) et R = 0,_1(R).

IIT Matrices de Hankel et systéme inversible

On consideére une suite ¢ = (¢m)men de nombres réels.
On fixe trois entiers p,q,n tel que p + ¢ = n. Et on considére dans cette partie une fonction f admettant un développement limité
n

d'ordre nen 0 : f(z) = chxk + o(z").

z—0
k=0

P(X P
Notre but est de trouver une fraction rationnelle QEX; telle que deg P = p, deg Q@ = q et f(x) — (2) = o(zT9).



Pour faire cette étude, nous aurons besoin de matrices particulieres.
On appelle matrice de Hankel de c et k, d’ordre n, la matrice notée H,’f(c) ou souvent simplement HE (si c est clairement sous-entendu) :

Ck Cl+1 e Clk+n—1
k Ck+1 Chtz T Ck
HY = + + +n
Ck4+n—1 Ck+4n e Ck+2n—2

On a donc [H}]ij = ¢ryitj_2, pour tout i,j € N,,. H) est donc carrée, d’ordre n et son premier terme est [H}]1.1 = cx

P J—
II1.1. Montrer que si F' = — est une fraction rationnelle telle que Q(0) # 0, on peut choisir un représentant — de F' avec Q(0) =

Q

Qll ™l

Puisque Q(0) # 0, on peut factoriser @ par Q(0) = [Q]o, on a donc Q(X) = E [Qlx X" = [Qo] x (1 + E %Xk>
0
k=1

k=0

5151k 1Pl o
Notons alors Q@ =1+ kz:; [Q]o , puis P = Z Q]o

On a donc .

P _ [Qlo x P _P_

Q [QRoxQ@ @

‘ On a donc trouvé un représentant de F' dont le dénominateur vaut 1 en 0. ‘
; P(z)
On suppose qu’il existe P(X) = Z ar X" et QX Z b X", avec Q(0) = bp =1 et tel que - f(x) o(z™)
Q(x) z—0
k=0 k=0
P
III1.2. Montrer qu’il existe un polynéme R € R[X] tel que Zaka Z b XF) chXk) = X" x R(X).
k=0 k=0
Notons S(X) = Z e X", Assurément, T := P — Q x S est un polynéme car K[X] est un anneau.
k=0
Notons ko, la valuation de T'. Ainsi son terme de plus bas degré) est dy, X§ (i.e. diy # 0 et V k < ko, [T]x = 0.). Et donc X*°|T
-y . . P(X) T(X)
On a l’égalité des fractions rationnelles : ——= — S = ——.
o) ST o
Puis, comme S(z) est la partie principale du DL, (0) de f, on a f(z) = S(z) + o(z"), donc :
T(z) _ P(x) n n
= — f(x)+o(z") = o(x
Q) ~ 0@ () + o(z") = o(z™)
Or T(z) ~a—0 droz™ et Q(z) — 1, dont Q(z) ~u—o 1 et % ~ dyo ™.
x
Comme ce dernier est négligeable devant ", nécessairement : kg > n, donc ko > n+ 1, et ainsi : X "+1|X ko |T', par transitivité.
P
11 existe donc un polynéme R € R[X] tel que Zaka Z b X") chXk) = X" x R(X).
k=0 k=0
I11.3. En déduire que (avec la convention b, = 0 si h > q) :
k k q
Vke[0p], ar =) cibr VEelp+1n], 0= Y cbri=» cksb
i=0 i=k—gq j=0

Effectuons le produit (de Cauchy) entre les polyndmes Q et S (avec la convention : by, =0si h > get cp si h >n):

q n n+q k
Zkak X ZCka = Z (Z bicki>
k=0 k=0 k=0 \i=0

k k
Ainsi, pour tout k£ < n, le coefficient de ce produit associé au monéme X" est Z bick—; = Z cibr—j.
i=0 =0
Et ainsi, d’aprés la relation précédente, comme [X" ' R(X)], = 0, dés que k < n, on trouve :

k k q
Vke [[O,p]]7 ak:ZCibk—i Vke [[p—!—l,n]], 0= Z Cibkfi:z:ckfjbj
i=0 i=k—q J=0




Dans cette derniére somme, 7 varie entre 0 et k a priori, mais comme by_; est nul pour k£ — ¢ > g, i.e. ¢ < kK — g, on peut
commencer la somme pour i =k — q.

II1.4. Puis montrer qu’on a les relations matricielles :

co €1 C ... ¢
P by ap b .
0 c ¢ -+ cpo1 b q p+1
p—1 ap—1 b
p—q+1 a1 r+2
X = et H, X =—
0 Co C1 bl a1 bl Cn
0 0 bo ao
C C1 C2 C
(;) P by,
Co C1 Cp—1 bp71
Effectuons le calcul matriciel : T : X
. 0 Co C1 bl
0 -« ... 0 o bo

Il s’agit d’une matrice carrée d’ordre p + 1 multiplié & droite par une matrice colonne de p 4+ 1 éléments.

Le résultat donne donc une matrice colonne de p + 1 éléments également.
p+1

Son coefficient situé en ligne ¢ est : Z[M}” [B];-
j=1
Or en ligne ¢, les coefficients de M sont nuls jusqu’a la colonne ¢ — 1, puis ils valent ¢y (en ), ¢1 (en i+ 1) ...c;—; (en j);
alors que le coefficient [B]; vaut bp—j+1.
On trouve donc comme coefficient

p+1 p+1 p+1 p+1l—i
D My Bl =Y [M]ig[Bl; =Y cjmibpyin = D enbpii-ion = apii
j=1 Jj=i Jj=i h=j—i h=0

On trouve ainsi le résultat du premier calcul matriciel. (Remarque : il est possible que p > ¢ et donc b, = 0...)

—qg+1 bq—l
Effectuons le second calcul matriciel : HY ™77 x

b1
Il s’agit d’une matrice carrée d’ordre ¢ multiplié & droite par une matrice colonne de g éléments.
Le résultat donne donc une matrice colonne de g éléments également.

q
Son coefficient situé en ligne ¢ est : Z[Hf;fqﬂ]i,j [B'];.
j=1
Or en ligne i et colonne j, le coefficient de HE™ %™ est cp_qi14itj2 = Cpoqritiot;
alors que le coefficient [B']; vaut bg—j1.
On trouve donc comme coefficient

q q

q
S HE (Bl = epmarivi—tbg—ir1 = hZCerifhbh
=1

j=1 j=1 h=q—j+1

En ajoutant & cette somme, le nombre cp4:bo(= cp+i car bg = 1), on obtient une somme nulle.
En effet, ici, puisque ¢ € [1,¢], ona p+i € [p+ 1,n].
q

Et donc Z[Hgiq‘kl]i,j[B,]j = —Cp+i-

i=1
On trouve ainsi le résultat du second calcul matriciel.

Co C1 C2 . Cp bp ap
0 Co C1 Cp—1 bp71 ap_1 bq Cp+1
. gt bg—1 Cp+2
X = et H™7 % . =—
: 0 c«w o« by a1 by n
0 - o 0 o bo ao

II1.5. Réciproquement, montrer que pour n = p+q, si Hy ~9%1 est une matrice inversible, alors il existe une fraction rationnelle dont

P
le numérateur P est de degré p, le dénominateur @ est de degré q et telle que 0 ait la méme partie principale que le DL, (0)

de f.




On considére donc p,q et n = p + ¢, fixés. On suppose que H57q+1 est inversible.
Donc le systeme Hé’*‘”l x B' = C’, admet une unique solution
et donc on obtient les nombres by = 1 et b1, ba, . .. by solution du systeme.

q
Cela conduit alors & un polynéme @ =1+ Z b X"

k=1
On calcule alors directement ap, ap—1 - - - ao, avec le premier des deux systémes matriciels

(les deux matrices de gauche sont connues, il peut y avoir a compléter celle de B avec des coefficients nuls si p > q).
P

On trouve alors un polynéme P = Z ar X" qui va bien.

k=0
n

Avec les nombres (ax) et (by) ainsi trouvé, on a (par équivalence calculatoire et avec S = Z e X
k=0

Vkel[0,n],[P—QSl=0
P(x)
Q(z)

Donc

— 8(x) = o(z™) (car Q(0) # 0) et par transitivité :

P . . L . N
a a méme partie principale que f au voisinage de 0, & un ordre n.

II1.6. Application : donner (si possible) une fraction rationnelle g tel que deg P =3, deg@Q = 2 et g = tanx + o(mS).

z—0
Le DL5(0) de tan est donné dans I’énoncé.

Pour ce cas particulier, on a tan(z) = z+ 1953 + ixs + o(z").
Onadonccy=0=ca=cq,c1 =1,c3 == etC5:g.
Cela donne les calculs matriciels (p =3 et ¢ =2) :
1
01 0 = 0 as 1
0 by as 0 3 bs 0
0.0 1 0 || ™| ot L3 ()= 9
0 0 0 1 1 a1 -0 1 15
000 0 1 ao 3
R . 2 .
Le second systéme donne comme solution : by =0 et by = 5 Puis, comme b; =1, on a
2 1 -1
“3:_5+§: ﬁ,GQIO, a1 =1 et ap = 0, donc on trouve
x— a3
¢ _ i5 5
anw = - — 247 + o(z”)

Notons que nous ne trouvons pas les DL de sin et cos. . .Celui-ci est meilleur & 'ordre 5 (mais pas & Uordre 7...).

IV Polynoémes orthogonaux

On considére toujours une suite ¢ = (¢m)men de nombres réels.

On suppose que pour tout k,n € N*, H, est une matrice inversible.
deg P

On considére également l’application linéaire ®., plus souvent notée ® : & : R[X] > R, P +— Z [Prck.

k=0
Cette application est qualifiée de linéaire car elle vérifie : V A\, u € R, P,Q € R[X], ®(AP + Q) = A®(P) + p®(Q) (admis).

On dit qu’une famille (T%)ken de polyndmes est orthogonaux par rapport a (la suite) c si :
— Pour tout k € N, deg T, = k.
— Pour tout k € N, et pour tout i < k, (X’ x T},) =0
On dit que (T%) est une famille de polynémes orthogonaux unitaires, si, en outre, chaque T} est unitaire.

IV.1. Autour de ®.
(a) Pour tout k € N, et tout P € R[X], exprimer (sans démonstration) [P]x en fonction de la dérivées d’ordre k de P.

C’est une question de cours, on n’attends pas la démonstration (qui est un calcul) :

P™(0)

[Pl = —4




(b) Pour tout i € N, que vaut ®(X*)?

Puisque [X ] = ;% (i.e 0 sauf si i = k, et alors cela vaut 1).

O(X") =c

IV.2. Relation entre familles de polynémes orthogonaux. Unicité d’une famille unitaire.

(a) Montrer que si (Tx)xen est une famille de polynémes orthogonaux par rapport a ¢, alors il existe une famille de polynémes
orthogonaux unitaires par rapport a c.
On donnera un moyen simple d’obtenir cette seconde famille a partir de (T} )ken.

Le terme dominant de T} est [Tk]kX avec, nécessairement [Ty]r # 0.

Posons, pour tout h € N, S}, = [T ] ——T}. Alors :
k|k
— Pour tout h €, deg(Sk) = deg(Th) = h.
— Pour tout k € N et tout i < k, par linéarité de ® : ®(X* x Si) = [Tl] O(X'Tr) =0
k|k

1 1
— [Shln = [wTh:| = m[Th]h =1

’ Ainsi construite, la famille (Si)n est une famille de polyndmes orthogonaux par rapport & ¢ et unitaires. ‘

(b) Montrer que si (Tk)ren est une famille de polynémes orthogonaux, alors pour tout n € N et R € R,—1[X], ®(R x 1) = 0.

n—1
Soit n € N. Soit R € R,,—1[X], alors on peut écrire R = Z[R}ka (ces nombres pouvant étre nul).

k=0
Puis, par linéarité de & :

n—1
(R xT,) =Y [Rk®(X" x Tn) =Y [Rlx x 0=0
k=0

On a généralisé : ® (Z )\iPi> =) Ne(R)

i=1
Cela se démontre par récurrence. Le cas s = 1 ou s = 2 est donné.
Et ’hérédité se montre :

s+1
o) NP) = ZA Pi+Xs41Pos1) = ZAP + At 1D(Pay1) Zm ) + Asr1®(Pot1)

i=1 i=1 recull

On a donc

’VnGN,k<n:<I>(R><Tn):0‘

On considére (Si) une famille de polynémes orthogonaux et unitaires tel que V k € N, deg S, = k.
On suppose également que, pour tout k € N, ®(S7) # 0

(c) Monter que pour i < k, ®(5;Sk) = 0.

Comme la famille (Si) est orthogonal,
d’apres (b), pour tout R € Ry—1[X], ®(RSk) = 0, donc avec R + S;, on a ®(S5;5;) = 0.
Notons que comme S; X Si = Sk X Si, en fait, on a mieux :

‘Pour i # k, ©(S:Sk) = o.\

deg P
d) Montrer, que pour tout P € R[X], il existe une famille (Ao; A1, . .. Adeg p) € R tel que P = i S;.
g

i=0

On pourra raisonner par récurrence sur deg P.
O(Sp P
Montrer alors que pour tout k € [0,deg P], A\x = %
&

Posons, pour tout n € N, P, : « V P € Rp[X], 3 (Ao, A1,...An) ER tel que P = Z)\iSi ».
i=0
— Si deg P = 0, alors P est constant et P = P x Sy, car P € Ret Sp = 1.
Donc P est vraie.

10



— Soit n € N. Supposons que P, est vraie.
Soit P € Ry 11[X].
e Sideg P <n+1,alors P € R,[X] et donc on applique directement P,, & P.
e SidegP =n+1. Alors P — [P]n+1Sn+1 est 'addition de deux polynémes de degré n + 1,
donc il est, au plus, de degré n + 1.

Mais, par linéarité : [P — [P]n+1Sﬂ,+1] = [P]n.i,-l — [P]n+1[Sn+1]n+1 = O, car Sn+1 est unitaire.

n+1
Donc P — [P]n+1Sn+1 € Rp[X]. On peut appliquer Py,.

11 existe donc (Ao, A1, ... \n) € R tel que P — [Plp41Snt+1 = Z i S;.
i=0

n+1
Et finalement : P = Z AiSi, avec Ant1 = [P]n+1. Donc Pp41 est vraie.
i=0
La récurrence est démontrée. Puis en prenant pour n, la valeur égale a deg P, P € R,[X] et

deg P
Pour tout P € R[X], il existe une famille (Ao; A1,... AdegP) € R8P+ o] que P = Z i S;.
i=0

On fixe k € N,,. On a alors, par produit avec Sk, puis linéarité de @ :

deg P deg P
®(Sk x P) <Sk x Z i S) = Z \i®(S;Sk)
1=0

Donc de la somme précédente, il n’y a que le terme pour ¢ = k qui est non nul (d’apreés la question précédente)
Donc : ®(SpP) =0+ -4 0+ A\®(S7) + 0+ - -- + 0, puis en divisant par ®(S;) # 0 :

D(SLP)
Vke[0,deg P], \y = ——5=
(0 des Pl = "4
S B(SX"
Déduire des deux questions précédentes que S, = X" — Z Msk

o(S7)

k=0

n

deg S, = n. On applique la formule précédente pour P + S, —
En effet, comme S,, est unitaire de degré n, on a S, — X" € R,_1[X] :

n—1 n—1 n—1
B D(Sk x (Sn — X™)) B(SkSn) (S X™)
S P TC T P Pl (CIRP Ph [
i=0 k i=0 k i=0 k

par linéarité de ®. Puis comme ®(S,, Sk) = 0, pour k < n.
Alors, en ajoutant X" au résultat trouvé :

z‘: SkX"

Montrer qu'il existe au plus une famille de polynémes orthogonaux unitaire.

Supposons qu’il existe (au moins) deux familles de polynémes orthogonaux unitaires distinctes. Notons les (Sy) et (Un).
Alors {n € N | S,, # U,h} est non vide. C’est un sous-ensemble de N.

Il admet un plus petit élément : ng. Donc U,, # Sy, alors que pour tout k < ng : Uy = Sk.

La formule trouvée précédemment est vraie pour toute famille orthogonale unitaire, donc :

no—1 nog—1
Cen D(SKX™) B PULX"™)
Sng =X 370 7(?( 52 Sk = ,;,0 7(1)([]]3) Sk = Unyg

On a une contradiction. Notre hypothese est absurde et donc :

‘ Il existe au plus une famille de polynémes orthogonaux unitaire.

Montrer que pour tout n € N, @(Si) =®(X"S,) = Z[Sn}ici+n

=0

On a déja vu que S, — X" € R,_1[X], donc d’apreés (b) : @(Sn(Sn - X")) =0
Alors par linéarité de @ : 0 = ®(S2) — ®(S,X"). Donc

n n

B(S2) = B(S, X™) (Z[s kX" x X> Z[Sn]kcp (X) = Z[S"]’“C’””

k=0 k=0
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d’apres la définition de ®.

Pour tout n € N, ®(S7) = ®(X"Sn) = ¥ _[Sulicitn-

IV.3. Existence d’une famille de polynémes orthogonaux unitaire.

La relation nécessaire trouvée en 2.(e) : S, = X" — E

n—1

(S X™)

TSZ)Sk permet de définir une famille de polynémes orthogonaux

k=0

unitaire par récurrence. Il suffit donc qu’a chaque étape (définition de S,, & partir de Sp,...Sn—1) on ait ®(S;) # 0 (k < n).
On fixe n € N*. On suppose que ’on a construit (So, S1, ... S,—1) orthogonale et unitaire et .S,, est définie comme précédemment.

(a)

On note S |, la matrice colonne (de taille n + 1) dont le coefficient en ligne 4 est [Sp]i—1.
Evaluer H2+1 x S | (on rappelle que H2+1 est une matrice de Henkel définie en partie IIT).

Le coefficient en ligne ¢ (i € Npy1) de H2+1 x S | est

n+1 n+1
Z[HSLJrl]i,j[S Wi = Zcz'ﬂfz[snbfl
Jj=1 Jj=1

n

Or, par linéarité : ®(X*S,,) = Z[Sn]j<l>(Xj+k) = Z[Sn]jCjJrk.
=0

§=0
Donc :
S S - 0 it—1<n&i<
0 — o o ) _ i—1 o sid— n&si<n
SR8 = St = enisah = 000750 = { g g LT
j=1 j=1 h=0
0
HS, i xS |= :
+1 0
o(57)

Montrer que S | est non nul.

Le coefficient en ligne n+1 de S | est [Sy]n = 1, donc

Montrer que si ®(S2) = 0, alors S | est nécessairement nul. Conclure.

Si ®(S2) = 0, d’apres le calcul en (a), on a Hy ; x S |=0 (matrice nulle).
Or H2+1 est inversible par hypotheése d’introduction de cette partie (pour tout n € N),

Donc en multipliant & gauche par (H2+1) 71, on trouve S |= 0 (matrice nulle). Absurde.

‘Donc, nécessairement : ®(S2) # 0.

On a alors ®(S2) # 0 et donc on pourra définir S,,41 par la formule de 2.(e).
Puis avec la méme méthode : ®(S-,;) # 0. On continue ainsi par récurrence. . .

Comme, pour tout n € N, HgH est inversible, alors @(SZ) # 0 et il existe une famille orthogonale de polynémes unitaires.

IV.4. Relation de récurrence pour les polynomes orthogonaux et unitaires.
On considére la famille (Si) de polyndmes orthogonaux (pour ®) unitaires. On fixe n € N.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple (a, R,,) € R x R,,—1[X] tel que : Sp41 = (X +a) X S, + Rn

Comme deg R, < n — 1 < deg Sy, la relation donnée est nécessairement la division euclidienne de S,11 par Sp.
Celle-ci donne un unique couple (@, R). Donc effectuons cette division euclidienne de Sn+1 par Sy.

Comme deg S, = n et deg S,+1 = n + 1, nécessairement le quotient de de degré 1.
Et par ailleurs, comme S, et S,41 sont unitaires, il en est de méme du quotient. Donc

11 existe un unique couple (a, Rn) € R X Ry_1[X] tel que : Sp11 = (X +a) X Sp + R |
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(b) Montrer que pour tout j < n — 1, ®(S;R,) = 0. En déduire qu’il existe b € R tel que R, = bSn—_1.

Soit j < n — 1, alors par linéarité de ® :
D(S;Rn) = D(SjSn+1) — P(XS;5n) — a®(S;5,) =0

car j < n donc ®(S;Sn+1) = ®(S;5,) =0.
mais aussi deg(XS;) = j+ 1, donc XS; € Rj11[X] et donc &(XS; x Sp) =0 (5 +1<n).
Puis, comme deg R, < n — 1, on sait (2.(d)) que

Rn—kz:; B(sE) Sk =0+ 0+ SRR S
:=beR

‘ Il existe b € R tel que R,, = bSp—1. ‘

2
(¢) Montrer, alors que a = _% ot b — _%Tg)_l)
On vient de voir que b = %ﬁ
Or Ry = Spt1 — XSy — aSy, donc ®(Sp—1Rn) = ®(Sn-15n+1) = (X Sp—150) — a®(Sn—15n).
Et comme on sait que ®(S;S5;) = 0 dés que i # j, on a nécessairement b = _W
n—1
Et pour a : 0= ®(S,1159,) = ®(XS7) + a®(S7) + b®(Sn-15,) = P(XS;) + a®(S}), pour les mémes raisons.
Donc a = _M
e
2
a=-2XE) oy BXESnct)
o(S7) 3(S2_)

On définit, réciproquement, par récurrence deux familles de polynémes : (Qr)re[—1,+00[ €t (Pk)ke[—1,400] PAT :

Q-1=0
Qo =1 Pq,=-1
Py=0
: _ 2(XQ7) —o(X*Qy)
VkeN~Qk+1— m XQk‘Fka—l VkGN.Pk_H:(Xfak)XPk+kak_1
—— [ ——
i=ay, i=by,

(On rappelle qu’on a vu que pour (S,) : ®(S7) = ®(X"S,), on peut montrer aussi que ®(XS,S,_1) = ®(X"S,).)
IV.5. On considére ces deux suites de polyndmes, mais dans le cas général (c presque quelconque).

(a) Montrer qu’on trouve bien @ = X — a
Co

Comme QQ—1 =0 et Qo = 1, on a avec ’hypothese de récurrence :

Q1 =X —

Q1 est bien unitaire et ®(Q1Qo) = ¢(X) — C—l©(1) =c1— Z—lco =
0

C

(b) On note pour tout n € N, T}, = QnPr1 — Qn-1Py.
Quelle relation simple existe-t-il entre 1,41 et Tp, 7

Soit n € N,

Tn+1 = Qn+1Pn - ann+1 = (X - an)Qn + ann—l)Pn - Qn (X - an)Pn + ann—l) = bn(Qn—IPn - ann—l) = _bnTn

‘V neN, Tht1 = =b1T), ‘
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(c)

En déduire P, A @Q».

Donc, on a une relation multiplicative (produit de fractions rationnelles téléscopiques) :

n—1 n—1

Tn _ Tk:+1 _
=115 = |G
k=0 k=0

n—1

n—1
Comme Top = QoP-1 — Q-1Py =0+ 1, on trouve T, = H(fbk) =(-1)" H br € R.
k=0

k=0
Ainsi, d’apres le théoréme de Bézout, puisqu’il existe U(= Qn4+1) et V(= (Pn+1) tels que UP, + VQn € R, on a

P
IV.6. Lien entre 6 de la partie III et les polynémes orthogonaux.

k

q
On rappelle que nous avons vu en partie Il : V k € [p + 1,n], ch,jbj = Z cibk_i0 et bp =1

(a)

=0 i=k—q
. P . . N , . .
Montrer que si — et une approximation de f (associée a (c¢)) d’ordre n = p + g avec p = g — 1, on a nécessairement

Q= eq(sn)

En gardant les notations de la partie III, on a donc, le systeme suivant :

Cp+1b0 —|—Cpb1 +--- +Cp_qbq = 0
Cpr2bo  Fepribr - Hepgriby =0
C'n,bO +Cn—1b1 +--- +Cn—qbq =0

q
Notons T' = by + bg—1X + -+ + b X? = Z bq,hXh, il est de degré g et unitaire, car bg = 1 (cf. partie III).

q q
Et ®(X™T) qu RO(X™H) = by nCmin = Y biCamiq)-j-
h=0 j=0

q
Or par construction : V k € [p+ 1,n], ch_jb]- = 0, ainsi pour m € N tel que m+gq € [p+ 1,n], (X™T) = 0.
§=0
Ainsi, en imposant p=qg—letdoncn=p+qg=2g—1l,onaVme[(g—1)+1—-¢gn—q] =[0,g—1, 2(X™T) = 0.
Puis, par définition de la suite (@) (avec la méme récurrence que (S,)) et par unicité de la famille des polynémes
orthogonaux et unitaires,
on peut prendre Qn a la place de S,, dans les relations précédentes.

On a alors : T' = Z @Qﬂ;) Q.

k k
Mais, comme deg Qr = k, Qx = Z[Q] ‘et donc ®(QxT) = Z O(X'T) =0 dés que k < q.
i=0 i=0
2(QqT) X
Donc T = ——2Q, = a@Q, ou o € R.
2(Q7) ** !
Or les deux polynémes sont unitaires, donc a =1 et T' = Q.

Ainsi

‘ Q=104004(Q) =04(T) = 05(Qq) = 04(Sq) ‘
A noter qu’ici, comme deg Sq = ¢, on a 04(Sq) = 0(Sg).

(*) Conclure qu’a partir des polynémes (Qr) et (P,) obtenue par la récurrence, on a la relation :

O(P”) _ 2n—1
2n—1
ou f = Z crz” 4+ o(z® 1)
k=0

On va faire un raisonnement par récurrence, il nous faut donc indexer nos objets (par ¢ la plupart du temps).
On risque d’avoir un conflit entre @) le dénominateur de la fraction et le ¢ terme de la suite définie par récurrence.
Notons donc (@) et (Py,) les éléments des suites définies par récurrence et Q, et P, les dénominateurs et numérateurs des

fractions approchants en p+q de f = Z Cix
i=0
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Ainsi a la question précédente, on a vu que pour tout ¢ € Net p=¢q —1,

q
Qu =1+ biX' =04(Qq) et donc Qg = by +by—1 X + -+ + b X" 4 X°.
i=1

On va démontrer qu’on a également Pq_1 = 0,_1(P;).

e Commencons par le cas ¢ = 1.

Dans ce cas : la fraction est du type % =ao — aob1 X + X2R.
On a donc ag = co etblz_—cl:_—cl.
ao Co
— c c
I faut donc bien prendre Q, =1— =X (onavu Q; = X — —.)
_ Co Co
Et il faut prendre Py = ¢ ;
—o(Xx°
alors que Py = (X —ao)Po +boP-1 =0+ ﬁ 1 = cp.
e Le cas 0 est caduque. . .Faisons le calcul pour ¢ = 2.
On a de méme :
b C1C2 — CpC3
1= —F apg = Co
coba  +cibr = —co coca — C2 cobi  +cibo =ar 5 3
2 _ _
{ c1by  +eaby = —cs Cri::ner by — C1C3 — C% et { cobo = ao Cr;::ner a1 = cocic2 COCS !
2= — 2 CoC2 — ¢
CpC2 (&1
Alors que
c3 2
DX (X — )2 D(X(X — < cg — 255 + 4 c— 4
Q: =<X——¢§)§X o))y 2T ) fb G S M R ekl
(X(X - g) Co (1) o —a Co Co
2 3 co 2
¢3¢y — 2caci1c0 + € c caco — C c1Cco — C3C cics — ¢
— (X - 302 2120 1)(X——1)— 2C0 1_ x2 1C2 320 1C3 §:X2+b1X+bg
CpC2 — €1 Co Co Co CoC2 — €7 CoC2 — €7
Et pour P> (méme relation de récurrence) :
2 3 2 2 3
2 - —2
P =(x-5% 3 0261200 +cl) xcp— ZLTA w0 =cox — ED CZCICS ta aoX + a1
CpC2 — C1Co Co CoC2 — C7

Montrons, maintenant I'hérédité a deux termes pour ¢ > 2 :

au voisinage de 0 est donné par 131_71@).
Qy ()
On a déja vu (question précédente) que @, = 0,4(Qg) est bien le dénominateur recherchée.
Rappelons nous qu’on a vu qu'il fallait commencer par le dénominateur (IIL.5.).

On a la relation :

L. 2¢—1
lapproximation de co + c1@ + - - - cag—12~7

1_

Qg1 = (X —aq)Qq+byQq—1 = @qul(X) = Xq+1Qq+1 (%) = X7 [(} aq)Qq (%) +b4Qq-1 (%)} = (1_aqX)aq+qu2@qfl

On a de la méme facon :
_ 1 _ _
Py = XqPq-H(f) =(1—agX)Pg1 +qu2Pq—2
2g+1
Et donc, en notant Cagy1 = Z en Xt = Cag—1+ CQqX2q + 62q+1X2q+1, alors,

h=0
comme il existe R, € R[X] tel que Py_y = Q,C2q-1 + X% Rogy -

?q = 62q+1@q+1 + X2q+1R2q+l = 62q+1 [(1 - a’qX)Qq + qu2©q71 + X2q+1R2q+1

= (1= agX)Coq-1Q, + XS + by X?Caq-3Q, 1 + X 1'T + X" Ryy 1
=(1—agX)Py1 +b,X°Pyo+ X>°U
=04 (X — aq) Py + by Py—1) + X7y = 0q(Py+1) + xX**y

ot U est un polynéme de R[X].
On a appliqué ici le résultat de I’énoncé de récurrence et plus méme :

la partie pour k entre 0 et ¢ — 1...pour P (récurrence) et pour k entre ¢ et 2g — 1 d’aprés ce que l’on sait sur @q.

Et donc en faisant la troncature & X?™ ', assuré si 2¢ — 3 < g — 1 i.e. ¢ < 2, on a donc
ﬁq = 0q(Pyv1) = 0(Pg41)

car deg Py+1 = ¢ (& démontrer simplement, par récurrence).
La récurrence est démontrée.

0(P,)(x) _ Py
Q

4(7)




Les suites (Py) et (Qn) qui apparaissent ici, ne sont pas sans lien avec le développement sous forme de fractions continues
polynomiales.

Ce sujet « résonne »avec le sujet DS6 vu en 2021 (sur les approximants de Padé et les fractions continues).
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