Lycée Pierre de Fermat 2023/2024
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°7

Sujet donné le vendredi 2 février 2024, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - QUATERNIONS

Objectifs du probléme :
Dans tout le probleme, on souhaite étudier I’anneau des quaternions.
Dans la premiére partie, on donne une fagon de construire les éléments de base des quaternions : un certain triplet (I, J, K) & partir de
l’ensemble des matrices d’ordre 2 sur le corps Fs. Dans le seconde partie, on obtient les résultats (algébriques) fondamentaux du corps
des quaternions. On peut faire le paralléle avec les corps des complexes.
En troisieme partie, nous étudions ’anneau des entiers de HAMILTON. Nous terminons par une premiere application en arithmétique
sur le théoréme des quatre carrés.
Nous étudions une seconde application, géométrique, dans la quatrieme partie.

Notation du probléme :
Soit K, un corps quelconque. On note M2 (K), anneau (et espace vectoriel) des matrices & deux coefficients définies sur le corps K.
On rappelle que (GL2(K), x) est un groupe (c’est anneau des inversibles de M2 (K)).

On définit
— det : M2(K) - K, M = ( . Z > — ad — be.
Si besoin, on pourra utiliser, sans démonstration : V M1, M2 € M2(K), det(M1 x Mz) = det M1 x det M.
M) KM= ¢ ) sata

— Pour tout 4,5 € {1,2}, et toute matrice M € M2 (K), [M];,; désigne le coefficient en ligne ¢ et colonne j de la matrice M.

I Groupe quaternionique

On note (F3,+, X) le corps & trois éléments 0,1, —1(= 2) avec les lois d’addition et de multiplication modulo 3 (souvent appelé 3—2)
I.1. Etude de SL2(K) pour un corps K quelconque.
(a) Montrer que pour tout matrice A € M3(K),

A® —tr(A)A + det(A)Iy = 02

(b) En déduire que A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
Exprimer, dans ce cas A™' en fonction des coefficients de A.
(c) On note SL2(K) = {A € M2(K) | det(A4) =1}.
Montrer que (SL2(K), X) est un sous-groupe de (GL2(K), x).
(d) Soit A € SL2(K).
Montrer Péquivalence : A*> = —I, <= tr(4) =0
1.2. Ensemble M3 (F3) et groupe Hs.
(a) Donner la liste des 6 éléments A de SLo(F3) tel que A% = —1I,.
(b) Construire un (le) groupe Hs, & 8 éléments : Hg = {1,—1,1,—-1,J, —J, K, =K}, ot 1 = I et tel que le carré des 6 derniers
éléments vaut bien —1.
Avec un tableau, on vérifiera bien que X est une loi de composition interne sur Hs.
Le groupe Hg s’appelle le groupe quaternionique.
(¢) Le groupe (Hg, X) est-il commutatif ?
Par la suite, on s’intéresse aux quaternions ou nombres de HAMILTON de la forme a + bl + ¢J +dK ou I, J, K € H avec a,b,c,d € R.
On choisit un autre type de représentation de cet ensemble en partie II.



II Anneau des quaternions

On consideére le groupe Hs = {1, —1,1, -1, J, —J, K, =K} défini en partie précédente, avec les propriétés caractéristiques précédentes.
On note H I’ensemble des quaternions. Il est défini par :

H = {a+bl+¢cJ+dK | (a,b,¢,d) € R*}
avec les régles opératoires suivantes pour z =a +bl+cJ +dKet 2’ =a' + b1+ J+dK e H:

242 =(a+d)+ G+ )+ (c+)I+(d+d)K
zx 7 =(aa —bb —cc —dd') + (ab' +a'b+cd — d) + (ac’ +a'c+db — d'b)J + (ad' +a'd+ bc’ — b'c)K

On pourrait vérifier que ces régles confirment : I =J? =K? = —1et IJ =K = —JI, JK=I= —-KJ et KI=J = —IK.
On admet que I’écriture des éléments de H de cette fagon : a + bl + ¢J + dK est unique (écriture dite algébrique).
Cela signifie qu’on peut identifier :

a=ad
b=1b
zZ=z — ’
c=c
d=d
On considére également 'anneau M3 (C) des matrices carrés & coeflicients dans C.
On note Q@ = {A € M2(C) | [A]1,1 = [A]2,2 et [A]1,2 = —[A]2,1} (la barre horizontale signifiant ici la conjugaison dans C).

II.1. Etude de la structure de Q.
(a) Montrer que (Q,+) est un sous-groupe de Ms(C).
(b) Montrer que si A € @Q, det A > 0. Puis : A =0 si et seulement si det A =0
(c) Montrer que Q" := @ \ {0} est un groupe (pour la loi X).
I1.2. On note ® : A € Q — Re([A]1,1) + Im([A]1,1) X I+ Re([A]1,2) x T+ Im([A]1,2) x K.
(a) Montrer que 'image de Q par ® est exactement H.

(b) Montrer que (H, +, X) est un anneau. Est-il commutatif ?
On déduit de cette question les propriétés de distributivité dans H.

II.3. Conjugaison et module.

(a) On appelle conjugué dans H, application z =a+ bl +c¢J + dK+—zZ=a— bl — cJ — dK.
Le contexte permet de différencier la conjugaison sur C ou sur H.
Evaluer, pour tout z € H, z X Z et Z X z. Montrer que z X Z € R4.

(b) Montrer que pour tout 2,2’ €H, zx 2/ =2/ x %

(¢) On note |z| = V/2Z.

Montrer que pour tout z,z" € H, |Z| = |z| et que |22'| = |2| x |2/| = |22|.

(d) Déduire que H est un anneau sans diviseur de zéro et que z est inversible (pour x et dans H) si et seulement si z # 0.
Exprimer alors z ',

(e) Déduire également la relation algébrique : V a,b,c,d, z,y,z,t € R
(@®+ 02+ +d°) (2 + P + 22 +17) = (ax — by — cz — dt)* + (ay + bz + ct — dz)* + (az + bx + cy — dt)® + (at + bz + cz — dy)

Cette relation est-elle vraie dans d’autres anneaux que R ? Lesquels 7

II.4. Quaternions unitaires et quaternions purs.
On dit que z € H est unitaire si |z2| = 1. On note Ug = {z € H | |z| = 1}.
On dit que z € H est quaternion pur si z+z=0. Onnote [y ={z € H | 2z +z = 0}

(a) Montrer que pour tout z € H* := H \ {0}, il existe un unique couple (r,u) € R} x Uy tel que z = ru
(b) Montrer que pour tout z € Ug, il existe § € [0,7] et s € Iy N Uy tel que z = cosf + s X sin

[IIT Anneau euclidien des entiers de Hamilton |

Soit z =a+ bl +cJ+dK € H. ) . ) )
On dit que z est entier d’Hamilton ou entier de H si (a, b, ¢, d) € Z* ou (a — 3 b— 56~ i’d — 5) ezt
On note H(Z) I’ensemble des entiers de H.

II1.1. Montrer que H(Z) = {2(1 +14+J4+K) +yl + 2J + K, (z,y, 2, t) € Z4}.

I11.2. Montrer que si z,z" € H(Z), alors z + 2" et z x 2’ € H(Z) et que si z € H(Z) alors |z|* € N.

I11.3. Un élément z de H est appelé une unité si z et 2~ sont tous les deux des entiers de H(Z).
Montrer que si z est une unité de H alors |z| = 1 i.e. z € Un

II1.4. Donner la liste des 24 éléments de H(Z)™, i.e. des inversibles ou unités de H(Z).
IT1.5. Anneau euclidien.
(a) Soit z € H.
Montrer qu’il existe e € H(Z) tel que |z — e|> <

| ot



(b) Soient z1, 22 € H(Z) avec zz # 0, montrer qu'il existe ¢, € H(Z) tel que z1 = gz2 + 1 avec |r| < |z2|.
On parle d’une division euclidienne a gauche.

II1.6. Idéal a gauche. PGCD.
On dit que I est un idéal a gauche de 'anneau H(Z) si :
— (I,4) est un sous-groupe (H(Z), +)
— Va€H(Z) et x €1, ax € I (Pordre est important)
(a) Montrer que pour tout z € H(Z), (2) := {az | a € H(Z)} est un idéal & gauche de H(Z)

(b) Montrer que si I1 et I sont deux idéaux & gauche de H(Z),
L+ 1:={ai1+a2 | a1 € I1,a2 € I} et I N I sont des idéaux a gauche de H(Z).

(¢) Montrer que pour tout idéal & gauche I de H(Z), il existe z € H(Z) tel que I = (z).
(d) Comment pourrait-on définir le PGCD de deux nombres de H(Z).
II1.7. Nombre premier.

On dit qu'un entier de Hamilton z € H(Z) est premier si : z = uv avec u,v € H(Z) = u ou v € Ug.
Montrer que les nombres 2, 3, 4,...20 ne sont pas premiers dans H(Z).

II1.8. Application 1. Somme de quatre carrés d’entiers.

(a) Soit a,b,c,d,a’,b', ¢, d huit entiers naturels, et n = S+ +E+d 0 = v dR
En utilisant le module des quaternions, démontrer que le produit nn’ est la somme de quatre carrés d’entiers naturels.

(b) Monter que 2 est la somme de 4 carrés.

(¢) (**) Montrer que tout nombre premier impair est somme de 4 carrés d’entiers.
On pourra commencer par prouver qu’il existe z = 1+ al 4+ bJ tel que p divise |z|2 =1+d*+b.

(d) En déduire que tout nombre entier positif est somme de 4 carrés d’entiers.

IV Application 2 : Géométrie de R* (de R*?)

On note pour tout z,2" € H, (z]2) = %(z? + 2'Z). On rappelle que la définition de Uy et de Iy a été donnée en fin de deuxiéme
partie.
IV.1. Etude du produit scalaire.
(a) Montrer que pour tout 2,2’ € H, (z|2') € R et (2]2") = (2'|2).
(b) Montrer que pour tout z € H, y — (z|y) est linéaire, i.e. vérifie :

VAL eR Yy, € H  : (z|Aiyn + Aayz) = M (z]yr) + Aa(z]y2)

(¢) Montrer que (z|z) > 0 et que (z|z) = 0 si et seulement si z = 0.
On dit que (+|-) est un produit scalaire (compte-tenu des résultats des 3 questions (a), (b), (¢)).
(d) Montrer que si u € Ug, alors pour tout z, 2" € H, (zu|z'v) = (2|2') = (uz|uz’).
IV.2. Soient z,2" € H.
Montrer que zz'z = —|z|?2’ + 2(2|2)z (formule du triple produit)
On pourra partir du calcul 2(2'|2)z = .. ..
IV.3. Produit vectoriel dans Iy - ensemble des quaternions purs (isomorphe & R?).
1
On note pour z = al + bJ 4+ cK et Z =dl+ I+ Kely: 2NZ = §(zz' — z/z).
(a) Exprimer z A 2’ en fonction des lettres a,b,c,a’,b’, ¢’
Quel lien avec le produit vectoriel étudié en S.I.7
(b) Montrer que pour tout z,z" € I, 22’ = —(2]2') + 2z A 2.
IV.4. Rotations (=isométrie).
Soit g € Uy \ {—1,1} et ry : Iy — In, 2 —> qzq~ .
(a) Montrer qu’on a bien, pour tout z € Iu, rq(z) € Iu.
(b) Montrer que pour tout z,z’ € H, (rq(z)|rq (z')) = (2|2").
On dit que rq est une isométrie (ou rotation) de Ig.
(¢) On sait d’aprés I1.4.(c), qu’il existe 8 €]0,7[ (¢ ¢ {—1,1}), s € In N Uy tel que ¢ = cos@ + s X sin 6.
Montrer que 74(s) = s. (On pourra commencer par simplifier s°)
(d) Soit t € Iy N Uy tel que (s|t) = 0 (¢ est orthogonal & s).
Montrer que (t|rq(t)) = cos(20) et ¢ A rq(t) = sin(26)s.
Géométriquement, cela signifie que r4 est la rotation de I’espace Iy ~ R?® d’axe s et d’angle 26.

IV.5. (**) Justifier la formule exponentielle ¢ = €.

n k

x
O 11, Y= 1l E — |.
n rappelle que e . 1T (k_o ol )



Correction

PROBLEME - QUATERNIONS

I Groupe quaternionique

Z
On note (Fs, +, x) le corps & trois éléments 0,1, —1(= 2) avec les lois d’addition et de multiplication modulo 3 (souvent appelé 3—2)

I.1. Etude de SL2(K) pour un corps K quelconque.
(a) Montrer que pour tout matrice A € Ms(K),

A® —tr(A)A + det(A) Iy = 02

On mene les calculs (en laissant des traces sur la copie! - sinon ce sera interprété comme du bluff).

Soit A = ( Z Z ) € M2(K). Alors tr(A) = a + d et det A = ad — be, puis

2
2 [ a”+bc ab+bd \ _ a b ad — be 0 _
A (caerc bc+d2)(a+d)<c d)_( 0 adbc)tr(A)'A_detA'I2

IV AeM(K), A tr(A)A + det(A)]> = 04 |

(b) En déduire que A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
Exprimer, dans ce cas A~" en fonction des coefficients de A.

Si det(A) = 0, on a alors A* = tr(A4) x A.
Supposons que A soit inversible, on a alors A = A" x A> = tr(A)A™" x A = tr(A) L.
Et par conséquent, on identifiant cette égalité coefficients par coefficients : a =a+d, b=0,c=0,d=a+d.
Ainsi A est nécessairement la matrice nulle et donc n’est pas inversible (diviseur de 0). On a une contradiction.

Donc A n’est pas inversible.
Si det A # 0, alors, comme A X (tr(A)I> — A) = det(A)I2, on a

1 1
Ax (m(tmb - A)) - (m(trAlg - A)) x A=1I

. . . 1 1 (a+d)—a —b
Donc A est inversible d’inverse detA(trAIQ A) = Jot(A) ( e (a+d)—d )
o . . . 1 1 d -b
Ainsi A est inversible ssi det A # 0 et dans ce cas, A~ = .
ad—bc \ —c a

(c) On note SL2(K) = {A € M3(K) | det(A) =1}.
Montrer que (SL2(K), X) est un sous-groupe de (GL2(K), x).

On a bien I € SLy(K) car det(lz) =1 x 1 —0 x 0 =1, donc SLz(K) est non vide.
On va exploiter la caractérisation 2.

’ /
Soient A = ( OCL Z ) et A" = ( (;, Z, ) deux matrices de SLz(K).

R ) L -1 1 d - F — ,
Alors d’apres la question précédente : A = EPY ¢ 4 )| = ¢ d ) ) car det A" = 1.

Puis
ad —bc  —ab +bd

A X (A/)71 = ( cd/—dcl —cb/+da/ )

(ad' — bc')(da' — cb') — (ba' — ab’)(cd’ — dc)

ada'd — acd'd’ — bda'c’ + beb'c’ — bea'd' + bda'c + ach'd’ — adb'c’
=ad(a'd —b'c) —be(a'd —b'c)=ad—bc=1

car A", A € SLs(K), donc a'd’' — b'c’ = ad — bc = 1.

Par conséquent A x A~ € SLy(K)

Donc L
det(AA'™)

‘ (SL2(K), x) est un sous-groupe de (GL2(K), x). ‘

On aurait pu aussi exploiter det(AB) = det Adet B =1 x 1 =1 et 1 = det(lz) = det(AA™") = det A x det(A™"), donc
det(A™") =1




(d) Soit A € SL2(K).
Montrer équivalence : A*> = —I <= tr(A) =0

Pour toute matrice A de Mz (K), on a A? = tr(A)A — det(A)I..
Donc pour toute matrice A € SLz(K), det A =1 et donc A* = tr(A)A — L.
Ainsi, on a ’équivalence :

A? = I <= tr(A)A = 0 <= tr(A) =0

car A # 0, sinon det A =0 # —1

1.2. Ensemble M2 (F3) et groupe Hs.
(a) Donner la liste des 6 éléments A de SLo(F3) tel que A% = —1Is.

Les éléments de F3 sont {0,1, —1}. Il s’agit donc de matrices d’ordre dont les coeflicients sont pris dans ce corps.
Par ailleurs, si A € SL(F3), alors det A = 1 et donc pour que A> = —Is, il faut (et il suffit) que tr(A) = 0.
On peut faire 0 de trois fagons : 0+ 0 ou 1 4 (—1) ou encore (—1) + 1.

(On note a, b, c et d les quatre coefficients de A € SLa(F3).)
e Sia=0,alorsd=0, donc 1 = ad — bc = —bc et donc bc = —1 ainsi (b=1etc=—-1)ou (b=—-1et c=1).
eSia=1,alorsd=—-1,donc 1 =ad —bc=—-1—bcet doncbc=—-2=1ainsi (b=1etc=1)ou(b=—-1etc=-1).
eSia=—1,alorsd=1,donc 1 =ad—bc=—1—bcet doncbc=1ainsi (b=1etc=1)ou(b=—-1letc=-1).

Apres cette analyse, nous avons trouvé 6 matrices :
1 -1 1 -1 -1
"\ -1 ’ 1 1 ’ -1 1

()

On vérifie réciproquement que chacune de ces 6 matrices appartient & SL2(F3) (& un déterminant égal & 1) et vérifie

-1
-1

0 -1
1 0

-1
-1

-1 -1
-1 1

o (s T

Les matrices A de SL2(F3) tels que A* = —I> sont ( ,Ol (1) ) ) (

)

(b) Construire un (le) groupe Hs, & 8 éléments :
éléments vaut bien —1.
Avec un tableau, on vérifiera bien que X est une loi de composition interne sur Hs.
0 1

1 1 1 -1
-1 0)"](1 1>etK<1 -1 )
L’ensemble précédent des 6 matrices de SL2(F3) tel que A% = —T, est donc {I,-1,J,K,-J,-K}.
Montrons maintenant que Hs est bien un groupe en calculant tous les produits.

Hs ={1,-1,1,-1,J,-J,K, =K}, ot 1 = I, et tel que le carré des 6 derniers

On note (par exemple) I = <

Remarquons que [ x J = ( _11 :1 ) =K, alors que J x I = < 711 1 > = —K, et ainsi de suite, on a le tableau suivant
M 1 -1 I -1 J -J| K | =K
1 1 -1 I —I J -J | K | =K
-1 ] -1 1 —I I —-J J | -K| K
I I -1 ] -1 1 K |-K|-J J
-1 | -I I 1 -1 | -K| K J —J
J J -J|-K| K | -1 1 I -1
-J | =J J K |-K| 1 -1 | I I
K K |-K| J -J | -1 I -1 1
-K|-K| K | =J J 1 -1 1 -1

Donc la loi est bien interne. On remarque également que

I’associativité.

tous les éléments sont inversibles. Il reste a vérifier également

‘ SiHs ={1,-1,1,-1,J,-J,K, =K}, alors (Hs, X) est bien un groupe & 8 éléments.

Le groupe Hg s’appelle le groupe quaternionique.

(¢) Le groupe (Hg, X) est-il commutatif ?

IxJ=Kmais J xI=—-K.

Donc le groupe (Hs, X) n’est pas commutatif.

Par la suite, on s’intéresse aux quaternions ou nombres de HAMILTON de la forme a + bl +c¢J +dK ou I, J, K € H.
On choisit un autre type de représentation en partie II.




II Anneau des quaternions

On consideére le groupe Hs = {1, —1,1, -1, J, —J, K, =K} défini en partie précédente, avec les propriétés caractéristiques précédentes.
On note H I’ensemble des quaternions. Il est défini par :

H={a+bl+cJ+dK | (a,b,c d) € R*}

avec les régles opératoires suivantes pour z =a +bl+cJ +dKet 2’ =a' + b1+ J+dK e H:

!

242 =(a+ad)+b+V)+ (c+NT+ (d+d)K

z2x 2 = (ad' — bV —cc —dd')+ (ab +a'b+ed — DI+ (ac’ +a'c+db —d'b)J + (ad +a'd+ b’ — b c)K
On pourrait vérifier que ces régles confirment : I’ =J? =K? = —1et IJ =K =—-J, JK=1=-KJ et KI=J = —IK.
On admet que I’écriture des éléments de H de cette fagon : a + bl + ¢J + dK est unique (écriture dite algébrique).

Cela signifie qu’on peut identifier :
!

a=a
b=10

z2=z <= /
c=c¢

d=d

On considére également I’anneau M3 (C) des matrices carrés & coefficients dans C.
On note Q = {A € M3(C) | [A]1,1 = [A]2,2 et [A]l1,2 = —[A]2,1} (la barre horizontale signifiant ici la conjugaison dans C).
I1.1. Etude de la structure de Q.
(a) Montrer que (Q,+) est un sous-groupe de Mz (C).

O4, matrice nulle de M2(C) est bien un élément de @, donc Q est non vide.
Soit A1, A2 € Q,

[A1 — A2l11 = [Ai]11r — [A2]1,1 = [Ai]2,2 — [A2]2,2 = [A1]2,2 — [A2]2,2 = [A1 — A2]2,2

[A1 — A2l12 = [A1]1,2 — [A2]1,2 = —[A1]2,1 + [A2]21 = —[Ai]2;1 — [A2]2,1 = —[A1 — A2]2.1
Donc on a bien A; — A2 € Q.

‘ (Q,+) est bien un sous-groupe de M3(C) (par la caractérisation 2). ‘

(b) Montrer que si A € @, det A > 0. Puis : A = 0 si et seulement si det A =0

Soit A € @, alors
det(A) = [A]11[A]22 — [Al12[Al21 = [A]22[A]22 + [A]21[A]21 = [[A]2,2]* + [[A]21]* > 0
Et on a

det A =0 < [A]Q,Q = 0625[14}271 =0 ﬁ [A]1,1 =0, [A]zg =0, [Ah,z = Oet[A]QJ =0<«= A=0
€

‘ SiAe @, detA>0. Et, A =0 si et seulement si det A = 0. ‘

(c) Montrer que Q" := @ \ {0} est un groupe (pour la loi x).

Pour étudier le groupe des inversibles de @, nous allons montrer que (Q, +, X) est un anneau. Le résultat a démontré sera
alors une conséquence du cours.
On sait déja que (Q, +) est un sous-groupe de M3 (C).
Notons ensuite que I € Q car 1 =1 et —0 = 0.
Reste a montrer la stabilité par produit.
Soit A, B € Q,

[ABl22 = [A]21[Bli2 + [A]22[Bl22 = [A]2,1[Bl1,2 + [A]2,2[Bl2,2 = (=[A]1,2) X (=[Bl2,1) + [A]1,1[Bl11
= [A]1,1[B]1,1 + [A}1,2[B]2,1 = [AB]I,l

[AB]2,1 [A]2,1[B]1,1 + [Al2,2[Bl2,1 = [Al2,1[Bl1,1 + [A]2,2[Bl2,1 = (=[A]1,2) X [Bl2,2 + [A]1,1 X (—[B]1,2)
—[A]1,1[Bl1,2 — [A]1,2[B]2,2 = —[AB]1,2

Donc AB € Q Par conséquent @ est un sous-anneau de My (C).

‘ Q" := Q@ \ {0} est un groupe (pour la loi x). ‘

Tous les éléments de @, sauf 0 ont un déterminant > 0 donc sont inversibles.

II1.2. Onnote ®: A S Q — Re([A]1,1) 4+ Im([A]lJ) X I+ Re([A]l,Q) X J + Im([A]LQ) x K.



(a) Montrer que 'image de Q par ® est exactement H.

Par définition de ®, comme Re([A]1,1), Im([A]1,1, Re([A]1,2) et Im([A]1,2) sont des nombres réels, ®(Q) C H.

)
Mais par ailleurs, si z = a+ bl + c¢J + dK € H, alors z = “ + et Z.d
—c+1id a—1ib
ou 'on vérifie bien que cette matrice est dans Q.

Ainsi H C (Q).
Q) =H

(b) Montrer que (H, +, X) est un anneau. Est-il commutatif ?

Montrer ’associativité est trés pénible. Ici, on ne va pas la montrer mais la transférer de @ sur H.
En effet, pour montrer que Q™ est un groupe, on a montrer que () est un anneau (sous-anneau de M3(C)). Si on montre
que P vérifie les propriétés de morphisme, alors ®(Q) héritera de la structure d’anneau.

e d(Ir)=1
e P(A+ B) =Re([A+ Bli,1) + Im([A+ B]i,1) + JRe([A+ Bli,2) + KIm([A + Bl1,2) =--- = ®(A4) + ®(B)
e P(Ax B) =Re([Ax Bl1,1) + Im([A x B]1,1) + JRe([A x B]1,2) + KIm([A x B]1,2)
= Re([A]1,1[Bl1,1 + [A]1,2[B]2,1) + Im([A]1,1[Bl1,1 + [A]1,2[Bl2,1) + JRe([A]1,1[Bl1,2 + [A]1,2[Bl2,2)
+ KIm([A]1,1[Bl1,2 + [A]1,2[Bl2,2)
= Re([A]1,1)Re([B]1,1) — Im([A]1,1)Im([B]1,1) + Re([A]1,2)Re([Bl2,1) — Im([A]1,2)Im([B]2,1)
+ [Re([A]1,1)Im([B]1,1) + Im([A]1,1)Re([B]1,1) + Re([A]1,2)Im([Blz2,1) + Im([A]1,2)Re([B]2,1)] 1
+ [Re([A]1,1)Re([B]1,2) — Im([A]1,1)Im([B]1,2) + Re([A]1,2)Re([Blz,2) — Im([A]1,2)Im([B]2,2)] J
+ [Re([A]1,1)Im([B]1,2) + Im([A]1, 1)R€([Bh,2) + Re([A]1,2 ) m([B]2 2) +Im([A]1,2)R€([B}2,2)]K
= (ad' — b —cc’ —dd') + (ab' +ba’ + cd' — d)1 + (ac’ — bd' + ca’ + db')J + (ad’ +bc' — b’ + da’)K
= (a+ b+ cJ+dK) x (@' + b1+ T+ d'K)
= (Re([A]1,1) + Im([A]1,1)T + Re([A]1,2)J + Im([A]1,2)K) x (Re([B]1,1) + Im([B]1,1)I + Re([B]1,2)J + Im([B]1,2)K)
=®(A) x ®(B)

car Re(z122) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(22) et Im(z122) = Re(z1
a = Re([A]1,1), ' = Re([Bl1,1) = Re([Bl2,2), b = Im([A]1,1), V'
¢ = Re([A]1.2), ¢ = —Re([Bl2.1) = Re([Bl12), d = Im([4]1.2),
Q sur H la structure d’anneau.
Comme I x J =K et J x I = —K, 'anneau H n’est pas commutatif.

) m(z2) + Im(z1)Re(z2) et avec :
= Im([B]1,1) = —Im([B]z,2),
d' = Im([B]z2,1) = Im([B]1,2) Ainsi, ® transporte de

‘ (H, +, X) est un anneau non commutatif. ‘

On déduit de cette question les propriétés de distributivité dans H.
II.3. Conjugaison et module.

(a) On appelle conjugué dans H, application z =a+ bl +cJ + dK+—Z=a — bl — cJ — dK.
Le contexte permet de différencier la conjugaison sur C ou sur H.
Evaluer, pour tout z € H, z X Z et Z X z. Montrer que z X Z € R4.

On applique la formule donnée en début de partie II :
2Z2=(a>+0>+ +d*) + (—ab+ ab — cd + cd)I + (—ac + ac — db + db)J + (—ad + ad — be + be)K = a®> +b* + S + d° e Ry

(Rappelons que a,b, ¢, d € R, donc a®,b%, ¢, d* € Ry).
De méme : zz = a® + b% + & + d>.

Siz=a+bl+cJ+dK alors 2z2=Zz=a* +b*+ +d* e Ry

(b) Montrer que pour tout z,2' €H, zx 2/ =2’ x Z

Supposons que z=a+bl+cJ+dKet 2 =a + b1+ J+dK e H.
Alors z x 2" = (aa’ — bb' — cc’ —dd') + (ab’ +a'b+cd — d)I+ (ac’ +a'c+ db' — d'b)J + (ad' + a’'d + b’ — b'e)K.
Donc

22’ = (aa’ —bb' —cc’ —dd') — (ab' + a'b+cd — 'd)l — (ac’ +a’c+db' — d'b)J — (ad + a’'d+ bc’ —b'c)K

Alors que

22 =(a —b1-cJ—d)a—bl—cJ]—dK)= (a'a — (=) (=b) — (=) (—c) — (—d/)(—d))
+ ((a')(—b) + (a)(=b) + (=) (=d) — (—c)(—d'))l + ( —d'c—ac +db— db')J + ( —d'd—ad +bc— bc/)K
= (ad’ —bb' —cc’ —dd') — (a'b+ab’ —c'd— cd')1 - (d'c+ac’ —d'b+db')] — (a'd+ad —b'c+ bc')K



On retrouve deux fois la méme expression, par transitivité :

2zl =2/ XZ

(¢) On note |z| = V/2Z.

Montrer que pour tout z,z € H, |Z| = |z| et que |22'| = |2| x || = |2'2|.

Soit z, 7z € H, alors Z = z, donc
IZ| = Vzz = Vzz = V2Z = | 2|

(en exploitant la commutativité relative entre z et Z démontrée en 3.(a)). Puis

|22/ | = V 22'22 =V 22/2'2 = \/2|2'|?Z = |7/| V22 = |2 x |2| =|z| x|¢|
~—

~— ~—
€R €R €R
Par symétrie du résultat final, on a |zz'| = |2'2].
‘Pour tout 2,2’ € H, |z] = |2| et que |22'| = |2] x |2/| = |2"2|.

On peut montrer que |z|> = det(A) si ®(A) = z, puis exploiter les propriétés de déterminant.

(d) Déduire que H est un anneau sans diviseur de zéro et que z est inversible (pour X et dans H) si et seulement si z # 0.
Exprimer alors 27t

Soient z, 2" € H tels que z x 2’ = 0.
Alors, en passant au module, d’apres la relation précédente :

0=10] = |22 = [2] x ||

Ce dernier produit est dans R, intégre; donc |z| = 0(<> z = 0) ou |2'| = 0(< 2’ = 0).
Donc zx 2 =0=z2=0o0uz =0.

’ H est un anneau sans diviseur de zéro. ‘

Si z est inversible, alors il existe z~ ' tel que zz~ ' =1, donc |z| x |z '| = |1| = 1. Nécessairement |z| # 0.
. . L _ 2P 1 _
Réciproquement, si |z| # 0, alors z X —=Z = u = —Z Xz
227 |z [2]?
L 1s . . . . 1 _
On a alors trouvé 'inverse de z, nécessairement inversible : c’est Wz.
z
t i ible si et seulement si z # 0. D o1 ! (a — bl — ¢J — dK)
z est inversible si et seulement si z .Danscecas 27 = —2= ———————(a—bl—cJ] — .
|Z|2 a2+b2+62+d2

(e) Déduire également la relation algébrique : V a,b,c,d, z,y,z,t € R
(@®+ 0+ +d°) (@ + P + 22 +1%) = (ax — by — cz — dt)* + (ay + bz + ct — dz)* + (az + bx + cy — dt)® + (at + bz + cz — dy)?

Cette relation est-elle vraie dans d’autres anneaux que R ? Lesquels 7

En élevant au carré, on a donc : |z|? x |2/|* = |22/|?, donc avec z = a + bl + ¢J + dK et 2’ = x + yI + 2J + tK, on trouve :

@+ +E+B) P+ + 2248 = 22 = |22
(aac—by—cz—dt)—&—(ay—i—bw—!—ct—alz)l—&—(az—i—cac—&—oly—bt)J—&—(at—&—dac—i—bz—cy)K‘2

= (az — by — cz — dt)* + (ay + bx + ct — dz)? + (az + cx + dy — bt)* + (at + dx + bz — cy)?

va7b7c7d7‘r7y7z,teR7
(@® 40>+ +d) (@ +y° + 22 + %) = (az — by — cz — dt)* + (ay + bz + ct — dz)? + (az + bz + cy — dt)* + (at + bz + cz — dy)?

Ce résultat n’est en réalité qu’un calcul formel,

‘ il est vrai dans tous les anneaux commutatifs. ‘

I1.4. Quaternions unitaires et quaternions purs.
On dit que z € H est unitaire si |z| = 1. On note Ug = {z € H | |z| = 1}.
On dit que z € H est quaternion pur si z+z=0. Onnote Iy ={z € H | z+z =0}



(a) Montrer que pour tout z € H" := H \ {0}, il existe un unique couple (r,u) € R} x Un tel que z = ru

Soit z € H*. Commengons par montrer 1’existence.
1

X |z| = —=|z| = 1.
]

. 1
soit u = —z, alors |u| =

|2l

Donc u € Uy. et par ailleurs, |z| > 0 (car z # 0), donc r = [ > 0.
z

1 1
R N
|2l ||

Ainsi, on a trouvé un couple (r,u) € R} x Uy tel que z = ru.
Montrons I'unicité. Supposons que z = ru = r'u’, avec r,r’ € RY et u, v € Ug.
Alors en prenant le module : r = |r| = |r||u| = |ru| = |r'u/| = |¢'||u| = || =
On peut alors simplifier par r (inversible car r > 0) et donc u = u'.

Pour tout z € H" := H \ {0}, il existe un unique couple (r,u) € R} x Uy tel que z = ru.

(b) Montrer que pour tout z € Uy, il existe 6 € [0, 7] et s € Iy N Un tel que z = cosh + s X sin 6

Soit z € Ug, alors il existe a,b,¢,d € R tel que z = a + bl + ¢J + dK, avec a® + b + & + d* = 1.
On a donc a” € [0,1] et a € [~1,1]. Notons 6 = arccosa. On a 6 € [0, 7].

Puis > +? +d> =1—a®> =1 — cos® 0 = sin” 6.

e Sif#0 et F#m, alors sinf # 0. On peut donc diviser par sin 6.

L c
Soit s = sin @ sin 0 sin@
Alors s € Iy, cos@ + ssinf = a + bl + ¢J + dK = z.
2 2 2 2 2 2 1_ g2 1 — cos?
Enfin, |s|* = b c d__btetd a cos” = 1. Donc s € Uy.

sin?@ ' sin?20 = sin?6 sin? 6 T sin20  sin’0
e Si 0 =0, ou§ =m, alors cela signifie que a = +1 et donc b =c=d = 0.

On peut prendre s quelconque dans Iy N Uy (qui n’est pas vide) et on a z = a = cosf + ssinf (car sin = 0).
Dans tous les cas :

‘Pour tout z € Ug, il existe 0 € [0, 7] et s € Iy N Un tel que z = cos @ + s X sinﬂ‘

[III Anneau euclidien des entiers de Hamilton |

Soit z=a+ bl +cJ+dK € H. ) . ) )
On dit que z est entier d’Hamilton ou entier de H si (a, b, ¢,d) € Z* ou (a — 7 b— 3¢~ §,d — 5) ez*
On note H(Z) I'ensemble des entiers de H.

III.1. Montrer que H(Z) = {g(l +I+J+K)+yl+ 2] +tK, (z,y, 2,t) € Z4}.

Notons H' = {g(l+I+J+K)+yI+zJ+tK,(m,y,z,t) ez“}

Soit z = (a + e%) + b+ e%)i—&— (c—|—e%)J + (d—l—e%)K, avec a,b,c,d € Z et € € {0,1}.
2a + €
2

Réciproquement, si z € H’, alors il existe (x,y, z,t) € Z* tel que z = g(l +I+J4+K)+yl+ 2J +¢K il existe (z,y, 2, t) € il

Alors z =

(1+I+J4+K)+ (b—2a)I+ (c—2a)]+ (d—2a)K € H'.

e Si z est pair, on consideére a = % €Zetonaz=a+ (y+a)l+(z+a))J+ (t+a)K € H(Z).
1 1 1 1 1
e Si x est impair, on considére a = % €Zetonaz=(a— §)+(y+a— §)I+(z—|—a— §)J+(t+a— §)K€]HI(Z)
Ainsi, par double inclusion :

H(Z) = H' = {g(l—FI—FJ—O—K)—|—yI—|—zJ+tK,(:r,y,z,t) eZ4}.

I11.2. Montrer que si z, 2" € H(Z), alors z + 2 et z x 2’ € H(Z) et que si z € H(Z) alors |z|> € N.

Soient z, 2z’ € H(Z). 1l existe €, €’ € {0,1} tel que
1 1 1 1
z=(a+ 65) + b+ 65)1 + (c+ e§)J +(d+ e§)K, avec a,b,c,d € Z,

’ ,1 1 . / 1 /1 ! / !
et 2 = (a' +e §)+(b/+6'§)1+(c +6’§)J+(d'+e i)K’ avec a’,b',c,d € Z.
Alors z + 2" = (a+a'+(6+6')%)+(b+b'+(6+6')%)i+(c+c'+(6+6')%)J+(d+d/+(6+6/)%)

Comme, a+a', b+, c+c et d+d €Zet quee+e €{0,1,2},ona z+ 2 € H(Z).



z2x 2 = (ad + bb/fccfdd) (@b’ +a'b+cd — d)I+ (ac’ +a'c+db' —d'b)I+ (ad' + a'd+ b’ — b’ c)K
+%[(a’fb'f —d)+ (W +d +d -+ (+ad +b —d)+(d +d + —b)K]
+%[a—b—c—) (b+at+d—c)l+(cta+b—d)J+(d+atc—DbK]

F 2+ @1+ @1+ K]

Puis, comme (e —b—c—d)+ (b+a+d—c) =2(a—c), est un nombre pair, (a —b—c—d) et (b+ a+d — ¢) ont méme parité.
De méme (a —b—c—d), (b+a+d—=c), (ct+a+b—d) et (d+ a+ c— b) ont tous les quatre la méme parité.
Et (a' =b —c —d), (0 +a +d —c), (+a +b —d)et (d +a +c —b) ont méme parité.

Ainsi, les nombres additionnés selon 1, I, J et K sont tous ensemble des entiers ou tous ensemble des demi-entiers.

Par conséquent, si z,2" € H(Z), alors z + 2’ € H(Z) et z x 2’ € H(Z).

Soit z = a 4 bl + ¢J + dK € H(Z).
e Si (a,b,¢,d) € Z*, alors |z\2 =a® 4 b + ¢ + d°, somme de 4 carrés d’entiers. Il s’agit donc d’un entier naturel.

1 1 1 1 1 1 1 1
eSi(a—=,b—=, c—f,d—g) € Z*, alors |2|> = a2—2a—|—1+b2—2b+1+02—20+1+d2—2d+1 = 14> +b°++d* —2(a+b+c+d).

Il s’agit également d’un entier naturel.

Donc, si z € H(Z), |z|* € N.

I11.3. Un élément z de H est appelé une unité si z et 2~ sont tous les deux des entiers de H(Z).
Montrer que si z est une unité de H alors |z| = 1 i.e. z € Ug.

Soit z une unité de H. Alors |z|* € N et de méme z~' € H(Z) donc |z~ '|* € N. Puis
L= 1" = |27 = |2 x |27

Ainsi, |z|? (ainsi que |27"|?) est un nombre inversible de Z, donc |z|* € {—1,1}.
Enfin, comme |z|* > 0, on a |z|> =1 et donc |z| = 1.

‘ Si z est une unité de H alors |z| =1 i.e. z € Un. ‘

II1.4. Donner la liste des 24 éléments de H(Z)™, i.e. des inversibles ou unités H(Z).

Soit z = a + bl 4 ¢J + dK € H(Z)* alors a® +b° + ¢ +d*> = 1.
1
e Supposons que z est un entier exact (pas de 5),
donc un des quatre nombres vaut 1 ou —1, les autres sont nuls.
On trouve dans ce cas 8 nombres : +£1, +1, +J et +K.
Réciproquement : ces 8 nombres sont bien des éléments de H(Z)™
1 1 1 1
e Supposons que z entier non exact : z = a+ = —l— b+ ,)1 + (c+ f)J + (d+ f)K avec a, b, c,d € Z.

Nécessairement (on multiplie par 4) : (2a + 1)2 (Qb +1)2 + (2c + ) (2d +1)° =4
Or la somme de 4 entiers au carré donne 4 ssi il s’agit de 224+ 0°+0°+0% oude 17+ 1%+ 1% + 12
Premier cas : supposons que 'un des nombres 2a + 1...vaut +2 et les autres son nuls.

1
Alors, sans perte de généralité, on peut supposer 2a + 1 = +2,i.e. a = - oua = —

N w

Ceci est impossible car a est un entier. Donc ce premier cas ne se produit pas.
Second cas : supposons que l'on ait : 2a +1=+1, ...2d + 1 = £1.
Celadonnea=0oua=—-letb=0oub=—-1,c=00ouc=—-letd=0oud=-1.
Cela conduit donc & 2* = 16 nombres distincts.
Et réciproquement, pour chacun de ces 16 nombreb

z—a+1+(b+ )I+( )J+(d+ )Kavecabcde{ 1,0}, on trouve |z| = 1.
Donc H(Z)* a 24 elements :

H(Z)* = {a+bl+c] +dK | a,b,c,d = %1} U {a+1+(b+ I+ (c+ )J+(d+ )K\abcde{ 1,0}}

II1.5. Anneau euclidien.
(a) Soit z € H.
Montrer qu’il existe e € H(Z) tel que |z — e|?

oo | ot

Soient z =a+ bl +cJ+dK et e = a+ Bl 4+ vJ + dK.
Alors |z —e> = (a—a)’ + (b—B)° + (c— ) + (d — §)°.



sia—|a €o,1]
1

g

sia— aJE[Z,l[

Le nombre a — |a] € [0,1]. Notons 6(a) = . On définit de méme 6(b), 6(c) et 6(d).

—= N O

|
sia—|a] €]
|

)

Si au moins deux des quatre nombres 0(a), 0(b), 0(c) et 6(d) est égal & 1

alors on considére o = |a] + %, 8= [b] + %, v = |lc] + % et 0 = |d] + é, Alors pour au moins deux nombres
1 1 1
|z — €] < 1 (ceux pour lesquels 6(z) = 5) et pour les autres nombres (au plus deux) on a |z — &| < 7
Sinon (et donc au moins deux des quatre nombres 6(a), 8(b), 6(c) et 6(d) est égal & 0 ou 1),
alors on considére o = |a| si 6(a) =0 ou @ = |a| 4+ 1 si 6(a) = 1. De méme pour 3, v et & Alors pour au moins deux
nombres |z — | < 1 (ceux pour lesquels §(z) = 1 ou 0) et pour les autres nombres (au plus deux) on a |z — §| < %
Dans tous les cas : ) )
1 1 1 1 5
|z —e|® <2 x (5) +2x (1> :§+§:§
2 _ 5
VzeH,3eeH(Z) tel que |z—e|” < 3
(b) Soient z1,z2 € H(Z) avec z2 # 0, montrer qu’il existe ¢, r € H(Z) tel que z1 = qz2 + r avec |r| < |z2].
On parle d’une division euclidienne a gauche.
Soit 21, z2 € H(Z) avec z2 # 0.
. . —1 b . L g —1 v10
Alors z2 est inversible et z12, © € H. D’apres la question précédente, il existe ¢ € H(Z) tel que 212, — ¢q| < e <1.

Notons r = z1 — qz2 € H(Z), d’apres la question III.1..
On a alors |rz; | = |z125 " — ¢| < 1 et donc |r||z3 | = |r| x |22| 7" < 1, donc |r| < |22].

‘Donc pour tout z1,z2 € H(Z) avec z2 # 0, il existe ¢, € H(Z) tel que z1 = gzz2 + r avec |r| < |z2]. ‘

II1.6. Idéal a gauche. PGCD.
On dit que I est un idéal & gauche de Panneau H(Z) si :
— (I,4) est un sous-groupe (H(Z),+)
— VacH(Z)etxel,ax el

(a) Montrer que pour tout z € H(Z), (z) := {az | a € H(Z)} est un idéal & gauche de H(Z)

(H(Z),+) est un groupe (sous-groupe de H). Soit z € H(Z)
Notons donc (z) = {az | a € H(Z)}.
Pour z1 et z2 € (2), il existe a1, a2 € H(Z) tels que z1 = a1z et 2 = asz,
alors 1 — x2 = (a1 — a2)z € (2) car H(Z) est un groupe donc a; — az € H(Z).
Pour a € H(Z) et = € (2), il existe a’ € H(Z) tel que x = a’2
et donc a x x = (aa")z € H(Z) par associativité dans H (anneau).

’ Pour tout z € H(Z), {az | a € H(Z)} := (z) est un idéal a gauche de H(Z). ‘

(b) Montrer que si I1 et I sont deux idéaux & gauche de H(Z),
L+ 1:={ai1+az | a1 € I1,a2 € I} et I, N I sont des idéaux a gauche de H(Z).

Pour t et t' € I + I, il existe (z1,22) € I X I, (m'l,mlg) €l xIrtels que t = a1 + 22 et t' = zf + x5,
alors t —t' = (1 — x1)7) + (z2 — 25) € I + I car I et I» sont des sous-groupe de (H(Z),+) .

Puis par distributivité (& gauche) pour tout a € H(Z),
at = a(x1 + x2) = ar1 + axz € I1 + I car I; et I sont des idéaux.

‘ I + I est donc un idéal & gauche de H(Z). ‘

Pourtett € I N 1a, t,t/ €I, donc t —t' € I et de méme t7t' €I, donct—t €.
alors t —t' € I} N L.

Pour tout a € H(Z),
at € I) car t € I1 et I est un idéal; at € I> car t € Is et I> est un idéal

I N I7 est donc un idéal & gauche de H(Z). ‘




(¢) Montrer que pour tout idéal & gauche I de H(Z), il existe z € H(Z) tel que I = (z).

Soit I un idéal & gauche de H(Z), (non vide).
L’ensemble M = {|z|?, z € I\ {0}} est un sous-ensemble non de N* (car I C H(Z)), donc admet un plus petit élément, noté
mo > 0.
I existe z € I tel que |z|> = mo.
Soit € I. Comme z # 0, on peut faire la division de x par z.

1l existe q,r € H(Z) tel que = = gz + r avec |r| < |z|.
Puis comme I est un idéal & gauche et z € I, gz € I, et € I, donc r = x — qz € I (sous-groupe).
Si x # 0, alors |z|> € M et |z|* < |z|* = mo, impossible. Donc = = 0.

Et par conséquent z = gz. Donc I C (2).
Réciproquement, si a € (z), alors il existe € H(Z) tel que a = xz. Comme 2z € I, a € I.

Donc (z) C 1.

‘ Pour tout idéal & gauche I de H(Z), il existe z € H(Z) tel que I = (z). ‘

Comment pourrait-on définir le PGCD de deux nombres de H(Z).

Soit z1,z2 € H(Z). Alors (z1) et (z2) sont deux idéaux & gauche de H(Z).
Donc (z1) + (2z2) est un idéal de H(Z). Donc il existe Z € H(Z) tel que (z1) + (22) = (2).

‘ Z est UN PGCD de z; et de z2. Les autres lui sont égaux a une multiplication par une des 24 unités pres.

II1.7. Nombre premier.
On dit qu'un entier de Hamilton z € H(Z) est premier si : z = uv avec u,v € H(Z) = u ou v € Ug.
Montrer que les nombres 2, 3, 4,...20 ne sont pas premiers dans H(Z).

Commencons par une remarque simple (et réductrice) : un nombre qui n’est pas premier dans Z ne peut pas étre premier dans
H(Z).

On peut, en effet, utiliser la méme décomposition que dans Z, par exemple : 8 = 2 x 4. ..

Concentrons nous donc sur les nombres premiers de N.

2=(1+41) x (1 —1) avec (1 +1),(1 —1I) ¢ Uy, donc 2 n’est pas premier.

3=(14+14+J)x (1 —-I-J)avec (14+1+17J),(1 —1-1J) ¢ Uy, donc 3 n’est pas premier.

5=(241) x (2—-1) avec (2+1),(2 —I) ¢ Uy, donc 5 n’est pas premier.
T=2+I14+J+K)x(2-1-J—K)avec (24+I1+J+K),(2—1-J—K) ¢ Uy, donc 7 n’est pas premier.
11=B+I+J)x(B3—-1I-1J)avec (3+1+J),(3—1—1J) ¢ Ug, donc 11 n’est pas premier.

13 = (24 20+ 2] + K) x (2 — 21 — 2] — K) avec (2 + 21 + 2] + K), (2 — 2T — 2] — K) ¢ Uy,

donc 13 n’est pas premier.

19=B+3[+J)x (3—=3I—1J) avec (3+3L+1J),(3—3I—1J) ¢ Un, donc 19 n’est pas premier.

‘ Donc les nombres 2, 3, 4,...20 ne sont pas premiers dans H(Z). ‘

II1.8. Application 1. Somme de quatre carrés d’entiers.

(a)

Soit a,b,c,d,a’,b’, ¢, d huit entiers naturels, et n = A +b2 4+ + d27 n=ad’+b*+7+d7
En utilisant le module des quaternions, démontrer que le produit nn’ est la somme de quatre carrés d’entiers naturels.

On peut reprendre directement la formule montrée en I1.3.e. Ou bien considérer de nouveau z = a + bl + ¢J + dK, 2’ =
a + 01+ J+dK e H(Z). Alors n = |2 et n’ = |2'|>. Donc

nxn' = |z> x|2|> = 22> = (ad’ —bb' —cc’ —dd')? + (ab' +a'b+cd —'d' )’ + (ac +d'c+db' —d'b)* + (ad’ +d'd+bd —b'c)?

Il s’agit d’une somme de 4 carrés d’entiers.

. ’ ’ . . A ’
‘ Sin,n" € N sont somme de quatre carrés d’entiers, il en est de méme de n x n'.

Monter que 2 est la somme de 4 carrés.

2:12+12+02+02\

(**) Montrer que tout nombre premier impair est somme de 4 carrés d’entiers.
On pourra commencer par prouver qu’il existe z = 1 + al + bJ tel que p divise |z|.




Soit p un entier impair. a et p — a ont le méme carré modulo p : (p — a)2 =p?—2ap+a’=a® [p].
—1
Pour a # b, avec a,b € [1, pT]], on a a® # b?, sinon X* — a® admettrait 4 racines dans le corps F,, impossible.

-1
Donc {—a®;a € F,} contient exactement pT + 1 éléments (41, & cause de 0°).

1
Pour les mémes raisons {b2 + 1;b € Fp} contient exactement Pt

éléments également.

Donc nécessairement, ces deux ensembles ne sont pas disjoints car ils sont & valeurs dans [0,p — 1].
Considérons ¢ € {—a*;a € F,} N {b> + 1;b € Fp}. 1l existe donc a,b € F,, tel que ¢ = —a® =b° + 1
Ainsi a® +b* + 1 = 0 dans F,, ou encore p|a2 +b°+1.
Ensuite, considérons z = 1+al+bJ € H(Z), on a donc p’ |z (p divise le carré de la norme de z) et considérons I = (z)+ (p).
Soit a € I, alors il existe x1,z2 € H(Z) tel que a = z12z + z2p donc p divise |a|2.
en effet : |a|® = (z12 + 22p) (ZT2 4 pTa) = (z1|2°T1 + p(|x2|*p + 21273 + 222 T7) factorisable par p/ Cet idéal
(& gauche) admet un générateur g : I = (¢) d’aprés 6.(c). On a toujours p divise |g|°.
Alors p € (g) donc il existe = € H(Z) tel que p = zq et donc |z|°|g|* = |p|?, donc |¢|* divise |p|>.
Donc |g|* vaut p ou p*, car p est premier.
Or si |¢> = p°, cela signifie que p = ¢ avec |z| = 1, et donc z = 1+ al 4 bJ € (p). Impossible
(on ne peut avoir 1 comme constante en multipliant p par un entier d’Hamilton).
Donc |g|* = p. A partir de ¢ € H(Z) et son calcul de norme.
(Petite difficulté, en fait ¢ peut étre & coordonnée demi-entieére. Mais on montre qu’il existe alors u € Uy NH(Z) tel que ug
soit & coordonnées entiéres.)

‘ Tout nombre premier impair est somme de 4 carrés d’entiers.

(d) En déduire que tout nombre entier positif est somme de 4 carrés d’entiers.

Tout entiers positifs est un produit de nombres premiers, décomposable en somme de 4 carrées d’entiers. Par stabilité de
cette propriété par produit,

‘ Tout nombre entier positif est somme de 4 carrés d’entiers. ‘

IV Application 2 : Géométrie de R® (de R*?)

On note pour tout z,2" € H, (z]2) = %(z? + 2'Z). On rappelle que la définition de Uy et de Iy a été donnée en fin de deuxiéme
partie.
IV.1. Etude du produit scalaire.
(a) Montrer que pour tout z,2’ € H, (z|2) € R et (2]2") = (2'|2).

Soient z, 2" € H. Supposons que z=a+bl+cJ+dKet 2’ =a’ + VI +J+dKet 2 =a’ —b1—-cJ—dK.

22" = (aa’ + bt +cc’ +dd") + (—ab' +a'b —cd + I+ (—ac +a’'c — db' +d'b)J + (—ad +a'd —bc' +b'c)K
ZZ7=(da+bb+cc+dd)+ (—ad'b+ab —d+cd)+ (—d'c+ac —db+db)I+ (—d'd+ad —bc+bd)K

Ainsi (et comme lexpression est symétrique en g <> g') :

(z]2") = (aa’ +bb' 4+ cc +dd') = ('|2) €R

(b) Montrer que pour tout z € H, y — (z|y) est linéaire, i.e. vérifie :

VAL  eRVy,ya € H  : (2]Ayn + day2) = M(z|y1) + A2 (2|y2)

Soient z € H (fixé) et y1,y2 € Het A1, A2 €R:

(z]\1y1 + Aay2) = (z>\1y1 + Xoy2 + (Mg + )\2?.,/2)5)

0 | =

= — (M2U1 + A22T2 + My1Z + A2y2Z)

1 1
= Mg (21 + 1) + Ao (282 + 927) = A (2lyn) + Az (z]y2)

N

‘Pour tout z € H, y — (z|y) est linéaire. ‘
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(c) Montrer que (z|z) > 0 et que (z]z) = 0 si et seulement si z = 0.

D’aprés un calcul précédent, avec z’ = z, on a (z]z) = a® +b° + & + d° = |2|°.
On peut donc exploiter la réponse a la question I1.1.(b), en notant que det(A) = |z|* si z = ®(A).

‘Et donc (z|z) = 0 et que (z]|z) = 0 si et seulement si z = 0. ‘

On dit que (+]-) est un produit scalaire (compte-tenu des résultats des 3 questions (a), (b), (c)).

(d) Montrer que si v € Ug, alors pour tout 2,z € H, (zu|z'u) = (2]2") = (uz|uz’).

Soit u € Uy, donc uu = nu = |u|2 = 1. Puis, pour tout z, 2" € H, (en exploitant la réponse & la question I11.3.(b) :
' 1o — 1, =
(zulz'u) = f(zuz/u +z uzu) =3 (zuu 2+ z'uu z)
_ 1, —
= 5(z|u\2z’ + z'|u\22) = 5(zz’ + z/E) = (z]2)
Et de méme : 1 1
(uzluz') = 3 (uz@ + uz'%) =3 (uzgﬂ +uz'z ﬂ)
Comme (uz|uz') est un nombre réel, en multipliant & gauche par @ et & droite par u, on a :
(uzluz )u = (uzluz)au = (uzluz)|ul* = (uzluz))

Et parallelement :
1 —. 1 —
u(uzluz u = 65 (uzz’ﬂ +uz'z ﬁ)u =3 (ﬂuzz’ﬁu/ﬂuz'? ﬂu)

1 — 1, —
= 5(|u\2zz/\u|2 + ul?2'Z[u)?) = 5(zz/ +2'7) = (2]2")

Par transitivité : si « € Uy, alors pour tout z,2" € H, (zu|z'u) = (2|2') = (uz|uz’).

IV.2. Soient z, 2 € H.
Montrer que zz'z = —|z|?2’ + 2(2|2)z (formule du triple produit).
On pourra partir du calcul 2(2'|2)z = .. ..

1 _
Par définition : (2'|z) = i(z'EJr zz').
Si on multiplie par z a droite : o -
27 |2)z = 2224 2272 = |2*2 + 2272

Donc zz'z = 2(2/|2)z — |2|*2.

IV.3. Produit vectoriel dans Iy - ensemble des quaternions purs (isomorphe a RS).

On note pour z =al +bJ +cK et 2’ = a'T+b'J + 'K € Iy : 2A2 = %(zz' —2'2).

(a) Exprimer z A 2’ en fonction des lettres a,b,c,a’,b’, .
Quel lien avec le produit vectoriel étudié en S.I.7

On garde les mémes notations

ANZ = ([(fbb’ — o —dd') + (cd' — )T+ (db — d'b)T + (b — V'O)K]

N | =

—[(~b'b—de—dd)+ ('d—ed )L+ (d'b—db') I + (Ve — bc’)K])

|2n 2 = (ed — )T+ (@ — d'B)J + (b —VoK]

e Remarquons que la formule n’est pas symétrique (mais antisymétrique).
. . 3 ’ . .
e Si les nombres devant I, J et K sont les coordonnées d’un vecteur de R”, alors z A z° donne les coordonnées du produit
. .z N N ’
vectoriel (vu en SI) des vecteurs associés & z et & 2.

’ r_ ’ ’
K ) M
(b) Montrer que pour tout z,z" € Iy, 22" = —(2]2") + z A z

Pour z, 2 € Iy, on a vu que
22/ = (=bb' —cc’ —dd') + (cd' — /) + (db' — d'b)J + (bd' =V )K = —(2]2") + 2z A 2

d’apreés des calculs précédents (en prenant a = 0 et a’ = 0)

Pour tout z,2" € Iy, 22’ = —(2|2) + 2z A 2.
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IV.4. Rotations (=isométrie).
Soit g € Uy \ {—1,1} et ry : Iy — Ty, z — qzq~ ' = qzg car |¢|* = 1.
(a) Montrer qu’on a bien, pour tout z € Iy, 7¢(2) € Iu.

Vérifions d’abord que I'image de Iy par r, est bien incluse dans Iy.

Pour tout z € Iy, puisque g € Uy, ainsi que ¢~ = % =g d’aprés la formule IL.3.(d), on a donc r4(2) = qzq~ " = ¢2q.
q

Pour savoir si il s’agit d’un quaternion pure, il suffit de montrer que rq(2) +74(2)) = 0.

Notons d’abord que abc = ab X ¢ =¢ x ab="<¢ba. Donc

rq(2) +19(2) =q2G+qz0=qzq+qZ2q=qzq+qZq = z+z )g=0
q(2) +1q(2) = 20+ 924 = qzq+9Zq = qzq + qZq = q( )a
=0 car z€ly

Tq (H]}n) C Ing

(b) Montrer que pour tout z, 2z’ € H, (rq(z)|rq (z')) = (2|2").
On dit que rq est une isométrie (ou rotation) de Ig.

Soient 2,z € H. D’aprés IV.1.(d), pour u € Uz, (uz|uz') = (2|2') = (zulzu’).
Ici, g € Uz, donc ¢ ' =g € U(z)

(ra(2)Irq(2")) = (q2q 'az'q™") = (2q" '|zq™ ") = (2/2)

‘Pour tout 2,2’ € H, (rq(z)|rq(z')) = (z|)). ‘

(c) On sait d’apres I1.4.(c), qu’il existe 8 €]0,7[ (¢ ¢ {—1,1}), s € Iy N Ug tel que ¢ = cos + s X sin 6.
Montrer que 74(s) = s. (On pourra commencer par simplifier %)

_ 2 - 2
Comme s € Iy, s = —s, donc s° = —s5 = —|s|” = —1 car s € Ug.
Donc

74(s) = (cos 0+ssin 0)s(cos 0—s sin §) = cos” Os+(sin O cos O—sin O cos 0) s> —sin® s = cos® Os+sin” Os = (cos® f+sin” O)s = s

rq(s) = s

(d) Soit t € Iy N Uy tel que (s|t) = 0 (¢ est orthogonal & s).
Montrer que (t|rq(t)) = cos(20) et t A rq(t) = sin(26)s.

Comme ¢,74(t) € I, ces deux nombres figurant dans le seul calcul ¢ X r4(t), on va se concentrer sur ce calcul.

(Il s’agit des parties réelles (opposés) et imaginaires quaternioniques).
Par ailleurs, comme (s|t) =0, on a st + 5 = 0, donc 5 = —st.

Mais comme s,t € Iy, s = —s et t = —t, donc ts = —st.

Ainsi tq = t(cos 0 + ssin @) = cos 0t + sin Ots = cos Ot — sinfst = (cosf — ssinf) x t = gt. Donc

t x rq(t) = tqtq = qt°q = —qtlq = —q° = —(cos 0 — ssin 0)*
car t € Uy, donc [t|* =t = 1.
Donc de méme comme s° = —1 :
t X 1q(t) = —((cos® 6 — sin” ) — 2s cos Osin @ = — cos(26) + ssin(26)

On prend les parties réelles et imaginaires, pour obtenir respectivement —(t|rq(t)) et t A rq(t).

‘ Ainsi (t|rq(t)) = cos(260) et t A rq(t) = sin(20)s. ‘

Géométriquement, cela signifie que 74 est la rotation de I’espace Iy ~ R® d’axe s et d’angle 26.
IV.5. (**) Justifier la formule exponentielle : ¢ = e*”.

no_k

T
(0] 11 = 1l E — |.
n rappelle que e nirfw (ko X )

On a vu que s° = —s5 = —|s|®> = —1.
s sik=1[4]
. k) -1 sik=2[4]
Et donc, par récurrence rapide : s° = —s sik=3[4]
1 sik=4[4]
Ainsi,
I kg I 2h I 2h+1
B s"0% n 0 ht1 SO _ O —
exp(sh) = 2 s ;}(—1) @n) + Z:O(—l) ChET) cosf + s sinf = g

‘ On peut donc noter, pour tout g € Uy, ¢ = ese, si g =cosf + s sinf.
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