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Devoir a la maison n°7
CORRECTION
Exercice
Partie I : Structure

1. Question de cours :

| dim(M; (R) = 9]

O Remarques !
& Pour définir parfaitement une matrice carrée d’ordre 3, il faut et il suffit de donner 9 coefficients

2. Ax0=0,donc 0 € E;(A) et donc E1(A) est non vide.
Soient My, My deux éléments de F1(A) et A1, Ay deux nombres réels.
1l ’agit de montrer que A\; M + Ao My € E1(A).
Or A x ()\1M1 —+ )\QMQ) = )\1A X M1 + )\QA X Mg = )\1M1 + )\QMQ

car AMy = My, AMs = Ms puisque M7 et My € E1(A).

Donc Ay M7 + Ao M, vérifie la propriété caractéristique de E;(A), donec A\ My + AaMs € Eq(A).

‘Ainsi E1(A) est un sous espace vectoriel de M3(R). ‘

On admettra que E3(A) est également un sous espace vectoriel de M3(R)
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3. (ag Nous le savons bien, pour montrer une inclusion d’ensemble, il suffit de démontrer que tout élément du

premier ensemble se trouve dans le second.

Considérons M € E(A), est-il dans Eq(A)?

OnaA’2x M =Ax(AxM)=AxM=M car M € E;(A) donc AM = M.
Ainsi M € E5(A).

Par conséquent

[Ei(4) € Bx(4)]

Supposons ici que A est inversible et notons A~! I'inverse de A.

O Remarques !
Nous savons déja que E1(A) C E2(A), pour montrer (ici) I’égalité de ces deux ensembles, il ne reste

plus qu’a montrer l’inclusion réciproque.

Considérons donc M € E3(A).

Alors A2M = AM et donc en multipliant & gauche cette égalité par A~', on a :
A7YA2M = A7YAM et donc (A~TA)AM = AM = M ainsi M € E;(A).

Par double inclusion

‘si A est inversible alors E7(A) = E2(A). ‘

Supposons que A — I soit inversible, notons B l'inverse de A — I, donc B x (A—1) =1.
Soit M € Fy(A), alors AM = M, donc AM — M = 0 ou encore (A—I)x M = AM —M = 0.
En multipliant cette derniére égalité par B,ona Bx (A—I)x M =B x 0=0.

OrBx (A—I)=1I,donc I x M =M =0.

Par conséquent M est nécessairement la matrice nulle et donc E;(A4) C {0}.
Réciproquement, nous avons vu que 0 € E1(A) (quelle que soit la matrice A).

‘Donc, si A — I est inversible alors E;(A) = {0}. ‘
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( 1l saute aux yeux que B est triangulaire supérieure. Etudier son inversibilité (ainsi que celle de B — I3)

est donc facile.
Ensuite, on applique les résultats des questions précédentes.

-2 1 0
B-1= 0 -2 1
0 0 1

Toute matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si les coefficients sur sa

diagonale sont non nuls.
Ici B — I est triangulaire supérieure, avec sur la diagonale des coefficients non nuls.

Donc B — I est inversible et donc d’apres la question précédente, Ey(B) = {0}.
Par ailleurs, pour les mémes raisons, B est inversible et d’apres 3.(b), F1(B) = Ex(B).
Par conséquent, pour cet exemple

[Eu(B) = Ea(B) = {0}]

Partie II : Etude d’un cas particulier

3 -2 -1 1 1 1
On considére les matrices C = 1 0 -1 et P = 1 1 0
2 -2 0 1 01
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]% II faut trouver I'inverse de P. On applique donc directement I’algorithme qui calcule P~ et qui précise, au

passage, par la méme occasion (sans rien de plus) si P est bien inversible

On applique 'algorithme de Gauss-Jordan. Considérons

1 1 1}j1 0 O 1 1 1 1 0 0
110(010 | —, 7 7 [0 0 =1/-110
11 1j1 O 0 10 0|-1 1 1
— e, 0101 0 1) — 0101 0 -1
L3 + —Lo 0 0 11 -1 0 00 1,1 -1 0

Par suite d’opérations élémentaires, nous avons transformé P en I3 donc P est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, nous avons transformé Is en P~!, donc

P est inversible et P71 = 1 0 -1

2. Faisons le calcul :

0 1 2
CxP=1|1010
0 0 2

o

00 0

Pl'xcp=|0 1 0

00 2
0
Ainsi D = P~1CP = 0 1
0

0
0 | est bien une matrice diagonale
2

o
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3§ Nous allons raisonner directement par équivalence, mais nous pourrions faire plus siirement un raisonnement

par double implication
Notons que N = P~'M, donc PN = PP~ 'M =M
M€ E(C) <= CxM =M <= C x PN =PN < P! xCPN =P 'PN
Il y a bien équivalence, car P! est inversible. Donc

M€ Ey(C) <= (P"'CP)x N=N<+=DxN=N <= N ¢ E|(D)
Soit M € M3(R). En notant N = P~1M, on a I'’équivalence :

| M € Ei(C) < N € Ey(D)]




O Remarques !
Ici Uexercice exploite une méthode de changement de point de vue.

On reste dans une méme classe d’équivalence (relation de similitude), car le passage de E1(M) a Eo(N)
est simple si M et N sont semblables.

Puis, on choisit dans la classe d’équivalence, un représentant pour lequel le calcul de Eji est plus aisé.
Comme souvent, ce représentant est une matrice diagonale.

On a donc besoin de < diagonaliser >la matrice C en matrice D. ..
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12 La, il s’agit de calculer a la main (on < bourine >, pas d’astuce)

1 Y1 2
Considérons une matrice N de la forme la plus générale : N = | x5 y2 29
T3 Y3z =3
NeE(D)<— DxN=N
0 0 O 1 Y1 2 1 Y1 2 0 0 0 X
< 01 0 X T2 Y2 29 = T2 Y2 29 < D) Y2 29 = To
0 0 2 T3 Ys 23 T3 Y3 23 23 2ys 223 3

Cela est équivalent a x1 =y; = z1 = 0 et 2z3 = x3, donc x3 = 0 et de méme y3 = z3 = 0.
Nous n’avons raisonner qu’en équivalences, pour obtenir finalement aucune condition particuliere
sur les coefficients de la deuxieme ligne de IV, les autres coefficients étant nuls.

Finalement nous avons montré :

N € Ey(D) si et seulement s'il existe trois réels a, b et ¢ tels que N =

o Q@ O
o ot O
oo O
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Pour trouver une base, il faut d’abord trouver une famille génératrice (on montrera ensuite la liberté).
Pour cela il faut décrire les éléments de E1(D) comme combinaison linéaire de matrices de référence. On

raisonne par équivalence et cherchons une description adéquate

D’apres les questions précédentes nous pouvons affirmer :

U1
Y2
Y3

0 00
M e E\(C) <= P 'Mc Ey(D) <= Ja,bccRtelsque P''M=| a b ¢
0 00
0 0 0 a b c
<~ da,bceRtelsque M =Px| a b ¢ |=| a b c
0 00 0 00
Par équivalence :
a b c 1 0 0 0 1 0 0 0 1
E(C) = a b ¢ | a,b,c € R » = vect 100 ]),l0o 1o0]),[o0o 01
0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ces trois matrices forment clairement une famille libre, nous avons donc une base et

dim (E,(C)) =3
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(% Nous allons appliquer le méme raisonnement que lors des trois questions précédentes. Tout cela est finalement

assez classique.

Z1
22
23



M € Ey(C) <= C*M = CM < P~ 'C(PP~

YYCPN = P7'CPN (en notant N = P~' M)

M € Ey(C) <= D*N = DN <= N € Ey(D)
r1 Y1 2 0 0 0 0
Or avec N = To Y2 22 ,ona D?’N = To Yo 29 et DN = Ty Yy 2o
r3 Yz Z3 4583 4y3 42’3 2173 2y3 223
Donc
Ty Y1 2
N € Ex(D) <= 3 x1,91,21, %2, 2, 22 tels que N = | z2 %2 2o
0O 0 O
Ainsi,
Y1 21 T1+T2 Y1+Y2 21+ 22
M € Ex(C) <= 3 x1,41, 21,2, Y2, 22 tels que M = P y2 22 | =| m1+T2 y1+ty2 21+ 22
0 0 T T3
Par équivalence :
a+d b+e c+f
a+d b+e c+ f | a,b,c,d,e, f €R
c
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1
= vect 100,010 1 /,{1 0 0 |},{ 0O1 0|}, 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O

Ces trois matrices forment clairement une famille libre, nous avons donc une base et

dim (EQ(C)) =6et El(C) 75 E2(O)




Probleme

On rappelle que Z est ’ensemble des nombres entiers relatifs.
Partie A

1. Le calcul donne

a ¢ d —c ad — be 0
<b d>x<—b a):< 0 ad—bc>:(ad_b0)12

En divisant, si possible par ad — bc # 0, on a A~! : Réciproquement, si ad — bc = 0, on a trouvé

_db . ) telle que AA’ = Os.

Or si A était inversible, on aurait : Oy = A7 x Oy = A71AA’ = A’, donc A’ serait nulle, ce
qui est faux.
Donc si ad — bc = 0, A n’est pas inversible.

une matrice non nulle A’ = (

1 _
det(A) = ad — bc # 0 si et seulement si A est inversible et A=! = - ( _db ac )

2. On applique le résultat de la question précédente :

o (2 -3 R A T _ 1
w=(205) o w= (5 7) 0 a=

3. Par expression de A™!, on a

_d_  _—c_ d— be
det(A™!) = det( admpe ad7be ) = T
) adfbbc ad—bc (ad - bC)2
Donc
1
-1\ _
det(A™Y) = det(4)

4. Soit A= ( Z ; > € My (Z), ie. a,b,c,d € Z*.

O Remarques !
L’enjeu dans cette question, n’est pas seulement que A soit inversible dans le corps QQ, mais bien dans
lanneau 7.
Si on tient compte seulement de det(A) # 0, on trouve une matrice inverse de A dans Mz (Q). Il faut que
les coefficients de Mo (Z) soient également dans Z. C’est l’enjeu de cette question, et cela explique pourquos

on obtient un résultat sur det A plus exigeant.

Procédons par double implication.
Supposons que A admet une matrice inverse A~! et que A~! est, un élément de Mo(Z).
Alors comme det(A) = ad — be, et que a,b,c,d € Z, on a det(A) € Z.
De méme comme A~! € My(Z), alors det(A™1) € Z.
Ceci n’est possible que si det(A4) € {—1,1}; en effet, sinon : det(4A™!) = m ¢ 7.
Donc det(A4) € {—1,1}.
Supposons que det(A) € {—1,1}.
Alors, puisque det(A) # 0, A est inversible dans Mz (R). Montrons qu’en fait A= € My (Z).

1 d —c
A7l = —— .
On a vu que det(4) < b a )

Donc comme det(A) € {—1,1},

= det(A) et donc A~ = det(A) ( _db —ac )

1
det(A)
C’est une multiplication d’entiers donc A~ € My (Z).
Donc si det(A) € {—1,1} alors A admet une matrice inverse A~!, élément de Mz (Z)
Par double implication :

‘ A admet une matrice inverse A~!, élément de Ms(Z) si et seulement si det(A) € {—1,1}. ‘

On a alors (dans ce cas particulier M2(Z) :

A1 = det(A) ( 4 >

a
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% 1l faut d’abord montrer que AB € M2 (Z), puis que det(AB) = 1.

a c a
Notons A = ( b d ) et B= ( Y ),
! / / U
AB = ( Zs, igz, ZCC, i;g, ), ¢’est une matrice de My (Z)
chaque élément est bien un nombre entier (somme et produit de nombres entiers).
En outre

det(AB) = (ad’ + cb')(bc’ + dd') — (ac’ + cd')(ba’ + db') = aa’dd' + bb/cc’ — ab'c'd — a’bed’
= (ad —be)(a'd —b'c') =det(A) x det(B) =1x1=1
car A, B € SLy(Z). Ainsi

|si At B € SLy(Z), alors A x B € SLy(Z).|

6. det(As) =5 —be, donc Ay € SLo(Z) ssi det(A) =1 ssi be = 4.
Par ailleurs b et ¢ sont entiers, les seuls possibilités sont :

[(b,0) €{(2,2), (4, 1), (1,4), (=2, —2), (=4, —1), (=1, ~4)}

Partie B
1. Inverse de A.
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(8@ Nous allons commencer par exprimer A~ en fonction de A. Puis montrer que A~' € Ma(7)

AP = I,, donc A x AP~! = [, et donc A est inversible et A~! = AP~ 1,
Comme nous ’avons vu en A.6., le produit de deux matrices de Mo (Z), appartient & My (Z).
Puis par récurrence, pour tout k € N, A¥ € My(Z).

‘Ainsi A7l = AP~ € My(Z). et d’apres la question A. 4, det(A) € {—1,1} ‘
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(b? On procéde par double inégalité (en fait, il y a une symétrie a bien exploiter)

(A1 = (AP=1)P = Ap(=1) = (AP)P~ = 271 = [,

\A—l € C5(C), et donc h(A~1) < p‘

En outre, ce résultat est vraie, pour toute matrice A.
Donc si h(A™1) = g, alors h((A=1)71) < q.
Or (A~Y)"1 = A, donc p < g=h(A71).
Par double inégalité :

[h(A™) = p = h(4)

2. Pour tout z € C, on note P : z — det(A — zI).

(a) On calcule, tout simplement :

T(z):det( a;'z dfz ) =(a—2)(d—2)—bc=2*>—(a+d)z+ (ad — bc)

| T(2) = 2° — t(A)z + det(4) |

(b) De méme :

2
2 _ [ a®+bc acted \ a c _ 10
A —tr(A)+det(A)Ig—<ab+bd bc+d2> (a—i—d)(b d>+(ad bc)<O 1)
[ a®+bc—(a+d)a+ad—be ac+cd — (a+d)e (0 0
- ab+bd — (a+ d)b be+d®> —(a+d)d+ad—bc | — \ 0 0

T(A) = O,



(¢) Le polyndme est unitaire, il s’écrit T'(z) = (z — A1)(z — A2).
Les formules de Viete (relation coefficients-racines) :

[tr(4) = A1+ Ay et det(4) = M), |

(d) tr(A) =a+d, donc tr(A) est un nombre entier.
En outre, [tr(A)] = [Ad1 + A2 < M|+ A2l <1 +1=2.
Donc nécessairement :

\tr(A) €{-2-1,0,1,2}. \

3. Le calcul donne C? = I, et D3 = —1I, donc D® = (—15)? = I,. Donc

|C,D € Cy(Z), avee h(C) = 2 et h(D) = 6. |

Pour trouver ces ordres, on constate par le calcul, qu’il n’y a pas de solutions plus petites.

O Remarques !
§ En fait, il y a un groupe G(C) = {CF k € N} (ou k € Z) et I’on montre que si C* = I, alors h(C)|k.
Donc par exemple, sachant que D® = I, alors h(D) = 2, h(D) = 3 ou h(D) = 6. ..

En outre CD = :; _11 ), de trace tr(CD) =2 € {-2,-1,0,1,2}.

A ce stade, on ne peut rien affirmer.

Mais si CD € C3(Z), alors (CD)P = I et donc ((CD)?)P = (CD)? = I3 = I, donc (CD)? €

Co(Z).
Or CD? — ( 2

4 3 ), de trace tr(CD) =14 ¢ {-2,-1,0,1,2}.

‘Donc nécessairement, le produit C'D n’appartient pas a Co(Z) ‘

4. Retour sur le polynéme 7. Puisque tr(A) € {—2,—1,0,1,2} et det(A) € {—1,1}, on a 10 possi-
bilités :
Th=X242X—-1, Th=X24+2X+1, T3=X’+X-1, T,=X24+X+1
Ts = X2 -1, Te = X2 +1, Tr=X>’-X-1, Te=X2-X+1
To=X?-2X—-1, Tio=X?>-2X+1
Pour chacun, on peut calculer les racines :
T= T T3 T3 Ty Ts Ts T T3 Ty Tio
A1, Az € {_1 + i\/i {_1} {%\/57 {.77.]2} {1’ _1} {Z.’ _7;} {172\/? {—j, _jz} {1 + i\/i {1}
“1-iv2) i 57 L iv2}
ot on note j = €37 et donc j2 = e'3™ = ¢~ 1537 = j.
‘Les polynémes T, T3, T7 et Ty ont des racines de module différent de 1. ‘
5. Diagonalisation de A.

(a) A, n’est pas inversible & det(A,) =0 < T(z) =0

’Donc A, n’est pas inversible < z € {A1, A2}. ‘

(b) Puisque Ay, et Ay, ne sont pas inversibles,

‘Ker Ay, et Ker Ay, ne sont pas réduit au singleton 0 de My 1(R). ‘
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(0? Nous commencons par trouver une relation en puissance. Le résultat attendu en découlera




€ T2

Soient X; = < " > € Ker Ay, et Xo = ( o > € Ker Ay, et P = (X;]X2)
Posons, pour tout k € N, Py, : <« A¥X; = M\ X >,
— Pour k =0: A°X; = ,X; = X; = A} X;. Donc Py est vraie.
— Soit k € N. Supposons que P}, est vraie.

Alors AkJrle =AXx Ale =AXx (Alel) d’aprés Pk.

puis AFHLX, = MAX, = M x A X = /\IfHXl. Donc Py, est vraie.

La récurrence est démontrée et V k € N, AFX; = AV X,

En k = p, on a donc APX; = N/ X;. Or AP = [,, et donc X; = A\PX;.
Or X, est une colonne non nulle donc nécessairement

’)\g =1 et Ay est de module 1.‘

C’est une racine p-ieme de 'unité donc

De méme :

Les polynomes Py, P3, P; et Py sont donc a exclure.
Le calcul (produit matriciel par blocs) donne :

At 0
AP = (AX1|AX3) = (M X1 A Xn) = (X1|X>) x ( 0 )

Donc

‘A x P =P x D ou D est définie au—dessus‘

Supposons A1 # .

Soient a1, as € C tels que a1 X7 + as Xo = 0 (matrice colonne).
Alors en multipliant par A : a1 AX1 4+ a2 AXs = Aa1 X1 + Asas Xo = 0.
Donc (/\2 — )\1)&1X1 = —Xoa2Xs + AaasXo = 0.
Or A1 # A2, X7 non nul, donc a; = 0. De méme ay = 0.

Par conséquent, la famille (X7, X5) est libre et donc

‘P = (X1|X2), de rang 2 est inversible

6. Ordre de C2(Z).

(a)

— Ou bien A est associée aux polynomes Ty, T5, Ty et Ty,
auquel cas, A possede deux racines distinctes
et donc il existe P inversible et D diagonale telle que AP = PD, d’apres 5.(d) et 5.(e).

— Ou bien A est associée aux polynémes 179 ou Ts.
auquel cas d’apres 2.(b)., comme P(A) = 0,0n a: A2 = 2A— I3 ou A2 = —2A — I, resp.
on montre alors par récurrence : A¥ = kA — (k — 1)1y ou AF = (=1)*" 1 (kA + (k — 1)I3)
(en effet : AFTL = kA2 — (k- 1)A=k(2A— L) — (k— 1A= (k+1)A -kl
ou AFl = (=) (kA2 4+ (k- 1)A) = --- = —(=1)*((k + 1)A + kL) resp.).
Puis comme il existe p tel que AP = I, on a donc pA — (p — 1)1y = Is.
ou AP = (=1)P*1(pA+ (p — 1)I) = I resp.
pour ces deux cas (T, et Thp), A et Iz sont colinéaires.
Dans tous les cas

‘Si A € Co(Z), alors il existe P inversible et D diagonale telle que A = P x D x P~L. ‘

Par récurrence (par la suite, ce sera un résultat du cours, que I'on exprimera directement) :

AnszanP-lsz<” On)xp—l
0 Al

Ainsi, & tout élément de C3(Z), on associe un des 6 polynomes précédents.
Pour chacun de ces polynémes, il y a (au plus) deux racines, de module 1 qui sont également
des racines de l'unité.

T, a des racines d’ordre 2 : \? = 1 Ty a des racines d’ordre 3 : A3 = 1
Ts a des racines d’'ordre 2 : \? = 1 Ts a des racines d’ordre 4 : A} =1
Ty a des racines d’ordre 6 : )\3 =1 T1o a des racines d’ordre 1 : \; =1

Toute matrice associée & T a un ordre égal a celui de ces racines.
Le plus petit multiple commun & chacun de ces ordres est 12.
Donc

‘V A € Cy(Z), A*2 = I, c’est 'ordre le plus petit possible




