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DEVOIR SURVEILLE N°11

Sujet donné le samedi ler juin 2024, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - INEGALITE DE CARLEMAN

Objectifs du probléme :
On s’intéresse dans ce probléme & une inégalité établie par Torsten Carleman (en 1922) :

n 1/n
si (ar)ken= est une suite de réels strictement positifs telle que Z an converge, alors la série de terme général H ak converge et
k=1
+o0 n 1/n +o0
Z H ak <e an
n=1 \k=1 k=1

Le probléme est constitué de quatre parties. La premiére définit (simplement) la notion de fonction intégrable sur un intervalle non
compact. La deuxieme partie démontre un analogue intégral de cette inégalité : I'inégalité de Knopp. La troisiéme partie s’intéresse a
la démonstration originale de I'inégalité de Carleman, utilisant du calcul différentiel. Enfin, la quatriéme partie exploite la sommabilité
et Iinégalité arithmético-géométrique pour obtenir d’une nouvelle facon I’inégalité de Carleman.

I . Fonctions intégrables sur R

On considére une fonction ¢ continue par morceaux, définie (au moins) sur un intervalle (semi-)ouvert [a, b].

T —b
On dit que v est intégrable sur [a,b[ si: V = € [a, b], / |1 (t)|dt admet une limite finie pour  — b. On note / [ (t)|dt cette limite.

I.1. Montrer que s'il existe M tel que pour tout = € [a, b], / [(t)|dt < M, alors 1 est intégrable sur [a, b|.
On pourra montrer qu’une certaine fonction est croissante et majorée sur [a,b] donc convergente pour x — b.

1.2. Soit 9 une fonction intégrable sur [a,b]. On fixe ¢ > 0 pour (a) et (b).
(a) Montrer qu’il existe V', voisinage de b tel que pour tout z1,z2 € V N [a, b avec 21 < z2,

[ o<

/ h P(t)dt

Cela signifie que ¥ : z +— / ¥ (t)dt vérifie le critere de Cauchy pour les fonctions, au voisinage de b :

(b) En déduire que pour tout z1,z2 € V N [a, b] avec 21 < x2, <e

Ve>0,3V eV, telque :V x1,22 € V,|U(z1) — U(x2)| <€
—b
On admet que cela implique que ¥ admet une limite en b, que l’on note P(t)dt.

—b

—b
(¢) Montrer que P(t)dt é/ [ (¢)|de

a
1.3. Soit u,v : [a,b[— R, de classe C'. On suppose en outre que v’ et v sont positives sur [a, b
On suppose que u x v’ est intégrable sur [a, b[ et que u x v admet une limite finie en b.
Montrer que u’ x v est intégrable sur [a, b] et que

z—b

/ (v x v)(t)dt = lim v(z)u(z) — v(a)u(a) — / (u x v")(t)dt

Pour la question II.1.(e), on exploitera I’extension :
Si u, v :]Ja,b[— R, de classe C' avec u’ x v > 0 sur |a, b[.
On suppose que u X v est intégrable sur la, b] et que u x v admet une limite finie en a et une limite finie en b.
—b —b
Alors v’ x v est intégrable sur ]a, b[ et / (v’ x v)(t)dt = lim v(z)u(z) — lim v(t)u(t) — / (uw x o) (t)dt
T—

T—a
—a —a



II . Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre I’inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l’inégalité de Carleman.
II.1. Deux (in)égalité intégrales

(a) Soit f : [a,b] — R, un fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction continue et
convexe sur J.

b
1
Expliquer pourquoi f et ¢ o f sont intégrable sur [a, b], puis que 5 / f)dt e J.
—a
a

(b) En exploitant des sommes de Riemann, montrer que

b b
0 (bi / f(t)dt> < / po F(t)t

Soit f : Ry — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable sur Ry = [0; +o0].
Pour tout = > 0, on pose

g@) =1 / HOd et h@)= Lo = L / ()t

T

(¢) Déterminer la limite de g(z) pour z — 0.
(d) Déterminer la limite de g(x) pour  — +o0.
(e) En déduire que h est intégrable sur |0, +oo[ et que

/O o f(z)da = L Too h(z)dz.

On pourra utiliser le résultat obtenu en 1.3. avec extension.

II.2. Démonstration de 'inégalité de Knopp.
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur Ry .

exp (i /z 1n(f(t))dt> < %/2 tf(t)dt

On pourra commencer par démontrer que In(tf(t)) —Int = In(f(t)), puis exploiter l’inégalité obtenue en 11.1.(b).

(a) Démontrer que, pour tout = > 0,

(b) En déduire que = — exp (i/ ln(f(t))dt> est intégrable sur R} et que
0

— 400 1 x — 400
/ exp (w/ ln(f(t))dt> dz < e/ f(z)dz

On suppose dans cette question que (a,) est une suite décroissante de réels strictement positifs telle que Z ak converge.

I1.3. Application a I'inégalité de Carleman

k>1
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k € N* est égale a ay, sur l'intervalle [k — 1, k[.

(a) Soit k € N*. Démontrer que la fonction v, définie sur [k — 1, k] par

vg(x) = %X_:ln(ai)Jr%(:ckarl)ln(ak) sik>2
vi(z) = ln(;:ll)

est minimale pour =z = k.

(b) Démontrer que, pour tout k € N*,

- 1 [° 1 ¢
/ exp (m/ 1n(f(t))dt> dz > exp (k Zln(aﬁ)

(¢) En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas oit (an)nen+ est un suite décroissante.

(d) Expliquer comment on peut retirer I’hypothése de décroissance de (an).



III . Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie I'inégalité de Carleman d’une maniére indépendante de la partie précédente.

Les premiéres questions permettent d’établir I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui permettent
de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la seconde série de questions pour démontrer ’inégalité de Carleman.
L’inégalité arithmético-gémétrique sera utilisée dans la partie suivante.

Soit n € N*. On note U,, 'ouvert (R%)". Son adhérence, notée U,, est (R4)™.

IIT.1.

II1.2.

Inégalité arithmético-géométrique.
Soit s > 0. On définit les fonctions f et gs sur U, en posant, pour tout z = (z,...%n) € Un,

f(a:):ka et gs(z) = ka — 5
k=1 k=1

On note X, le sous-ensemble de U,, constitué des zéros de gs : Xs = {z € U, | gs(z) = 0}.

(a) On admet que f et gs sont de classe C' sur U,. Donner I'expression de leur gradient en un point quelconque = (1, . .. xy)
de U,.

(b) Démontrer que la restriction de f a X, admet un maximum sur X, et que ce maximum est en fait atteint sur Xs N Uy.
On pourra commencer par montrer que Xs est un compact de R™, puis vérifier que f est strictement positive en certains
points de Xs NU,.

On note a = (a1, az2,...,a,) un élément de X; N U, en lequel la restriction de f & X, a atteint son maximum.

f(a)

A

(¢) Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k € [1,n], ax =
(d) Démontrer alors que, pour tout (z1,...,%n) € Un N X, HCL‘Z < - sz et en déduire I'inégalité arithmético-
n
i=1 i=1

géométrique :
1/n

n 1 n
vV (z e Tn R)", i < = i
(ren ) € @) ([[e) <23 e
i=1 i=1
Démonstration de I'inégalité de Carleman.
On considere 'application F;, de U, dans R définie par

V (21,...@0) € Uny,  Fu(z1,...20) = 21 + (2122)"% + (@122023)* + - 4 (@1 ... 20)"/"

On note h,, P’application de U,, dans R, définie par
YV (21,...2n) € Uy, ho(Z1,...2n) =21+ +2n—1

On note H, 'ensemble H, = {(z1,...,2n) ER" | 21+ + 2, = 1}.
(a) Pourquoi peut-on affirmer que F,, et h, sont toutes deux de classe C Lsur U, ?
(b) Déterminer le gradient de F), et de le gradient de h,, en tout point de U,,.

(c) Démontrer que la restriction de Fy, & U, N H, admet un maximum.
On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U, N H,.
On note M, le maximum de F, sur U, N Hy, et on note (a1,...,an) un point de U, N H, en lequel il est atteint.

Pour k entre 1 et n, on note v, = (araz - -- ak)l/k.

(d) Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que

R R LY
2 n
E++’Yin:)\a2
2 n

air+az+ -+ an =

(e) En déduire que :
ii. pour tout k dans [1,n], vx = Awkar ou

wk:k<1—%) sike[l,n—1]
Ak
Wn =N

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par I'absurde que A > e.

k+1>k+1

1
f) Veérifier que, pour tout k dans N, = < (=
(f) Vérifier que, pour tou ans N, = )



1
(g) Démontrer que w1 < — et que, pour tout k dans [1,n], wx < ——
e

—k
w
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], Wi = —wp” (1 - —k) .

(h) Aboutir & une contradiction sur wy.
En déduire que, pour tout n € N*, pour tout (x1,...2,) € (R})" tels que 1 + -+ +xn = 1,

n

S e <

k=1

(i) En déduire I'inégalité de Carleman

IV Inégalité de Carleman et sommabilité

On rappelle I'inégalité arithmético-géométrique démontrée dans la partie précédente :

n 1/n
VneN.V (z1,22,...20) € (Ry)" (H:&) Q%le
i=1 i

On considére dans cette partie une suite (an)n>1 de réels strictement positifs telle que Z an converge.

n>1

A 1/k
On note, pour tout k € N*, pj, = (H ai) .

=1

IV.1. Montrer que Z pr est une série a termes positifs.

k>1

k
X 1

IV.2. Montrer que pour tout k € N, pp < T Z Q.

) i=1

La famille (fai> est-elle sommable ? Qu’en concluez-vous ?
1<i<k

IV.3. Montrer que pour tout k € N*,
k

1 .
Pk < W Z 2054
i=1
On exploitera I'inégalité arithmético-géométrique avec des x; bien choisis
IV.4. Onnote:V (i,k) € (N)2, Aip =0sii>ket Ay = % si i < k.
Montrer que la famille (k(mil)> est sommable et calculer Z Ai k.
(4,k)€(N*)? (i,k)€(N*)?2
kE+1
Vk!

k+1
V!

IV.5. On recherche un majorant optimal de . On note, pour tout k € N*, 55, =

k+1
(a) Montrer que pour tout k € N*, s <e<= (k+1)In(k+1) < k+ Zlni.
i=1

k+1
(b) Montrer, par une comparaison série-intégrale que V k € N*, (k+ 1)In(k +1) — k < Z Ins
i=1
IV.6. Conclure quant a I’inégalité de Carleman.

eee FIN o oo




Correction
PROBLEME - INEGALITE DE CARLEMAN

I . Fonctions intégrables sur R

On considére une fonction 1 continue par morceaux, définie (au moins) sur un intervalle (semi-)ouvert [a, b[.

T —b
On dit que ¥ est intégrable sur [a,b[si: V = € [a,b], / |1(t)|dt admet une limite finie pour  — b. On note / |1(t)|dt cette limite.

I.1. Montrer que s'il existe M tel que pour tout = € [a, b], / [(t)|dt < M, alors 1 est intégrable sur [a, b[.

On pourra montrer qu’une certaine fonction est croissante et majorée sur [a,b] donc convergente pour x — b.

On suppose qu’il existe M tel que pour tout x € [a, b], / [(t)|dt < M.

Notons F : z — / t)|dt. Pour z1 < z2 € [a, b], par relation de Chasles :

nu%wwn:/2www—/1www:/2www>o

puisque nous intégrons une fonction positive sur [z1, z2] (bornes dans le « bon »sens).
Ainsi F est croissante, elle est par hypothése majorée par M.
Donc F admet une limite finie pour x — b, limite inférieure & M (par ailleurs).

—b
f est intégrable sur [a, b[ et / [(t)|dt < M

1.2. Soit 9 une fonction intégrable sur [a,b[. On fixe € > 0 pour (a) et (b).

(a) Montrer qu’il existe V', voisinage de b tel que pour tout z1,z2 € V N [a, b avec 21 < z2,

[ o<

Soit € > 0. (Avec la notation précédente)

—b
Puisque F est croissante majorée par / [(t)|dt, il existe V' € V, (ensemble des voisinages de b) tel que V z € V|

T —b
/|wmw—/ W <

<
2

Puis, pour z1,z2 € V (avec z1 < x2 SPDG) :

lfwmw :lwwmwl“wma::lmwmml%wmw/”wmw+l%www

z2 —b x1 —b
</ wmw—/ wmw+ /|wma—/ o

@3
Donc il existe V, voisinage de b tel que pour tout z1 < z2 € V N [a, b], / [(t)]|dt < e

S}

<<+

e
2_

Do

(b) En déduire que pour tout z1,z2 € V N Ja,b[ avec z1 < x2,

x1
/ P(t)dt| < e

Puis, on a pour tout ¢ € [z1,z2], ¥(t) < |P(t)], et —(t) < [1(t)| donc par croissance de l'intégrale sur [z1, z2]

/w / [p(t)|dt < e
—/W¢mm=/w—wmu</mwmw<e

En prenant le maximum des deux termes de gauche

Et de méme :

Vi <x2 €V, t)dt| < e




x
Cela signifie que ¥ : z +— / 1 (t)dt vérifie le critere de Cauchy pour les fonctions, au voisinage de b :
a

Ve>0,3V eV, telque :V 1,22 € V,|U(x1) — U(x2)| <€

—b
On admet que cela signifie que ¥ admet une limite en b, que I’on note P(t)dt.

a
—b

—b
(¢) Montrer que P(t)dt </ |(t)|dt

a

Pour tout x € [a, b[, pour tout ¢ € [a, z], ¥(t) < |(t)], puis par intégration ¥ (z) = / P(t)dt < / [(t)|dt = F(x).

a
Enfin ces deux fonctions de x admettent une limite finie en b. L’ordre est conservée par passage a la limite

—b

P(t)dt < / ()|

a

1.3. Soit u,v : [a,b[— R, de classe C'. On suppose en outre que v’ et v sont positives sur [a, b
On suppose que u X v' est intégrable sur [a, b et que u x v admet une limite finie en b.
Montrer que v’ X v est intégrable sur [a, b[ et que

x—b

/ (' x v)(t)dt = lim v(z)u(z) — v(a)u(a) — / (u x o) (t)dt

. ! oy
Puisque u' et v sont positives,

x
pour démontrer que v’ X v est intégrable, il suffit de démontrer que x — / o' (t)v(t)dt converge pour x — b.
a

Or, on peut faire une intégration par parties sur [a, z], puisque u et v’ sont de classe C' :

Puis par hypothese :
e u(z)v(z) admet une limite finie en b.

e uv’ est intégrable sur [a, b[, donc d’aprés la question précédente : / w(t)v'(t)dt admet une limite pour x — b.

Donc, par addition, / u'(t)v(t)dt admet une limite pour x — b

—b —b
Donc u’ x v est intégrable sur [a, b[ et précisément / (W xv)(t)dt = lin}) v(z)u(z) — v(a)u(a) — / (u x v")(t)dt.
z—

IT . Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre I’inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l'inégalité de Carleman.
II.1. Deux (in)égalité intégrales

(a) Soit f : [a,b] — R, un fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction continue et
convexe sur J.

b
1
Expliquer pourquoi f et ¢ o f sont intégrable sur [a, b], puis que b / f)dt e J.
—a
a

f est une fonction continue par morceaux, définie sur le segment de R (compact) [a, b], elle est donc intégrable sur [a, b].
De méme, on va montrer que la composition d’une fonction continues par morceaux (f) par une fonction continue (p) est
continue par morceaux.

Considérons o = (Tx)ke[o,n] une subdivision de [a,b] subordonnée & f.

f(z) si x €]lxg—_1, zi|
B lim f(z) siz=xk_1
Ainsi, pour tout k € Ny, fi : [zr-1,2k] = R, z — uozy est continue sur [zx_1, Tk
lim f(z) siz=uxx

k
Puis, par composition de fonction continue : ¢ o fi est continue sur [zx_1, k]

f(x) six €]ag—_1, k|
~ lim f(x) siz=axr_1 ~
Et donc pour tout k € N, 9o f, : [zk-1,2k] 2> R, z — u—al =po fi
lim f(x) siz=uxyp
u—x,

k



est continue sur [xx—1,xk]k est continue.
Ainsi p o f est continue par morceaux (avec la méme subdivision subordonnée).

‘ f et po f sont continue par morceaux sur [a,b] donc intégrables sur [a, b]. ‘

f est continue par morceaux, donc est borné et a valeurs dans J.
Donc il existe m, M € J tel que pour tout ¢ € [a,b], m < f(t) < M.
On a alors, par croissance de l'intégrale :

b b b
mx(b—a)z/ mdtg/ f(t)dtg/ Mdt =M x (b—a)

1

En divisant par b—a >0 : m < 5
—a

b
/ f(t)dt < M, donc

1 b
b_a/a ftydt e J

(b) En exploitant des sommes de Riemann, montrer que

b b
¢<b—1a/a f(t)dt) < ﬁ/ po f(t)dt

Puisque f et ¢ o f sont continues par morceaux sur [a,b], elles sont Riemann-intégrable sur [a, b] et donc lintégrale de f
(respectivement de @ o f) sur [a, b] sont limites de leurs sommes de Riemann :

n b n b
HEwa;a;f<a+fL(b—a)):/af(t)dt et nEwa;azwof(a+%(b—a)):/a oo ft)dt

k=1

Par ailleurs, la fonction ¢ est convexe sur J.

Vai,...an € J, YV Ai,...\, tels que Z)\izl : @(Z)\im) gZ/\igo(ai)
i=1 i=1

i=1

1 1 = n
D i — — i — i l—_,—_l :
onc avec a <—f(a+n(b a)) e Jet A+ - (on a bien 2_1)\ - )

© (zn: %f(a—i— ;(b—a))> < i%cp (f(a+ %(b—a)))

=1

Ce qui, en passant a la limite (on sait qu’elles existent) qui conserve, 'ordre donne exactement :

0 (bia/ f(t)dt> < ﬁ/ oo J(t)de

Soit f : Ry — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable sur Ry = [0, +o0].
Pour tout = > 0, on pose

x x

g@) =1 / @A et h) = ()= & / Ctf(epar

(¢) Déterminer la limite de g(z) pour z — 0.

Soit x €]0,1].
f étant continue par morceaux sur [0, z], elle y est bornée. Il existe M € R tel que pour tout t € [0,z], |f(¢)| < M.
On a donc les inégalités (on rappelle que x est positif) :

1 1 [ M [ M
< —/ ¢ f(t)]dt < —/ tdt = =2
x J, z J, 2

- /I tf(t)dt

lg(z)| = =

Or lim Mz = 0, donc, par encadrement :
z—0

g admet une limite en 07 et lim g(z) = 0.
z—0t

A noter que, comme f est strictement positive par hypothése, on n’a pas besoin des valeurs absolues.




(d) Déterminer la limite de g(z) pour x — +oo0.

Il existe X, tel que pour z > X : / [f()]dt <
X
1l existe M’ tel que ¥V ¢ € [0, X], |f(t)] < M.

X’ ¢
/0 —f(@)dt

1 x
Et donc pour tout z > max(X, X'), 7/ [tf(¢)|dt < e.
x
0

€
5

Il existe X' tel que pour tout = > X',

g admet une limite en 400 et lim g(x) = 0.
xr—+00

(e) En déduire que l'intégrale h est intégrable sur ]0, +oo[ et que

/O o f(z)da = L Too h(z)dz.

On pourra utiliser le résultat obtenu en 1.3. avec extension.

Puisque f, puis g et donc h sont positive sur R+, il suffit de calculer pour 0 < Z < X

X X 1 T
/ h(z)dz = / - X / tf(t)dtdz
z z I 0

=o' (z) —

=u(x)

On peut appliquer le résultat démontrer en question 1.3. car

e uetv:z— — sont de classe C" sur R.

T
e u X v = g admet des limites finies en 0 et 400, qui sont nulles.
Ona:

—0 —0

—+oo —+o0 1 —+o0
/ h(z)dz = lim g(x)— lin})g(m) —/ - zf(z)de = / f(x)dz
T — 400 T— 0

=0 =0

I1.2. Démonstration de I'inégalité de Knopp.
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R .

exp (i /m ln(f(t))dt) < %/w tf(t)dt

On pourra commencer par démontrer que In(tf(t)) —Int = In(f(t)), puis exploiter inégalité obtenue en 11.1.(b).

(a) Démontrer que, pour tout x > 0,

Comme f est strictement positive, pour tout ¢t > 0, ¢t X f(t) > 0 et donc In(¢ x f(t)) a bien du sens et

In(t x f(t)) = Int + In(f(t))

%/Iln(f(t))dt:i/zln(tf(t))dt—%/zlntdt

1 x
Réglons le calcul de droite : / Intdt = [xlnz — 2 — 0] et donc p / Intdt =Ilnz — 1.
0

On a donc

0
On exploite ensuite I'inégalité de 1.(b) pour J < R}, ¢ < exp, convexe, b+ z et a + 0 :

exp <i/l ln(tf(t))dt> < %/ exp(In(Lf(£)))dt = %/z tf(t)dt

Finalement (puisque s 0) :
x

exp (i / ln(f(t))dt) — exp ((i / ln(tf(t))dt> lnz+ 1> = o (; /z ln(tf(t))dt) <&x é/ tf(t)dt

On a donc
exp <;/O ln(f(t))dt) < %/0 tF(t)dt

8




(b) En déduire que = — exp (i/ ln(f(t))dt) est intégrable sur R, et que
0

/;m P (i / ﬁ ln(f(t»dt) dzr<e / T e

Comme 'application x — exp <316 / ln(f(t))dt> est positive,
0

X T
1
il suffit de montrer (d’apres I.1.) que pour tout X, / exp (x/ ln(f(t))dt> est majorée.
0 0

1 x
(Notons qu’en 0, — / In(f(¢))dt — lin%) In f(u) (dérivation, puis prolongement par continuité de f).
T 0 u—

Or d’apres la question précédente,

T o Y e Ay e

—h(Z)

Cette derniére intégrale existe bien puisque f est intégrable sur Ry.
Et donc, on peut affirmer que

T > exp (i/ ln(f(t))dt) est intégrable sur R4.
0

On peut alors passer a la limite pour le terme de gauche (X — +00), la majoration est conservée :

T e (L [(mreyar)ae<e [ fl)de
[ e (3 maera)arce |

11.3. Application a l'inégalité de Carleman

On suppose dans cette question que (a.) est une suite décroissante de réels strictement positifs telle que Z ax converge.
k21
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k € N* est égale a ay sur Uintervalle [k — 1, k[.

(a) Soit k € N*. Démontrer que la fonction vi définie sur [k — 1, k] par

Zlnaz :E—k—l—l)ln(ak) sik>2
vi(z) = ln(al)

est minimale pour x = k.

Pour la situation k =1,
vg @ &+ In(a1) est constante sur [0, 1] et est donc minimale (et maximale) en = 1 (et ailleurs).

Pour k£ > 2.
k—1
1
)=1 In(a; k—1)1 =1+ - Ina; —1 .
vi () + = (Z n(a;) )nak> +x;(na nag)

Or (a;) est décroissante donc Ina; > Inayg, pour tout ¢ < k — 1.
Ainsi vi(z) est de la forme 1 + 2 avec a > 0, donc vy, est décroissante sur [k — 1, k].
T

‘ Dans tous les cas (k € N*), vy est minimal sur [k — 1,k] en z = k. ‘

(b) Démontrer que, pour tout k € N*,

/kklexp <31: /OI In(f(t ))dt> > exp < Zln a )

On va utiliser la méthode de comparaison série-intégrale.
La fonction vy est décroissante sur [k — 1,k] : V¢ € [k — 1, k], ve(t) > vk (k).

Puis on integre pour t de k — 1 a k :
k k
/ Vi (t)dt 2 / VEk (k)dt = Vk (k)
k—1 k—1



Nz

k k k
Comme v1(1) =1n(a1) et vg(k) = %Zlnai, on a / v (t)dt > % Zlnai.
i—1 k—1 :

Par ailleurs, puisque f est en escalier,_égale a ap41 sur les intervalles [_h7 h+1].
Soit k € N*, pour = € [k — 1, k], on applique la relation de Chasles :

T k—1 i T k—1
))dt = / )dt + / In(f(¢))dt = / In a;dt + / In(ag)dt = Ina; + (z —k+1)Ilnag

Donc 1 / In(f(t)dt = vk(z), et finalement :
x
0

/:1 (;/Omln(f( )d > ( Zln a>=p> exp</kk1 (i/ozln(f(t))dt>dx> exp< Zln al>

Enfin, on applique l'inégalité de 1.(b) pour b=k, a=k — 1, ¢ = exp :

1 k 1 *
o (lf(kl) /k—l Uk(t)) °S k—(k—1) /Ic—1 et

Cela conduit exactement, par transitivité, a

/:lexp (i /O 1n(f(t))dt> > exp ( Zln a >

En déduire I'inégalité de Carleman dans le cas ol (an)nen+ est un suite décroissante.

o " 1" RN C o\
On a donc avec la question précédente, pour k € N* : exp | — In(f(t))dt | dz > exp T g In(a;) | = I I a; ,
k—1 0 ;

i=1
Ce qui en sommant pour k de 1 an :

/On exp (i /01 ln(f(t))dt) de = Z/}:l exp (i /Oz ln(f(t))dt> sy (ﬁ m) 1k

“+ o0 x +oo
Alors qu’en question 2.(b) : / exp (i/ 1n(f(t))dt> dx < e/ f()dt,
0 0 0

dés que f: R+ — R’ continue par morceaux et intégrable.
—+o0

Or ces derniéres hypothéses sont vérifiées pour la fonction f définie en début de question 3 : f = Z arlg—1,k[

k=1
e f est bien continue par morceaux
o f est strictement positive (car ar > 0)

° /z |f(t)|dt = Zai + (x—k)ak+1 si I_xJ = k.

x +oo
Donc / | f(t)|dt admet une limite pour x — 400 : Z a;, puisque la série est convergente.
0 i=1
On a ainsi, pour tout n € N :

< too Foo z n z n % 1/k
e;aize/o f(t)dt>/0 exp (913/0 1n(f(t))dt> dx>/0 exp (51”/0 ln(f(t))dt) dz > (Ha>

k=1 i=1

car exp v (z) est positive sur [n,4+oo[ (pour justifier 'inégalité du milieu).

k 1/k +oo
Ainsi, la série, & terme général : A\ = | I a; positifs a ses sommes partielles majorées par e g ai,
i=1 i=1

i 1/k too / n 1/n too
La série de terme général A\ = (H ai> est donc convergente et Z <H ak> <e Z an
k=1 n=1

=1 n=1

Expliquer comment on peut retirer 'hypothese de décroissance de (ar).

On suppose maintenant que les (ax) ne sont plus décroissant.
Soit N € N. Considérons E = {a1,az,...an}, ensemble fini.
Il existe une permutation o : Ny — Ny tel que pour tout 7 < j : ay;) = Go(j)-



Autrement écrit : la liste (ag(1), Go(2), - - - Go(n)) €st rangée dans l'ordre décroissant.

et ainsi : pour tout k € Ny, les termes (positifs) de {ay(1), . . - @)} sont globalement plus grand que ceux de {ai, . ..ax}.
k k k 1/k k 1/k
Par conséquent : V k € Ny, Hai < Hag(i) et A\ = Hai < Hag(i)
i=1 i=1 i=1 i=1
Par ailleurs, la suite (as(1), @Go(2); - - - o), 0,0...0,...) vérifie le critére de la question précédente.
On note by, = agy sik < N et by =0si k> N.
k 1/k +o0 n 1/n +oo
Donc la série de terme général ui = H b; est convergente et Z H br <e Z bn.
=1 n=1 k=1 n=1
En particulier :
N N “+oo N N ~+oo
IETED SRS o AN o S ST 3
k=1 k=1 n=l  byjpi=-=0 7=l {b,.by}={a1,..an} "= g >0 "=
Ce résultat étant vrai pour tout NV,
k 1/k —+oo n 1/n +oo
La série de terme général positif Ay, = H a; est donc majorée donc convergente et Z H ak <e Qn.
i=1 n=1 k=1 n=1

III . Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie I'inégalité de Carleman d’une maniére indépendante de la partie précédente.

Les premieres questions permettent d’établir I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui permettent
de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la seconde série de questions pour démontrer ’inégalité de Carleman.
L’inégalité arithmético-gémétrique sera utilisée dans la partie suivante.

Soit n € N*. On note U,, 'ouvert (R’.)". Son adhérence, notée U, est (Ry)™.

II1.1. Inégalité arithmético-géométrique. L
Soit s > 0. On définit les fonctions f et gs sur U, en posant, pour tout z = (z,...xn) € Uy,

f(m)zﬁxk et gs(z) = imk —s
k=1 k=1

On note X, le sous-ensemble de U,, constitué des zéros de gs : Xs = {z € U, | gs(z) = 0}.

(a)

On admet que f et gs sont de classe C' sur U,. Donner I'expression de leur gradient en un point quelconque = (1, . .. )
de U,.

Soit x € U,,. Puisque f et g sont de classe C' sur U,, par définition

_ie _ [f(l’)

ki 1<i<n

of

Vi) = [$L@)] 2

et Vy(z) = [8961' (m)} L<icn = {1} 1<i<n

1<i :|1<z<n

Démontrer que la restriction de f & X admet un maximum sur X, et que ce maximum est en fait atteint sur Xs N Uy.
On pourra commencer par montrer que Xs est un compact de R", puis vérifier que f est strictement positive en certains
points de Xs NU,.

X = U, Ng {0} est fermé, par intersection de deux fermés : Padhérence est fermé, {0} est fermé et g est continue).
Puis X est borné, puisque si z € X, pour tout 1 € N,,, z; > 0 et z; = s — ij < s, donc ||z]|eo < 8.

J#i
Ainsi X, est un compact de R™ (en tant que fermé et borné). Par ailleurs f est continue sur Xs. Donc f(X,) est compact.

’ Ainsi f admet un maximum, atteint sur Xj.

Il reste & montrer que ce maximum n’est pas en U, \ Up =R} \RL" = {2 = (z1,...2,) | 3j | 2; =0,V iz; > 0}.
Orsiz €U, \ Uy, 3j€N, tel que z; =0 et donc f(z) =0,

1 1 1 1 1
alors que (7, ... 7) eXset f <7, . 7) = — > 0, donc le maximum de f sur X est strictement positif.
S S S S s™
‘ Ce maximum est donc en fait atteint sur X; N U,. ‘
On note a = (a1, a2, ...,a,) un élément de X, N U, en lequel la restriction de f & X; a atteint son maximum.



f(a)
o

(¢) Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k € [1,n], ax =

La point a est un extrema de f 1ié & la condition g, il vérifie donc : (V f(a), Vg(a)) est liée.
Ainsi, comme f(a) # 0, vu le calcul de V f(a) # 0 et donc il existe A € R tel que Vf(a) = AVyg(a),
f(a)

=\

i

ce qui d’apres la calcul précédent, conduit a : Vi € N,,,

Enfin, comme f(a) > 0 et a; > 0, nécessairement, A > 0.

o)

11 existe un réel A > 0 tel que, pour tout k € [1,n], ar = 5\

1/n

n n
1
(d) Démontrer alors que, pour tout (z1,...,z,) € Up N X, H:cz < = E xz; et en déduire I'inégalité arithmético-
n

i=1 i=1
géométrique :
V (21, 22,...2n) € (R4)"™, HIZ <EZ@"Z
i=1 i=1
. a
On a donc pour tout i € N, a; = f()\ ) =ai.
n n n
- s . , s
Ainsi, s = Zak = nay et donc a1 = - = ai, pour tout ¢ € N,,. Par conséquent, f(a) = H ap = —.
k=1 k=1
n n
s
Puis, comme il s’agit de la valeur maximale : pour tout x € U, N X5, H rp = f(z) < fla) = —.
k=1 "
n
En prenant la racine n-ieme et comme s = Z xr, on obtient :
k=1
Pour tout (21,...,2n) € Up N X, Hxl <;Zazl
i=1 i=1
1/n

n n n
.1 . 1
Considérons maintenant, un n-uplet (z1,...z,) de (R4)" et sg = E Tk, on a alors | I T <= E Ti, avec s < Sg.
n
=1 =1

k=1
" 1
V($1,$2,...$H)E(R+) 5 H,’.Ez gﬁle
i=1 i=1

II1.2. Démonstration de I'inégalité de Carleman.
On consideére ’application F;, de U, dans R définie par

Y (21,...20) € Uy, Fo(x1,...xn) =21 + (m1x2)1/2 + (x1x2x3)1/3 +o (1. xn)l/”
On note h,, Papplication de U,, dans R, définie par
V(ml,...xn)em, ho(z1,...2n) =21+ +2n—1

On note H, l’ensemble H,, = {(z1,...,zn) ER" |21+ -+ 2, = 1}.

(a) Pourquoi peut-on affirmer que F,, et h, sont toutes deux de classe C Ysur U, ?

F, et hy, sont toutes deux polynomiales (en plusieurs valeurs : z1, 2,...z5), donc

F, et h, sont toutes deux de classe C' sur U,, (et méme R™).

(b) Déterminer le gradient de F, et de le gradient de h, en tout point de U,.

n k 1/k
Notons, plus formellement, que F,, : (z1,22,...2Zn) — Z x; Comme précédemment, considérons x € U,. Les

k=1 \j=1
applications F,, et h,, sont de classe C! sur Uy,

A 1/k n & 1/k
‘ OF, —~ 9 1
e, Moy 2 (1) -3 (1T
k=1 j=1 k=i j=1
=0 si i>k



Ainsi :

" b 1/k
OF, 1 Ohn
Fn = = 4 n = = 1
v (:c) [ Ox; (m)} 1<i<n ; kx; el i ot vh (I) {3% (m)} 1<i<n [ } 1<ign

1<i<n

(c) Démontrer que la restriction de Fy, & U, N H, admet un maximum.

Comme précédemment, U, N H, est un compact, car H, = X, pour s = 1. F, est continue, donc

‘ la restriction de F,, a U, N H, admet un maximum.

On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U, N H,.
On note M,, le maximum de F, sur U, N H, et on note (a1,...,an) un point de U, N H, en lequel il est atteint.
Pour k entre 1 et n, on note v, = (alaz e ak)l/k.

(d) Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que V i € Ny, Z % = Aa; et Z a; =1

k=1 =1

La point a est un extrema de F;, lié & la condition hy, il vérifie donc : (VF,(a), Vhn(a)) est liée.

Ainsi, comme a # 0, vu son calcul, VF,(a) # 0 et donc il existe A € R tel que VF,(a) = AVhy,(a),
n k 1/k
S s - s s 1 _
ce qui d’apres la calcul précédent, conduit a : Vi € N,,, E T I | a; = A(>0).

k=i j=1

n

Ainsi, en multipliant par a; et en notant v; = (a1az ---ax)*’*, ona: Vie N,, Z % = Aa;.
k=i

Associé avec le fait que (ai1,...an) € Hy, :

3A>OtelqueVi€Nn,Zl]::/\aiet Zaizl.

k=1 i=1

(e) En déduire que :

Ap+1 .
=k(1- ) s Ln—1
ii. pour tout k dans [1,n], vk = Awgar ou wk =k ( ar ) sike[l,n—1]

wnp =n
Sommons donc toutes les relations :
n n n n k n
- _ L e _ Tk _
A=D da=3 3 = > pE e
i=1 i=1 k=i 1<k<i<n k=1 i=1 k=1
n n
Et comme M,, = f,(a) = Z(al Cap)F = Z vk > 0, on obtient la premiere égalité & démontrer.
k=1 k=1
On note alors wg = LA (car a € Uy).
/\ak
On sait que I _ Aay, donc wy, = n,
n n n A n
a a
Puis pour tout i € N, Aa; = Z ’yf = Tkwk. Donc, en simplifiant par A # 0 : a; = fwk.
k=i k=i k=i
.. . ag ak Q; . Qi1
AlnSl, pour < anl LAy — Q41 = kz: ?wk — . 1 ?wk = 710.)1' et Ww; =1 (1 — ;71)
=1 =1+

A=m+v+ -+ =My; VkeNn,*yk:)\wkakavecwn:neth<n:wk:k<l—aZ—+l)
k

On notera que pour tout k € N,,, ar, > 0 et donc 7, puis wy également. On pourra donc si besoin diviser par I'un de ces
nombres (sans changer le sens de l'inégalité).

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par ’absurde que A > e.
1 k+ 1\
f) Vérifier que, pour tout k dans N, — < (7> .
(f) que, pou c <332




Composons par In, fonction croissante sur R :

<:>—1§(k+1)1n':7::—_; <~ 12 (k+1)n

k42

k+1
1 < (k‘—l—l)
k+1

1

1
Shn(14——
k+1 n(+ )

1
E+17 E+1

X
&

1
Or, il est bien connu que pour tout x > —1, In(1 + z) < = donc pour x <+ P : toutes ces inégalités sont vraies :

k+1
PourtoutkdansN,%é(k—’_l) .

k+2
, 1 k
(g) Démontrer que wy < - et que, pour tout k dans [1,n], wk < e
1 N\ —k
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], Wi 7T = kak (1 - %) .
Y1 1 R 1
w1 = o =3 car y1 = a1 et comme, par hypothese, A > e, on a w1 < .
Puis pour k € N,,_1 :
k+1
)\k+1wk+1k+1ak+1k+1 _ ,ylkcill _ Hai _ %k X Qi1 = )\kwkkakk X Qi1
i=1

zlfﬁpuis:

. Ak+1 Q41
Ainsi comme wy = k (1 2k ), ona —+ A
ag

Qg

k+1 k _
)\WkJrl + _ag ak+1_( _wk) k

wkk ak+1k+1 - k
Posons, pour tout k € N,,, Py : « < i »
n ur tou D w < .
) P1 ny Ik 1k k1+ 1
— w1 < — et comme e > 2, - S35 = m donc P; est vraie.
— Soit k € N,,_1. Supposons que Py, est vraie.
Wk 1 ) Wi 1 koo ( wk)*k (k+1)’“
Donc <& < — -2k~ = i(1-2R) 0 < (B2
onc — 1 puis A Prl kel ainsi 3 3
On trouve donc : . .
1 k k+1 1 1
k+1
Syl i) X{—//) s7t<=-
Wt A(k—i—l) ( 2 ) xSe
_ k+1
<e VR <otz
WEk+1 € WE+1 k2
d’apres I'inégalité démontrée a la question précédente. Ainsi, Pri1 est vérifiée
1 k
< = et que, tout k d 1,n], wp < ——.
w1 < et que, pour tou ans [1,n], ws 1

(h) Aboutir & une contradiction sur wy.

n
En déduire que, pour tout n € N*,| pour tout (z1,...z,) € (R})" telsque z1 + -+ +z, =1 : Z(m@ )P e
k=1
On a donc pour finir : n = wy, < %, absurde, méme pour n = 1.
n
Nécessairement : M, = X < e.
Donc pour tout (z1,...2,) € Uy, tel que Hy(21,Z2,...,Tn) =21+ 22+ -+ xn =1, Fp(z1,...2,) < My <e.

Pour tout n € N*, pour tout (z1,...z,) € (R})" tels que 1 + -+ + xn = 1, Z(JENCQ . -~:ck)1/k <e.
k=1

(i) En déduire I'inégalité de Carleman

Soient aj une suite de réels strictement positifs telle que Z an converge.

n
. ag
Fixons n € N et notons M = E ar et pour tout k € N, xp, = i

k=1

n
Ainsi, Zxk =1 et pour tout k € N,,, z, > 0, donc (z1,...2,) € Uy,

k=1
n

(z1, 2, ...x,) vérifie les conditions de I'inégalité précédente : Z(mlm e zk)l/k < e. Donc :
k=1
n

SEE) (B o= 3 (3) (e < e

k=1 =

10



Et donc
1/k

k n “+oo
E Hai <6XM:€E akgeg ar
k=1 k=1

k=1 \i=1

Cette derniere inégalité est obtenue, car il s’agit d’une série a termes positifs.
* 1/k
Puis la suite des sommes partielles de la série de terme général I | a; > 0 est majorée, donc
i=1
n 1/n +oo n 1/n +
La série E | I ak converge et E I | ak <e ar.
n>1 k=1 n=1 k=1 k=1

IV Inégalité de Carleman et sommabilité

On considére dans cette partie une suite (an)n>1 de réels strictement positifs telle que E an converge.
n=1
1/k

n

On note, pour tout k € N*, p, = Hai
i=1

IV.1. Montrer que Zpk est une série & termes positifs.
k>1

k
Comme, pour tout ¢ € Ng, a; > 0, alors Hai > 0 et donc

=1

‘VkeN*, pr > 0.

k
" 1
IV.2. Montrer que pour tout k € N, pp < % Z; Q.

. 1
La famille (fai> est-elle sommable ? Qu’en concluez-vous ?
1<i<k

k
. 1
On exploite 'ILA.G. pour z; < a;, on a exactement : py < T Z a;.
) i=1
En revanche, la famille (faZ') est une famille & termes positifs.
1<i<k
Il suffit donc de minorer par une famille non sommable pour démontrer sa non-sommabilité.
k k

. . , 1 S a
Or pour tout k € N™, E a; > a1, puisque pour tout i, a; > 0. Et donc — E a; est minorée par =L
k k
i=1 i=1
. a . - . .
Or la série E ?1 diverge : c’est la série harmonique bien connue.
k>1

La famille (%ai

)1g¢<k

n’est pas sommable. On en conclue rien (& part qu’il faut faire mieux...).

IV.3. Montrer que pour tout k € N,
k

1 .
Pk < BRI Zzai
i=1
On exploitera I'inégalité arithmético-géométrique avec des x; bien choisis

Notons pour tout i € N*, ; + ia; > 0. On peut appliquer 'L A.G. :

A 1/k x 1/k x

k
kk' Hai = Hiai = Hml S %Zzal

i=1 =1 1=1 i=1

Et donc

11



z'ai

IV 4. On note : V (Z,k) S (N*)Q, Ai’k =0sii > k et Ai’k = m si g < k.
. 1a;
Montrer que la famille ( W) est sommable et calculer Z Ak
(i,k)E(N*)? (i, k) E(N*)2
. 10 N s
La famille [ —— est & termes positifs.
k(k+1) 1<i<k
11 suffit donc de montrer qu’en sommant cette famille d’une fagon ou d’une autre, on obtient un nombre fini.
Notons V (i,k) € (N*)?, A;p, = 0sii> ket Aij = ﬁ si i < k et faisons la somme pour k de 1 & +o0, puis ¢ de 1 & +oo.

Soit i € N*, fixé et quelconque. (As k) ren+ est télescopique. Pour tout k > ¢ : A; p = _ M W tai

k(k+1)  k k41
—+oo —+oo -
Donc ZA““ est convergente et ZA““ = ZA““ = & —0=a;.
—1 k=i

i
k>1 k

On sait ensuite, par ailleurs, que la série E a; est convergente, donc

i>1
. +oo
144
La famille (W) ‘ est sommable et Z Al = Z a;.

tisk (i,k)E(N")? i=1
. . +1 X kE+1
IV.5. On recherche un majorant optimal de ——. On note, pour tout & € N*, s, = .

V! VE!

k+1
(a) Montrer que pour tout k € N*, s <e<= (k+1)In(k+1) < k+ Zlni.
i=1

E+1

k
k!
En additionnant In(k 4+ 1) de part et d’autre (a la derniére inégalité), on conserve I’équivalence :

1
En composant par In croissante sur R} : Sk = <e<=Ink+1) - % In(k!) <1<=kln(k+1) <k+1Ink!l

S

k+1
sp<e<= (k+1)n(k+1)<k+» Ini
=1

k41
(b) Montrer, par une comparaison série-intégrale que V k € N*, (k+ 1)In(k +1) — k < Z Ins
i=1

t — Int est croissante sur [i,7 4+ 1], donc V ¢ € [i,4 4+ 1], In(¢) < In(é + 1). Puis on intégre l'inégalité entre ¢ et ¢ + 1 :
i+1
/ Intdt < In(i + 1)

Sommons ces inégalités pour ¢ de 1 & k (en exploitant la relation de Chasles) :

k+1 k+1

k+1 k i+1 k
[oma=Y [ e S =3 mi=y
1 i=1 71 i=1 i=2 i=1

puisque In 1 = 0. Enfin, connaissant une primitive de In : ¢ — ¢tInt — ¢, il vient :

k+1
(k+D)n(k+1) = (k+1)=0+1< Y Ini
=1

IV.6. Conclure quant a l'inégalité de Carleman.

k k k
* 1 . iai
On a vu que pour tout k € N™ : PE < W E a; = Sk Eﬂ m =<e Eﬂ Ai k-
—+o0

i=1

Or la famille (positive) (Aix) k)em)2 est sommable, donc Z (eZAi,k> converge.
k21 \ =1

Par comparaison de série & termes positifs :

400 +o00 1/k +oo +oo +o0
Zpk converge et on a la majoration : Zpk = Z ( a¢> < ez X:AiJC = ez a;
i=1

k>1 k=1 k=1 k=1 i=1 i=1
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