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DEVOIR SURVEILLE N°10

Sujet donné le samedi 4 mai 2024, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et I’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - DISTANCE A UNE PARTIE DE E (PREHILBERTIEN).
DETERMINANT DE GRAM

Objectifs du probléme :

On étudie, a l'aide de déterminants de GRAM la distance d’un vecteur de E (préhilbertien) & une de ses parties.

On commence avec dim E < 3 (partie I), puis on généralise le cas pour dim E = n fini (partie II). En partie III, on étudie un cas ou
E n’est plus de dimension finie mais F reste de dimension finie (toujours avec les déterminants de GRAM). Enfin, en partie IV, sur un
exemple, on étudie une situation sans utiliser la dimension, mais grace a la complétude.

Notations :
Dans tout le probleme, F désigne un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.
Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est noté généralement u - v, la norme ||ul|.

1. Petite dimension |

I.1. Soient u et v deux vecteurs quelconques de E. On note Gram(u,v) la matrice définie par :
U U uU-v
veuo o v-v

Gram(u,v) = { } et G(u,v) = det][ Gram(u,v)]

(a) Montrer que : G(u,v) > 0.
(b) On note P un sous-espace vectoriel de dimension 2 de F contenant u et v et B une base orthonormale de P.
Vérifier que : G(u,v) = [dgt(u, v)]?
(¢) A quelle condition a-t-on G(u,v) = 0 (nécessaire ? suffisante ?) ?
1.2. Dans toute la suite de la partie I, n est égal a 3.
Si w, v, w sont trois vecteurs quelconques de E , on note Gram(u, v, w) la matrice définie par :
U-u UV U-w
Gram(u, v, w) = [v ‘u vev v- w] et G(u,v,w) = det][ Gram(u, v, w) |
weu o wev w-ew
(a) Calculer G(u,v,w) si u, v, w sont trois vecteurs deux & deux orthogonaux.
(b) On suppose w orthogonal & u et v. Exprimer G(u,v,w) en fonction de G(u,v).
1.3. (a) Soient u, v, w trois vecteurs quelconques de E. Montrer qu’il existe ¢ et n, vecteurs de F, vérifiant :
w=t+n, u-n=v-n=0, (u,v,t) liée.
Montrer que, dans ces conditions, on a : G(u,v,w) = G(u,v,t) + G(u,v,n)
(b) Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l existe un triplet (z,y, z) de réels différent de (0, 0,0) tel que zu + yv + zw soit orthogonal & u, v et w.
(i)  G(u,v,w) =0
En déduire que : G(u,v,w) =0 <= (u,v,w) liée

~ o~
[*"s)
= 2

Montrer que G(u,v,w) est un réel positif.
I.4. (a) Soient u, v, w trois vecteurs de E et B une base orthonormale de E.
Montrer que le réel |d§‘c(u7 v, w)| ne dépend pas du choix de B (orthonormale).
On pourra démontrer que si B est une autre base orthonormale de E, Mg g(id) est orthogonale i.e. telle que MTxM = Is.
(b) Soit P un plan de E contenant u et v et n; un vecteur unitaire orthogonal & P. On désigne par B; une base orthonormée
de P et on note B = By U {n1}. En utilisant ces deux bases, montrer que G(u,v,w) = [dgt(u, v,w)]?
1.5. Considérons une base B orthonormale de E et deux vecteurs u, v quelconques de E.
(a) Montrer que ® : z — dgt(u, v, z) est une forme linéaire.
En déduire qu’il existe un unique vecteur, a tel que V z € E, ®(z) =a - 2.
Puisque a ne dépend que de u et de v (et de B), on le note maintenant u A v.
(b) Montrer que si (u,v) libre alors u Av L uw et u Av L v, et que si (u,v) liée, alors u Av =20
(¢) Quelle relation entre u Av et v Au?
(d) Montrer que ||u A v|* = G(u,v)



II . Espace euclidien de dimension n

Soient u, ..., un, n vecteurs de E. Pour tout i, tout j, entiers de [1, n], on note g; ; = u; - u;.
On note Gram(uz, ..., un) la matrice d’élément général g, ; ; sondéterminant est noté G(u1, ..., u,) = det [Gram(u, ..., un)].

On admet le théoréme spectral :
Si M est une matrice symétrique, alors il existe D diagonale et P orthogonale (i.e. PT x P =1I, telles que M =P x D x Pt

n

I1.1. Soit B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E. On pose, pour tout entier j de [1, n], u; = Z Uk, j€k
k=1
(a) Exprimer, pour tout 4, tout j, g;,; en fonction des coordonnées des vecteurs uq, ..., u, dans la base B.

(b) Soit A = (uj,;), A élément de M, (R). Montrer que
Gram(ui,...,u,) = ATA

(¢) En déduire que G(u1,...,un) est un réel positif. Montrer que
Guty...,un) #0 <= (u1, ..., uy) libre
II.2. On munit E d’un autre produit scalaire noté f1. Soit (u1, ..., un) une base orthonormale pour f; et G1 = Gram(u1, ..., uy).
(a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D, élément de M, (R), et une matrice P orthogonale telles que : D = P" G, P.
(b) Soit (v1,...,vn) la famille de vecteurs de E de matrice P dans la base (u1, ..., u,). Montrer que : Gram(vi,...,vn) = D.
En déduire que (v1,...,vy,) est une base orthogonale pour le produit scalaire (z,y) — z - y et orthonormale pour fi.

(¢) Montrer que tous les éléments diagonaux de D sont strictement positifs.
IL.3. Soit (u1, ..., un), (ul, ..., u,) deux bases orthonormales pour f;.

(a) Montrer qu’il existe S, matrice orthogonale, telle que :
Go = STG41 S avec G1 = Gram(uy, . .., u,) et Go = Gram(uf, ..., ul,).

(b) Montrer que : det(G1) = det(G2) et que Z l|uil|> = Z (|||
i=1

i=1

IIT Espace préhilbertien réel et applications

Dans toute la suite E n’est plus forcément de dimension finie. Si u1, ..., u, sont r vecteurs de E, on note, comme dans la Partie II,
G(u1,...,ur) le déterminant de la matrice de M, (R) de terme général u; - u; (G est un déterminant de Gram).
III.1. Soit (e, ..., ep) une famille libre de p vecteurs de E et F' = Vect(e1,...,ep). Pour tout z élément de E, on note zr le projeté

orthogonal de x sur F et 7+ le vecteur tel que: T =2xf+ zt

(a) Exprimer zr en fonction des vecteurs eq, ..., €p.
On exploitera des déterminants de Gram dans la formule de Cramer pour inverser un certain systéme.

(b) On note d(z, F) = inf{H:E —fll; fe F} Montrer que (d(m,F))2 =z-(r—zF).

(¢) Montrer que

G(z,e1,...,ep)

II1.2. Dans toute la suite du probléme, E désigne I’ensemble des applications continues de [0 1] dans R, muni du produit scalaire

- / F(0)g(t) d.
0

Pour A réel strictement positif, on note px 1’élément de E défini par : vte ]01], pa(t) = ) pa (0) =
Soit (A;);j>1 une suite strictement croissante de réels strictement positifs vérifiant :

d(z, F) =

lim Aj =400 et Z L est une série divergente
jr+oo SN
(a) Pour n entier non nul, on note E, = Vect(px,,...,px, ). Vérifier que E,, est un sous-espace vectoriel de E de dimension n.
(b) Soit k un entier fixé pour toute la suite du probléme.

Pour n entier non nul, on note :

1 n N
uf = inf / (t’“ —Zaﬂf)‘?‘) dt; (a1,...,a,) € R"
0 i=1
En interprétant u]fL comme le carré d’une distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel de E, exprimer u’fl en fonction de
déterminants de Gram.

I11.3. Soit p un entier non nul, (a1, ..., ap, b1, ..., by) des réels strictement positifs tels que, pour tout i, pour tout j, i # j = b; # b;

1
Le but de cette question est de calculer le déterminant de la matrice de Mp(R) de terme général ( 0 )
a; '

Ce déterminant sera noté C(a1,...,ap,b1,...,bp).



(X — al) N (X — ap_l)
(X +b1)...(X+0bp)
(b) On note D le déterminant d’ordre p :

. Expliciter la décomposition en éléments simples de F.

(a) Soit FI(X) =

1 1
a1+ b a1+ bp_1 (a1)
D=1
1 1
ap + b1 ap + bpfl (ap)
Montrer, & l'aide de II1.3.(a), et en calculant D par deux méthodes différentes que :
p—1
[1 (a: +bp)
F(ap)Cla,...,ap—1,b1,...,bp_1) = ;117 Clai,...,ap,b,...,bp)

(¢) En déduire :

I[I (aj—ai) I (b —bi)

1<i<j<p 1<i<j<p

[T (ai+b))

1<4, j<p

C(al,...,ap,bl,...,bp):

1
II1.4. (a) En notant Ao = k et, pour ¢ entier élément de [0, n], u; = A\i + 3 exprimer u” & 'aide d’un déterminant du type précédent.
(b) En déduire :
( 2k +1 )2
1+XNi+k

II1.5. On suppose que : V 2 1, k# \.

n

un =

(a)  Montrer qu'il existe un entier non nul N tel que :

. 2k +1
> -
Vi N, 1 1+)\z‘+l€>0
(b)  Quelle est la nature de la série E In (1 “Tovah j_k/\j_j_ k) ?

i>N
P k
En déduire que u,, — 0.
n—0o

IV Exemple d’espace de Hilbert et distance

. . - P P N
On note E, le R-espace vectoriel des suites numériques définies sur R. Autrement écrit : £ =R".
SRR 2 . s
On considére F' = {u = (un)nen € E' | g uy, converge}, ’ensemble des suites « de carré sommable ».
k>0

IV.1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que la suite u suivante appartiennent a F'.

uw: VneN, u,=n" (nln(1+i)fsinl)
n n

2

n
IV.2. (a) Soient u,v € E. Montrer que pour tout n € N, Z |ugvr| <
k=0

(b) En déduire que si u,v € F, alors Z U vk est convergente.
k>0

(¢) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

+o0

IV.3. On définit pour tout u,v € F, u-v = Z ukvk (série convergente d’apres la question précédente)

k=0
(a) Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire sur F'.
Ainsi, F est un espace vectoriel préhilbertien réel. On note || - ||, la norme associée (|jul = vu - u).
(b) Comment s’exprime 'inégalité triangulaire pour ce produit scalaire ?
(¢) On note G = {u = (ur)ren € E |V k = n,ur, = 0}. On admet que G, est un sous-espace vectoriel de F'.

Pour toute suite u € F, exprimer d,, = d(u, Gr), la distance de v & G,. Montrer que (d,) converge vers 0.

IV.4. On rappelle qu’une suite u € E est de Cauchy (ou vérifie le critére de Cauchy) si :
Ve>0,3NeNtelqueVp>qg=N,|up —ug| <

(a) Montrer que si u = (un) converge alors (u,) est de Cauchy.

(b) Réciproquement, on suppose que u est une suite qui vérifie le critére de Cauchy.



1
i. Montrer que pour tout n € N, 3 a, € N tel que V p > an, |up — Ua, | < PYESE

Quitte & prendre an41 = an, il existe donc une suite (a,) croissante d’entiers telle que V n € N,V p > an, |up — ta, | < PIEsE
ap41—1
ii. On note, pour tout n € N, v, = E (uk+1 — uk). Montrer que la série E |vn| converge.
k=an n=0

iii. En déduire, que la suite (un) converge.
On vient de démontrer que R est complet : ses suites sont convergentes si et seulement si elles sont de Cauchy.

IV.5. Counsidérons une suite (u”)yen d’éléments de F. II s’agit donc d’une suite de suites. Pour tout p € N, u* = (ub),en.
On suppose que (u?) vérifie le critére de Cauchy (dans l’espace F' normé) :

Ve>0,3PeNtelqueVp>q>Pl|u’ —ul| <e

(a) Fixons n € N. Montrer que pour tout € >0, 3 P Ntel que Vp > q> P, [ub —ul| <e.

(b) En déduire que, toujours pour n € N fixé, (ul))pen est une suite réelle qui vérifie le critere de Cauchy.

On note u, := lim b et u = (un)nen, la suite des limites pour les différentes valeurs de N.
p——+oco

(c) Montrer que (u)pen converge vers u i.e. (]|u” — ul|)pen est une suite réelle qui converge vers 0.

On a ainsi démontrer, avec ’ensemble de ces questions, que F' est un espace préhilbertien réel, complet.
On dit que c’est un espace de HILBERT

IV.6. Soit p € [0,1[. Considérons C, = {u € E |V n € N,|un| < p"}.

(a) Montrer que C, C F. On admet qu'’il ne s’agit pas d’un sous-espace vectoriel.
Montrer également que C, est convexe : V u,v € C,,V XA € [0,1], Au+ (1 — Nv € C,,.

(b) Soit w € F, fixé. On note § := d(w,C,) = inf{||w — ul|,u € C,}.

Pourquoi § existe bien ? Montrer qu’il existe une suite (de suites) (u")ren de C, tel que ||w —u”|| — §(= d(w, C,)).

r— 400
(¢) Montrer que pour tout r > s :
[(w—u") + (w—u®)|]> + |lu” = u®||* = 2w — u"||* + 2|jw — u*|| inégalité du parallélogramme

d) En exploitant la convexité de C,, en déduire ||u” — u®||* < 2 (|[w — u"||* = 6%) + 2 (||lw — «®||* — 6%), puis que (u") est de
( b

Cauchy
(e) En déduire que (u") converge. Montrer que U := limu" est dans C, et vérifie ||lw — U|| = 4§
(f) Montrer que U est la seule suite de C, vérifiant ||w — U|| = 4.

On a ainsi vu sur un exemple comment élargir la notion de distance & un convexe (fermé) dans un espace de Hilbert.
D’une certaine fagon, U est le projeté (orthogonal) de w sur U.

eee FIN o oo




Correction

PROBLEME - DISTANCE A UNE PARTIE DE F (PREHILBERTIEN).
DETERMINANT DE GRAM

I . Petite dimension|

I.1. Soient u et v deux vecteurs quelconques de E. On note Gram(u,v) la matrice définie par :

Gram(u,v) = {u B U} et G(u,v) = det]| Gram(u,v)]

v-u v-v

(a) Montrer que : G(u,v) > 0.

Rappelons 'inégalité de Cauchy-Schwarz(-Bouniakovsky) :
YV u,v € E, lu-v| < Ju|| x ||v]]

Donc en élevant au carré, on trouve

G(u,v) = ||ul?[lv]]* = (u-v)* > 0

(b) On note P un sous-espace vectoriel de dimension 2 de E contenant u et v et B une base orthonormale de P.
Vérifier que : G(u,v) = [dgt(u, v)]?

Supposons que B = (a,b) (a et b sont les deux vecteurs de la base orthonormales).
Alors il existe u1,u2,v1,v2 € R tel que u = u1a + u2b et v = via + v2b.
Alors par bilinéarité du produit scalaire :

2 2 2 2
w-v = (u1a + uz2b) - (via + v2b) = uruz + v1v2 u-u=ujt+uy vV -v=0v]+v;

puisque (a,b) est une base orthonormale Et donc

2 22, 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Gu,v) = (ui +u3)(w] +v3) — (w1v1 + u2v2)” = uivy + uivs + usv] + usvy — UTV] — UVE — 2UIV1ULV2
2
_ 2.2 2 2 _ 2 _ | u1 wm
= wuivs + usvy — 2ui1vauv1 = (U1v2 — u2v1)” = w v
2 V2

G(u,v) = [dgt(u» v)]?

(¢) A quelle condition a-t-on G(u,v) = 0 (nécessaire ? suffisante ?) ?

On a l’équivalence :

G(u,v) =0 <= dgt(u, v) =0 < (u,v) lie.

(On aurait également pu raisonner avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz)

1.2. Dans toute la suite de la partie I, n est égal a 3.
Si u, v, w sont trois vecteurs quelconques de E , on note Gram(u, v, w) la matrice définie par :
u-uU UV UW
Gram(u, v, w) = |fj ‘U vV v w‘| et G(u,v,w) = det][ Gram(u,v,w) ]
weu o w-v w-w

(a) Calculer G(u,v,w) si u, v, w sont trois vecteurs deux & deux orthogonaux.

On a, puisque u, v, w sont trois vecteurs deux a deux orthogonaux : u-v=v-w=u-w = 0.
Et donc la matrice Gram(u, v, w) est diagonale :

G(u,v,w) = (full|lv]|w])®

(b) On suppose w orthogonal & u et v. Exprimer G(u,v,w) en fonction de G(u,v).

Dans ce cas, il s’agit d’un calcul de déterminant par blocs :

u-u UV 0 w-
Gu,v,w)=| v-u v-v 0 :(w-w)‘
v-v
0 0 w - w
‘Ainsi7 dans ce cas : G(u,v,w) = ||w]||®> x G(um).‘




1.3. (a) Soient u, v, w trois vecteurs quelconques de E. Montrer qu’il existe ¢ et n, vecteurs de E, vérifiant :
w=t+n, u-n=v-n=0, (u,v,t) liée.
Montrer que, dans ces conditions, on a : G(u,v,w) = G(u,v,t) + G(u,v,n)

e Si (u,v) liée.
Notons F' = vect(u). Considérons la projection orthogonale de w sur F.
Alors il existe t € F et n € F* tel que w =t +n.
Puis (u,v,t) liée (¢léments de F), u-n=v-=0carn € F".
e Si (u,v) libre.
Dans E euclidien de dimension 3, ’espace F' = vect(u,v) est de dimension 2.
Il admet un supplémentaire de dimension 1 de vecteur directeur n’ : F~ = vect(n’).
Onaalorsu-n =v-n =0.
Puis en prenant la projection orthogonale de w sur F' et donc de direction F' L= vect(n'),
il existe t € F et A € R tel que w =t + \n'.
Enfin on considére n = An’, par linéarité : u-n=v-n=0et w =t + n.
Comme t € F' = vect(u,v) alors (u,v,t) liée.
Dans tous les cas :

‘ 11 existe t et n, vecteurs de E, vérifiant : w=t+n, u-n=v-n =0, (u,v,t) lide. ‘

On a alors (en appliquant la linéarité par rapport a la derniére colonne :

u-u u-v u-t+u-n U u-v u-t U-U UV UM
Gu,v,w) =Gu,v,t+n)=| v-u v-v wv-t+v-n |=|v-u v-v v-t|+|vu vv vn
weu o wev w-t+w-n weu o wev o w-t weu WV w-en

Comme (u,v,t) est liée, il existe a, By € R tels que au + fv +~t = 0.

Et donc pour la premiére matrice (de droite), on a la relation linéaires entre colonne : aCy + 8C2 + vC5 = 0 (colonne
nulle).

Donc cette matrice est nulle, puis on remplace w par t 4+ n sur la derniére ligne et par linéarité :

w -
Glu,v,w)=0+| v- + + G(u,v,n)
t-

S~

u -
v -
t-

S S e
+ < 2
S 33
S e e
S & g
3 e
SIS SIS
S e g
S 33
I

u -
v
t-

S~

u -
v -
t-

[SES I

u -
v
t-

S 33

On va montrer que le déterminant qui reste est nul. En effet :
— commen Lu,nlv,onau-n=v-v=0

— Puis : ou bien (u,v) liée donc la premiére colonne et la seconde colonne sont colinéaires et le détemrinant est nul,
ou bien (u,v) libre et donc comme (u,v,t) lié, nécessairement : ¢ € vect(u, v).
et donc t-n = 0 et ainsi la troisieme colonne de ce déterminant est nul.
Bilan, comme G(u,v,t) =0 :

‘ G(u,v,w) = G(u,v,n) = G(u,v,t) + G(u,v,n) ‘

(b) Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) 1 existe un triplet (z,y, z) de réels différent de (0, 0,0) tel que zu + yv + zw soit orthogonal & u, v et w.
(i)  Glu,v,w)=0

Supposons qu’il existe (z,y,z) € R*\ {(0,0,0)} tel que (zu + yv + zw) L (vect(u,v, w).
Notons s = zu + vy + zw, ce vecteur othogonal a u, v et w.
Considérons les trois colonnes de Gram(u, v, w), notée C1,Ca, C3 respectivement.

u-u u- v U-w u- (zu+ yv + zw)
xC1 +yCo+ 2C3 = v-u +vy Vv +z v-w = v - (zu + yv + zw) =03
w-u w-v w - w w - (2u + yv + zw)

Ainsi, les colonnes de Gram(u, v, w) sont linéairement dépendantes et donc G(u,v,w) = 0.
Supposons que G(u,v,w) = 0. On peut tenter le raisonnement directement inversé.
Alors les colonnes de G(u, v, w) forment une famille liée.
Donc il existe (x,y,z) € R*\ {(0,0,0)} tel que zCy + yCa + 2C3 = 03.
On a donc par linéarité, pour le premier coefficient : z(u - u) + y(u - v) + z(u - w) = v - (zu + yv + zw) = 0.
et de méme pour les autres coefficients : v - (zu + yv + zw) =0 = w - (zu + yv + zw).
Ainsi, il existe (z,y, z) € R*\ {(0,0,0)} tel que (zu + yv + zw) L (vect(u, v, w).

Donc : [ il existe (x,y,z) € R*\ {(0,0,0)} tel que (zu + yv + zw) L (vect(u, v, w)] — G(u,v,w) = 0.

(¢) En déduire que : G(u,v,w) =0 <= (u,v,w) liée




Supposons que G(u,v,w) = 0.
Alors il existe s = zu + yv + zw, non nul tel que s € (vect(u, v, w))J'
Nécessairement, il faut que (vect(u, v, w)) n’est pas égal a E.
Il s’agit donc d’un sous-espace de F strictement plus petit, donc de dimension < 2.
Et donc nécessairement : (u, v, w) liée.
Réciproquement, si (u,v,w) libre.
1 existe (z,y,2) € R*\ {(0,0,0)} tel que zu + yv + 2w = 0,
On a alors (zu + yv + zw) orthogonal & u, v et w (puisqu’il s’agit du vecteur nul).
Et donc, d’apres la question précédente : G(u,v,w) = 0.

‘ G(u,v,w) =0 <> (u,v,w) liée. ‘

Montrer que G(u,v,w) est un réel positif.

On fait un synthese des questions précédentes (3.(a), puis 3.(c) et enfin 2.(b)) en conservant les notations :
G(u,v,w) = G(u,v,t) + G(u,0,n) = 0+ G(u,v,n) = [|n|*G(u, v)

car (u,v,t) liée et n orthogonal & u et v.

’ Par produit de nombres positifs (1.(a)), G(u,v,w) est un réel positif. ‘

Soient u, v, w trois vecteurs de E et B une base orthonormale de E.
Montrer que le réel |d§t(u, v, w)| ne dépend pas du choix de B.

On pourra démontrer que si B’ est une autre base orthonormale de E, Mg g(id) est orthogonale i.e. telle que MTxM = Is.

. ! s
Soit B’, une seconde base orthonormée. On a vu dans le cours :

det = det(B’) x det
let(u, v, w) = det(B') x det(u, v, w)

Notons M = Mp/ g(id), alors dgt(B') est exactement det M.

Mais M est la matrice d’une base orthonormale écrite dans une base orthonormale.
T .
On a vu cours que dans ce cas M~ x M = Is (c’est une matrice orthogonale).

Par conséquent
1=det I3 =det(M" x M) =det M" x det M = (det M)*

Et donc dgt(B/) = det M = 1. En prenant la valeur absolue :

det =|£1] x |det = det
| det(u, v,w) = [ £ 1] x | det(u, v, w)| = det(u, v, w)|

Donc le réel | dgt(u, v, w)| ne dépend pas du choix de B (base orthonormale).

Soit P un plan de E contenant u et v et m1 un vecteur unitaire orthogonal a P. On désigne par B; une base orthonormée
de P et on note B = By U {n1}. En utilisant ces deux bases, montrer que G(u,v,w) = [d}gt(u7 v,w)]?

Par construction B est une base orthonormée de vect(u,v,n1) = E, puisque E est de dimension égale a 3.
Si (u,v,w) lié, alors on a vu que G(u,v,w) = 0 et de méme dgt(u,v,w) =0.

Supposons donc maintenant que (u, v, w) libre. Donc on a exactement w = Ani + ¢ avec (u,v,t) lié.
On applique le résultat de la question 1.3.(a) : G(u, v, w) = G(u,v,t) + G(u,v, An1).
Mais (u,v,t) est lié donc G(u,v,t) = 0 (1.3(b)). Puis n; est orthogonale & u et v donc d’aprés 1.2(b) :

Glu,v,w) = [Am G (u, v) = XG(u,v)

Et par ailleurs, en exploitant la linéarité par rapport a la troisiéme colonne (et (u,v,t) 1ié) :

al b1 0
det(u, v, w) = det(u,v,t + Ain) = Ay det(u,v,n1) = A1 | a2 b2 O
B B B 0 o0 1

ol on notera By = (u1,u2) et considérera : u = a1u1 + azuz et v = biui + baua.

b s . . .
“ U | = det(u, v) Ainsi, en élevant tout au carré (et en exploitant 1.(b) :

On trouve
aza  be By

G(u,v,w) = H)‘n1||2G(u7 v) = )‘2G(u7 v) = )‘2[(:}36117(“7 U)]2 = [dgt(uavaw)]2




1.5. Considérons une base B orthonormale de F et deux vecteurs u, v quelconques de F.
(a) Montrer que ® : z — d}gt(u7 v, z) est une forme linéaire.

En déduire qu’il existe un unique vecteur, a tel que V z € E, ®(2) = a - 2.

Puisque la fonction det est 3-linéaire par rapport aux colonnes, ® est linéaire et a valeurs dans R (comme le déterminant).
Donc ® € E*. 1l s’agit d’une application directe du lemme de Riesz.

0:E— E",ar (2 a-z) est un isomorphisem

Donc, comme ® € E*, il admet un unique antécédent a par 6 :

‘ il existe un unique vecteur, a tel que V z € E, ®(z) = a - 2. ‘

Puisque a ne dépend que de u et de v (et de B), on le note maintenant u A v.

(b) Montrer que si (u,v) libre alors u Av L uw et u Av L v, et que si (u,v) liée, alors u Av =20

On suppose que (u,v) libre.
On a par construction de u A v : (u Av) - u = det(u,v,u) =0 car il y a deux colonnes nulles.
B

De méme (u A v) - v. (On ne se sert pas de la liberté)

‘u/\vJ_uetu/\vJ_v.‘

On suppose que (u,v) liée, alors pour tout z € E, ®(z) = det(u,v,z) = 0.
B

Donc @ est l’application nulle, par injectivité de 6 :

(c) Quelle relation entre u Av et v Au?

Comme det est antiysmétrique,
VzeE, (uAv)-z=det(u,v,z)=—det(v,u,z)=—(vAu)-z
B B

Ainsi pour tout z € E, (uAv+vAu)-z=0. Comme le produit scalaire est non dégénérée (ou avec la méthode dite de
MAXIME avec z = (u A v — v A u)), nécessairement : u Av+v Au=0.

(d) Montrer que ||u A v|* = G(u,v)

On applique la formule précédente, avec y = u A v, on a donc (cf question précédente) :

lu Av|)® = (wAv) - (uAv) zdgt(u,v,u/\w) =/ G(u,v,u Aw) = |Ju Av|\/G(u,v)

4 , . . . 2
En élevant au carré, puis simplifiant par ||u A v||” :

Ju A oll® = Gl v) |

O Remarques !

1l faudrait étre attentif aux 'orientation des bases ici. Mais comme on fail le calcul avec des carrés de déterminant, cela ne change
rien. Donc on s’en passe (ce n’était pas le cas dans le sujet original : Centrale PSI - 1999



II . Espace euclidien de dimension n

Soient u, ..., un n vecteurs de E. Pour tout i, tout j, entiers de [1, n], on note g; ; = u; - u;
On note Gram(us, ..., un) la matrice d’élément général g; ; et le déterminant de cette matrice est noté
G(uiy...,up) = det [ Gram(ui, ..., un)]
On admet le théoréme spectral :

Si M est une matrice symétrique, alors il existe D diagonale et P orthogonale (i.e. PT x P =1, telles que M = P x D x P™*.

n
II.1. Soit B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E. On pose, pour tout entier j de [1, n], u; = Z Uk, j€k
k=1
(a) Exprimer, pour tout ¢, tout j, ¢;,; en fonction des coordonnées des vecteurs u1, ..., u, dans la base B.

Pour tout i, j € N,,, par bilinéarité du produit scalaire :

n n

n n
Gi,j = Ui - Uy = E Uk,iCk * E Uh,j€L = Uk,iUh,j€k * Ch
k=1 h=1 k

Mais comme B est orthonormée, ey - ep, = g, n, et donc

n
Gij = § Uk,iUk,j
k=1

(b) Soit A = (ui,;), A élément de M, (R). Montrer que
Gram(ui,...,uUn) = AT A

Pour tout 4,5 € N,,,

n

[AT ALy = [ATiklAlky = > nlAlkalAlk; = Zukﬂtka = gi,j = [Gram], ;

k=1 k=1 k=1

d’apres la question précédente.
On a donc

‘Gram(u1,~~~un) = A" x A‘

(¢) En déduire que G(u1,...,uy) est un réel positif. Montrer que
G(u,...,un) #0 < (u1, ..., un) libre

On a alors
G(ui, - ,un) = det(Gram) = det (A" A) = det(A”) det A = (det A)?

Comme det A est un réel,

‘ G(u1,...,up) est un réel positif. ‘

Et, on a alors ’équivalence :

G(ui, - un) =0<= det A = 0 <= det (./\/lB(u1,---un)) =0<= (u1, - un) liée

I1.2. On munit E d’un autre produit scalaire noté fi. Soit (u1, ..., un) une base orthonormale pour f; et G1 = Gram(u1, ..., Un).

(a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D, élément de M, (R), et une matrice P orthogonale telles que : D = P" G, P.

La matrice G est symétrique, puisque G1 est une matrice de Gram et que u; - uj; = u; - Us;.
On applique donc le théoréme spectral : 3 D, P telles que Gy = PDP ™" avec P~! = Pl car P orthogonale et D diagonale.

il existe une matrice diagonale D, élément de M, (R), et une matrice P orthogonale telles que : D = PTG, P
(b) Soit (v1,...,vn) la famille de vecteurs de E de matrice P dans la base (u1, ..., un). Montrer que : Gram(vi,...,v,) = D.
En déduire que (v1,...,v,) est une base orthogonale pour le produit scalaire (x,y) — x - y et orthonormale pour fi.




Soient i,7 € N,

[Dlig =Y [PTinlGalenlPlag = Y [P o (un - wn)[Plny = (Z[ku) : (Z[P]h,ju])
k=1

k,h k,h h=1

n
Or par construction de P, Z kUi = V; et Z[P];w-uj = ;.
k=1 h=1

’D = (vi - vj)s,; = Gram(vi,...,vn) ‘

Comme D est diagonale, on a v; - v; = [D];,; = 0 dés que ¢ # j. Donc (v1, v, . ..v,) est orthogonale pour u - v.
alors que (par bilinéarité de f1) :

fi(vi,vy) = <Z Py, luk’Z[P ]uh> ZZ Plie,i[Pln,j f1(ug, ur) = Z[P]k i [Pk,

k=1 k=1 h=1 k=1

car fi(ug,un) = Ok, et donc en transposant P :

n

fii ;) = [PTLiklPliy = [PT x Plij = [nliy = 81

k=1

Donc (v1,v2,...v,) est orthonormée pour fi

‘ (v1,...,vn) est une base orthogonale pour le produit scalaire (x,y) — z -y et orthonormale pour fi.

(¢) Montrer que tous les éléments diagonaux de D sont strictement positifs.

D’aprés la question précédente : [D]i; = v; - v; = ||vi]|?, donc

‘ tous les éléments diagonaux de D sont strictement positifs.

IL3. Soit (u1, ..., un), (ul, ..., u,) deux bases orthonormales pour f;.

(a) Montrer qu’il existe S, matrice orthogonale, telle que :
Gy = STG1S avec Gy = Gram(us, ..., un) et G = Gram(ul, ..., u)).

On note S, la matrice des coordonnées de (ut,...u,) dans la base (u1,...un).
On a donc pour tout 7,5 € N

" x 8]y = Z[ST Jie[Slks = ZZ Jii[STn3 8 = ZZ[S]’“ o fr (e, un)

k=1 h=1 k=1 h=1

(Z[SmuuZ[sm) = fi(ui,uf) = 8y = [Tnliy

Donc ST x S = I,.
Et de méme, pour tout i,j € N,, :

[Gz]i)j = u;u; = <Z[S]k’ZUk> . (Z[S]mi&j) = ZZ S ]1 k h,j uk uh = Z 7, k G1 k h[ ]h,j = [ST XGXSL‘J

k=1 h=1 k=1 k=1

|7 xS =L et ST x Gi x § = Ga|

(b) Montrer que : det(G1) = det(G2) et que Z l|uil|* = Z (s |2

=1

On a donc

det G2 = det(S” G1 S) = det(S™) det G1 det S = det Gy x det ST det S = det G det(S” S) = det G det I,, = det G4
Puis

D lluill® = tx(G2) = tx(S"G15) = (G155 Z s
i=1

n n

det(Gr) = det(Ga) et > [luil|* = [Jui]|?

i=1 i=1




I1T Espace préhilbertien réel et applications

Dans toute la suite E¥ n’est plus forcément de dimension finie. Si w1, ..., u, sont r vecteurs de F, on note, comme dans la Partie
I, G(u1,...,ur) le déterminant de la matrice de M, (R) de terme général u; - u; (G est un déterminant de Gram).
I11.1. Soit (eq, ..., ep) une famille libre de p vecteurs de E et F' = Vect(es,...,ep). Pour tout x élément de F, on note zr le projeté

orthogonal de x sur F et 7+ le vecteur tel que: T =2xp+ zt

(a) Exprimer zr en fonction des vecteurs eq, ..., ep.
On exploitera des déterminants de Gram dans la formule de Cramer pour inverser un certain systéme.

(e1,...ep) est une famille et est génératrice de F', donc elle en forme une base.
P

zF € F, donc il existe a1, a2,...ap € R tel que zp = Zaiei.
i=1

. 1 1 . 1 1l
Puis comme x =2+ ,0nax-ex =xp-ep+x -ex =xF - €k, puisque = € F.
P

, on a donc les p équations (paramétrées par k) : © - ex = E aié; - eg.
i=1

Ces équations forment un systéme dont les inconnues sont (a1, ag, .. .ap).
ej-ei1ar “+ezx-eraz +--- tep-e1ap = T-e1
ej-ezar +ezx-exaz +--- tep-e2ap = T-e2
e1-epar +ezx-epaz +--- tep-eplp = T-€p

Le déterminant du systéme est exactement G(ey, es,...ep).
On peut appliquer la formule de Cramer, pour obtenir a;, il faut alors prendre le déterminant avec comme i-iéme colonne,
le second membre. Autrement écrit, il ne s’agit plus de e; - ex, mais x - eg.

On pourrait croire retrouver G(e1, - €i—1,%,€i+1- - ,€p), sauf que la i-¢me ligne n’est pas lié & z.
Aler,---€i—1,%, €41 , €p) er-en, sih#i
. . — D k h
Ainsi,onaa; = avec A(e1,...€i—1,%,€i41,...6n) = |(di,n)k,n| €t dp,n = . .
Glei, ez, --ep) er-T sih=z1
p
R Z Aler, - €i—1,%, €41 " 7€p)e_
- 1
i—1 G(617 €2, eP)

(b) On note d(z, F) = inf{Hm —fll; fe F} Montrer que (d(x,F))2 =z-(z—zF).

On a vu dans le cours, d(z, F) = ||z — zF||.
Au carré : (d(x,F))2 =lz—zr|P=(x—2r) (&t —zp)=x-(x —zr) +2zr - (z—2F).

Orzp €Feto—xp € Ft donc zp - (x — xp) = 0. Ainsi :

(de,F))2 =z (z—2ar)

(¢) Montrer que

G(z,e1,...,ep)

d(z, F) = Gler,...,ep)

P
Tp = E a;e;. Considérons Gram(z, e, --ep), de taille p + 1 et faisons la transformation linéaire sur les colonnes : Cy

i=1
C1—a1C02 —a2C3 -+ — apChpr.
Le déterminant est alors inchangé :

z-(r—zp) x-€e1 - T-ep z-(x—zp) x-€1 -+ T-ep

er-(r—xr) er-er -+ e1-ep 0 er-er - e1-€p
G(z,e1, - ep) = . : =

ep-(x—2xF) ep-e1 - ep-€p 0 ep-€1 - ep-ep

car x —xp € Ft et donc e; - (x —zr) = 0.
Et donc G(zx,e1,e2, - -ep) =x(x —xr) X Gler,e2, - €p).
En reprenant le résultat de la question précédente, on trouve donc

d(z, F) = /2 (z —2r) = H




II1.2. Dans toute la suite du probléme, E désigne I’ensemble des applications continues de [0 1] dans R, muni du produit scalaire

fg= / F(0)g(t) dt.

Pour A réel strictement positif, on note px 1’élément de E défini par : Vte |01], pa(t)= ) pa (0) =
Soit (Aj);j>1 une suite strictement croissante de réels strictement positifs vérifiant :

1
lim Aj =400 et Z ~ est une série divergente

j—+o0 > j
(a) Pour n entier non nul, on note E,, = Vect(px,,...,px, ). Vérifier que E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension n.
Il suffit de montrer que la famille (px,,Pxq, -+ Px,. ) est une famille libre, on aura alors une base de E de cardinal égal a n.

Soit w1, po, - - pn tel que Zﬂipki =0.

=1

n
Les fonctions py sont dérivables et pour tout ¢ €]0, 1], pi(t) = At* ! et donc en multipliant par ¢, on trouve : Z wiAipx, = 0.
i=1

n
On applique p — 1 fois ce processus, on a les équations Vk <p—1: Z ,LLiApri =0.
i=1

puis, on prend la valeuren 1 : Vk<p—1: Z,ui)\f =1.
i=1

Ainsi (u1, g2, - .. 4p) est la solution du systéme linéaire homogene de p équations dont le déterminant du systéme associé

est exactement le déterminant de VANDERMONDE en (A1, Az, ... Ap).

Ce déterminant égale a H(Aj — \i) est non nul, puisque les Ay sont distincts et donc le systéme homogeéne en question
i<j

n’admet qu’une solution : la solution nulle.

Donc (p1, p2, -+ pp) = (0,0,---0). Et donc (pa,, Pras - - Pa, ) est une famille libre.

’ E, est un sous-espace vectoriel de £ de dimension n.

(b) Soit k un entier fixé pour toute la suite du probléme.
Pour n entier non nul, on note :

1 n 5
uf = inf / (tk—ZaitAT") dt; (a1,...,an) € R”
0 i=1

En interprétant w,, comme le carré d’une distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel de F, exprimer u,, en fonction de
déterminants de Gram.

Notons fx : t +— t*.

n

uf =it {lfe = > aipr, I, (ar,az, - an € R"} = if{|[ i — sl s € Bu} = d(fi, Bn)

1=1

Ainsi, en exploitant la réponse de la question 1.(c) :

k __ G(fk7p>\13p>\27 s ap>\n)
Uy =
G(pr1sPras -+ PA)

II1.3. Soit p un entier non nul, (a1, ..., ap, b1, ..., bp) des réels strictement positifs tels que, pour tout ¢, pour tout j, ¢ # j = b; # b;

1
Le but de cette question est de calculer le déterminant de la matrice de M,(R) de terme général ( 5 )
a; '

Ce déterminant sera noté C(aa,...,ap,b1,...,bp).
(X - al) e (X - apfl)
(X +b1)... (X +0bp)

(a) Soit FI(X) = . Expliciter la décomposition en éléments simples de F'.

Le numérateur de F' est de degré p — 1, son dénominateur de degré p, donc F' n’admet pas de partie entiere.
Les p poles de F' sont les (—bg)ren,, ils sont tous simples, donc il existe a1, s - - - oy tels que

L o HieNp,l (=bx — a:) Hz‘eNp,l (bx + as)
avec ay = =

F(X) =
X b HiGNp\{k}(_bk +bi) HiGNP\{k}(bk — bi)

k=1




(b) On note D le déterminant d’ordre p :

I1L4. (a)

1 1
F(a
a1+ b1 a1+ bp_1 (a2)
D=|
1 1
F(a
ap+b1 ap—i—bp,l ( p)
Montrer, & laide de IIL.3.(a), et en calculant D par deux méthodes différentes que :
p—1
H (ai +bp)
F(ap)Clai,...,ap—1,b1,...,bp_1) = ;*_11 Clai,...,ap,b1,...,bp)
H (bp — bi)
i=1
Puisque F(a1) = F(az2) = --- F(ap—1) = 0, la derniére colonne de D est quasiment nulle et donc
1 1
a1+ b a1+ bp_1 ! 1
: a1 + b1 a1+ bp—1
D= 1 1 0 = F(ap)x = F(ap)xC(a1, -+ ap—1,b1---bp-1)
ap—1 —+ b1 ap—1 + bp—l 71 71
L L F(ap) ap—1+ b1 ap—1+bp—1
ap + b1 ap + bp_l P
p—1
Et par ailleurs, le déterminant D est inchangé en faisant 1’'opération élémentaire sur les colonnes : Cp < C)p — Z o Cy.
k=1
p—1
Mais on a alors, pour cette nouvelle colonne, en ligne i : F(a;) — Z aiofbk = aio‘é:bp (question précédente). En

k=1
factorisant par oy cette derniére colonne (le déterminant est linéaire par rapport & la derniére colonne), on trouve :

1 1 1
a1+ b1 a1 +bp—1 a1 +by
D= ap :C(al’a27"'apvb17"'bp)
1 1 1
ap + b1 ap +bp—1  ap+ by

En remplagant «; par sa valeur (trouvée a la question précédente) :

p—1
(ai +bp)
F(ap) Clar, .. ap-1,br,. .. bpo1) = 2= Cla,...,ap,by,...,bp)
‘ (bp - bi)
En déduire :
[I (aj—a) [[ (bj—0)
1<i<j<p 1<i<j<p
C ey Qpy b1, by) =
(alv Qp, 01 P) H (ai+bj)
1<4, j<p
On a donc pour tout p € N :
p—1 p—1 p—1
F(ay) [Jbp —b:)  [T(ar —a) [T6n —00)
C(ai, - ap, b1, - bp) _ i=1 _ =t i=1
C(al,"'ap—hbl,"'bp—l) p—1 p—1 p—1
[T e+, [T (e +00) [ (e +b5)
=1 =1 =1
Puis par récurrence ou par télescopage multiplicatif :
[I (aj—a) JI (b—bi)
1<i<j<p 1<i<j<p
Clar,...,ap,b1,...,bp) =
( 1 ps V1 P) H (a1+bj)
1<, j<p

1
En notant Ao = k et, pour i entier élément de [0, n], u; = A\i + 3 exprimer uﬁ a l'aide d’un déterminant du type précédent.




G(Aoz)\h te An)

Avec la convention \g = k, en fait on cherche

G, M)
Pour calculer ces déterminants de GRAM, nous avons besoin de calculer pour tout i,5 € [0,n] :
1
s 1 1
NitA
. = TN dE = =
PP /0 A+ +1 0 i+ py

On a donc

k_ C (10, [1 5 -+ - Py 10, f11 * * * fhn)

un
C(ula"'/‘l’naﬂla"'/"’n)
(b) En déduire :
1 T 2%k +1 2
= 1-—
Un = T ok H1 ( 1+/\z+k)
Pl
En remplacant par leur valeur :
I wi-w I] w—n) [ G+
o C(pto, 11, - - - fhn, 05 41 -+ - fn) _ 0<i<j<n 0<i<j<n 1<6,5<n

Clprs- - pns pi1; - i) H (1 + 1) H (g — i) H (15 — i)

0<i,j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

H(/J“J -

n

(po + o) H po + 15)?

j=1

PuisQu0:2(Ao+%):2k+1alorsque,uo+,uj:)\o+/\j+1:k+1+)\j et puj — po = Aj — k.
/J,j—,U@: )\j—k :()\j+k§+1)+(—2/€—1): - 2]€+1
o + phj Aj+k+1 Aj+k+1 N+ k+1

ﬁ( 2k + 1 )2
L. T+ X+k

Donc Ainsi :

II1.5. On suppose que : Vi > 1, k# \;.

(a)  Montrer qu'il existe un entier non nul N tel que :
) 2k +1
ViZN, 1————>0
vz [

Par hypothése, nous savons que la suite (\;) est strictement croissante, divergente vers +o0o.

2k +1 L. .
Donc <+) est strictement décroissante, convergente vers 0 (puisque \; > 0).
N

1+ X +k
2k +1 . .
Donc (1 — ———— est strictement croissante, convergente vers 1
1+ X +k N
Donc il existe un entier non nul N tel que Vi>N, 1 2kt+1 >0
X . T e——

2 1
(b)  Quelle est la nature de la série Z In (1 - %) ?
i>N
En déduire que u,’i — 0
n—oco
2k + 1 2k+1
p N,1—-———— <1, doncl ( 7) 0
our 7 > 1+)\—|—l<: onc n 1+M+k

11 s’agit d’une série & termes négatifs, donc de signe constant (si on souhaite une série & termes positifs, on multiplie par

-1),
elle est donc de méme nature que la série dont le terme général est équivalent a

2k +1 2k +1
ln<1_1+)\i+k)i~>,:oo_1+)\i+kia:oo (2k+1)

-

Or cette série est divergente, par hypothese.

2k+1
Donc Z In (1 — ﬁ) diverge vers —oo

i>N

10



Puis, pour n > N :

N—-1 n
2k +1 2k+1
In(uf) = —In(1 + 2k) + 2 1(7—1) 2 1(1—7>
n(un) = ~In(1+2k)+2 3 In T+ +k +2 ), In T+ N +k
i=1 i=N+1
Les deux premiéres parties de la somme sont bornées et la série diverge vers —oo.
En composant par exp, qui admet une limite nulle en —oco :

(uﬁ)nEN — 0

IV Exemple d’espace de Hilbert et distance

On note E, le R-espace vectoriel des suites numériques définies sur R. Autrement écrit : £ = RY.

1 2 . 7
On considére F' = {u = (un)nen € E' | E uy, converge}, I’ensemble des suites « de carré sommable ».
k>0

IV.1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la suite u suivante appartiennent a F'.

. o 1 1
u: VneN,u,=n (nln(l—&——Z)—smf)
n n

Calculons un équivalent de u, pour n — +oc0.

1 11 1y 11 1
m 5 = (5 = g oln) = 5 g o)
sinl 11 (i)
n n 6nd n3’”
2o~ g L L
" potoo 9né  9nb-2«

Par critéere de Riemann et équivalence de séries générales a termes positifs

5
u € F,ie. Zui converge si et seulement 6 — 2a > 1 ie a < 3

n
IV.2. (a) Soient u,v € E. Montrer que pour tout n € N, Z |ugvr| <
k=0

n
Il est bien connu que sur R™™*, z - y= Z x;y; est un produit scalaire.
i=0
L’inégalité de Cauchy-Schwarz associée permet d’affirmer pour z; < |u;| et y; + |vi] :

Z\uﬂm =z-y<Vz-z Sy y=
i=0

(b) En déduire que si u,v € F, alors Z UV est convergente.
k>0

Soient u,v € F.
Soit n € N, on a d’aprées la question précédente :

3
3
+
3

n —+oo
2 2
lurvr| < up ) Uk < Uk U,
k=0 k=0

Cette derniére majoration est indépendante de n, donc la série a terme positif |urpvi| a ses sommes partielles majorées,
donc la série de terme général |ugvi| converge, donc la série de terme général uivy converge absolument donc converge.

Siu,v € F, alors E urVE est convergente.
k>0

11



(¢) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Soient u,v € F et A\, u € R. La suite w = Au + pv est bien définie : V n € N, wy, : Aun + pon.
Puis wi = )\zui + 2 \punvn + ;fvf,,.
Or u,v € F, donc Z ui, Z v2 et d’apres la question précédente Z Un Uy convergent.

eps Jo 2 7 . .
Par addition de série convergente : E w;, converge également. Ainsi w € F.

‘ F' est un sous-espace vectoriel de F. ‘

—+o0
IV.3. On définit pour tout u,v € F, u-v = Z ukvk (série convergente d’apres la question précédente)
k=0
(a) Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire sur F.

Notre application est bien & valeurs dans R,

—+oo —+oo
e symétrique puisque pour tout k € N uivr = vpug, donc Z URVE = Z ViU
k=0 k=0
e bilinéaire puisque linéaire a gauche :
“+ o0 n n
Au V) w = Au V)pwr = lim A Uk W VW = AU - W v-w
At o) w = Ot polswe = Tm AY upw+ ) vy + 1
k=0 k=0 k=0
et a droite, par symétrie
n
e positive puisque pour tout n € N, Z us > 0 donc est de limite positive
k=0
400 n +oo
e définie puisque si Z ui = 0, alors pour tout n € N : Z U + Z ui = 0.
k=0 k=0 k=n+1
——
20 >0
n n n—1 0
Donc nécessairement Zui =0 et donc pourn > 1: ui = Zui — Zui =0, et ug = Zui =0
k=0 k=0 k=0 k=0
ainsi pour tout n € N, u,, = 0.
+oo
u-v= Z ukVk est bien un produit scalaire sur F'.
k=0
Ainsi, F est un espace vectoriel préhilbertien réel. On note || - ||, la norme associée (|lu]l = vu - u).
(b) Comment s’exprime l'inégalité triangulaire pour ce produit scalaire ?
+oo +oo +oo
Pour tout u,v € F, Z(uk + vk)2 < Z(uk)2 + Z(vk)z
k=0 k=0 k=0
=llutv]| =llull =|lvll

(¢) On note G, = {u = (ur)ren € E |V k = n,ur, = 0}. On admet que G, est un sous-espace vectoriel de F'.
Pour toute suite u € F, exprimer d,, = d(u, G»), la distance de v & G,. Montrer que (d,) converge vers 0.

uG":Vkén,ufzuketh>n,ukG":O

uJ‘:Vkén,ué‘:Oeth>n7ui‘:uk

On a clairement, ur € G, C Fetut € F. Et par ailleurs

—+oo n —+oo

G 1 Gn, L € 1

"t uT = E up "up = E ug " up + E ug " up =0
k=0 k=0 ’

= ~~
-0 k=n+1 -0

Pour tout uw € F, u = uS" 4+ ut avec {

Donc il s’agit de la projection orthogonale de u sur G,,. Et donc

“+o0
dp = u—u| =t = | Y ui
k=n+1

12



. - L 2
Alors d,, est la racine du reste d’ordre n de la série convergente de terme générale uy,.
On sait que nécessairement ce reste tend vers 0, et donc par composition par /- continue en 0 :

’ (dn) converge vers 0. ‘

IV.4. On rappelle qu’une suite u € E est de Cauchy (ou vérifie le critére de Cauchy) si :
Ve>0,3NeNtelqueVp>qg>N,|up—ugl <e

(a) Montrer que si u = (un) converge alors (u,) est de Cauchy.

Considérons une suite u convergente. Notons ¢ = lim(u,). Soit € > 0.

Alors, il existe N tel que pour tout n > N, |u, — ¢| < %

€ €
Et donc pour tout p > g > N, (inégalité triangulaire) : |up — uq| = |up — £+ £ — ug| < |up — €| + |uqg — £] < 5 + =€
‘ Ainsi, si (un) est convergente, alors (u,) vérifie le critere de Cauchy. ‘
(b) Réciproquement, on suppose que u est une suite qui vérifie le critére de Cauchy.
1
i. Montrer que pour tout n € N, 3 a,, € N tel que V p = an, |up — Ua, | < o
Soit n € N. .
On applique la définition du critére de Cauchy, avec € < S On 8 I’existence de N, que 'on note an, tel que
1
VD> a2 an, fup —ugl < 5opm
Quitte & prendre an4+1 = an, il existe donc une suite (a,) croissante d’entiers telle que Vn € N,V p > an, |up — Ua, | < Sl
ap41—1
ii. On note, pour tout n € N, v, = Z (uk+1 — uk). Montrer que la série Z |un| converge.
k=an n=0

Notons que si an41 = an, le terme v,, = 0 car la somme est vide, ce qui n’est pas grave. . .
Puisque an+1 > an, alors on a avec p < ant+1 (télescopage) :

ap41—1

1

ol = | D (wner = wn)| = Juansy = uan | < gopy
k=an

Et donc par majoration du terme général d’une série & termes positifs par le terme général d’une série convergente,

La série E |vn| converge.

n=0

iii. En déduire, que la suite (un) converge.

La série de terme général v,, converge absolument donc converge.
Par ailleurs la sommes partielles se simplifie (sommation par paquets) :

apy1—1 ap+1—1

n n
Sp = Z'Uk- = Z Z (Ung1 —un) | = Z (Uhg1 — UR) = Uapyy — Uag
k=0

k=0 h=ay, h=ag

Puisque la série Z v, converge alors (Sn) converge, i.e. (ta,,) converge.
On a donc une suite extraite de v qui converge notons ¢ sa limite.

Soit € > 0 fixé. Alors :

— il existe Ny tel que V n > Ni, |uq, —¥] <
— il existe N2 tel que V p > q > Na, |up — uq| <

€
2
Donc pour tout n > max(an,, N2), alors |[un — €| < [un — Uan, | + [Ua(ny) — 4] < e

‘ La suite (un) converge. ‘

On vient de démontrer que R est complet : ses suites sont convergentes si et seulement si elles sont de Cauchy.
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IV.5. Considérons une suite (u”)pen d’éléments de F. II s’agit donc d’une suite de suites. Pour tout p € N, u¥ = (ub)nen.
On suppose que (u”) vérifie le critére de Cauchy (dans l’espace F' normé) :

Ve>0,3PeNtelqueVp>qg>P,|uf —ul <e

(a) Fixons n € N. Montrer que pour tout € >0, 3 PeNtel que Vp>q > P, |ub —ul| <e.

Puisque (u?) vérifie le critére de Cauchy, et par somme positive :

400
Ve>0,3P€N|Vp>q>P7\uﬁ—u?L|2gZ\uz—uZF:Huz’—uq\Fgez
k=0

Donc

‘Ve>0,§|P€N|Vp>q2P, |uﬁ—u%|<e‘

(b) En déduire que, toujours pour n € N fixé, (ul))pen est une suite réelle qui vérifie le critere de Cauchy.

C’est tout simplement la définition du critere de Cauchy :

‘ Pour n € N fixé, (u?),en est une suite réelle qui vérifie le critere de Cauchy, elle est donc convergente.

On note u, := lim % et u = (un)nen, la suite des limites pour les différentes valeurs de N.
p—+oo

(c) Montrer que (u”)pen converge vers u i.e. (JJu” — ul|)pen est une suite réelle qui converge vers 0.

Soit € > 0.
Puisque (u”) vérifie le critére de Cauchy : 3 P € NtelqueVp > ¢ > P, |lup — ug]| < € donc [[u? — uf|®> < €
“+oo
Et donc Z [l —ull® < €,
k=0

n
. . . . . 2 _ 2
Fixons maintenant un entier n afin de manipuler des sommes finies : E luf —uf|” <€

k=0
Cette derniere inégalité est vraie pour tout g > N, donc on peut faire tendre ¢ — 400,
on a une somme (finie) de suite majorée et convergente, la limite vérifie la méme inégalité (élargie si besoin) :

3PGNtelqueVp}RVnGN,Zmi—ukf<52
k=0

Faisons maintenant tendre n vers +oo, puisque la suite (& termes positifs) des sommes partielles est majorée :

+oo
3PENtelqueVp}P,ZWﬁ—ukf<52
k=0

Bilan :

Ve>0,3PeNtel queVp=Pl|ul —up|”® < € et donc (uP)pen — u

On a ainsi démontrer, avec ’ensemble de ces questions, que F' est un espace préhilbertien réel, complet.
On dit que c’est un espace de HILBERT

IV.6. Soit p € [0,1[. Considérons C, = {u € E |V n € N,|un| < p"}.
(a) Montrer que C, C F. On admet qu'’il ne s’agit pas d’un sous-espace vectoriel.
Montrer également que C, est convexe : V u,v € C,,V XA € [0,1], Au+ (1 — Nv € C,,.

n

Siu € C,, alors pour tout n € N, 0 < ul < (p2) .
. . . N g 2 .
On compare ainsi deux séries a termes positifs, comme p° < 1, la majorante est convergente.

. § : 2
Par comparaison : u, converge.

Donc u € F.
C,CF

Siu,v € C)p, alors pour tout n € N,
[(Au+ (1 = Nv)n| = [Aun + (1 — Nvn| < [Aun| + (1 — Nvn| par inégalité triangulaire
Puis comme A >0et (1—X) >0:

|+ (1= A)o)a] < Mua| + (1= Mfoa] < 2"+ (1= N)p" = (A+1 - A)p" = p"

‘ Donc C, est convexe. ‘
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(b) Soit w € F, fixé. On note § := d(w,C,) = inf{||lw — ul|,u € C,}.
Pourquoi § existe bien ? Montrer qu’il existe une suite (de suites) (u"),en de C, tel que ||Jw,u"|| —+> §(= d(w, C")).
T—1+00

{Jlw = ul|,u € C,} est un ensemble de nombres réels positifs, donc minoré par 0. Il admet une borne inférieure.

C’est une propriété caractéristique de R.

Par définition d’une borne inférieure, pour tout € > 0, 3 u € C, tel que 6 — e < ||w — ul| < 4.

1 . . N
En prenant e = —, puis en notant ", la suite u ainsi obtenue, on a : |Hw - urH — (5| < =
r r

Il existe une suite (de suites) (u")ren de C, tel que ||w —u"|| — (= d(w, C")).
r—+00

(¢) Montrer que pour tout r > s :

T s\ (12 s 512 T2 s(12
[(w —u") + (w = w)[I” + flu” = w’[|” = 2[w — u"||" + 2[jw — 7

Il s’agit de I'inégalité du parallélogramme, toujours vraie dans les espaces euclidiens :

lz +ylI* + e —yl* = llz* + Iyll* + 22y + [le|® + ly|* — 22 -y = 2]l|® + 2[ly]*

avec T < w—1u" et y+ w—u’,onax—y=u —u’eton retrouve bien :

T s\ (12 T s(12 T2 s(12
[(w—u") + (w—u’)[|” + [lu” = w’[|” = 2fw —u"||" + 2fjw — 7 ‘

(d) En exploitant la convexité de C,, en déduire |[u” — u®||* < 2 (Hw —u"|)? = 52) +2 (||w —u®|? = 52), puis que (u") est de
Cauchy.

T S
U +u .
Notons v = — suite moyenne de u" et de u®. Comme C, est convexe, alors v € C,,.

On a ensuite : ||(w —u") + (w — u®)||* = ||2(w — v)||* = 4||w — v||* > 467, car § est un minorant de {|jw — v|,v € C,}.
Et ainsi :
lu” —w*|* = 2ljw — | + 2w — u|* — [[2(w — 0)||* < 2lw — u"||* + 2)jw - u*|* — 467

||’U,T _ uSH2 < 2 (”w _ u7‘||2 _ 52) + 2 (Hw _ u5||2 _ 62)

Puis comme (Hw — uTHQ) — 6% et de méme (||w — us||2) — 82,
pour tout € > 0, il existe N € N tel que V r,s > N, (||w — ur||2 — 52) <
=

pour tout € > 0, il existe N € N tel que V 7,5 > N, [[u” — v®||* < €

’ La suite (de suites) (u") est de Cauchy. ‘

(e) En déduire que (u") converge. Montrer que U := limu" est dans C, et vérifie |w — U|| = 4.
T

La suite (u") est de Cauchy, dans I’espace complet F. Donc elle converge dans F. Notons U sa limite.
Pour tout n € N, U,, = limu;,. Or pour tout 7 € N, |u,| < p™.
En passant & la limite (réelle) : |Un| < pn.

’ (u") converge vers une suite U, élément de C,,. ‘

L’application dis : u" + ||w — u”|| est 1-lipschitzienne (par inéaglité triangulaire) donc continue.
On adonc § = lim dis(u") = dis(limu") = dis(U) = ||lw — u]|

r—+00

|w—-Ull =4

(f) Montrer que U est la seule suite de C vérifiant ||lw — U|| = 4.

Si V vérifie la méme relation que U, toujours par I'inégalité du parallélogramme :
IU=VI* < 2w = U|* +2|lw = V||* — 46* = 0

Et donc nécessairement ||[U — V|| =0 et donc U = V.

‘ U est la seule suite de C vérifiant ||w — U|| = 4. ‘
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On a ainsi vu sur un exemple comment élargir la notion de distance & un convexe (fermé) dans un espace de Hilbert.
D’une certaine fagon, U est le projeté (orthogonal) de w sur U.

eee FIN e oo
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