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Chapitre

Calculs polynomiaux

@Résumé -

Nous commengons l'année en revisitant Uhistoire de la résolution des équations
polynomiales. On donnefrapelle ainsi quelques bases essentielles pour la suite :
existe-t-il un moyen pour résoudre toute équation polynomiale, on verra que
Uimportant est de pouvoir factoriser; que nous dit la géométrie des équations
polynomiales; que nous dit l'analyse pour une résolution (approchée) d'une équa-
tion polynomiale.

Ce sera l'occasion de mettre en place quelques définitions et de nombreux savoir-
faire. Comme chaque chapitre, celui-ci commence par des problemes ouverts.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet. A visionner a loisir :
— Mathieu Bautista - L'histoire du x. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=AW7uNg9RLCs
— MicMath - Conique a la plage. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=eFPhYYKCyFc
— ElJj - Différence équations et fonctions. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=sJKjFgtIBKY

Sommaire
1. Quelquesproblemes ...................... 6
1.1. Problemes . ......... ... ... .. .. .. ... 6
1.2.  Vocabulaires et contextes . . ... ........... 7
2. Equation polynomiale. Algébre et géométrie . . . . .. .. 7
2.1. Révolutionl:Viete ... ................. 7
2.2.  Révolution2:Descartes . . ... ............ 8
3. Opéreravecdespolyndmes . ................. 10
3.1. Développer . ........ .. ... 10
3.2. Factoriser . ............ ... ... . ... .. 12
3.3.  Expliciter formellement les racines . ... ...... 15
4. Equation polynomialeetanalyse............... 17
4.1. Lameilleure méthode :I'essai/erreur . ... ... .. 17
4.2. Retro-contréle. . ... .................. 17
4.3. Méthodedelasécantes . ................ 18
4.4. Versladérivation. Méthode de la tangente . . . . . . 18
5. Bilan ... ... ... .. it e i e e e 19

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



Calculs polynomiaux

1. Quelques problemes

1.1. Problemes

? Probléme 1 - Kwarizmi

Résoudre, comme El Kwarizmi, 'équation x? + 10x = 39 en n’exploitant
que des méthodes géométriques (calcul d’aire, nombres positifs. . .).

On commence par considérer un carré de coté x et deux rectangles de
cOtés x et 5. On complete. ..

Adapter la méthode pour résoudre x? +21 = 10x.

Que pensez-vous de la nature des nombres a, b ou c si I'on souhaite
générer la méthode pour résoudre 1'équation associée au trindme du
second degré : ax?+bx+c=0

? Probléme 2 - Mauvais vers italiens
« Tartalea exposa sa solution en mauvais vers italiens » (Lagrange,
Oeuvres, 1795).
Il existe une méthode (Tartglia-Cardan) pour résoudre les équations de
degré 3 (voir cours). Comment pouvait-on |'écrire alors qu’il n’existait ni

le symbole =, ni les notations x2.. 2

? Probléeme 3 - Tartaglia et Cardan
Trouver toutes les solutions de I’équation x2 + 6x = 20, avec la méthode
de Tartaglia et Cardan, en posant x = u — v et en exploitant les symétries
du probleme (on peut résoudre : w-vd=etud3=..).
Et pour une équation de type ax> + px+q =02
De méme donner les solutions de 'équations x* + px? +1 =0.

? Probleme 4 - Polyn6me de degré 2 et représentation gra-
phique
Représenter la courbe d’équation y = ax? + bx + c.
On fera la différence entre a > 0 et a < 0. On notera en particulier les
coordonnées du sommet

? Probléme 5 - Chercher a coté...
Si on sait que f(xp) = 0,001, quelle stratégie mettre en place pour trouver
une racine de f? On peut chercher du coté de xp, pas trées loin. ..

? Probléme 6 - Formule de Taylor et développement limité
Soit f:x— ap+ a1 x+---+ ayx", une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout k € N, exprimer f®(0) en fonction des nombres (a;) qui
définissent la fonction polynomiale.
% (0) est Ia valeur en 0 de la k¢ dérivée de la fonction f.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



2. Equation polynomiale. Algebre et géométrie

1.2. Vocabulaires et contextes

Principe : On appelle équation, une relation calculatoire avec des objets in-
connues i.e. a expliciter, définies a partir de cette (ces) relation(s) calcula-
toire(s).

Définition - Résoudre une équation

Soit E un ensemble (souvent E =R ou C ou RP..., mais pas uniquement).
Soit une application f: E— C et b€ F(=R ou C ou autre).

On dit qu’on résoutI’équation f(x) = b, d’'inconnue x € E, lorsqu’on trouve
tous les «nombres » x € E tel que f(x) = b.

On parle d’antécédent de b par f

Remarque - Il n’existe qu'une méthode infaillible pour résoudre une
équation : Faire I'essai.

Soit xg € E. Alors (calcul) : f(xp) =....

Sila réponse est b, on a trouvé une solution. Sinon, on essaye a nouveau.

Mais cela est souvent long, surtout si’ensemble E est infini...

Autre question : pourquoi se concentrer (uniquement?) sur des équations
polynomiales?

2. Equation polynomiale. Algebre et géométrie

La motivation historiquement premiére est la motivation ludique. La plupart
des résultats ici a été obtenu dans le cadre de joutes mathématiques, de défis
sil’on préfere.

Les révolutions successives qui marquent la mathématiques européennes
consistent souvent en l'installation de nouvelles notations. Cela crée des
ponts!

2.1. Révolution 1 : Viete

Algebra Nova

< Heuristique - Généraliser avec des lettres
FRANCOIS VIETE a I'idée fondamentale d’écrire des lettres A, B,C, ... X pour les inconnues
et les données d'un probleme (ie. les connus!) et de faire les calculs algébriques. Deés lors,
aucun probleme des anciens Grecs ne semble résister au schéma :
Probleme Probléme
géométrique algebrique Solution
et Viete écrit en majuscules : « NVLLVM NON PROBLEMA SOLVERE ».

mémes lettres calculs

—_— —_—

Saut historique et définition

(- )
Définition - Polyn6me de plusieurs variables

On appelle fonction polynomiale de p variables (abrégé ici en « polynéme
de p variables ») une fonction de la forme :

>

(K1, kp)ENP

p k:
fp : (xl!x2!" -xp) = akl,kg,‘..kp l_[ xl'l
i=1

la somme étant finie (nombre de termes est fini) ou V (ki,...kp) € NP,
k) ky,...k, € R (0u C);

1l s’agit d'une combinaison linéaire finie de puissances entiéres des incon-
nues réelles (ou complexes) x1,... Xp.

La somme et le produit de deux fonctions polynomiale est une fonction
polynomiale.

Pour aller plus loin - Des tortues a I'infini
Les mots application (ou fonction), R, C... se-
ront définis (légalisés) plus tard dans I'année
ou plus loin dans le polycopié.

( . . ~ z \
|5\ Histoire - Algébre spécieuse

MONTUCLA dans Histoire des mathématiques :
«Il est peu de mathématiciens a qui I'algebre
doive plus qu’a cet homme célébre... On doit
d’abord a M. Viéte d’avoir établi I'usage des
lettres pour désigner, non seulement les quan-
tités inconnues, mais méme celles qui sont
connues, ce qui fit donne a son algébre le nom
de spécieuse, nom qu’elle a gardé longtemps,
a cause que tout y est représenté par des sym-
boles...

C’est nous osons le dire a ce changement que
l'algebre est redevable d’'une grande partie de
ces progres. »

Comment énoncer aisément la regle du discri-

\minant sans les lettres a, b et ¢ ? )
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Calculs polynomiaux

( . .. . .8
|&)\ Histoire - Frangois Viéte

Francois Viéte (1540-1603), n’est pas un ma-
thématicien professionnel, mais un avocat.

Néanmoins, il sera le représentant francais des
joutes mathématiques (cryptanalyse) avec les
italiens ou les anglais. Il est célébre pour son
algebre nouvelle o1 il est le premier a exploiter
les lettres pour décrire les nombres dans des

\équations. Ce point de vue est révolutionnaire!

@Pour aller plus loin - Notations

Les notations x°... a été popularisé par Des-

cartes (avant xxxxx).
Le symbole = a été popularisé par Leibniz
(avant on écrit adeq).

#& Représentation - Folium
2

F d’équation x% + y3 —3xy =0

Pour aller plus loin - Continuité

Nous reverrons plus loin la notion de conti-
nuité.

Vous pouvez déja chercher a donner une défi-
nition formalisée. ..

On appelle degré de f, le nombre max{k; + kz +---+ ky | Ak, ky,...k, # O} Si
f n’aqu’une variable, deg(f) = max{n e N, telquea,, # 0}.

W( Exemple - f: (x,y,2) — 3x°y —2xyz — x2°
11 s’agit d’'une fonction polynomiale de trois variables, de degré 3.

2.2. Révolution 2 : Descartes

*Heuristique - Algebre et géométrie
La motivation est ici GEOMETRIQUE. Une nouvelle facon de concevoir le probléeme est
de maintenant lui donné un sens géométrique et en particulier de donner a R le sens du
continu (comme une droite) et a f(R) une déformation continue de R.

Représentation graphique

En mathématique, 'apport principal de Descartes a consisté a donner une
vision géométrique a I'algebre et une approche calculatoire a la géométrie
(del'ordre de la précision du langage). C’est une véritable révolution.

Ce qui suit reste vrai méme si H n’est pas poiynomiale.

Définition - Graphe dans R?

Soit H:R? — R.

OnnoteI'yg={(x,y) € R2 | H(x, y) = 0}, une sous-partie de R2.
On dit que H(x, y) = 0 est une équation du graphe I'.

Sans condition supplémentaire sur H, I" peut étre tres variés.

4 Exemple - Folium de Descartes

DESCARTES et ROBERTVAL ont étudié dans leur correspondance la courbe & d’équa-
tion x3 + y3 —3xy = 0 (cubique).

Sa représentation graphique est dans la marge.

Définition - Exemple. Graphe d’une fonction
Si f:R — R, on appelle representation graphique de f (ou graphe de f), la
courbe € d’équation y = f(x)

Dans ce cas H : (x,y) — y — f(x). Une telle courbe ne peut «revenir en ar-
riere ». En effet, cela signifierait qu'un nombre x( aurait deux images.

Représentation des fonctions polynomiales...

<*Heuristique - Réprésentation

La représentation d'une fonction polynomiale x — ZZ:() akxk est continue.

Cette fonction polynomiale est de degré n, donc admet au plus 7 racines (de 1'équation
polynomiale).

Par dérivation (que I'on expliquera plus loin), il y a également au plus n sens de variation
différents. ..
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2. Equation polynomiale. Algebre et géométrie

Exercice
Donner I'exemple d’une fonction polynomiale de degré 4 n’ayant que deux sens de variations
différentes

Correction

x— x*, tout simplement

Exercice

Quel est le degré (minimal) de la fonction polynomiale dont la représentation graphique est
2

15

0.5

donnée par :

Correction

C’est un polynéme de degré impair.

Le terme dominant est nécessairement négatif (dominant en +oo).
Il'y a 3 variations, donc le degré est au moins 3.

(Ici, il s’agit de x — O+rxd+2x2—x+ 1.)

Calculs algébriques et symétries géométriques

Proposition - Translation

La courbe I’ présente une invariance par translation de vecteur 2 = T i ,
si et seulement si, on al’équivalence : H(x,y) =0 <= H(x+2T,y) =0

7 Exemple - Graphe d’'une fonction
Dans le cas particulier d’une fonction, € présente d'une invariance par translation

de vecteur U = T7 si et seulement si V x € @f, f(x+T) = f(x). On dit que f est T-
périodique.

En particulier cos ou sin sont 27-périodique.

Lo Analyse - Symétrie axiale, centrale

Sila courbe présente une symétrie axiale autour de I'axe x = xg.

Alorsona H(xg+x,y) =0<= H(xp—x,y) =0.

En posant x’ = x( + x, on trouve xg — x = xo — (x' — xg) = 2x9 — x'.

Ce qui donne I'équivalence suivante : H(x,y) =0 <= H(2xp—x,y) =0.

La réciproque est vérifiée.

Proposition - Symétrie axiale
La courbe I' présente une symétrie axiale d’axe x = xp,
si et seulement si, on al’équivalence : H(x,y) =0 <= H(22xp—x,y) =0

4 Exemple - Graphe d’'une fonction

Dans le cas particulier d'une fonction, € présente d’'un symétrie axiale d’axe x = xp
sietseulementsiV x e @f, fQR2xp—x) = f(x).

En particulier pour xg = 0. On dit alors que f est paire (comme x — x2). Une
symétrie centrale de centre My(xp, yo) est la composition d'une symétrie
d’axe x = xp et d’axe y = yjp.

Proposition - Symétrie centrale
La courbe I' présente une symétrie centrale de centre M (xo, yo),

si et seulement si, on a I'équivalence : H(x,y) =0 <= H(2xy— x,2yp —
»=0
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Calculs polynomiaux

4 Exemple - Graphe d’'une fonction

Dans le cas particulier d'une fonction, €y présente d’'un symétrie centrale centrée en
My (xo, yo) sietseulementsiV x e @f, fQRxp—x)=2y9—- f(x).

En particulier pour xg = y = 0. On dit alors que f est impaire (comme x — x3).

Une astuce pour le calcul

De maniere générale, on ne démontre pas un résultat de calcul par une
exploitation graphique, mais cela permet largement de vérifier une série de
calculs.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Transformer le résultat d’un calcul en une
représentation visuelle
Depuis Descartes, I'algebre et la géométrie sont totalement liés et il est
possible de passer « du diable de l'algébre a I'ange de la géométrie »
(Hermann Weyl).
I est donc important de savoir faire cette transformation : donner du

sens géométrique a un calcul algébrique. On peut ainsi anticiper ou
vérifier un résultat.

Exercice
%%+ y2 +2x-2y

2 " o admet exactement deux solutions.
X“+y —4y+3

Montrer que le systeme {

Correction
Ces équation s'écrivent : (x +1)% + (y— D2 =2etx*+ (y— 2)2 =1 Il s'agit de I'intersection du cercle
de centre (—1,1) de rayon /2 (qui passe par O) et du cercle de centre (0,2) et de rayon 1.

Le changement de registre ici est une force si on sait bien I'’employer, mais
aussi un gros probleme pour les éléves bloqués dans leur registre.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Avec des fonctions

Le calcul sur les fonctions est a I'intersection du calcul algébrique, du
calcul graphique, du calcul différentiel et intégrale, du calcul de limites. ..
Les problémes ot interviennent ces fonctions sont aussi tres variés, et il
n’est pas rare de voir des changements de registre, d'un domaine a I'autre
dans une méme probleme! Il faut avoir un esprit bien souple...

C’est tout particulierement le cas de I'étude des polyndémes (ou 'on
bascule facilement d'un domaine a 'autre).

Exercice
Démontrer que le polynéme x3 +3x—1 admet une unique racine sur R

Correction
Il ne faut surtout pas factoriser, mais faire I'étude de la fonction f : x — X3 +3x— 1, dérivable et
finalement strictement croissante. Elle admet une unique racine sur R (théoréme de la bijection).

3. Opérer avec des polynémes

3.1. Développer

Lopération inverse de la factorisation s’appelle le développement. C’est a
priori plus simple car c’est une opération mécanique.

Mais il existe plusieurs facons de développer un produit polynomial. Cer-
taines sont plus intelligentes que d’autres...

Exercice

Développer (a+ b+ ¢)®

Correction
La solution sera de la forme ZA,-,j,kuibj ck avec i+ Jj+k = 3. Reste & trouver la valeur de 4; ; i.
Pour obtenir, par exemple, le nombre Aj 1,1, il faut prendre un @, un betunc,ilya3x2x1=3!=6
possibilités.
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3. Opérer avec des polyndmes

Pour obtenir, par exemple, le nombre Aj 2 o, il faut prendre un a, deux betOc,ilya3x1x1=3=3
possibilités.

Ensuite il y a une symétrie entre a, b et ¢ qui commutent : Ay 20 = Ao2,1="""=Ap,1,2-

Finalement : (a+ b+ ¢)3 = 6abc+3(a?b+a’c+b?c+b2a+c2a+ c?b)

Exercice

On admet que (a+ b)* = a* + 4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*.

En organisant convenablement votre calcul (a + b)°, trouver comment passer des coeffi-
cients (1,4,6,4,1) de (a+ b)* a ceux de (a+ b)°.

Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? En déduire la formule générale qui donne une ex-
pression de (a + b)™.

Correction
(a+b)° =(a+b)*(a+Db)=ala+b)*+bla+b)*
= a® +4a*b +6a3b? +4a2p3 +ab*
B +a*b +4a3b? +6a2b3 +4ab* +b°
T = 1+40a® +@+Da*bh +6+9d3b?* +@+6)acb®  +(1+4)ab* +0+1)b°
a® +5a*b +10ab? +10a%b3 +5ab* +b°

On retrouve le triangle de Pascal : de (1,4,6,4,1) a (1,5,10,10,5,1)... Cela ne fait pas une démons-
tration mais permet d’anticiper, comprendre, retenir la formule du bindbme de Newton :

n
(a+b) =Y (Z)ukbn_k
k=0

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Anticipation

11 s’agit de ne plus étre a chaque instant derriére son calcul, mais bien
en avant!. Il s’agit bien 14 aussi de voir quelque chose... Lorsque le calcul
demandé est ouvert (on ne donne pas une forme fermée : montrer que
A= B), il faut savoir vers ot 'on va.

Par exemple, lorsqu’on dérive une fonction, ce qui nous intéresse sou-
vent c’est de connaitre son signe. Il faut donc donner une forme factori-
sée...

Exercice

On peut exprimer de 3 fagons différentes A = f(x) = (3x2+8x—1)— (x% +3x—4). Associer
chacune de ces expressions a I'exploitation qu’on peut en faire.

A=2x%+5x-3 étude du minimum de f
A=—6+3(x+1)+2(x+1)2 développement limité de f en —1
2
A=2(x+%] -4 étude du signe de f
A=(x+3)2x-1) étude du polynéme f
Correction
A=2x%2+5x-3 — étude du polynéme f
A=-6+3x+1)+2(x+1)2 — développement limité de f en —1
2
A= 2(x+ %) - % — étude du minimum de f
A=(x+3)2x-1) — étude du signe de f

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Reconnaissance de formes
En visualisant les formes dans les formules, il est plus aisé de garder en
mémoire le calcul effectué (pour le retro-controle) et surtout, il est plus
aisé de savoir dans quel ordre faire le calcul de maniere a étre efficace :
ne pas se tromper et agir rapidement.

Exercice

Démontrer :

4[(a? - b?)cd + (c¢? - d?)ab)? + [(a® — b?)(c? — d?) — 4abcd)? = (a? + b?)?(c? + d?)?
On pourra y voir la forme A= B% —C?. ..

Correction

Notons B = (a® + bz)(c2 +d?) et C = (a® - b?)(c? — d?) - 4abcd. Alors

B%2-C?=(B-C)(B+C)
= [(@® + b?)(c? + d?) - (@® - b?)(c? - d?) + 4abed)] [(a® + bP)(c? + d?) + (a® — b?)(c? — d?) — 4abcd)
= [2a2d? + 2?2 + 4abcd] [2a* % + 2% d? + 4abed] = 4 [ (ad + be)? ] [(ac - bd)?]

On reconnait une fois E2 + F2 + 2EF et une fois F2 + G2 — 2FG. Donc

B2—-C? = 4((ad +bc)(ac—bd))* = 4(adc+c? ab-b? cd—d? ab)? = 4[(a® — b?)cd +(c? — d?) ab)?
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Calculs polynomiaux

Pour aller plus loin - Polynémes de Ber-
noulli

On appelle (ici en MPSI3) cette famille de poly-

némes, les « petits Bernoullis », pour ne pas les

confondre.

M Attention - Ne pas trop écrire
Pour apprendre a se projeter vers l'avant, il faut ne pas écrire trop de
calculs intermédiaires. De nombreuses petites réécritures doivent étre
simplement pensées, sans étre écrites.
Le prix a payer : une insécurité forte pour I'éleve.
Le prix a gagner : une plus grande concentration et une meilleure vitesse
d’exécution!
Deux ans avant les concours, il faut investir dans cette stratégie.

“¢*Truc & Astuce pour le calcul - Garder en mémoire « vive » le calcul

Si on garde en mémoire immeédiate le calcul, il est possible de déceler
les erreurs plusieurs lignes de calcul plus loin. On évite des erreurs bétes,
comme des signes + et — qui se mélangent, une page qui se tourne et qui
conduit a des nombres qu’on oublie. ..

Pour apprendre a exploiter une mémoire globalisante du calcul, on peut
essayer apres chaque calcul a réécrire le résultat obtenu sur une page
blanche. Evidemment, un tel résultat doit rester en mémoire immeédiate,
il n'est pas nécessaire de le placer en mémoire de travail plus profonde.

Exercice
Quel est le résultat obtenu lors du dernier calcul que vous avez effectué ?

Correction

3.2. Factoriser

Avec les petits Bernoullis

L2 Analyse - x* — g*
Considérons une inconnue réelle x et une connue a.

(x—a)(x4+x3a+x2a2+xa3+a4) =P +xta+ B +x%ad +xat —xta-x3a?—x2ad -

4 5 5 5

xa*—-a’=x’-a’.
Soit k € N*.
Calculons

k-1 . k .
(x—a) Z xigk—1-t :(x—a)x(xk_l+xk_2a+xk_3a2+...xak_2+ak_1)

i=0

=xk—xklgexklg_xk=2g2 4. 4 32gk=2 _ xgk-1 4 xgk-1

Exercice

Comment rendre ce calcul rigoureux ?

Correction
Avec des suites géométriques, ou par récurrence (voir plus bas) ou par télescopage (cf chapitre sur les
sommes)

(Déﬁnition - Les petits Bernoullis )
Pour tout n € N et a € K, on note b : x — x" +ax"" ' +...a" 'x+a" =
f xta™ i,
i=0
On appelle cette famille de fonctions polynomiales (b)) »en, les petits Ber-
noullis.

On a alors:
L VxeK, (x—a)xb’(x)=x""-a""! )
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3. Opérer avec des polyndmes

13

11 faut faire une démonstration. On exploite le résultat sur les sommes des
termes consécutifs d'une suite géométrique, vu en terminale.

Démonstration
Notons que pour x # a :

n . . nooni 1_(£)”+1 n_ x" Kl gntl
bZ(x):Zx’an_l:anZ(f) =a" 4 =a 4 =
= \a 1-Z a-x x-a

Donc pour x # a: (x — a)bl}(x) = xhtl_ gntl

Etsix=a:onaaussi (x—a)bl(x)=0=x""1-a"1. O

Exercice

En notant que b1*! = ab! + x**1 (a démontrer), montrer par récurrence la factorisation
de Bernoulli

Correction
Notons, pour tout n€N, Py, : « V¥ x €K, (x — @)bl (x) = x"*1 — a"*1 >
— (x—a) bg (x) = (x—a)l = x— a. Donc & est vraie.
— Soit n€N. On suppose &y, vraie : V x €K, (x—a)bll (x) = x
Pour tout x € K, (x— @bl (x) = (x— @) ("1 + ab?) = x™+2 — ax™+ 1 4 a(x] — g™ =
xn+2 _ un+2‘

Donc £2;,41 est vraie.

n+1 _an+1.

Grice a une racine

On a les corollaires important suivant :

Proposition - Factorisation (1)
Soit f une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout a € K, il existe g,, fonction polynomiale de degré n — 1 tel que

VxekK, fx)-fla)=(x-a)gq(x)

Démonstration
n
Supposons que f(x) = Z ckxk avec ¢ #0.
k=0
Alors
kN . k_ v k_ k
f-fla = Z CpXx” — Z cra” = Z cr(x"* —a")+co—cop
k=0 k=0 k=1
L k-1 |
=) cplx—ab; () =(x—a)x Y. cxby (x)
k=1 k=1
[ —
=ga(x)

On note bien que g, est une fonction polynomiale. Le terme x”~1, apparait avec le coefficient
cp #0dans bg’l uniquement. Aucun mondme de degré plus élevé n’apparait dans la combinai-
son linéaire. O

Corollaire - Factorisation (2)

Soit f une application polynomiale sur K (=R ou C) de degré n.
Soit xp € K tel que f(xp) =0.

Alors il existe g, application polynomiale de degré n — 1 telle que

pourtout xeK,  f(x) = (x—xp) x g(x)
—

V xelk

Savoir que g existe est une excellente chose.

Mais savoir comment obtenir g connaissant xg et f est encore mieux (sans
développer tous les petits Bernoullis) !

On peut donc décrire un algorithme pour obtenir g :

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023
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2024%it on obtient ici un algorithme de divi-
sion euclidienne. Mais uniquement par un po-
lynéme de degré 1.
On reprendra cela plus tard.
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Pour aller plus loin - Anneaux intégres
Un ensemble d’élément neutre 0 pour une pre-
miére loi + et vérifiant :

axb=0—=>a=0o0ub=0

est appelé ensemble intégre.
R ou C sont integres. Ce n’est pas le cas de
Mn([R).

/~Savoir faire - Factoriser

Notons f: x+— x5 +2x% — x - 2.

Alors f(1)=1+2-1-2=0.Donc f(x) =(x—1) x g(x).

Pour appliquer l'algorithme, on prend I'habitude d’écrire le plus a
gauche le terme sur lequel on agit en premier (comme pour une divi-
sion euclidienne entiére), on écrit donc les polynémes dans le sens des
puissances décroissantes :

3 2

+2x —-X -2 ‘ x—1
2+1)x? 1x2+3x+2
(-1+3)x

X

242

Donc x3 +2x% —x—2 = (x—1)(x? +3x +2).
On oublie jamais de vérifier le calcul réciproque s’il est beaucoup plus
simple!

Trouver toutes les racines

La factorisation permet de décomposer un probléme en plusieurs sous-
problémes.

Proposition - Factorisation
Soient f et g deux fonctions polynomiales a valeurs dans K = R ou C. Soit
x eK.

f(x) x g(x) =0sietseulementsi f(x) =0o0u g(x)=0

Pour ce genre de proposition, on fait un raisonnement en deux temps (double
implication) :

Démonstration
Si f(x) =00u g(x) =0, alors f(x) x g(x) =0, car I'un des deux termes est nuls.
Réciproquement. Si f(x) x g(x) =0, alors car K est integre : f(x) =0ou g(x) =0 O

Exercice
Trouver toutes les racines réelles de I'équation xt-5x2+4=0

Correction

On note f(x) = x4 -5x2 +4.

Ona f(1) =1-5+4=0, et comme f est paire (bi-carrée), f(-1) =0.
FO=x-DE+x%—4x-4)=x-DE+DE? -4 = x-Dx+Dx-2)(x+2).

Un produit de nombres réels est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul (R integre).

f)=0=x=1loux=-loux=20ux=-2

Théoréme - Factorisation multiple

Soit f une fonction polynomiale de degré n. Soit p<n

Six1,x2,...Xxp, p solutions différentes de I'équation f(x) = 0 (racines de f).
Alors il existe g3, fonction polynomiale de degré n — p tel que

Vxek, [fx)=x-x)x—x2)...(x—xp) x gp(x)

Démonstration
On fait une récurrence finie sur p < n.
— P (et Z71) est vraie.
— Soit p < n. Supposons que &, est vraie.
Soient X1,X2,...Xp, Xp+1 P+1 solutions de f(x) =0.
Alors d’apres 22),. 1l existe g, de degré n— p tel que

Vxek, ) =x-x1)(x—x2)...(x—xp) x gp(x)

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Puis f(xp+1) =0 = (xp+1 —x1) (Xp+1 — X2) ... (Xp+1 — Xp) x §p(Xp+1)-
Comme xp4+1 # X;, alors xp41 — x; # 0 et nécessairement gp (xp+1) =0.
Etdonc il existe gp+1 de degré n—p—1tel que

Vxek, 8p(X) = (x—xp+1)xgp+1(x) >V x €K, f(x):(x—xl)...(x—xp+1)><gp+1(x)
Etdonc &y estvraie.

La récurrence est démontrée O

On arrive a un résultat énoncé par Descartes, mais pas vraiment démontré. ..

Corollaire - Nombre maximal de solution
Une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions diffé-
rentes

Démonstration
11 suffit de raisonner par I’absurde O

Identification

Il n’existe qu'une seule fonction polynomiale nulle :

Proposition - Une seule fonction polynomiale nulle
Sif:x—XL, a; x' est une fonction polynomiale nulle
alors pour toutieN, a; =0.

Démonstration

On fait un raisonnement par contraposée.

Si f n'est pas le polyndme nulle, elle est de degré n avec n = 0 (rappelons que le polynéme nul
est de degré —oo).

Donc f admet au plus 7 racines. Donc f n’est pas identiquement nul.
Bilan:3ieNtelquea; #0 = f #0.0

Avec la méme démonstration améliorée et adaptée a f—g, on trouve :

Proposition - Identification des coefficients

Soient f et g deux fonctions polynomiales et Ec Ctel que V x € E, f(x) =
g(x).

Si card(E) > deg(f — g), alors f = g.

Plus précisément : pour tout ke N, [f — glx = 0donc [flx = [glk

Remarque - Essentiel
On aura noté que :
— [ply estle coefficient du polynéme p devant le monéme xF. C’est une appli-
cation linéaire.
— L’addition, la multiplication et la composition de deux polyné6mes donnent
toujours un polyndéme.

3.3. Expliciter formellement les racines

Avec les notations de Viete, il est facile de donner toutes les racines (com-
plexes) d'un polyndme de degré 2 a coefficients dans K = R ou C, a condition
de savoir calculer la racine carrée d'un nombre complexe (cas ou1 A € C\R).

Proposition - Discriminant
On considere I'équation ax? + bx +c =0, olt a, b,c e Rou C.
On note A = b? — 4ac.

-b+6 -b-06
Si 6 vérifie 62 = A, alors les racines de cette équation sont

et
2a

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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-
|&)\ Histoire - Niels Henrik Abel

On commence par une petite remarque :

e Remarque - Théoréme de Viete
Soient (S, P) € C2. Les solutions du systeme

Z21+22=S8
Z1xz2p=P

sont exactement (2 permutation pres) les solutions de xZ — Sx+ P = 0.
En effet :
(x-2z21)(x—22) = P (z1 +22)x+ 2120 = - Sx+P

Démonstration

11 suffit de calculer
-b+6 . -b-6 , (-b+8 -b-8) -b+5 -b-8 , b -8 1 ,

(x— ) (x— =x- + X+ x =X“+—x+ = —(ax“+bx+c)=0
2a 2a 2a 2a 2a 2a a 4a? a

O

e Remarque - Autres idées de démonstration?

Avec la forme canonique.

En réfléchissant sur la symétrie et la moyenne des racines... On ne démontre pas
ces résultats qui datent du XVI siecle :

Proposition - Formule de Tartaglia-Cardan (1545)
Les solutions complexes zy (k € {0,1,2}) de I'équation du troisieme degré
13+ px+ g =00l p et g € Rsont donnés par

Zk = Uf + Vg

avec ug = j*{/2(—q+/32), vk =j_k\3/ 3(=q- V )

2im
etoll j=e 3 etA=—(4p®+274¢°) estle discriminant de 1'équation.
On peut vérifier que A = (zg — 21)* (21 — 22)* (22 — 20)% et 3ugvi = —p

Exercice
Faire la démonstration

Correction
On calcule. Intelligemment. ..

4 Exemple - Racines de Péquation x> — 2x = 4
Icip=-2etqg=—-4.Donc A=—(4x(-8)+27x16) = -25x 16.

1 3 1 3
Ainsi uy = jF3/L@a+ 2L = — j%3/(6v/3+10 et de méme vy = — j*¥{/(6v/3-10
k=17 2 V27 \/5—)] k \/§]
1
Ainsizozﬁ(i’/(ﬁﬁ+10+%/(6\/5—10):--:2.

On peut par exemple chercher des nombres entiers a, b tels que (av/3 + b)3 = 6v/3 +

10... par développement, divisibilité, essai/erreur, on trouve : (V3+ 1)3 =6v3+10et
V3-13=6v3-10...

On peut vérifier qu'il est plus simple ici de voir que 2 est racine évidente, factoriser
par (x —2), puis trouver les deux autres racines conjuguées. . .

e Remarque - Degré 4

11 existe également une formule pour I'équation de degré 4. Vous la trouverez sans
probléme sur internet.

Vous y trouverez également I'histoire de la découverte des ces formules. C’est assez
intéressant Nous ne démontrons pas :

Théoréme - Ruffini-Abel (1824)

Pour tout entier n = 5, il n’existe pas de formule générale exprimant « par
radicaux» les racines d'un polynéme quelconque de degré n.
C’est-a-dire de formule n’utilisant que les coefficients, la valeur 1, les

Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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| quatre opérations et I'extraction des racines n-iémes

4. Equation polynomiale et analyse

4.1. Lameilleure méthode : 'essai/erreur

<*Heuristique - La meilleure solution
Si I'on veut résoudre un probléme, dont on ne sait rien excepté ses réalisations pour cer-
tains réalisations des variables. Alors la solution naturelle consiste a faire des essais/er-
reurs.
Concretement, pour résoudre f = 0, on prend une premiére valeur pour x. On essaye f(x).
Est-il égala 0?
Sinon, on essaye une autre valeur...

Est-il possible d’apprendre de nos essais/erreurs?

4.2. Retro-controle

Une méthode classique en ingénierie (mais aussi en biologie) est d’exploiter
le retro-contrdle ou une retro-action positive.

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter le retro-controle
Pour du calcul raisonné, il s’agit d’abord de réinjecter les résultats obte-
nus dans la formule initiale pour voir si le résultat est juste.
Mais si le résultat n’est pas juste, alors tout n’est pas perdu : il ne faut pas
repartir de 0. Avec le calcul de vérification, il est parfois possible de voir
ol est I'erreur (erreur de signe, oublie d'un puissance...).
Et le second résultat ne doit pas étre trop éloigné du premier résultat
(plus grand si la fonction est croissante...).
Principe : on crée une suite (x,) qui converge vers x, la vraie valeur que
I'on cherche.
A chaque étape, on prend x,+1 = X, + ¥», meilleure approximation de x
que xp,

et donc y, est une suite telle que :

— ¥y est beaucoup plus petit que x,, donc négligeable face a x,

— (yn) —0

— pour ke N, k =2, yﬁ est toujours beaucoup plus petit que y,,

donc négligeable face a y’,§ .

Nous allons expliquer la méthode a partir d’'un exercice. Exercice

On cherche a donner une valeur approchée de v/8. Donner une valeur approchée (& deux
chiffres), par rétro-contréle

Correction
V8=1/9=3.0nadonc v8=2,.... On pose donc x; = 3. On considére x» = x; +y; =3+¥1.Ona
alors x% = x% +2x1)1 + yf =9+6y1 +yf.
On aimerait étre proche de 8 pour x%, et donc si yf est négligeable par rapporta y;,ona6y; = -1,
1

donc y1 =—5%-
s 117
On considere donc xp =3 -5 = 5
o . _ 2_.2 2_289 17 2
On considere ensuite x3 = x2 + y2, donc x5 = x5 +2x2y2 + 5 = % + ?yg +¥5.
On aimerait étre proche de 8 pour x2, et donc si y% est négligeable par rapport a y2, on a
17, _ 288-289 -1 donc v = — =L
3 )2 36 36’ V2 204 *
. 17 | 172x2-1 577
On considéredonc x3 = — — 557 = ———— = ~—.
204 204

6
On a (calculatrice) : v8=2,8284...

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Pour aller plus loin - Convergence

Nous verrons plus loin ce que signifie la
convergence pour une suite.

Vous pouvez déja chercher a donner une défi-
nition formalisée. ..

4.3. Méthode de la sécantes

Lo Analyse - Principe
On cherche a résoudre une équation polynomiale f(x) = 0.
On essaye: f(x1) =y; #0et f(x2) =y2 #0.
Que valeur x3 choisir pour obtenir une bonne approximation de la solution a f(x) = 0.
On peut faire une représentation graphique.
— Si y1 = —y2, 0n aenvie d’essayer x3 = %(xl + X2).
— si yp est proche de 0 et y» estloin. On va prendre x3 proche de x;.
Plus grand, plus petit? Selon les signes de y; et y2, on peut imaginer que x3 est
entre x] et x2, ou non.
Est-il possible de réponde quantitativement a cette question?
On connait deux points de la courbe y = f(x), on peutimaginer que la droite qui passe
par ces deux points est la meilleure approximation de la fonction polynomiale.
On cherche alors la racine du polyndme, de degré 1, qui passe par ces deux points.
C’est la fonction polynomiale d(x) = % (x—x1)+ 1.
En effet, par construction : f(x1) = y1 et f(x2) = y2.

Xp— X
On prend alors x3, tel que d(x3) =0, i.e.: x3=x — 2- 71 1
y2—n

( 2 o e . 2z \
Définition - Algorithme de la sécante

Considérons la fonction polynomiale f(x) =Y arxk.

On considére deux nombres a, b € R, puis la suite (u,,) définie par :

Upy1— U
up=a, uy =b¥ neN, upir = s — ——————— f(Un+1)
S uns1) = f(un)

\La suite ainsi définie suit I’algorithme de la sécante )

Sous certaines conditions, relativement robuste, la suite (u;) converge vers
une racine de f

4.4. Versladérivation. Méthode de la tangente

) Analyse - Quand 0 s'invite
Aumoment de la convergence vers une limite notée x, on trouve que u; comme Uy4]
est proche de x. Et donc uy+1 — uy est proche de 0.

Mais c’est aussile cas de f(up) = f(x) = f(up+1)-
0

On se trouve donc naturellement en présence d'une forme indéterminée .

Comment gérer cette forme?

*Heuristique - Toute forme indéterminée %. .

| ... peutse voir comme un calcul de dérivée, avec la formule de L'HOSPITAL.

Rappelons ce qu’est un nombre dérivée :

- N
Définition - Nombre dérivée

Soit f une fonction (polynomiale), on appelle dérivée de f en xg, le

nombre : b
lim fxo+h) = f(xo) - lim f(x) = f(xo)

h—0 h X—Xo  X—Xp

\On note ce nombre f’(xp), selon la notation de Lagrange (1797).

4 Exemple - Monéme et polynéme. Dérivation
Considérons h petit (en valeur absolue), que pensez de (x + h)"?
C’est un polynome en x de degré n. Il vaut presque x” (surtout si k petit). On peut
appliquer les petits Bernoullis :
k-1 L.
k>0, (x+h)f—x*= K-+ k) = —x— e+ m)xbE, , = hx ;](xm)k‘l"x’
1=

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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n
Notons que pour k=0, (x+ h)k— x¥=1-1=0.Doncsi fx)= Z akxk, par linéarité :
k=0

7 k=1 ..
fx+h)—-fx)=hx Z ay Z(X-I—h)kilflxl
k=1 =0

Par conséquent (par continuité polynomiale)

_ n n k-1 n
W—ZZ(X‘Fh)klll Z kZX—Zkakxk_l
i=0 k

k=1i=0 h—0 5 = =1

Finalement : la dérivée de x — bo + by x+...byx™ est x — by +2box + ... nbyx"1.
§e Analyse - Méthode de la tangente
On a donc pour uy, = x+ hy, avec hy prochede 0, f(uy) = f(x+hy) = f(x)+ hnf’(x) :
8¢ Représentation - Méthode de la tangente
Upnyl —Un (x+ hp+1) — (x+ hy) 1 (Newton)
fni) = fun)  [f)+hae1 f/OI = [f () +haf (0] f'(x)

On a I'aglorithme suivant qu’on associe 8 NEWTON, pour son utilisation en
toute généralité :

s N
Définition - Algorithme de la tangente
Considérons la fonction polynomiale f(x) =Y}, arxk.
On consideére deux nombres a € R, puis la suite (u,) définie par :
vo=a,:YneN, v, =v,— w n)f( Un)
\La suite ainsi définie suit I'algorithme de la tangente ) 14

Sous certaines conditions, relativement robuste, la suite (v,) converge vers
une racine de f

Pour aller plus loin - Méthode de la Newton
En informatique, au second semestre, nous

5. Bilan justifierons plus précisément I'algorithme de
Newton. Nous donnerons des conditions de
Synthése convergence.

~> En science, les problemes se traduisent sous forme d’équations, sou-
vent polynomiales. Ces fonctions polynomiales sont trés présentes car
elles sont stables par addition, multiplication et composition. La mul-
tiplication s’appelle développement. On développe avec intelligence!

~> Le plus important pour résoudre une équation est de savoir factoriser.
Le théoréme de factorisation est trés important : il permet de séparer
les problémes de résolution.
Dans quelques rares cas (degré faible), il existe des formules explicites
qui donnent les expressions des racines d'une fonction polynomiale.

~» On peut aussi regarder les fonctions polynémiales comme des trans-
formations géométriques de la droite réelle. Faire le lien : fonction po-
lynomiale/représentation géométrique permet d’enrichir chacun des
deux points de vue. On peut penser a I'exemple des coniques.

~» Une autre idée est d’exploiter ce lien pour chercher les racines : locale-
ment une branche de courbe polynomiale ressemble a un segment de
droite. Les algorithmes de la sécante ou de la tangente exploitent cette
idée pour trouver une valeur approchée d’'une racine d’'une fonction
polynomiale.
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Truc & Astuce pour le calcul - Anticipation

— Truc & Astuce pour le calcul - Reconnaissance de formes

— Truc & Astuce pour le calcul - Garder en mémoire « vive » le calcul
— Savoir-faire - Factoriser

— Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter le retro-controle

Notations

Notations Définitions Propriétés Remarques

[
bl (x) Petit Bernoulli en a d’indice n VxeK b(x)= ) x'a""" (fonction poly- 2 @™ = (x— @) x b (x)
i=0
nomiale)

Retour sur les probléemes

: 10x
2 X 0
: ‘ :
1
I B T T |

1. 7

2. Il faut transformer en phrase les opérations x, /...

3. x=u-v, x3=(u—v)3= u® —3u?v+3uv? - vo.

Onadonc: x3+6x—20=u®— 13 -3uv(u—-v)+6x-20= - v +3x(2-
uv) —20.

Ajoutons la condition uv =2, ona donc u® - v =20 et u3v® = 8.
Ainsi, u® et —v3 sont racines de x> — Sx + P = x> - 20x -8 = 0.

6 =432, puis u® =10+ /108 et v3 = 10— v/108.

Etenfin, x = i/lO+\/ﬁ— i/m—@.

Autre méthode : x3 + 6x = 202 Par essai : x = 2 fonctionne.

B +6x-20=(x-2)(x®+2x+10) = (x—2)(x+1-30) (x+ 1 +3i)
Puis, on exploite la formule de Cardan et enfin on reconnait une bi-

carré :
—p+y/p?-4

o - VPt

2 2
- (x—\/—"’“z/ﬁ)m¢—"”+‘2/m)(x—\/"’“2/m)(x+\/"" 2”2‘4)

4. Voir cours de terminale (ou de premiere)

x4+px2+1=(x2—

)

5. C’estla méthode de la retro-action.
n .

6. Par récurrence : fRx) = Y i(i - D...(0 - Daix'™* = Kag +
i=k

(k+1)! nl ek

Qg1 X+ +
T (n—k)!

Et donc £ (0) = klay. Ainsi, a; =

anx

f(k) (0)
K
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Chapitre

Calculs trigonométriques

@Résumé -

Il s'agit, pour commencer, de revoir les propriétés des fonctions trigonométriques.
Nous choisissons une présentation constructive, selon le sens de l'histoire et de la
formation du lycéen. Nous nous appuyons sur les formules de base : cos(a+ b) =
cosacosb—sinasinb etsin(a+ b) = sinacos b+ cos asin b pour développer toute
la trigonométrie.
Avec l'exponentielle complexe (chapitre 7), les formules seront revues plus efficace-
ment.
Pour résoudre f(x) = y, il faut pouvoir écrire x = f~1(y), i.e. trouver la fonction
71 réciproque de f. On s'intéresse donc a la trigonométrie réciproque (arcsin,
arccos et arctan)
Vidéos :
— Kitoumath. Les mathématiques fantastiques - Les formules de trigo a ap-
prendre sans peine. https ://lwww.youtube.com/watch ?v=IKj1zQpToxA
— Micmath - La conjugaison complexe est un automorphisme de corps.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=AVDMpnwsztg
— Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://lwww.youtube.com/watch ?v=aZLGdnktO8k
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Calculs trigonométriques

1. Problemes

@Pour aller plus loin - Triangles semblables
On dit que deux triangles sont semblables si
deux (et donc trois) angles sont de mémes me-

? Probleme 7 - Fonctions définies sur des angles nulles et
droits. Et plus loin ?

sures

e ~
|&)\ Histoire - Claude Ptolémé

Ptolémée (Ptolémais de Thébaide (Haute-
Egypte) vers 90 - Canope vers 168) est un astro-
nome et astrologue grec qui vécut a Alexandrie
(Egypte).

1l est connu pour ses apports en géographie
et en mathématique (géomeétrie et trigonomé-
trie).

Meéme s'’il n'exploitait pas les fonctions cos
et sin mais plutét la fonction corde (cord), il
donna le premier élan (aprés Hipparque?) a
la trigonométrique que nous connaissons. Ces

Pour tout angle 6, les triangles rectangles dont 'un des cotés vaut 6 sont
tous semblables.

Il y a donc un coefficient de proportionnel entre les mesures des cotés
de ces triangles, qui dépend uniquement de 6. Prenons un triangle rec-
tangle de référence d’hypothénuse égale a 1.

On note cosf la mesure du c6té adjacent et sinf le c6té opposé.

Que se passe-t-il si 'angle dépasse 90t ?

? Probléme 8 - Unité de mesure d’angles
Au début du lycée, on vous a fait changer I'unité de mesure des angles :
des degrés a des radians?
Pourquoi? Qu’est-ce qu’'on y gagne, pour chaque unité?

? Probléme 9 - Relation entre les formules de trigonométrie
Quelles relations entre cos(a + b) et cos a, cos b. Et d’autres?
De méme peut-on linéariser cos(a)sin(b) (c’est-a-dire, 1'écrire sous
forme d'une somme!).
Beaucoup de formules!
Une autre question, non négligeable : comment apprendre toutes ces
formules?

? Probléeme 10 - Equation polynomiale et trigonométrie
Montrer que pour tout entier 7, et pour tout 0 € R,
cos(n6) s’exprimer comme une fonction polynomiale en cosf.
Ce polynome s’appelle le polynéme de Tchebychev d’ordre n.

? Probléme 11 - Fonction réciproque
Si souvent, nous aurons besoin d’inverser les relations sinf = x en
0 =sin™!(x).
Mais, sin ou cos ne sont pas des fonctions bijectives. Comment faire ?

2. Fonctions trigonométriques

2.1. Construction historique

) Analyse - Triangles rectangles semblables

D’apres le théoréme de Thales, le rapport des longueurs de deux cotés similaires de
deux triangles semblables est constant.

Dans I'ensemble des triangles rectangles, deux triangles sont semblables des qu’ils
ont chacun un angle de méme mesure.

Ainsi les rapports de deux cotés consécutifs dans un triangle rectangle ne dépendent
que de la mesure d’'un angle (non droit).

travaux ont €té repris par fes mathématiques
indiennes (III a VI siécle) puis les maté¥haz

\tiques arabes (VIII a XIII siécle) )
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Ce qui donne une premiere définition, non encore totalement satisfaisante :
Soit # un angle compris entre 0 et 90 degrés.
Soit ABC un triangle rectangle en A et tel que ABC =6.

AB
Alors le rapport BC est indépendant du triangle considéré, noté cos® 6.
AC
De méme BC est indépendant du triangle considéré, noté sin° 6.

AC
Et 25 est indépendant du triangle considéré, noté tan® 6.

La notation choisie ici n’est pas standardisée, et est stirement contradictoire avec celle
vue en fin de collége. Elle permet de différencier de la vraie fonction cosinus (définie
avec des angles en radians).
Lo Analyse - Simplification : hypoténuse égale a 1
Pour éviter tout probleme de division, on peut se concentrer sur les triangles rec-
tangles dont 'hypothénuse a une longueur unité (BC = 1).
Ainsi, pour chaque angle 6 compris entre 0 et 90 degrés, il existe un « unique » triangle
rectangle en A, tel que BAC =6 et BC = 1. Dans ce cas cos® 0 = AB et sin®6 = AC.
§e Analyse - Mesure naturelle d’angle
Les cultures (babyloniennes...) choisirent des mesures d’angles différentes. Toutes
étaient proportionnelles les unes aux autres, une est-elle plus naturelle que les autres?
Oui!
Apres |'étape précédente, nous considérons des triangles rectangles d’hypothénuse
de longueur 1. D’une certaine facon, tous ces triangles se trouvent dans le cercle de
rayon 1 et centrée en B. Langle en B est proportionnel & la longueur de la corde CA’
(voir dessin).
Ainsi I'angle habituellement (jusqu’'en seconde) noté 90f a une longueur : quart de
périmetre de cercle de rayon 1 i.e. %(271 x1) = Z. On ala correspondance :
o= % — o7 = " g°
b4 180
Le calcul devient simple : il suffit de mesurer une longueur (avec une corde qu'on
superpose, puis qu’'on détend).

2.2. Fonctions sinus et cosinus
Représentation

D’apres ce que I'on a vu, par construction, on retrouve cos@ et sinf sur la
figure comme indiqué en marge.

Par définition : tan@ = S0 = anf

Donc, par théoréme de Thales, en placant la paralléle au sinus dans le tri-

angle prolongé tel que BA' = 1, on retrouve le sinus en A'C’.

Reste une derniere étape : franchir les angles frontieres de 0 et 7 radians
(ou 0° et 90°). Avec la derniére représentation, ce n'est pas compliqué : on
continue la projection sur I'axe BA’ et sur ’axe orthogonal.

Périodicité et symétrie

On a alors les résultats suivants, qu’il faut surtout savoir retrouver :
Exercice
Compléter les résultats suivants :

sin(-0) = cos(—0) = sin(@+m) = cos(@+m) =
sin(m—0) = cos(m—0) = sin(§—9)= cos(;—l—9)=
Correction

sin (—60) = —sin(f) cos (—0) = cos(6) sin (0 + ) = —sin(0) cos (0 +m) = —cosf

sin (7 — 6) =sinf cos(r—0) =—cosl sin(%—ﬂ)zcos@ cos(g—ﬂ):sinﬂ

Avec la définition suivante :

£& Représentation - Radian

—
&
0.5 - 0
sin 6
0 B &
0 cos @ 0.5

£k Représentation - Cercle trigonométrique

0.5

" cos 605

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



24

Calculs trigonométriques

Définition - Congruence modulo «

Soient 0,60’ et «a trois réels.

On dit que 6 est congru a 8’ modulo «
s'il existe k€ Z telque 6 =6’ + ka :

0=0"[al = IkezZ|0=0"+ka

on a la proposition :

Proposition - Propriétés des congruences
Soit a € R. On a pour tout (9,6',0") e R3 :
e 0=0[a] (reflexivité)
e 0=0'[a] > 0’ =0[al (symétrie)
e @=0'[a]etd =0"[a]) = 0 =0"[a] (transitivité)
On dit que la relation de congruence modulo a est une relation d’équiva-
lence.

Démonstration
Reflexivité : 0 = O[a], il suffit de prendre k = 0.
Symeétrie : Si 0 = 0'[a], alors il existe k tel que 0 = 0" + ka, donc 8’ =0 + (-k)a et donc 0’ = 0[a].
Transitivité : Si (0 = 0'[a] et 8 = 0" [a]
alors il existe k et k' tel que 0 =0 + ka, 0’ = 0" + kra.
donc=60"+ka+ka=0"+k+k")a, doncd=0"[a] O

A savoir parfaitement retrouver :

/~Savoir faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus
Pour tout (8,0") e R2on a:

sinf = sinf' <

cosf =cosf =

Démonstration
En exploitant les représentations graphiques, on se place par 2r-périodicité sur un intervalle
simple.

0= 0 [27]

. .ol — o !
Puis, on trouve : sinf =sinf’ < { 0= 7-0 (271
6= 0 [27m]
A~ . _ !

De méme : cos = cosf’' < { 0= -0 [2n] o

2.3. Fonction tangente

Définition - Tangente d’un angle
Soit0 eR, 6 # % []. On appelle tangente de 0 le réel, noté tan@, défini par :

sinf
tanfd =

cos0

Remarque - fonction cotangente
cosf

On définit de méme la fonction cotangente sur R\ 7Z par cotanf =

Sur le cercle trigonométrique, on la trouve sur la tangente au cercle au point (0, 1).

. n 1
8105_'50[5] on a cotanf = g
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Proposition - (Im)parité et périodicité
Soit@ € R, 0 # Z(n]. Ona

tan (—0) = —tanf tan (77 + 0) = tan@ tan (r —0) = —tan@

Démonstration @+ o
sin(@ + 7 —sin
O lique, direct t la définition, le : tan@+7m) = ——— = =
n applique, directement la définition, par exemple an(6 + ) cos@1 1) ~ —cosd
tanf O
Exercice

Etudier et représenter la fonction tan

Correction
La fonction tan est définie sur 2 = {x e R | cosf # 0} =R\ {% +km; ke Z}.
La fonction tan est m-périodique d’aprés la formule trouvée plus haut.
On peut I'étudier sur | — %, % [, puis exploiter des translations de vecteurs 7i.
Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition.

cos? (x)+ sin? (x)

=1 +tan2(x) =

Vxe, tan’(x) =
@) cos2(x) cos2(x)

. . . . - - N
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme ]7, 7[ et a valeurs

dans ] — oo, 00[.
1

tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point 0a pour pente : tan’ (kn) = ———— =1.
cos' k)

. 1 ) 1 S
Enfin, comme —— est croissante sur [0, Z [, tan est convexe sur [0, Z [ et —— est décroissante sur
cos2 2 2 cos?

]1-%,0], tan est concave sur ] — 5,0].
On obtient la représentation graphique suivante :

Proposition - Cas d’égalité de tangentes
Pour tout (8,0") e R on a:

tanO = tanf’ < 0 =0'[n]

3. Formules trigonométriques

Nous démontrons la plupart des relations avec des angles inférieurs a 7, puis
nous étendons les résultats par périodicité/symétrie.
3.1. Formules de Regiomontanus

Trés important! A connaitre par coeur, absolument! Il peut étre bon d’avoir
un moyen mnémotechnique aupres de soi.. .

Proposition - Formules fondamentales

1
cos?0 +sin’0 = 1 1+tan’6 = ol cos?0 = (cos 0)2
C

0s20

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa sin(a—b)=sinacosb—sinbcosa

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul

|5\ Histoire - Trigonométrie : une vieille disci-
Une piste pour retrouver la formule cos(a + b).

Nous savons qu'il existe une relation, mais laquelle. Notons ¢(a, b) = Celzhg)‘;mmes apparaissent pour la premiére
cos(a+b). fois chez Ptolémée, 150 aprés J-C. On les re-
La relation doit vérifier : trouve chez Regiomontanus en 1464
— @(b,a) = ¢p(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a, b) = sinacosb —
sinbcosa.
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— ¢(—a,—-b) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) =
sinacos b +sinbcosa.

— @(a,—a) = cos(0) = 1, cela ne peut donc pas étre ¢(a,b)
cosacosb + sinasinb, dans ce cas ¢(a,—a) = cos
(pour la plupart des a)

2a—sinfa #1

Démonstration
1 D
16F90° T
0.6 4
OI = sinfa + 3) = DH — HG DE =Ninj
or 0.4 4 .
DH = cosa x DE = cosasing/d Ui
HG = EF =sinn x OF =sinocos)d ,
Donc 0.2 0 OF = cos 1
sin{a + ) =sina cosJ + cosa sin /4
oo o G r1F
08 06 04  -02 0 0.2 0.4 6 0.8
OG =cos{n+ 3 =0F-GF
10r
OF = cos o x OF = cos acos (4
GF=HE =sina x DE = sinakin
1 Donc
cos{a + ) = cos acos J — sinadin 7

La premiere formule dérive directement de la relation de Pythagore.

Avec A(cos6,sinf), M cos8,0) et O(0,0), on a OM A est rectangle.

D’apres le théoreme de Pythagore : 0A% = OM? + M A2 ie 1 = cos? 0 +sin? 6.

Concernant les formules cos(a + b)..., on pourra trouver une démonstration plus efficace avec
les notations exponentielle. ..

Pour obtenir cos(a — b), on remplace f§ par —b et donc cos f = cos b alors que sin = —sinb...O

Exercice
On peut aussi exploiter les équations différentielles.
On note f : x — cos(a+ x). Montrer que f est solution du probléeme de Cauchy :

Yty = 0
y(0) = cosa
y'©0) = -—sin(a@)

En déduire une expression de f.

Correction

Il suffit de faire le calcul. La solution du probléme de Cauchy est unique, c’est une combinaison linéaire
de cos et sin.

Donc il existe A et B tel que cos(a + x) = Acosx + Bsinx.

Puis avec les valeurs en x =0, de f et f’, ona A=cosaet B=-sina

De cet exercice, on déduit un nouveau moyen mnemotechnique pour retenir
les formules de Regiomontanus.

°¢"Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sin x
x— cos(a+ x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
Il existe A, B indépendant de x tel que cos(a + x) = Acosx + Bsin x.
En particulier pour x = 0 et x = 7 : cosa = Ax1+Bx0 et
cos(a+%)=-sina=Ax0+Bx]1.
Donc pour tout a, x € R: cos(a + x) = cosacos x —sin asin x.
x — sin(a + x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
Il existe C, D indépendant de x tel que sin(a + x) = Ccosx + Dsin x.

En particulier pour x=0etx=7 :sina=Cx1+Dx0etsin(a+3) =
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+cosa=Cx0+Dx1.
Donc pour tout a, x € R : sin(a + x) = sinacos x + cosasin x.

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Formltl%%s afg'_l%gg%lentales (bis) tan g —tanb
tan(a+b)= ——— tan(a-b)= ——
1-tanatanb 1+tanatanb
sin2a =2sinacosa cos2a=cos’a—sin®a=2cos’a—1=1-2sin’a
2tana
tan2a= ——
1-tanZa
2 1+cos2a . 2 1-cos2a
cos“a= — sin“g=——
2 2
Exercice

Démontrer ces formules

Correction

Quelques unes :
sinacosb—cosasinb

tan(a—b) sin(a—b) sinacosb-cosasinb cosacosh tana-—tanb
an(a—b) = = - — = - - =
cos(a—b) cosacosb+sinasinb cosacosb+sinasinb  1+tanatanb
cosacosb

cos(2a) = cos(a+ a) = cos? a—sin® a = cos? a— (1 —cos? a) = 2cos® a—1 = (1—sin® a) —sin a =

1-2sin?a....

3.2. Produit en somme et réciproquement

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Transformation de produit en somme
cosacosbh= E(cos(a+ b) + cos (a— b))

sinasinb = é(cos(a—b)—cos(a+ b))

sinacosbh = l(sin(a+ b) +sin(a - b))
2

Exercice
Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités

Correction
On note (par exemple) ¢(a, b) = sinasinb. Donc ¢(—a,—b) = ¢(a, b), la formule contient des cos

(fonctions paires).
2

¢(a,0) =0, donc il y a une soustraction de cos(a+ b) = cosa et cos(a—b) =cosa. ¢(a,a) =sin“a=
%(1 —cos2a) ce qui donne la premiére formule. ..
Exercice
Démontrer ces formules
Correction
La démonstration se fait a I'envers. Il faut donc bien intuiter d’ou partir. . ..
Par exemple, pour obtenir sin asin b, on se souvient que cela s’obtient avec cos(a + b).
Donc on note : cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et cos(a— b) = cosacosb +sinasin b.
Il faut supprimer les cos acos b, on retranche donc :
L L L 1
cos(a+ b)—cos(a—b) =—sinasinb —sinasinb = sinasinb = 3 (cos(a—b) —cos(a+ b))

Exercice
Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités

Correction

Remarque - Notation exponentielle
Avec les notations exponentielles, le résultats sera plus immédiat (on pourra le trouver
dans le sens direct).

Pour aller plus loin - Trisection de I'angle
Un probléme antique consistait a trouver com-
ment couper un angle en trois parts égales.

La réponse de Viéete (1593 - incompléte car elle

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023
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&k Représentation - Formules d’addition

0.84

0.64

0.4

Proposition - Transformation de somme en produit

cosp+cosq = ZCOS(?) cos (2=2)

2
COSp—Ccosq = —2sin(¥) sin(m)

2
: : . (btq pP—q
sinp +sinq = 2sin(—) cos(—)
2 2
; : p+dy . P=q
sinp —sing =2cos(—)sin(—)
2 2
Exercice
Démontrer ces formules
Correction
Par exemple :
+ - + _
cosp—cosq = cos(p—q + u) - cos(p—q - Lq)
2 2 2 2
= cos(?) cos(fp;q) - sin(w) sin(L_q) - cos(—p+q ) cos(—p;q) - sin(—p;q ) sin(?)

= —Zsm( )sm(p q)
2 2
M Attention - Remarque
IIn'y a pas de formule générale pour transformer cosp +sing.
Sauf a exploiter sin g = cos(5 — q)...

n
7" Exemple - Calcul de ) coskt
k=0
n
Soit £ €]0,7]. Onpose S, = Y coskt.
k=0
Calculer 2(sin %)S n puis déduire S;; (que 'on exprimera comme produit ou quotient
de trois termes sinus ou cosinus).

n n n
2(sin2)Sy =2 Y sin = cos(kt) = Z 51n(—t)+ (—r)) > ( 1n(—t)—s (—t)
2 k=0 2 k=0 k=0
Puis par télescopage :

.t . 2n+1 . 1 . 2n+1 1 . n+l n
2(sin -)Sy = sin(—— t)—sin(—-#) = sin(—— ) +sin(-f) = 2S1n( t) cos(—t) 2sin(——t)cos(—1)
2 2 2 2 2 4 2 2

Ainsi
cos % tsin ”;1 t
=
sin Z t

3.3. Angle moitié

Proposition - Utilisation de la tangente de 'angle moitié

0
On note t = tan o Alors :

2t 1-#? 2t
cos = —— tan6 =

sinf = —
+ 12 1+1¢2 1-122

e Remarque - Calcul intégral
Ces résultats servent souvent dans le calcul d’intégrale avec des fonctions trigonomé-
triques

Démonstration
Un graphique nous aide la aussi. Mais on peut directement, faire le calcul apres avoir rappeler :
29 - 1

1+t2=1+tan i
coszf

6 6 0 .0 2t
sinf = sm(2 ) =2sin — cos — = 2tan — cos” —
22 2 2 1412

0.24

0.8

Al
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2 1_1—t2
1+2 14122

0 0
cosf = cos(ZE) =2cos? 5 1=

O

Remarque - Trucs pour ne pas écrire de bétises...
On peut vérifier quesif@ =0:1 =0, sinf =0,
mais aussi cos6 = 1 et sin + cos® = 1,
ou encore, sif = %, t=1ettand = oo..., donc le dénominateur de tan s’annule en
let-1. .
ou toujours, tan = %. ..
Exercice
Exemple d’emploi des notations exponentielles.
Notons a I'argument du complexe z =1+ it.
Calculer z2, quel est 'argument du complexe z2? En déduire les relations recherchées ?

Sauriez-vous en déduire I'expression de cos8 en fonction de r = tang ?

Correction

z2 = (1 - £2) + 2it, c'est le complexe de module v/ (1—2)2+412 = V1+262+ 14 = (1 + £2) et
d’argument 2a.

Re(z%) 1-#2 . Im(z?) 2t
142 1422 etsin(za) = 1+2 1422
De méme 23 = [1-3¢2] + i[3f — £3], de module V(1 -32)2+ (31— 13)2 = V1+3:2+3r4+16 =
a1+ t2)3/2 et d’argument 3a.

—-3¢2 . 3t-13
Donc cos(3a) = m et sin(3a) = m ..

Donc cos(2a) =

/~Savoir faire - Méthode pour transformer acos ¢ + bsint en Acos (¢ — )
On écrit

. a
acost+bsmt=\/a2+b2( cost+

b
Va?+b? Va?+b?

sin t)

2 2
a b _ . .
Comme (\/a2+b2) +(\/a2+b2) =1, il existe ¢ € R tel que

b
vVa?+b?

cos¢p = et sing =

a
Va2+p?
d’oti en posant A= vVa?+b?,ona

acost+bsint = A(COS(pcos t+sin¢sin t) = Acos(t - ¢).

La fonction s: t — acost + bsin f représente donc un signal sinusoidal
d’amplitude A de phase initiale —¢(instant = 0) .

Exercice
Factoriser sin@ + cosf, v/3cos x — sin x.

Correction
sinf +cosf = v2(sinfsin § +sinfcos F) = vV2Zcos(6 - §).

Comme \/§2+1=4=22, ona,

. 1. -7 s A b4
\/§c0sx—smx=2(\/§2cosx—gsmx)=2(cos?cosx+sm?smx)=2c0s(x+g)

4. Trigonométrie réciproque

4.1. Arcsinus

Définition - Arcsinus

Pour tout x € [~1,1] il existe un unique 0 € [-7, 7] vérifiant x = sinf. Ce S Rep l.‘esematmn - Quelques valeurs
2 2 . 2 . arcsinx
réel O est appelé arcsinus de x et noté arcsin x On a donc :
o s | | a=09
0 = arcsinx & (sin@ =xetfe[——, —])
2 2 B .
C
s arcsin x
AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2044) ol \L
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[Z\ Histoire - Série arcsin
On trouve chez WALLIS et les mathématiciens
anglais pré-newtonien :

: _ 13, 1x3%°
arcsin(x) =x+ 535 + 5575 +

&k Représentation - Quelques valeurs de

arccos x

»

=-0.85

arccos x

M Attention - Intervalle d’arrivée
De méme qu’il a été choisi de prendre I'unique racine positive de a,
lorsqu’on écrit \/a (et non —v/a qui vérifie également (—/a)?> = a); on
choisit ici un résultat dans [—%,%], il faut donc penser a ajouter un
angle...

sinf = x < 0 = arcsin(x)[27] ou 0 = 7 — arcsin(x) [27]

11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1] 1 [v3
X 0 — R 1
2 | V2| 2
arcsinx
Exercice
Calculer arcsin (sin ZT”), arcsin (sin 23T”)_
Correction
Ou est le piege ? dans l'intervalle d’arrivée.
Comme %” > %, arcsin (sin 2?”) = %ﬂ = Z.De méme BTn —an- I, arcsin(sinz%”) .z

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arcsin
Ona:

VO e [—z,g], arcsin (sinf) =0
Vxe[-1,1], sin(arcsinx)=x

Vxe[-1,1], cos(arcsinx)=V1-x2

Démonstration
Les deux premiers résultats s'obtiennent en appliquant tout simplement la définition.
Comme cos? = 1 —sin?, on a donc pour x € [-1,1],

cos? (arcsin(x)) = 1 —sin? (arcsin(x)) = 1 — x?

donc cos(arcsin(x)) = +v'1 — x2.

Or arcsin(x) € [—%, %], donc cos(arcsin(x)) = 0 et donc cos(arcsin(x)) = +v'1—x2 O

4.2. Arccosinus

Définition - Arccosinus
Pour tout x € [-1,1] il existe un unique 0 € [0, 7] vérifiant x = cos@. Ce réel
0 est appelé arccosinus de x et noté arccos x On a donc:

0 = arccosx & (cos9=xet9€ [O,n])

M Attention - Intervalle d’arrivée
Comme précédemment :

cosf = x < 0 = arccos(x)[27] ou 8 = —arccos(x)[27]

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

V3
— |1
2

Sil-

1
2

arccos x
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Exercice
Calculer arccos (cos %”), arccos (cos 2%”).

Correction

Comme 47” €lm,2m(, arccos (cos %”) = —%’” +27m = 2@” De méme ZST” =47+ %, arccos (cos ZST”) =
s

6

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arccos
Ona:
VO € [0,m], arccos(cosO) =0

Vxe[-1,1], cos(arccosx)=x

Vxe[-1,1], sin(arccosx)=V1-—x2

Exercice
Faire la démonstration

Correction

Comme sin? = 1 — cos?

,on adonc pour x € [-1,1],

sinz(arccos(x)) =1-cos? (arccos(x))=1-— %2

donc sin(arccos(x)) = £V 1 — x2.
Or arccos(x) € [0, 7], donc sin(arccos(x)) = 0 et donc sin(arccos(x)) = +V 1 — x2

4.3. Arctangente

Définition - Arctangente
Pour tout x € R il existe un unique 6 €] - 7, 5[ vérifiant x = tan@. Ce réel 0
est appelé arctangente de x et noté arctan x On a donc :

0 =arctanx (tan@ =xetOe]— g,g[)

11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

X 0 1|v3

Sl -

arctanx

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arctan

Ona:
T T
i

VO €] . [[ arctan(tanf) =20

VxeR, tan(arctanx)=x

1
VxeR, cos(arctanx)=

1+x

VxeR, sin(arctanx)=

-3

Démonstration
On exploite cos? = Trar?’ puis la positivité.
an’
2
Etsin=1-cos? =1- —L = _tan

1+tan® ~ l+tan? "

& Représentation - Quelques valeurs de
arctanx

arctan x

;_.
\
o
n
o

0.5

|5\ Histoire - Série arctan
On trouve chez GREGORY et les mathémati-
ciens anglais pré-newtonien :

. BBy
arcsin(x) =x—- 5 +%5 -5 +....
Puis, avec, une formule d’approximation de 7 :
n= 16arctan% —4arctan ﬁ.
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Pour aller plus loin - Formule d’approxima-
tion de i : Formule de Machin (1706)

1 1 — =
4arctan5 - ar'.:tanm = =
arg((1+ £)4(1 - o)) =arg({fg3aa+ ) = 7.
Comme arctan(x) = x + %xg + %xs +..., on

trouve une excellente approximation de 7.
Cette formule donna la meilleure approxima-
tion de n connue durant tout le XVIII iéme
siécle.

Proposition - Relation complexe
Soit x € R, alors arg(l + ix) = arctan(x)

Démonstration
Soit z=1+ix, note p = V' 1+ x2 son module et § sont argument.

z=1+ix=p(cosf+isinh)

sinf  psinf _ x

cos® pcosf 1
Ainsiarctanx =6 =arg(1+ix). O

Donc adonc tanf =

Remarque - Aspect analytique
On étudiera dans un prochain chapitre les aspects analytiques de ces fonctions (déri-
vées, développement limités...)

5. Bilan

Syntheése

~+ En géométrie (et physique), nous pratiquons la projection orthogo-
nale, cela consiste a multiplier par cosf (ou sinf) la longueur de
I'hypoténuse. Différents calculs se présentent a nous : cos(a + b),
cos(a) cos(b) ou cosa+ cos b (et tout ce que I'on peut imaginer de ma-
niere équivalente avec sin ou tan). Il existe alors de nombreuses rela-
tions calculatoires a apprendre!

~> Tres souvent la question se pose de maniere réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probléme, la fonc-
tion n'est pas injective : on peut avoir 6 # 0’ et cosf = cosf’. On res-
treint donc l'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque
arccos a la fonction cosjjg 4] : [0,7] — [-1,1]. De méme pour les fonc-
tions sin‘[_%'%] et tan[_%,%]. Au passage, on trouve une méthode com-
plémentaire (algébrique) dans le simple cas de la racine carrée d'un
nombre complexe.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus

— Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul

— Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sin x
— Savoir-faire - Méthode pour transformer acos ¢+ bsin t en Acos(t—¢)

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
cos, sin, tan Fonctions cosinus, sinus et tangentes. Dans un triangle ABC rectangle en A, Tout un chapitre a connaitre!
. AC
cosB=—,sinB=— ettanB=— =
BC BC AB
cosB
. sin B
arccos, arcsin, Fonctions  réciproques de €OS|[0,7]» cos(arccos(x)) = x pour tout x € [-1,1] A savoir maitriser
arctan Sin|[_n/2yﬂ/2], tan|(—z/2,7/2 respective-
ment.

Retour sur les problémes

7. Voir le cours

8. Les formules d’additions de cos et sin restent vraies si les angles sont
en degré.
Pourquoi changer d'unité au lycée?
Linégalité sin x < x < tan x est vraie pour x en radian. Pour x en degré,
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on aurait plutot : sinx < 55X < tan x.

sinx
On trouve alors, en radian : cosx < —~ < 1 en faisant x — 0 : on
trouve sin’(x) = 1, puis avec les formules d’addition : sin’ = — cos.
Si les angles sont en degré : il faut un coefficient multiplicatif. C’est
donc une relation pénible.
Bilan : si on passe en radian, c’est parce qu'on s’intéresse a propriétés
analytiques des fonctions trigonométriques. ..

9. A apprendre. Mais I'apprendre, c’est toujours plus compliqué.
ifOyn ;o n n k n-2k
10. cos(n8) =Re((e'”)") = Re((cosO+isin0)") = Z (Zk)(_l) cos 0(1-
O<k<Z
2
cos? )k = T, (cosB)

11. arcsin et arccos...

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



34

Calculs trigonométriques

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



Chapitre

Fonctions a la Euler

@Résumé -

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux principales fonctions usuelles des mathéma-

tiques pré-eulerien (donc, jusqu'a la fonctionT, exclue).

Nous reprenons les constructions historiques qui conduisent a ces fonctions, en

espérant qu'ainsi, les propriétés caractéristiques de chacune seront mieux mémo-

risées.

Pour préparer le cours sur la dérivation des fonctions usuelles, nous donnerons

une série d’inégalités localisées suffisantes pour calculer les dérivées.

Enfin, nous terminons ce chapitre en donnant une liste d’évaluations numériques

des fonctions usuelles sous forme de somme infinies (convergentes). Nous en repar-

lerons (beaucoup) plus tard.
— Kahn Académy - Qu'est-ce qu'une fonction exponentielle ?. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=pBeGfLold41
— Micmath - Merveilleux logarithmes. https ://www.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
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Fonctions a la Euler

Histoire - Evolution de la notion de fonc-\
tion
Pour Leibniz puis Euler, qui a été le premier a
utiliser le mot de « fonction » et pour les ma-
thématiciens du XVIII-iéme siécle, I'idée de re-
lation fonctionnelle était plus ou moins assi-
milée a I'existence d’'une formule mathéma-
tique simple exprimant la nature exacte de
cette relation. Cette conception s’est révélée
trop étroite pour les exigences de la physique
mathématique, et I'idée de fonction, ainsi que
la notion de limite qui lui est associée, ont subi
un long processus de clarification et de géné-

ralisation.

1 six<1
Par exemple : x — 2 .

X six>1

une fonction pour Euler; mais pour nous (et

n’est pas

| vous ?2) c’est bien une fonction! )

£k Représentation - Fonction cosinus
v

y=cosx

#k Représentation - Fonction sinus

Y
y=sinx

1.

Problemes

? Probléeme 12 - Comment calculer 7°¢?

Pour I'étude des fonctions usuelles, il est trés important pour chacun
d’étre en mesure de savoir comment faire le calcul des valeurs, sans
raccourci avec la calculatrice.

Il faudra néanmoins faire ces calculs pour les nombres rationnels (et
pour les nombres réels, on verra plus loin. . .).

Les nombres 7 et e sont des nombres réels bien définis.

Comment faire ce calcul? Les nombres réels sont approchés par des
nombres rationnels.

wico

22 . N
On va donc commencer par essayer de calculer (7 , puis de maniere

générale de r° olir,z€ Q.
Deux temps d’analyse :

1. On fixe z € Q et on étudie ¢t — %, pour t € R. Ce sont les fonctions
puissances.

2. Onfixe r € Q puis r € R et on étudie ¢ — r’, pour ¢ € R. Ce sont les
fonctions exponentielles.

? Probléme 13 - Interpolation de la suite géométrique

Existe-t-il une fonction simple (polynomiale) qui interpole la suite géo-
métrique de raison r(= 2 par exemple) ?
Comment I'étudier?

? Probléme 14 - De la multiplication a I’addition

2.1.

Additionner deux nombres de tailles n se fait en gros en 2n calculs.
Pour les multiplier I'algorithme classique nécessite n> multiplications de
chiffres, puis une addition de n nombres...

Peut-on trouver un moyen simple qui transmute les multiplications en
additions? Une fonction telle que: f(ax b) = f(a) + f(b)?

2. Fonctions trigonométriques

On reprend, de maniere analytique (o1 le parameétre x devient une variable)
les fonctions trigonométriques vues précédemment.

Fonctions circulaires

Proposition - Aspect analytique
Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques.
sin est une fonction impaire alors que cos est une fonction paire.

/~Savoir faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a», vers «en

0»

11 faut exploiter les formules trigonométriques : sin(a + h) = sinacosh +
cosasinh et cos(a+ h) = cosacos h —sin asin i, a connaitre par coeur.
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2. Fonctions trigonométriques

Lo Analyse - Inégalité fondamentale
£k Représentation - Cercle trigonométrique

On termine cette partie par une observation essentielle :
Rappelons que 0 est la longueur de ’angle
. . . ’ 4 L IxCA 1 . c
(on peut aussi comparer I'aire du triangle BCA', égale a = —sinf ]
1
al’aire (plus grande) de la portion du disque BC A égale a Pyl n1% = 50.) e
= -
Pour la seconde inégalité, on calcule deux aire : =
0
— T’aire de la portion du disque BAC : elle vaut %RZ =g car R=1 0 tah 6
tan6 )
— Uaire du triangle rectangle BA'C’ : elle vaut %BA’ A'C' = - e
«Clairement » la seconde aire est plus petite que la premiere. sin 6
" P B A A'
Proposition - Inégalité :
0 cos B 05

7[7[[
’

On a pour tout x €] 515
| sin x|
COS X

|sinx| < |x| < |tan

b |

X

Et en particulier liH(l)
X—

Démonstration
On a vu (dans 'analyse) que pour x €]0, %[, sinx < x <tanx.

Puis en multipliant par -1 <0: —sinx > —x = —tanx.
et par imparité si x_ €] — %,0[ ssin(x-) = —sin(—x-) = —(—x-) = —tan(—x-) = tan(x-).

L. T ow . |sin x|
Ainsipour x €] — 5, 5 [ : |sin(x)| < | x| < |tan(x)| =
cosx
Donc en divisant par |x| et en séparant en deux inégalités :
sinx sinx
—| <1 et COSX < | ——
X

sinx
Par encadrement: —— — 1.
X

x—0
Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égalea 1. O

g’f Exemple - Calculatrice. Calculer sin(0,01234)
On obtient sin(0,01234) = 0,01233968682

Exercice

En majorant le module de el — 1, montrer que pour tout x € R, sin? x + (cosx + 1) < x2.

Correction
— . X
Soit x € R, la factorisation par 'angle moitié donne : e* —1 = ¢' 2 (2i sin %), donc

) Cx
Ielx71|:1x2|s1n5|s|x\

Sion éléve au carré :
(cosx — 1)2 +sin?x < x?

Proposition - Fonction tangente - Aspect analytique
La fonction tangente est ainsi définie sur R\ {% + km; k € Z} (R privé des

points de la forme 7 + kr avec k € Z).
tan est impaire, 7-périodique

4% Représentation - Fonction tangente
. | ¥ .
pas): O |
| | | |
| |

Démonstration
11 s'agit de la division de deux fonctions dérivables. Sur R\ {5 + kx; k € Z} (le cosinus ne s’annule

Exercice
Etudier et représenter la fonction tan
,“‘.‘ /.“ f‘ /

/

[ 2

Correction
Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/202;6 7/ } /i
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Fonctions a la Euler

£k Représentation - Fonction arcsin

0.5

15 B 05

y = arcsin|x

YIS

-0.5

-15 :

La fonction tan est définie sur 2 = {x e R | cosO # 0} =R\ {% +km; ke Z}.
La fonction tan est w-périodique d’aprés la formule trouvée plus haut.
On peut I'étudier sur | — %, % [, puis exploiter des translations de vecteurs 7i.
Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition.

2 in?
i
€05 (x) +sin”(x) _ 1+tan?(x) =

VxeD, tan’ (x) =
cos2(x) cos? (x)

. ) . ) - -7 N
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme ]7, 7[ et a valeurs
dans | —oo,00].

tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point 0a pour pente : tan’ (kzr) = ———— =1.

cos' km)

1 1

Enfin, comme — est croissante sur [0, Z [, tan est convexe sur [0, %[ et — est décroissante sur
cos2 2 215 o082

1-%,0], tan est concave sur ] - J,0].

On obtient la représentation graphique suivante :

2.2. Fonctions circulaires réciproques

Fonction arcsin

p
Définition - Arcsinus

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [—%, %] donc
réalise une bijection de [~ 7, 7] sur [-1,1].

La bijection réciproque s’appelle arcsinus, arcsin: [-1,1] — [—%, %].

Elle est impaire, strictement croissante. On a donc :

n
t=arcsinx & (sintzxet te [——,—])
22

Proposition - Rappels

Ona:
— Vxe [—%,%], arcsin (sinx) = x
— Vxe[-1,1], sin (arcsinx) = x
— Vxe[-1,1], cos(arcsinx) = V1 — x2
— Vxe€]-1,1], tan (arcsin x) = 1::2

L Analyse - Questions
Comment démontrer tout cela?
11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1|1 V2] V3
X 0| - | =m=— | — 1
2 V2 2 2
. /4 /4 b4 /4
arcsinx | 0 | — — — —
6 4 3 2

Exercice
Comparer arcsin x et x, a partir de la double inégalité fondamentale du sinus.

Correction
On avu pour tout x €] - %, Z [, Isinx| < |x| < tan x].
Posons x = arcsinu, pour u €] - 1,1[; donc x €] - %, Z [.

[ul
Vi

|u| < |arcsinu| < |tan(arcsinu)| =

Fonction arccos

Définition - Arccosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7] donc
réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].

La bijection réciproque s’appelle arccosinus, arccos: [-1,1] — [0, 7].
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Elle est strictement décroissante et on a donc :

I =arccosx < (costzxet te [O,n])

Proposition - Rappels

Ona:
— Vxe€|[0,n], arccos (cosx) = x
— Vxe[-1,1], cos(arccosx) = x
— Vxe[-1,1], sin (arccosx) = V11— x2
— Vxe[-1,1],x #0, tan(arccosx):@
— Vxe[-1,1], arcsinx+arccosx =2

2

11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

X 0 l L _ \/_E é 1 & Représentation - Fonction arc cos
2 \/§ 2 2 Ex =-1 x=1
B . e s
arccosx | — | — — = |0
213 4 6
Fonction arctan 2]
- . N
Définition - Arctangente
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ] — 7, 7 [
donc réalise une bijection de ] - 7, 7 [ sur R. N
o . s . y . T 7T
La bijection réciproque s’appelle arctangente, arctan: R —] — 3, 5[.
Elle est impaire, strictement croissante et on a donc:
T :
t=arctanx©(tantzxette]——,—[) o
L 2 2 ) 41
Proposition - Rappels
Ona:
— Yxel-3,50 arctan (tanx) = x
— VxeR, tan (arctanx) = x
1
— VxeR, cos(arctanx) =
1+ x?
— VxeR, sin(arctanx) = ——
V1+x2
T .
5 six>0
— VxeR, arctanx+arctan% = 2 .
-7 six<0
11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :
& Représentation - Fonction arctan
L _ ﬁ y=1.57
x 0] == |1]+V3
7T T T -4 -2 ; 0 2 4
arctanx | 0 - - | = y = arctan(x)
6 4 3 ,
y=-1.57 5

3. Fonctions polynomiales et puissances ration-
nelles

On reprend, de maniere analytique (ol le parametre x devient une variable)
les fonctions puissances et polynomiales vues précédemment.
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Fonctions a la Euler

[&)\ Histoire - Notation des puissances et puis-
sances négatives

Cette notation émerge petit a petit chez Bom-

belli (1572), Simon Stevin (1585), Descartes

puis Newton.

3.1. Fonction puissance entiere relative

Définition - Puissance entiére > 0

Soit n € N*, on qualifie de fonction puissance entiéere 'application x — x",
i.e. définie par récurrence par x — x x x" et x = 1.

Son ensemble de définition est R. C’est une fonction continue (nous le
verrons plus tard).

Cette application est paire si n est pair, et impaire si n est impair.

11 faut savoir représenter ces fonctions.

. N
Définition - Puissance entiere < 0

Soit m € Z_, on qualifie de fonction puissance entiére négative 'applica-
. 1. . 1
tion x — x™ = —, i.e. définie par récurrence par x — — x x et x0=1.
X~ X
Son ensemble de définition est R*. C’est une fonction continue sur R} et
sur R*.
\Cette application est paire si n est pair, et impaire si n est impair.

J

11 faut savoir représenter ces fonctions, en particulier '’hyperbole € associé a
1 —
X— (m=-1).

Proposition - Morphisme
On a pour tout m, n € Z et x € R*, x™ x x" = x™*",
Vrai également en x =0, si n,m > 0.

Exercice
A démontrer

Correction

On fixe m € Z, et on fait une récurrence sur n € N.
Puis, on étudie lecas n<0,avec —meZ : x M x x M =x" M1

3.2. Fonctions polynomiales

p
Définition - Fonction polynomiale
On appelle fonction polynomiale une fonction de la forme :

n
fix—ao+aix+ayx*+--+apx"=Y arpx*
k=0

ouV ke[0,n], ar€R (ouC);

Il s’agit d'une combinaison linéaire finie de puissances entiéres de la va-
riable x. On parle de polyndme simple ou de polyndme a une variable.

On dit que f(x) = b est une équation polynomiale si f est une fonction
\polynomiale.

J/

Remarque - Notations

On remarque que les lettres de fin d’alphabet sont en générale associées a des incon-
nues. Les lettres de début d’alphabet aux variables connues.

On comprend pour les inconnues : on ne peut pas faire autrement. Mais pourquoi as-
socier des lettres a des nombres connus?

Par propriétés calculatoires sur Rou C :
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Proposition - Propriété de 'ensemble des fonctions polynomiales
Si f et g sont deux fonctions polynomiales, alors :

— f + g est une fonction polynomiale

— f x g estune fonction polynomiale

— fogestune fonction polynomiale.

Démonstration
11 suffit d’écrire les calculs. Cela est lié aux propriétés des anneaux R et C.
Pour la composition, c’est plus subtile. On note que, par récurrence, grace au résultat sur les
produits :
Pour tout g, polynomiale, tout k € N* : gk = gk_1 x g est également polynomiale.
n
puis d’apres le résultat sur la somme, par récurrence : Z ay g]C (x) = f o g est polynomiale.

k=0
O

Rappelons :

Théoréme - Factorisation multiple

Soit f une fonction polynomiale de degré n. Soit p < n

Si x1,%2,...Xp, p solutions différentes de I'équation f(x) = 0 (racines de f).
Alors il existe g, fonction polynomiale de degré n — p tel que

VxekK, f(x)=&x-x)x-x2)...(x—xp) x gp(x)

Corollaire - Nombre maximal de solution
Une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions diffé-
rentes

3.3. Fonction puissance rationnelle

Lo Analyse - Bijection de x — x" sur R,
Pour tout n € N*, x — x" est strictement croissante sur I = Ry et a valeurs dans
J=R4:

x<x' o x"™ < (x)" (récurrence).
Elle est continue et donc admet une application réciproque de J =Ry sur I =Ry.
Dans le cas ol 7 est impair, on peut élargir la définition de I =R sur J =R.

s N
Définition - Racine n-ieme
On note /- la bijection réciproque de x — x".
Onadonc:
si n est pair Yx= xl» pour x =0
1/n
. . . X pour x =0
sinestimpair {/x=
p Yx { Z1x|Mn = —(=x)l/n pour x<0
\Pour n impair on a donc {/—x = — {/x. )
( o e . . \
Définition - Puissance rationnelle
Soit r = % € Q* (avec g € N*, p € Z), on qualifie de fonction puissance ra-
tionnelle I'application x — x" ou1 x” vérifie (x")7 = xP.
Son ensemble de définition est R’;. C’est une fonction croissante et conti-
 nue (nous le verrons plus tard). )
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7 Exemple - 52/

1l s’agit du nombre y tel que y3 = 5% = 25. (Existe-t-il un et un seul nombre y qui
vérifie cette équation y° = 259).

Par dichotomie (et croissance) : 23 = 8 et 33 = 27, donc y €]2,3[. Et I'on peut chercher
a préciser. ..

2,9% =24,389. Donc y €]2,9;3[....

3.4. Inégalités

Pour étudier les limites variées (a 'infini, ou calculer des dérivées), on a be-
soin d’encadrement.

Pour la croissance de x — x", on exploite le bindbme de Newton. Par exemple :

Proposition - Bindme de Newton. Croissance

o \k
Avec a,x >0, on a donc x < x' = x < x'", soit la croissance de x — x" sur
R,.

i n
Soit n€N. Pour tout a€R, (a+x)" =) ( )a”_kxk.

Démonstration

n-1
n\ -
a=x"-x>0,x"=x"+Y (k)“" kyks xn o
k=0

O Analyse - Image de [0, 1] et image de |1, +oo[ par x — x"
Six>1,alors pour n,meN: x" > 1.

Etpourtouty <1, y™ <1.
Et nécessairement y tel que y" = x" > 1 vérifie y > 1.

Proposition - Comparaison des fonctions puissances
Soient r < r’ € Q.

/ . !
Alors pour tout x> 1, x" < x" . Etsix <1, x" > x"

Démonstration
La soustraction r’ — r = "’ donne un nombre rationnel, positif.
On a alors, par positivité de x" :
x<x =" =T s,
Orx>1letr”eQ", donc s
Si x < 1, on raisonne avec % >1.
0O

Proposition - Inégalités de Bernoulli
Soit x €] — 1, +oo[, pour tout n € N*, (1 +x)" =1+ nx.

Pour x €] — 1,%[, pourtout neN, (1+x)" <
- nx

Démonstration

1
Par récurrence, on note 2, : «V x>-1,(1+x)"=1+nxetV xe -1, %], 1+x)"< 1 ».
-nx
— Lerésultat est vrai pour n =0 (et n = 1 (immédiat)).

Donc & est vraie.
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— Soit n € N. Supposons que £, est vraie.
Soit x>—-1.0nadonc (1+x)™ ! =1+ x1+x) <A+ nx)(1+x) = 1+ (n+ 1)x+nx?,
car:1+x>0etnx2=0.
car1+x>0.

1+x
Demémesixe]l-1, 7L [c]-1, [ 1 +0™ D =1+x)x1+0" < :
—nx

Or(1+x)(1-@m+1x)=1-nx—(n+1)x*><1-nxcar (n+1)x>=0.
1+x 1
Ainsi, en divisant par (1 - (n+ 1)x)(1-nx)=0: (1 +x)(”+1) < ——< —8
l-nx 1-(n+Dx
Donc £, 41 vraie.
On obtient ainsi la premiére et la troisieme inégalité (en composant par ¢ — % décroissante
sur R+).

O

Lexercice suivant permet de montrer la continuité des fonctions puissances
rationnelles.

Exercice

On fixe n € N.Montrer que limy_.o+ (1 + x)" =1, puis la continuité & droite de t — " en 1
etentout xeR.

Correction

Soit n fixé. Pour tout x € [0 1

'

l+nx<(1+x)"<
1-nx

Par encadrement : méme limite a gauche et a droite, pour x — 0%, on a donc (1+ x)" -, 1. Soit
x—0
aeReth>0,alors (a+h)"=a"(1+ )" ainsisio< 2 < ],

ona:a(l+ n%) <(a+h)"=a"1+ %)” <a(1 +2n%) La encore, pour h — 0%, on a
donc (a+ h)™ — a™, ce qui conduit & la continuité & droite de ¢ — .

4. Exponentielles et logarithmes

< Heuristique - Histoire

Les mathématiciens ont d’abord rencontrer les fonctions logarithmiques (STEVIN, BRIGGS,
NEPER) au XVIeme siecle.

1Is cherchaient un processus pour transformer multiplication (complexe) en addition (plus
simple).

1l s’agissait d’interpoler la réciproque des suites géométriques : n— a”, vérifiant a
a xa™.

Pour faciliter les démonstrations du cours, nous remonterons I'histoire (d’abord exponen-
tielles avant logarithmes).

n+m _

4.1. ExponentielleS

<*Heuristique - Equation fonctionnelle
SoitaeR,sin,meN, a™" =g x g™.
Cette relation est centrale sil'on s'intéresse a x — a*.
Considérons donc f : R — R vérifiant pour tous nombres réels x,y e R: f(x+y) = f(x) x
fy.
Est-ce qu'une telle relation est suffisante pour définir parfaitement aucune (non car ¢ — 2°
semble bien aller, au moins pour ¢ € Q), une fonction f, ou plusieurs? Et dans ce cas, que
rajouter pour différencier ces différentes fonctions?

On notera le pluriel :

s N
Définition - Fonctions exponentielles

On qualifie de fonctions exponentielles les applications f : R — R, non
nulles vérifiant :

Vx,yeR: f(x+y) = f(x)x f(y).

Proposition - Exponentielle de rationnels

Si f est une fonction vérifiant : f(x+ y) = f(x) x f(y), alors f est a valeurs
dansR,.

Puis : ou bien f: x— 0, ou bien f(0) = 1.
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Donc une fonction exponentielle est a valeurs dans R et f(0) = 1.

Démonstration
Pour tout x € R, f(x) = f(5 +5) = (f(%))2 =0.
) =f0+x) = f(0)x f(x).
Si il existe x tel que f(x) # 0, alors en divisant par f(x) : f(0) = 1.
Sinon, pour tout x € R, f(x) =0etonabien f(x+y)=0= f(x) x f(y).0

Proposition - Base
Si f est une fonction exponentielle non nulle, alors il existe un nombre
a€R,, tel que pour tout x € Q, f(x) = a*

/~Savoir faire - Etude d’'une équation fonctionnelle de N a R
L'étude d'une équation fonctionnelle se fait souvent de la facon suivante :

1. Parrécurrence, en étudiant f(sn) pour n € N et s quelconque.

2. Par imparité/parité (ou autre symétrie), on étudie f(sm) pour
mecZz.

3. Onretrouve ensuite le résultat pour m € Q.

4. Ensuite, on exploitera (plus tard) un argument de continuité ou
bien un argument de croissance

Démonstration
Considérons une fonction exponentielle, non nulle.
Soit s € R, fixé.
Posons, pour tout n €N, 2y, : « f(sn) = (f(s)™.
— Le résultat est vraie pour n =0 (car f(s)0 =1=f0)etn=1.
— Soit n € N. Supposons que 2, est vraie.
Alors f(s(n+1)) = f(sn+s) = f(sn) x f(s) = (f(s)**! d’apres 2,,.

Soit 1R, f(r+ (1) = f(0)=1= f(8) x f(—1), donc f(—1) = %
1 1

Ainsi, pour ¢ — sn, alors f(sx(—n)) = m = O =(f(s)"" Ainsi, s — leta= f(1) >0,

onapourtoutmezZ, f(m)=f(lm)=f1)™ =a™.
Considérons, alors r = G avecpe ZetgeN*.

ona f(qr)=f(p)=aP et f(qr)= f(r)7 avecs—retn—gq.
p

on a donc, en prenant la racine g-ieme: f(r)= a9 =a” O

Proposition - Variations

Soi f une fonction exponentielle est non nulle,
f est strictement croissante sur Q si f(1)(=a) > 1
et elle est décroissante sur Q si f(1)(=a) <1

Démonstration

Supposons que f(1) = a > 1. Soient r1, 12 € Q, avec r1 < rp. Notons r = r — r1 € QN]0, +oo[
fra)=flr1+r)=fr))x f(r).0Or f(r)=a" >1cara>1.
Donc f(r2) > f(r1), ainsi f est croissante sur Q.

Demémesi f(1) < 1.

O

L Analyse - Comment définir f(x) pour x € R
Pourallerplusloin-Suitedécimale ! rest.ez,ietendre I’a définition pour,d.es nombres x € R. )
. ) Considérons le développement décimal de x, il existe (on le démontrera plus tard)
Prenons un exemple pour mieux comprendre | yne suite d,, tel que pour tout n € N, dy < x < dp + 107" avec (d,), croissante et
ici. (dn +107"),, décroissante de limite x.
Considérons le nombre m, on a alors m = | Supposonsque a > 1.
3,1415.... La suite (a‘) neN €st une suite croissante, majorée par a®*1 elle converge.
Dans ce cas : dy =3, dy = 3,1, dp = 3,14, d3 = | Onnote f(x) = a*, cette limite.

Exercice
3,141... =2 VLT
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On note a = f(1). Montrer que pourtout xeRet re Q, f(rx) = f(x)".
Quelle formule obtient concernant les puissances de a ?

Correction
En reprenant pour m € Z, f(mx) = (f(x))™, puis pour r € Q, f(rx) = f(x)".
/

B \ e /
On adonc a’™ = (a*)". Puis en passant a la limite pour (1) — x' : a** = (a*)* .

On résume et admet les derniers résultats (il nous manque la continuité) :

Théoreme - Fonctions exponentielles. Bilan

Les fonctions exponentielles non nulles sont continues.

Elles vérifient : f(0) = 1 et pour tout x,y € R, f(x+y) = f(x) x f(y) et
flxxy)=fx)?.

Il existe a(= f(1)) € Rtel que f(x) = a* (par définition de a* si x € R\ Q).

Si a > 1, alors f est strictement croissante sur R, avec 1_11013 f=0et llgg f=

+00.

Si a < 1, alors f est strictement décroissante sur R, avec lim f = +oo et
—00

lim f =0.

+oof

4.2. LA fonction exponentielle

Nous verrons que ces fonctions sont dérivables. Lune a la propriété essen-
tielle de vérifier f'(0) = 1. C’est LA fonction exponentielle avec a = e (LE « e »).
Prenons un autre définition.

Définition - La fonction exponentielle naturelle Pour aller plus loin - Critére de conver-
Soit x € R. La suite (x,) = ((1+ 7)") est majorée, croissante a partir d'un gence pour une suite réelle

certain rang, donc convergente. Nous verrons, sans cercle vicieux, que toute
Notons exp(x) la limite de (x;). suite de nombres réelles, majorée et croissante
(a partir d’un certain rang) est convergente.
C’est une propriété caractéristique de R.

11 faut démontrer la convergence de la suite :

Démonstration
« Positivité a partir d'un certain rang.
Pour tout réel x, notons que % — 0 pour n — +o0.
Donc a partir d’'un certain rang Ny tel que V n = Ny, —% < % < %
Ainsi, pour tout n = Ny, x > 0.
« Croissance (cas d'une suite positive : par comparaison relative a 1).

n+x \n
Xn 1 -1 n _(n+l+x 2 tnx+x+n)"
xn+1_( +n+1) n+x+1 - n+1 n2+nx+n
n+1
Xn _ n+l X n
Xn+1 - n+1+x( n(n+l+x))
X
Orngrllwm:O,doncﬂN;telqueVnzN;,me[—%,ﬁlc[—%,%[.
n
Donc d’aprés une inégalité de Bernoulli: ¥ n= N}, |1+ < ! = =
nn+1+x) l—nm
n+l+x
n+1
DoncV n= N,’C, xxnl <1, donc (xp) croissante a partir (au moins) du rang max(Nx,N)'c).
n+

* Majoration.
it o= X 11
Soit s=||x|]] +1 €N, donc g €l-a nl
X \m\$ 1 s S S
xsn:((l+—) ) S|—= :(—) (constante en n).
sn 1-ng; S—Xx
(La fonction ¢ — t° est croissante sur R...)
Soit m = max(Ny, Ny), et n= 2] +1
onanz %,doncN)’csmsns.

. . s S
puis par croissance de (xp) pour tout m = N} : X < Xps < ( ) O
s—x

|
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( . 0 . . . \
[Z)\ Histoire - D’oi1 vient la notation e ?

Leonard EULER (1707-1783) est le mathé-
maticien le plus prolixe de Ihistoire (avec
Cauchy?).

C’est un calculateur de génie, doté d’une
mémoire  prodigieuse (hypemnésique).

Proposition - Inégalités

1
Onapourtoutxe]—1,1[, 1+x<expx < 1—
—-X

Remarque - Elargissement de I'intervalle
En fait, le résultat est vrai pour tout x € R pour la premieére inégalité et sur | — oo, 1[
pour la seconde.

Mais en réalité, elles nous serviront surtout pour x proche de 0, ou les trois termes
valent 1...

Démonstration

On applique les inégalités de Bernoulli, a partir d'un certain rang, puisque % -0 (% < %) :

X x\n
1+x=1+n7s(1+7) =xp < =
n n

On passe ensuite a la limite : a gauche et a droite les termes sont constants. Au centre, la suite
converge vers e*. O

Théoréme - exp est une fonction exponentielle.
La fonction x — exp x est une fonction exponentielle appellée LA fonction
exponentielle.
n
On a donc pour tout x € R, exp(x) = e* ot e = exp(l) = lir}rl (1+ —)
n—+oo n

Elle vérifie donc : V x,y € R, exp(x + y) = eV = e*e = exp(x) x exp(y) et
exp(x x y) = e™ = (eM)Y = (exp(x))?.

Démonstration
Plus compliqué. Soient x, y € R.

Notons x, = (1+ %)n, VYn= (1 + %)n etz = (1 + —)n

n
1+24 24 ﬂ) n
X ( n'n 2 L,
Alors nyn = e :ll = (1+£) ,
z n
n (1+52)
Xy
avec t, = ———— — 0 pour n — +o0.
n+x+y
11 existe donc une valeur N tel que pour tout n= N, t € [—%, %], donc %” €c [—%, % [c[-1, %[
x 1 s exp(x)exp(y) x
nhn o - et donc par unicité des limites : P DY n)n

Onaalors 1+, < < =lim
Zn 1-t, exp(x+y) Zn
Donc exp(x + y) = exp(x) exp(y).

exp est une fonction exponentielle. O

=1

s . 11100
-4 Application - Evaluation approchée de (1 + 5;)

Sil'on considére n =100 proche de I'infini, on a donc

1\100 2 100 10
1+ — =(1+—= ~exp|—
( 30) 100 d 3)
On vérifie a la calculatrice : exp 12 = 28,03162 et (1 + 55)1%0 = 26,548739.

L Analyse - Binome de Newton pour (1+ %) " et une approximation d’Euler
Largument d’Euler, a partir du bin6me de Newton donne :

1, _ ) 1 3 n nn-1) nn-1)(n-2)
1+—) _;sz:g(k)nk_l+n+ TP R +
1(1—%)+1(1—%)(1—%)

2! 3!

=1+1+

Euler ajoute : « si n est un nombre plus grand qu’aucune quantité assignable, la
fraction ”T_l égalera I'unité » et concluepare=1+1+ % + % +....
La méthode laisse a désirer, mais le résultat est juste :

=
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Proposition - Formules d’Euler (1746)

1\* t=®1
e= lim [1+—| = —
n—>+oo( n) kZ:ok'
Et pour tout x € R,
x\n +00 xk
o= tim (1+3)" =55
n—-+oco n = k!

4.3. LogarithmeS

Les fonctions exponentielles non constante égale a 0 ou 1 sont continues
et strictement monotone, elles admettent donc une fonction récipropque.

(~ A
Définition - Fonctions logarithmes

On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de fonc-
tions exponentielles f non constantes.

Si cette dernieére est x — a* (avec a ¢ {0,1}), alors la fonction logarithme est
qualifiée « de base a ». On note souvent g =log, ouln,.

Elle est définie sur R, a valeurs dans R et vérifie alors

Vx,yeR:, glxxy) =gx)+g(y.

4 Exemple - Différents logarithmes bien connus
Le logarithme en base 10 est un classique de la physique.
Il indique en gros la taille en nombre de chiffres.

Le logarithme en base 2 est un classique de l'informatique.

Démonstration

Lexistence de g est liée a la bijectivité de f.

[ étant a valeurs dans R, on a pour tout X = f(x) € Ry (x existe bien, c’est g(X)) et Y = f(y) €
Ry §XxY)=g(f)xf =g(fx+yM=x+y=8gX)+g(¥).0

Théoréme - Fonctions logarithmes. Bilan

Les fonctions logaritmes sont continues, définies sur R, a valeurs dans R.
Elles vérifient : g(1) = 0 et pour tout x,y,t € Ry, g(x x y) = g(x) + g(y) et
gxh) =txgx).

Il existe a(= f(1)) e R tel que g(a) = 1.

Si a > 1, alors g est strictement croissante sur R, avec lign g = —o0o et
limg = +oo.

+00 g

Si a < 1, alors g est strictement décroissante sur R, avec ll(r)n g = +oo et
lim f = —oo0.

+00f
Démonstration

Faisons juste la démonstration de g(xt ):
On sait, pour X = g(x) que : f(tx X) = f(X)?, i.e. f(tx g(x)) = x*. Puis en composant par g :
txgx)=gkxh.O

/“Savoir faire - Calculer « a la main » le logarithme en base a de x?
On n’a pas d’autre solution (pour le moment) mais cela est suffisant
(compte-tenu de la contrainte que 1'on s’est donné) de procéder par
dichotomie.
On regarde la suite (a™) et'on trouve n € Ntel que a” < x < a
Puis, on sélectionne ay = n et by = n+ 1. Puis on peut (par exemple),
considérer ¢ = “";bo € Q, évaluer a®.

Si a® < x, on prend a; = ¢ et b; = by, sinon on prend a; = ag et
bl =C...

n+l

e ~
|&)\ Histoire - Neper

L'écossais John Napier (1550-1617) (ou Neper)
cherche au XV siecle une fonction qui facilite-
rait les calculs : elle transformerait le produit
(compliqué car beaucoup de calculs) en addi-
tion (moins de calculs).

Il trouve le logarithme.

On adoncln(ab) =lna+Inb.

L'histoire peut étre un moyen mnémotech-
nique.

#¢ Représentation - Exponentielles et loga-
rithmes selon la valeur de a
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H1'st01're - Logarithme naturel
Ily a un abus historique ici.
On a démontré historiquement qu’il s’agit bien
du logarithme naturel en le définissant comme
primitive de x — % (primitive dont on a dé-
montré qu'il s’agissait d’'un logarithme (Fermat

- 1636)). C’est Ie naturel carIn’(1) = 1.

La définition donnée ici vient de Euler (un

siécle plus tard)
_ J

gk Représentation - Fonctions puissances
réelles (différentes valeurs de a)

On en déduit les variations et la courbe repré-

sentative suivant les valeurs de a :

On a deux suites adjacentes (a;) et (b,) convergente vers y avec
a¥ = x, donc y =log,, (x).

(- A
Définition - Le logarithme naturel

La fonction logarithme réciproque de la fonction exponentielle, donc le
logarithme en base e = exp 1 est appelé logarithme naturel.

On le note In.

In est définie, continue et croissante sur R, , a valeurs dans R.
Numériquement:In(1) =0,lne=1, li(I]nln = —ooet ljggln = +00.

On a les propriétés algébrique : In(ab) = Ina+Inb, In(a®) = blna...
\On apourtout u e R}, Inu<u-1.

J
Tout est immeédiat, saufl'inégalité qu’'on démontre :
Démonstration
On sait que pour tout x €] — 1, +oo[c R, 1 + x < exp(x).
En composant par In, croissante : In(1 + x) < x.
Posonsu=1+x€eR} :Inu<u-1
O
Proposition - Ecriture en fonction du logarithme naturel
Soit g la fonction logarithme de base a, réciproque de f: x— a*.
Alorsona:
. Inx
VxeR, f(x)=a*=exp(xxlna) VxeR, gx)=—
Ina
Démonstration
Comme In est un logarithme : exp(xIna) = exp(In a®) = a*, car In est réciproque de exp.
Puis, G: x— }E—Z est une fonction logarithme
In(xy) Inx+lny
G = =—=6Gx)+G
(xxy) Ina Ina x) W)

1§
de base a, car G(a) = na_ 1.DoncG=g0O
Ina

4.4. Retour sur les fonctions puissances, avec un exposant

non rationnel
( o e . 0 \
Définition - Fonction puissance réelle
Pour a € R, on définit sur ]0, +oo[ la fonction puissance « par :
8a: 10,+o0[ —R
X — x% =exp(alnx)
\ Y,

Proposition - Fonction puissance réelle
Elle vérifie les propriétés suivantes :
V(x,y) €10, +ool?, ¥ (a, f) € R?,

_ (xy)a = xaya
— xa+B = ya B
— ()P = xP

Sia =0, g, est constante égale a 1.
Sia >0, g, est croissante et lim+ 8a(x)=0
x—0

Sia <0, g, est décroissante et lim+ 8a(x) =400
x—0

Pour a > 0, on étudie I'existence d'une demi-tangente en 0 :
— Sia <1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente verticale en 0.
— Sia =1, lacourbe y = g,(x) admet une tangente de pente 1 en 0.
— Sia >1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente horizontale en 0.
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4. Exponentielles et logarithmes

4.5. Croissances comparées

«*Heuristique - Logarithme comme nombre de chiffres
In(x)

Commengons par une remarque, avec x = 10", on a =n10""In10 — 0.
X n—+oo

Notons que In10 = 2,302, donc Inx = In(10) x log;y(x) et que logy(x) est en premiere
approximation le nombre de chiffres de x, alors pour x grand, In x est le nombre de chiffres
de x multiplié par un peu plus de 2.

Exemple : In(123456789) = 2,3 x log(1,23 x 109) = 2,3 x (9+1n(1,23)) = 20, ce qui est petit

11 s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoréme - Croissance comparée
Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

1 b
(Inx) =0; lim x%Inx|?=0;
x—0*

lim
x—+o00 x4
ax

lim — =+o00; lim |x|/Pe® =0.
x—+oo xb x——00

Démonstration

On commence par lever I'indétermination de en +oo. Tout en découlera. ..

In(x)
X

In(x)

Commengons par une remarque, avec x = 10", on a =n10""In10 — 0.
n—-+oo

On sait que pour tout x>0, Inx<x-1<x,
en particulier %lnx =In(v/X) < V/x.

1 2
nx _ \/f:
x

Donc, pour x>1:0< — =0.

X

m

. Inx
li —
X—+00 X

2
——. Par encadrement :
VX

Pour a,b>0,
b

(Inx)? B %m(xmb) 0
- xalb xtoo

par composition de limites : avec u = x'?, puis v — vb.

Avec cette nouvelle limite, en composant avec x: t — %,

xa
alb

|-Inz|P
x%Inx? = —_—
[—+00
x—0

Avec la premiere limite, en composant avec x : t — In(?) i.e. £ = e¥,

eax l,d

b (npP

— 400

t—+oo
X—+o00

Avec la deuxieme limite, en composant avec x : t — In(¢) i.e. t = e*,

xIPe®™ =neP* — 0

t—0
X——00

O

Exercice
Fixons a,b € R .
_a_y a L ax a \b+1
Montrer que pour x grand : e b+1"~ = ——x, en déduire — = (—) X
b+1 xb b+1
ax

Conclure sur lavaleurde lim —.

x—+oo yb

Correction

4.6. Fonctions hyperboliques directes
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Fonctions a la Euler

#& Représentation - Fonctions hyperboliques

y = th(z)

s N
Définition - Fonctions hyperboliques

Les fonctions ch (cosinus hyperbolique), sh (sinus hyperbolique) et th

(tangente hyperbolique) sont définies sur R par :
Xy =X X _ ,—X

chx= eT’ th:l, thx=— =

Proposition - Fonctions hyperboliques
La fonction ch est paire, les fonctions sh et th sont impaires.

ch(-x)=chx

sh(—x) =—-shx
ch?x-sh?x=1
chx+shx=e* chx—-shx=e"
ch(a+b)=chachb+shashb sh(a+b)=shachb+chashb

_ tha+thb
th(a+b) = 1 hamp

X

Démonstration
ch?(x) —sh?(x) = 2 (€2 42+ 2X _g2X yp_ 2%y,

X X

1 1
chx+shx= 5(ex+e—x+ex_e—x):ex etchx—shx=—-(e¥+e Y —e*+e ) =e"

1 1
chachb+shashb= Z((e“ +e Nl +e b))+ (e%—eH) (el - o)) = Z(e“”’ +e b gmath

1
e 4 gath _ pa-b _ p—atb , p—a-by _ 5 (ea+b + e—(a+b)) =ch(a+b). O

5. Sommes numériques infinies

On commence par une extension de notation :

Définition - Extension du coefficient binomial
Pour a e Ret k€N, on note :

al a(a—1)...(a—k+1)
k|~ k!

La section suivante donne des résultats connus pour 'essentiel depuis le
XVIII siecle, au moins.

Mais les démonstrations satisfaisantes sont plus tardives (ABEL et succes-
seurs du XIX).

Pour vous, elles auront officiellement lieu I'année prochaine lorsque vous
verrez le cours sur les séries entieres.
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Proposition - Egalités sommatoires
On a les égalités suivantes :
x€e? fonction somme Auteur (Année)
. & DY en
R sin(x) = —_— NEWTON(1669),
) k+1)!
LEIBNIZ(1691)
2 EDE o
R cos(x) = Z Tk NEWTON(1669),
B LEIBNIZ(1691)
R tan(x) =x+2x°+2x°+4Ex7+... JAC. BERNOULLI(1702)
+00 1
[-1,1] arctan(x) = %xzml GREGORY(1671),
k=0
LEIBNIZ(1674)
[-1,1] arcsin(x) =x+iZ€+132, NEWTON(1669)
 (n
R 1+x0" =) (k) PASCAL(1654)
k=0
+00 a
1-L1[  (1+x0% =) k NEWTON(1666)
k=0
+00
R exp(x) = ﬁx EULER(1748)
k=0
+00( )k 1 "
I-L,1[ In(l+x) = Tx MERCATOR(1668)
2
R sh(x) = — s EULER(1748)
e
R ch(x) = Z ﬁxz’C EULER(1748)
Exercice
Donner I'expression formalisée de arcsin(x).
Correction
) _ +00 2k)! x2k+1
arcsin(x) = kgo 2k 2641
Exercice
On rappelle la formule de MACHIN : T 4arctan% —arctanﬁ.

Combien de calcul pour obtenir 10 décimales de 7 satisfaisantes ? Faites les a la calculatrice

Correction
1_ 1) _ -
£ =02 etdonc (})" =2" x107".
n
Avec n =10, 0n.a2'0~ 10 et donc (4] ~ 103710 = 1077,
Avec n = 14, cela doit étre suffisant. ..

6. Bilan

Synthese

~> On s'intéresse aux fonctions dont le domaine est dans R. Beaucoup de
définitions : images, restrictions, ou additions, multiplications et com-
positions de fonctions. Des adjectifs pour les fonction : périodiques,
paires ou impaires, majorées, minorées, bornées, monotone, stricte-
ment croissante...

~> Plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponentielle(s) et
logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les fonctions
circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit savoir

Pour aller plus loin - Produit infini
Euler démontre également (1748) :

+00 x2
VxeRsinx=x[]
k=1

1—- ——

2 j.[2

[
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comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compétition au
voisinage de point problématique.

~+ Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme
facon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c’est la nature de la variable « de départ ».

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Transférer un probléme logarithme «en a», vers «en 1 »

— Savoir-faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a », vers
«en0»

— Savoir-faire - Etude d’'une équation fonctionnelle de N a R

— Savoir-faire - Calculer « a la main » le logarithme en base a de x?

Retour sur les probléemes

12. C’est'application x — 2*uy = uge*"?

13. Lesseules applications de cette forme sont les applications x — Aln(x)
(ou A est constante).
Elles sont définie sur R, . Peut-on les étendre sur R en entier?
Six>0,In(-x) =In(e”x) =Inx+ in[27)...

14. Onvient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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Chapitre

Ensemble des nombres
complexes

Résumé -

Dans ce chapitre, nous reprenons des résultats de lycée sur les nombres complexes

et leur lien avec la géométrie du plan. Ce sont des bons outils pour reprendre les

propriétés trigonométriques!

Comme, ces nombres ont été inventés/découverts pour résoudre tout type d'équa-

tion polynomiale, il est normal que ce chapitre soit associé a la recherche des solu-

tions de x™ =1, i.e. la recherche des racines de l'unité.

Puis nous nous intéressons aux transformations géométriques du plan. Lorsque

P'espace géométrique étudié est de dimension 2 (plan R2), les nombres complexes

sont de parfaits outils pour faire cette étude. En effet, ces nombres ont un lien fort

avec la géométrie (revue au chapitre suivant) : addition de complexes = translation

et multiplication de complexes = homothétie et rotation (similitude). ..
— Micmath - La conjugaison complexe est un automorphisme de corps.

https :/lwww.youtube.com/watch 2v=AVDMpnwsztg

— Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://lwww.youtube.com/watch ?v=aZLGdnktO8k
— Exo7Math - Nombres complexes part.4 : géométrie . https ://www.youtube.com/watch 2v=ej9zpQYsQs8
— AEV- Nombres complexes / Applications a la géométrie. hitps ://www.youtube.com/watch 2v=HfxqAQI1SiGo
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2.1. Racinedepolynémes .................. 54
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54 Ensemble des nombres complexes
1. Problemes

? Probleme 15 - Multiplication de nombres
Que représente la multiplication complexe Z = z x z’ pour des points
M(z) et M'(2).
En particulier, existe-t-il un algorithme géométrique pour tracer cette
multiplication?
On pourra dans un premier temps, considérer que z€R, ze U

? Probléme 16 - Théoréme de Napoléon

En exploitant les nombres complexes, démontrer le théoréme de Napo-
léon:

Si nous construisons trois triangles équilatéraux a partir des cotés d’'un
triangle quelconque, tous a I'extérieur ou tous a I'intérieur, les centres de
ces triangles équilatéraux forment eux-mémes un triangle équilatéral.
Beaucoup de problemes (théoreme de Ptolémée, théoreme de Cotes...),
du plan se démontre par calculs avec des nombres complexes.

? Probléme 17 - Transformation du plan
A l'aide des nombres complexes, comment trouver toutes les transfor-
mations du plan qui conserve les longueurs et/ou les angles?

? Probléeme 18 - Application en physique

On connait beaucoup d’applications en physique des nombres com-
plexes (notés j), en particulier en électricité ou pour I'étude de Fourier.
La loi de Snell-Descartes donne pour la réfraction entre deux milieux
d’indices n; et ny : nysinf; = nysinH,.

Lorsque n; > ny et 8 proche de 0 (donc sinf; proche de 1), on trouve
sinf, = ﬂsin91 > 1, et donc cosf, € C.

ny
Avec ce nombre complexe, Augustin FRESNEL unifiait en une seule for-

mule ce qui se présentait jusqu’alors sous deux formes. Quelle est cette
formule?

2. EULER:manipulateur des nombres du diable

2.1. Racine de polynémes

- N O Analyse - Probléme de Cardan (1545)

[&)\ Histoire - Citation Un segment de longueur 10 est coupé en deux parties de longueur a et b. De quelle
«Au reste tant les vrayes racines que les fausses | maniere le faire, de sorte que I'aire du rectangle dont chaque coté vaut a et b puisse
ne sont pas tousiours reelles; mais quelques | valoir 40?
seulement imaginaires; c’est a dire qu’on peut | On ales équations a+ b =10 et a x b = 40, donc a? — 10a = a(a—10) = a x b = 40.
bien touiours en imaginer autant que iay dit | Les racines de cette équation x2 — 10x —40 = 0 est 5+ v/—15 et 5 — v/—15.
en chasque Equation; mais qu’iln’y a quelque- | Evidemment cela est problématique (racine d'un nombre négatif) sauf que

fois aucune quantité, qui corresponde a celles — G+vV=15)+(-v=15)=10
\qu’on imagine. » DESCARTES (1637) ) — (5+v—=15)x (5—v—15) =52 — (—15) =25+ 15 =40
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La solution fonctionne avec ces nouveaux nombres, a condition de garder les méme
régles de calcul qu’avec les nombres classiques. ..

Les regles de calcul sont donnés par Raphaél Bombelli (1572), dans son al-
gebra. Pendant deux siécles les mathématiciens se querellent quant a leur
existence et a leurs emplois. Exercice

On reprend un exercice historique de Bombelli.

En reprenant les régles classiques de calcul, évaluer (2 + v/ —1)3.
En employant les formules de Cardan, trouver les racines de 23 =15x+4.

Correction
Bindme de Newton : (2+v—1)3 =23 +3v=1x22+3(vV=1)2 x2+ (vV=-1)3 =8+12V/-1-6-y—1=
2+11V-1.

2.2. Calcul algébrique

Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec précision. Il
écrit a Diderot : « /™ = —1 donc Dieu existe ».

e Remarque - Unicité
Un complexe est un «nombre» z qui s’écrit z = a+ ib ol a et b sont des réels et i
vérifie i2 = —1. Cette écriture est unique et s’appelle la forme algébrique de z.

Comme la construction de C n'est pas donnée, il n'est pas possible de démontrer
I'unicité de I'écriture de z, ni la justification des regles de calcul. Nous les admettons
alors. Ce n'est pasrien...

(Déﬁnition - Notation de nombre complexe (1748) )
Soit z = a+ ib un complexe (a et b sont des réels).
a =Rez s’appelle la partie réelle de z.
b =Imz s’appelle la partie imaginaire de z;
z est dit imaginaire pur (z € iR) si sa partie réelle est nulle.
z=a—ibs'appelle le conjugué de z=a+ib.
\Izl =V a? + b? s’appelle le module de z. )

Notons tout de suite comment se comportent les calculs habituelles addition
et multiplication sur C (il s’agit presque de définition ici...)

(Déﬁnition - (et proposition?) C est un corps

Pour tout (z,z') € C2, L, A € R,
— Re(Az+A'zZ') = ARe(z) + A'Re(2’) (Ia partie réelle est R-linéaire sur C)
— Im(Az+ A'Z") = Alm(z) + A'Im(z') (la partie imaginaire est R-linéaire

surC)
— siz=a+ibetz =a'+ib/,alors zx z' = (aa' — bb') + i(ab' + a'b)
- _ _ Z
En particulier z x zZ = a® + b? = |z|*> = |z|?, donc — = 2B
z |z
§ y,

@ Remarque - Importance du conjugué
Le fait que zz est un nombre réel (pur) explique I'importance de la notion de conju-
gué.

Démonstration
Comme
Az+ A7 =a+irb)+ AV d +id'b)=ha+ A d)+iAb+A'D)
Donc
Re(Az+A'z') = ARe(z) + A'Re(2)) et Im(Az+A'z') = Alm(2) + V' Im(z")
Puis :
zxz =(a+ib)x (@ +ib) = (ad +iab' +ibad +i’*bb' = (aa' +bb') +i(ab +d'b)

O

On a alors

Pour aller plus loin - Construction de C
Rassurons nous : nous construirons bien C par
la suite, selon la méthode proposée par Cauchy
(avec des classes d’équivalence).
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Proposition - Conjugaison
On a les propriétés du conjugué :
V(z,z)€C? YacR, z=2z Z+72 =2+72
—_— _— 1 1
zz' =zz' (—)::
z %
z+7z zZ—z
Rez = Imz=
Démonstration
Supposons que z=a+ibetz =a' +ib'. Alors
Z=a-ib=a+ib=z
z+2 =(a+ib)+ (@ +ib)=(a+a)+ib+b)=(a+a)—ib+b)=(a—ib)+(a —ib)=Z+72
zxz =(a+ib) x (@ +ib") = (aa' —bb') +i(ab' +a'b) = (aa'-bb')—i(ab' +a'b) = (a—ib)x(a'-ib") =zx 2’
T_Lg_Lg_l(_i)
z 1227 Z27 Tz jeR
z+z 2a+i0 z—-z 0+42ib
= =a=Re(z) — = — =b=Im(2)
2 2 20 21

O

Proposition - Puissance et conjugaison
On définit les puissances d’'un nombre complexe par

29=1
vneN, z"l=z"z

Onaalors VrneN, z" =Z".

1 —  _
Pour z#0 et neN, on pose z7" = — = (z"71, onaalorsVneZz, z"=z".
z

Exercice
Faire la démonstration

Correction

Il faut faire une récurrence

Exercice

Démontrer la formule de Moivre (1707) : (cosa+ isina)” = cos(na) + i sin(na).
(Il est compliqué de comprendre comment il a cette idée, au. hasard ?)

Correction

On le fait par récurrence.

Pour n =0, on a bien (cosa + isina)o =1=cos0+isin0.

Supposons que le résultat est vrai au rang n quelconque.

(cosa + isina)™! = (cos(na) + isin(na))(cosa + isina) = (cos(na)cosa — sin(na)sina) +
i(cos(na)sina+sin(na)cosa)) =cos((n+1)a) +isin((n+1)a)

Proposition - Propriétés du module
On a les propriétés du module :

/ 2 - ! /
V(z,z)eC", l|z|=Vzz |zz'| = |z||Z'|

z

Z!

|zl =[z] = -zl

:%(siz';éO)

Démonstration
Les deux premiers résultats ont été démontrés. Puis

122’ | =\ (22)(22') =\ 22'Z22' =V 22\ 2/ Z) = |2||Z]|
z
7l

V4
|z| = Zx = =|z,|x
Z/

1l ne reste plus qu’a diviser par |z|. O

Remarque - Valeur absolue et module
Pour un réel, valeur absolue et module coincident!
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2.3. Représentation graphique (addition et longueur)

On munit le plan d’'un repére orthonormé direct (0, i, 7). Le point M de

E—
coordonnées (a, b), caractérisé par OM = aii + bv, peut alors étre représenté
par le complexe z=a+ib.

Définition - Affixe d'un point. Affixe d’'un vecteur

z = a+ib estalors appelé affixe du point M(a, b), on peut noter z = Aff(M).
Réciproquement, le point M est appelé (point) image de z.

De méme, si w est un vecteur de coordonnées (a, b), a+ib est appelé affixe
de w (noté Aff(w)), lui-méme appelé (vecteur) image du complexe a + ib.

e Remarque - Axes
Les points de I'axe des abscisses correspondent aux points d’affixe réelle.
Les points de 1'axe des ordonnés correspondent aux points d’affixe imaginaire pure.

Proposition - Opération complexe et correspondance sur le plan géo-
métrique

Si z est I'affixe de M alors z est I'affixe du symétrique de M par rapport a
’axe des abscisses.

Si z = Aff(M) alors |z| est égal a la distance OM.

Si z = Aff(M) et zg = Aff(My), alors Aff(MgM) = z— zg et |z — zg| = MM

2.4. Inégalités

Théoreme - Inégalités
Pour (z,z') € C2, onales inégalités suivantes :

|Re z| < |z| avec égalité si et seulement si z € R*

|Im z| < |z| avec égalité si et seulement si z € iR*

!
|z| —|z']

<|z+ 72| <|z| +|Z'| (Inégalité triangulaire)

avec égalité dans I'inégalité de droite

si et seulement si z’ = 0 ou il existe A € R* tel que z = Az’ (2,2
positivement liés).

[ Attention - Module ou valeur absolue?
< Ily a des modules et des valeurs absolues partout ici

Lo Analyse - Interprétation de I'inégalité triangulaire
Si A, B, C sont trois points tels que z = Aff(AB) et z! = Aff(BC), alors

2 ez e . ! ee .z
|z+Z'| < |z +|2'| avec égalité si et seulement si z, z'positivement liés

signifie que AC < AB+ BC avec égalité si et seulement si A, B, C sont alignés et B entre
AetC.

Démonstration
Avec les notations habituelles,

1212 = @® + b® = a? = |z| = |al = |Re(2)]

Il'y a égalité si et seulement si b =0, i.e. Im(z) =0.

Pour l'inégalité triangulaire, réécrivons les calculs (au carrés) pour mieux voir comment compa-
rer:

|z+z’|2 =(a+ a')2 +(b+ b’)2 Ny a'z + b’2 +2ad +2bb' = |z|2 + Iz’l2 +2Re(z;)

~
|5\ Histoire - John WALLIS (1616-1703)

Il semble que John Wallis ait imaginé représen-
ter les nombres complexes dans un plan.
Certainement, avait-il compris comment addi-
tionner les nombres complexes; mais I'essen-
tiel : il n’avait pas compris le role géométrique
de la multiplication.

Wallis est par ailleurs un grand manipulateur

\de l'infini. )

#& Représentation - Affixe d’un point (ou d’'un
vecteur)

b Il I:Z:l

o o ) o i e e
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(12l +12')% = |22 +12 1 + 2122/ | = |21 + |2/ |* + 2|22
Or comme on a vu que \z?l > Re(z?), on al’égalité attendue;
la condition équivalente a I’égalité est Im(zz') = 0 et Re(zz/) > 0

. ] / / . / a _ b
ie.ab—a'b=0etaa +bb' >0i.e.z :Azaveci:;:?>0
Enfin, en supposant |z| = |z'|, en considérant Z =z+z' et Z/ = -z',on a
_ / 1o / / nl_ / '
lz2l=1Z+Z'|<|ZI+|Z'|=|z+ 2| + 2| = ‘Iz\—lz\‘f\z|—|z|s|z+z|

O

Par récurrence :

Proposition - Inégalités
Pour n complexes z,...,2, on a

|21+ -+ zpl <|z1]+ - + 2yl

Proposition - Caractérisation des complexes remarquables
z=0<|z|=0©Rez=Imz=0

zel]%%@lmz:O@E:z(i»|z|2:(Rez)2

z€iR®oRez=0oZz=-z< |z]* = Imz)?

3. Levisionnaire : GAUSS et la multiplication com-
plexe

3.1. Les complexes de module 1

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes, mais ces
nombres manquent de 1égitimité.

C’est Gauss qui les justifient géométriquement sur R? (Argand et Wessel
semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).

Le groupe unitaire U

s N
Définition - Groupe unitaire

On note Ul'’ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le cercle unité
de C, ensemble des affixes des points du cercle trigonométrique

U={zeC]|||z| =1}

Proposition - Conjugaison sur U
_ 1
V(z,z)eU? zZ €U, VzelU,z=~€eU.

z
On dit que 'ensemble U muni de I'opération multiplication est un groupe
commutatif.

Démonstration
lzz'| =zl x 12| =1x 1 =1, donc zz' € U.
z
Onavufz—zzzcar\zlzl. O
z |zl
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Interprétation géométrique du calcul u x zpour ue Uet ze C

Lo Analyse - Géométrique
Soit u € U\{1} et z € C. Considérons les 4 points du plan A(1), B(u) # A, C(z) et D(ux z).
Alors AC=|z—1|etBD=|uz—u|=|u| x|z—1| = AC.
On a vu (raisonnement analyse-syntheése) alors que :
si (AB) et (CD) ne sont pas paralleles, il existe une unique rotation r du plan tel

quer(A)=Betr(C)=D.
C’est la rotation dont le centre Q est a I'intersection des médiatrices de [AB] et [CD]
et d’angle QA,QB). Or OA = OB = 1 et OC = |z| = |ul|z| = |uz| = OD. Donc O est &
I'intersection des médiatrices, par unicité de ce point: O = Q.
Ainsi, r(C) = D, ou r est larotation de centre O(OZ) et dz'angle OA,OB).

D ~— <C

ZB —ZA
Or dans ce cas, on peut appliquer directement le théoréeme de Thalés : pour les

triangles OAB et OCD semblables.
On retrouve donc le résultat précédent.

On montrera plus loin que (AB)//(CD) < eER< zeR.

(Déﬁnition -Argumentde ucU,dezeC
Soit u € U. On note I, le point du plan d’affixe 1 et M celui d’affixe u.
On appelle argument de u € U noté arg(u), 'angle (principal) (O_j, O_M).
Dans un premier temps, on note £0 ce nombre complexe de module 1 et
d’argument 6.
On a alors u = cos@ +isinf, pour 6 = arg(u) [27].

Remarque - Angle aigu
Le résultat se congoit bien pour 6 € [0, %], mais il reste vrai pour toute mesure d’angle
(dans R), par propriété de parité (cos), imparité (sin) et 2z-périodicité.

Démonstration

Si on note X, le point d’affixe Re(u), alors le triangle OX M est rectangle en X.

Son hypothénuse a une longueur égale a OM = |u| = 1, donc comme 0 = (5?, W) [27],
onaOX =cosf =Re(u) et XM =sinf = Im(u).
Ainsi u=cosf +isinf. O

Proposition - Multiplication par u € U

SoitzeCet ue U\ {1}.

Notons 6 = arg(u).

Alors u x z est I'affixe du point obtenu par rotation de centre 0 et d’angle 9,
a partir du point d’affixe z

La démonstration a été faite plus haut (dans I’analyse).

Notation exponentielle

Corollaire - Propriété de e
Pour tout 6,0’ € R, £0 x £6' = £(0 +6")

Démonstration
£0 x £0' est I'affixe du point M’ obtenu a partir de M d’affixe £0' par rotation d’angle 6.
1l s'agit donc du point de U d’argument 6 +6’. O

Définition - Notation d’Euler

Nous verrons que dans le cas réel, on appelle exponentielle les fonctions
qui vérifient f(a+ b) = f(a) x f(b).

Elles s’écrivent (dans le cas réel) sous la forme x— A* o1 A= f(1).

Pour aller plus loin - Une vraie démonstra-
tion
Euler a bien démontré cette démonstration; il
ne s’agit pas d’'une simple notation. Il faut donc
voir qu’ici, :
— il s’agit bien du nombre e =2,718281...
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( . . Ly . . \
H1sto1re - D’ot1 vient la notation e ?

Ce n’est pas le e d’exponentielle, mais bien le e
du suisse Leonard Euler

La formule d’Euler e = cos6 + i sinf a été ob-
tenue a partir du développement sous forme
infinie de exp, cos et sin (chapitre précédent),
mais Euler n’a pas compris les propriétés géo-

\métriques du produit de complexes. )

Par uniformité de notation, suivant L. Euler, on notera maintenant e‘¢ =
£60 =cos0 +isinf

On a alors, plus globalement :

Théoréme - Propriétés
Soient (8,0’) e R%.On a:
, o — . 1
el(9+9’) — ezaelﬁ’ it = e—l9 .
619
el2 =i o™= 1
. . Y
e?=1e0=01210€c2nz e = % & 0=0"[27]
Démonstration

Onaalors 1= e® = el0-0) = 10 =10 qonc =10 = —5 = eif car el e U.
e
Le reste s’obtient facilement... O

Corollaire - Formule d’additions trigonométriques
Soient a, b e R,
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et sin(a+ b) =sinacosb + cosasinb

Démonstration

cos(a+b)+isin(a+b) =ell@+h) = piay

elb = (cosa+isina)(cosb +isinb)
= (cosacos b —sinasinb) + i(sin acos b + cos asin b)

Reste a identifier les parties réelles et imaginaires. O]

Exercice
En déduire les formules donnant cos(a — b) et sin(a — b).

Correction
Par parité de cos et imparité de sin, en faisant b— —b :
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb et sin(a— b) =sinacos b —cosasinb

3.2. Formules d’Euler et de de Moivre

Formules

Proposition - Formules d’Euler

0, ,—if i0
e +e , ; e
— "~ sinf=Im(e?) =

0y _ -
)= 2 2i

cosf =Re(e

Exercice

( . . .
|2\ Histoire - De Moivre

1,1 A1 ; i s I
Calculer 3 + 7, en déduire une expression de cos 15 et sin 15

On exploitera ces résultats plus tard.

Correction

1,1_7

3+7 =13, donc i . )
T . .
el 12 = elgﬂ-HIT[

V4 L. T T ..o
=(cos — +isin—) x (cos — +isin —)

3 3 4 4
1 V3 V2 V2 V2-v6  V2+V6
=(z+ti—)x(—+i—)=——+i——
2 2 2 2 4 4
n \/i_‘/é

. _ s Tm
Donc : cos 13 = 2 etsin {5 =

V2+V6
4

Abraham De MOIVRE (1667, 1754), mathéma-
ticien d’origine francaise, mais qui du vivre en
Angleterre. Hormis la formule de de Moivre
(1707), il est connu pour son ouvrage sur les
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Proposition - Formule de Moivre
Vnez, (%" =em?
VY nez, (cosf+isin@)" =cosnb + isinnb

Démonstration
Par récurrence. On note pour tout n € N, &y, : « (eie)

— (€190 =1=¢% donc Py est vraie.

— Soit n €N, supposons que &), est vraie.

On adonc (e/0)*1 = (¢10)1 x @10 = ¢i10 410 Japres g7,,.
puis €/0)+1 = ¢i(+10 qonc 2,1 est alors vérifiée.
La récurrence fonctionne bien et le résultat est démontrée pour tout n entier naturel.
Puis si m € Z avec m <0, alors en notant n=—-m
0y=n _ .1 = .1 =e
(elﬁ)n eind

n . pind,

(eiﬂ)m —inf _ eim@

=(e

La seconde formule de Moivre est la notation algébrique de la précédente. O

Angle moitié (pour factoriser)

*¢"Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de 'angle moitié
Lorsqu’on rencontre un expression de la forme e%+e? (a, b réels), il faut
toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b a-b a+b a-b
a= + , b=
2 2

2 2

Cela donne :
. . .atb ( ;a=b ;a—=b
eltrell =2 (e‘T + e*’T)

Et on applique les formules d’Euler

Exercice
Factoriser 1 + ¢! et 1 —e®. (Re)trouver les formules donnant 1 + cos6

Correction
. . s . 0 . . g . L0
1+el9 _ elG/Z(e i0/2 +en9/2) :2cosge’9/2 , 1_619 _ ezG/Z(e i0/2 _etG/Z) _ —2151n56l9/2
En prenant les parties réelles :
0 .20
1+cosf =2cos® — 1-cos0 =2sin® =

Exercice

n n
Nouveau calcul de ) cosktet ) sinkt
k=0 k=0

Correction
On fait un seul calcul, la partie réelle donnera le premier résultat, la partie imaginaire le second.

5, = i eikt _ i (eit)k ) 1- (eit)ml _ 1—in+1)t _ ei(”“)”z(—Zisin (n+21)t) _ eim/z sin(n+1)t/2
k=0 k=0 1-elt 1-elf eit/2(~2isin %) sint/2
Formule d’Euler+ de Moivre + série géométrique + angle moitié +. ..
Donc
1 cos(nt/2)sin(n+1)t/2 7 sin(nt/2)sin(n+1)t/2
2 coskt=Re(Sp) = ( ) ( ) , Y sinkt=Im(Sy,) = ( ). ( )
k=0 sin¢/2 =0 sint/2
Linéarisation

/~Savoir faire - Linéarisation
1l s’agit d’exprimer cos” 6 ou sin” 6 sous forme d'une somme de cos k6
ou sin k6
(il ne doit plus y avoir de puissances ni de produits de cosinus ou

sinus).
. 0, —i0\N
— Ecrire cos" 8 = (%) .
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Pour aller plus loin - Polynéme de Tcheby-
chev

Les polynémes de Tchebychev (env. 1860) sont

définis par récurrence par :

To(x)=1,T1(x)=x

Th+2(x) =2xTy41(x) — Th(x)

IIs vérifient alorsV neN, V 0 € R,

Ty (cosB) = cos(nd)

— Développer avec la formule du binéme.
— Regrouper les termes conjugués pour faire apparaitre des cosinus
ou des sinus.
Si il n'y a pas de faute de calculs, vous devez obtenir un nombre réel :
donc simplification des i...

Exercice
Linéariser cos3 6, sin? 6.

Correction

. N . . . .
3 040 310 4 3010 430710 1 G310 3

cos’ 0 = = = —cos(3t) + — cos(#)
2 8 4 4

. a4 . . . .
4 ezB _ e—lf) e4l9 _46219 +6_4e—216 + 6419 1 1 3
sin® 0 = - = = —cos(4t) — —cos(2t) + —
2i 16 8 2 8

/~Savoir faire - Expressions de cos (nt) et sin(nt) en fonction de cos ¢ et
sint
— Ecrire cos (nt) = Re(e!™") = Re[(e'!)"] ou sin (nt) = Im[(e'))"].
— Utiliser la formule du bindéme pour calculer (e'H™ = (cost +
isinf)".
— Récupérer la partie réelle (ou imaginaire) en séparant les indices
pairs des indices impairs.

Exercice
Ecrire cos 3¢ en fonction des puissances de cos ¢, sin3¢ comme le produit de sin ¢ et d’'une
expression contenant des puissances de cos ¢. Faire de méme avec cos5t et sin5t.

Correction
La encore, on fait les deux questions en méme temps, puis on prend la partie réelle et imaginaire.

)3

ins3 = = cos® t+3i cos® tsint —3cos tsin’ ¢t — i sin’ ¢

cos(3¢) +isin(3t) = (e (cost+isint

cos(3t) = c033 t—3cos tsin2 t= cos3 t—3cost(l— cos2 1) = 4(:0s3 t—3cost
sin(3t) = 3cos? tsin £ —sin’ £ = 31— sin? t)sint— sin £ = 3sinz—4sin ¢
cos(5t)+isin(5t) = (e”)5 = (cos t+isin t)5 = cos® t+5i cos? tsin t—10cos® £sin® £—10i cos® £sin> £+5cos tsin? t+isin’ |

cos(5t) = cos® t—10cos> ¢sin? £ +5cos tsin® £ = 16cos® £ —20cos® £ +5cos ¢

3

sin(5t) = 5cos? tsin £— 10cos? tsin £ +sin® ¢ = 16sin® £ — 20sin3 £ + 5sin ¢

3.3. Argument, forme trigonométrique

Définition - Argument

z z ;
SoitzeC,z;éO,onaﬁeludoncilexisteee[Rtelqueﬁze’g.
z z

On dit que 0 est un argument de z. On note 6 = argz.
Lécriture z = re'? oi1 r = |z| est appelée forme trigonométrique de z.

Largument est une fonction logarithmique (qui vérifie f(ab) = f(a)+ f (b)),
mais multivariée (a plusieurs valeurs).

Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2z') € (C*)?, ona

argz = —argz [27]
argl = —argz [27]
Z
arg(zz') = (argz +argz’) [2m]

2\ = /
arg(;) = (argz—argz) [2m]
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P Attention - Pas d’unicité
IIn'y a pas unicité de I’argument, il est défini a 2 pres. On peut imposer
I'unicité de I'argument en le choisissant dans un intervalle de longueur
2m (en géneral | —, 7] ou [0, 27).

e Remarque - Géométriquement

Soit z un complexe non nul et M le point d’affixe z. Toute mesure de I'angle orienté
(u, (_)—M) estun argument de z.

11 faut savoir caractériser les complexes non nuls réels (resp. réels positifs, resp. réels
négatifs, resp. imaginaires purs) par leur argument.

Proposition - Relation arg et arctan
Soit x € R, alors arg(l + ix) = arctan x [27].

Soit z € C, alors arg z = arctan L’L‘fﬁ? [27].

Démonstration
Soit z=1+ix, on note p = V' 1+ x% son module et § son argument principal.

z=1+ix=pcosO+ipsinf

On peut identifier :
x _psing

= =tanf < 0 = arctanx
1 pcosé

4. Racines d'un nombre complexe

4.1. Recherche de racines carrées

On dit que Z € C est une racine carrée de z € C si Z? = z. On dispose de deux
méthodes pour chercher les racines carrées de z.

Résolution trigonométrique (la meilleure!)

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique
On considere un complexe non nul z écrit sous forme trigonométrique
z = |z|e'®, et on cherche Z sous forme trigonométrique Z = peie ol
p>0.
On a alors Z? = p?e?i?, on fait ensuite une sorte d’identification entre les
modules et les arguments (mais attention...).

Exercice
1-1
Trouver les racines carrées de z = VG .
3-1i
n _ V2-vV6 . Tn _ V2+V6
On rappelle que cos 45 = fo etsin 7% = \fT\f

Correction
Il faut écrire z sous forme trigonométrique, on multiplie le dénominateur par la quantité conjuguée (non
nécessaire) :

L_0-D0BH) _ A+VE)+ia-V3)

3+1 4
12 = = (VB2 -VED) =+ o= —
16 2 V2
2 2
Si arg(z) = 0, alors cos = %(1 +V3) = sin% etsinf = %(1 —-V3) = cos%’.
T Tm -7 . .
Donc§ = —— — = — Lesracines carrées de z sontalors : Z1 = ﬁe‘le/z‘l etZp = —ﬁe"g/z‘l.
2 12 12 2 2

La méthode-algorithmique précédente nous permet d’affirmer :
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Proposition - Deux racines complexes
Tout complexe non nul possede exactement deux racines carrées com-
plexes (opposées).

Résolution algébrique

“¢°Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique

On considere donc un complexe non nul z écrit sous forme algébrique
z=x+1y, et on cherche Z sous forme algébrique Z = X +iY.

Le principe est d’écrire 1'égalité des modules, des parties réelles et ima-
ginaires de z et Z? pour se ramener a une résolution simple de systéme
donnant X2, Y2 et le signe de XY.

X2+Y%=\/x2+y2
ZP=ze{ X2-Y?=x
2XY =y

On résout le systeme formée par les deux premieres équations, la troi-
sieme donne le signe de XY

Exercice
Déterminer les racines carrées de 2 — 3i.

Correction

On considére Z = X +iY avec Z2 =2 —3i.

Donc |ZI? = X2 + Y2 =|Z%| =4 +9=5.

Puis Re(Z2) = X2 - Y2 =2,

Onadonc X2=J et v?=3.

Et comme Im(ZZ) =2XY =-3<0, X et Y sont de signe opposé.

Ainsi Z = +(/5 ~i\/3).

Equation du second degré

Le théoreme suivant a déja été vu. Mais ici, on insiste sur le fait que les
coefficients peuvent étre des nombres complexes.

Proposition - Nombre de racines et degré

Léquation az? + bz + ¢ = 0, avec (a, b, ¢) € C3, a # 0, admet deux solutions
-b-0 -b+6

etzy = ou o

complexes (éventuellement confondues) z; =

est une racine carrée complexe de b® — 4ac.

Remarque - Bien connu...
On retrouve le résolution déja connue d’'une équation du second degré a coefficients
réels.

Proposition - Théoréeme de Viete
Soient (S, P) € C2. Les solutions du systeme

Z1+2,=S§
Z1 X2 =P

sont exactement (a permutation pres) les solutions de Z2—-Sz+P=0
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Exercice
Z1+22=3

Résoudre dans C le systéme d’équation ,
Z1xz2p=1-3i

Correction
Il faut trouver les solutions de I'équation Z2-3z+1-3i=0.
Le discriminantest A =9—-4+12i =5+ 12i.
On cherche 6 = a + ib tel que 62 = A, donc
1812 = a® + b? = 62| = |A| = V25 + 144 = /169 = 13.
R(©62) = a? - b? = R(A) =5.

Donc a? = ——— =9etb? =4.

Enfin, comme 2ab = $(62) = $(A) =12 >0, on adonc § = 3+2i ou § = -3 - 2i.
Et par conséquent, les racines de I'équations sont (a permutation pres) :
_3+3+2i 3-3-2i

Z]=————=3+ietzp=—"=—1.
! 2 2 2

4.2. Racines n-iemes de I'unité

Théoréme - Les n solutions de z" = 1

Soit n € N*. Les n racines n-iemes de I'unité, c’est a dire les solutions de P our aller plus loin - Groupes (Un, x)

). . n 2ikn L'ensemble U,, des racines n-ieme de I'unité,
I'équation z" = lz,.skontles nnombrese n avec ke {0,1,...,n—1}. avec la loi de multiplication x en fait un
On note Unz{e%;kE{O,l,...,n—l}} groupe.

Nous reprendrons son étude plus précisément,
dans quelques semaines.

On obtient donc pour
n=2:let-1;

2in i .o = Ainm ,
n=3:1,j=e3 =expietj?=j=e3 =expi;
n=4:1,i,—-let—i.

11 faut savoir les placer sur le cercle trigonométrique.

Proposition - Somme des racines n-iéme
Soit n €N, n = 2. La somme des racines n-iémes de I'unité est nulle.
En particulier 1 + j + jZ = 0.
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Démonstration
On peut identifier dans le développement polynomiale ou faire le calcul :
n=1 ok n=1 oin l_ezinn/n
en’=Yy (eT)kzlw =00
k=0 k=0 I-e

4.3. Racines n-iemes d'un nombre complexe

Théoreme - Racines n-iémes de z;

Soient zy € C* et n € N*. Alors zg a exactement 7 racines n-iémes (solutions
de z" = zp).

Sizyg= Izolei“, alors ce sont les

i@y 2kmy
2k =lzol"" e nt ) oukef0,1,...,n—1}.

Exercice
Déterminer les racines n-iémes de 1+1_£31
7 _ V2-V6 i T _ V2+V6
On rappelle que cos 15 = == etsin 13 = +=5
Correction
i 1+v3i)(A+i 1-v3)+i(1+v3 2-V6 2+V6
Onnotez:ﬁ@:( [)( .):( V3)+i( f):\/ix(f fﬂ.f f):
t Q-1+ 2 4 4
-7

\/ie’Tg.
Ainsi, les racines n-iémes de z sont les nombres pey., pour k € {0,1,...n—1}, avec p = 21/2n o

iﬂ+m
€p=e 12n n
Exercice

Reésoudre dans C I'équation (z— 1)+ (z+ 1)6 = 0.

Correction

z-1)\6 z-1 ) N in
Onadonc |——| =-1.Puis ——, racine 6-iéme de —1 = e'”.
z+1 z+1

Z .
Donc —— =ey, avec k€ {0,1,...,5} etey = el @k+n/6
Z

1+e
Et ensuite z—1 =€ (z+1) donc (1 —€x)z=1+¢€y, donc zj = 7 k.
—€;

cos(—zglﬂ) B i

—isin(yf—gln) - tan(zgln)
On voit bien sur ces exemples qu'il est préférable d’exploiter la forme géomé-

trique lorsqu’on cherche des racines de nombres complexes. ..

En factorisant par 'angle moitié : z; =

5. R°=C=2

5.1. Regard géométrique sur le plan complexe

Proposition - Identification

On munit le plan &2 d'un repére orthonormé (O, f, f).

Soient A, B, A', B’ quatre points du plan. On a alors (mesure des angles
orientés de vecteurs) :

|24l = 0A

AB =|zp — z4|

argzy = (7, 54) [27] et plus généralement : arg(zp —z4) = (7, zﬁ) [27]
arg( 22 = (4B, A'B)l2n]

2B~ ZA

Le dernier résultat, essentiel, mérite une démonstration

Démonstration
1l s’agit d’angle orienté :

— T 3 zgr =z
(AB,A'B')=(i,A'B') — (i, AB) = arg(zps — z 4r) —arg(zg — z4) =arg| ———

ZB —ZA
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O

L Analyse - Lenombre Z = 2/ xZ

Etant donné deux vecteurs AB d'affixe z(= zg—2z,) et A'B’ d'affixe 2/ (= zg —z 4/), alors

le dernier calcul pour trouver I’angle entre les deux vecteurs conduit a nous intéresser
au nombre complexe :

;=
Z=zZ x2z

Son argument donne I'angle (orienté) entre ces deux vecteurs.

e N
Définition - Le complexe Z

Soient A, B, A', B’ quatre points du plan d’affixe z4, zg, z4 et zp respecti-
vement.
On note Z = (zp — 2,) x (2B — z4).
Alors . . N
argZ = (AB,A'B[2n] et |Z|=|AB|x|AB|
ou | Ul = vVx%+ y? est par définition la norme (longueur) du vecteur

U, ).
Et donc

Z = | ABIIAB| [cos(ﬂ;’, A'B') +isin(AB, A'B')
\

Le calcul donne :

Proposition - Partie réelle et imaginaire de Z

Avec les mémes notations et en notant 7 = AB d’affixe z = Zp—zZp=X+iy
et i = A'B' d'affixe 7/ = zp —zp =X +iy.

On rappelle que Z = z’' xz. On a alors :

Re(Z) = || AB||| A7B'|| cos(AB, A'B') = xx' + yy'

Im(Z) = | AB||| A'B'||sin(AB, A'B) = xy' — x'y

Démonstration
11 s’agit juste de vérifier I'égalité avec les parties réelles et imaginaires de z et z'.

Z=zxz = (x+1iy)x (x’—iy’) = (xx’+yy’)+i(xy’—x’y)
O
5.2. Lignes de niveau

Une droite est un ensemble de points alignés. Pour définir une (équation de)
droite, on exploite donc les deux points de vue sur I'alignement.

Théoréme - Utilisation des complexes - Droite
1. La droite (AB) privée des points A et B (d’affixes respectives a et b)
est 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant

arg(z;b) =0[m].

zZ—a

2. Ladroite (AB) privée du point A est]’ensemble des points M d’affixe
z vérifiant

b [z-b
il )

Z—a

3. Ladroite (AB) est’ensemble des points M d’affixe z vérifiant

(z—b)(z—a)=(z-Db)(z— a).
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Démonstration
Notons 2, la droite (AB) privées des points A et B (pour avoir un dénominateur non nul dans le
calcul).
— — z—b
M(2) €9 <— (AM,BM) =0[n1] arg(—) =0[x]
z—a
Et

M2Z)eD<—=Im(b-2)(a—2)=0<= (b-2)(a-—2)ER<= (z-b)(z—a)=(z-Db)(z—a)

= (z-b)(z—a)=(z-Db)(z—a) = Z;b :(Z_b)
z—a \z-—a

0O

Exercice
Donner I'équation de la droite (complexe) qui passe par les points A(1 +i) et B(2 —i).

Correction

M(2) € (AB) <= (z—(1+1))(z—2-1)) = (z— 1+ 1)) (z2—(2-10) = 22— (2+i)z—(1+1)z+(1+3i) = zz—(1+i) z—(2—i)Z+1-
= (1+2i)z—(1-2i)z—-6i=0

On peut vérifier que A et B appartiennent bien a la droite :
1+20A+)-1-2))1-1i)=2iIm((1+2i)(1 +1i)) =6i et 2iIm((1 +2i)(2—1)) = 6i.

Pour aller plus loin - Ligne de niveau circu- | | Théoréme - Ligne de niveau - Cercle

laire Soient A, B, C trois points distincts d’affixes respectives a, b et c.

En fait 'ensemble des points M d’affixe z véri- c—a

fant 1. (AB) L (AC) & arg(1—| = §[n]
b-a

z—
arg (E) =0[n] 2. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant

est toujours un cercle (de rayon infinie si 6 = el .

0[r]) passant par A et B (mais privé de ces arg( ) = —[n]

points). z—a 2

Pour démontrer ce résultat, en suivant les

est le cercle de diametre [AB] privé des points A et B.
mémes idées que lors de la démonstration

précédente, on peut utiliser une information 3. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant
supplémentaire : le centre I de ce cercle se -
trouve évidemment sur la médiatrice de [AB] z-b _ _( Z= b)
et I'angle (IA,IB) = 20[n] (cf. angle au centre z—a zZ—a

et angle au sommet dans un cercle...).

est le cercle de diametre [AB] privé du point A.

4. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant (z — b)(z—a) =
—(z—Db)(z— a) estle cercle de diametre [AB].

Démonstration
Le premier point découle d’'une proposition précédente.
Nous allons procéder en deux temps (double inclusion d’ensemble).

-b
Onnote § = {M(z) eC| arg% = %[n]} et € le cercle de diametre [AB].

11 allons de montrer, par double inclusion, que & = € \ {4, B}.

a+b 1 b-a
— Le centre du cercle € est K d’affixe k = etderayonr = 3 |AB| = | 5 |
ze6\{ABl—=z=k+ re'? avec 6 #0glm]
oufy=arg(a-b) = (7,135), donc a—b=2re'%.
Or
. . . . ;0-00 _ _
z—b k-b+rel® (a—b)+2reit® o0 1000  2¢'72 cos % cos? 290
= = = = = i
z—a — i0 _ i0 i0 _ ,i0 .0-6p _ . 6-0g
k—a+re (b—a)+2re e e 26772 isin /] 260 sin =52
z—b 4
Donc arg —a =arg(-i) = 3 [7]. Donc € \{A,B} c&.
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— Réciproquement, si z € &, il existe R € Ravec z # a, b

z—b

. . . . b-Ria (b+R%a)+Ri(b—a)
=Ri<=z-b=Ri(z—a) <= (1-Ri)z=b—-Ria<—=z= =

z—a 1-Ri 1+R?

Dong, toujours avec k = %b, affixe de K, milieu de [AB],
a+b (b—a)[l1-R?+2Ri] |b—alx|1-R%>+2Ri| |b-al
z-k=z- = = |z—k|= =
2 2(1+R?) 2(1+R?) 2

Ce nombre est contant (indépendant de z), c’est le rayon du cercle représenté par &.
Etonadonc & c € \{A, B}

Pour finir, nous savons que si Z # 0,

arg(Z)= -[nl~—Z€iR—Z=-Z

NS

O

5.3. Transformations du plan (point de vue complexe)

Transformations « élémentaires »

Définition - Transformation du plan
On appelle transformation du plan toute bijection du plan dans lui-méme.

M Attention - Projection
< Une projection sur une droite n’est pas une transformation du plan.

e N
Définition - Translation
On appelle translation de vecteur % I'application

I3 P P
M — M telque MM' =71

En complexes, t; est représentée par 'application de C dans C définie par

zZ—Z+ 2

ol 2o est I'affixe du vecteur u.

J/

(Déﬁnition - Homothétie )
On appelle homothétie de centre Q) et de rapport le réel k # 0 I'application
hQ,k ¥ P
M — M tel que QM' = kQM
En complexes, hq i est représentée par 'application de C dans C définie
par

z— 2o+ k(z— zp)

\01]1 zg estl'affixe du point Q.

(Déﬁnition - Rotation )
On appelle rotation de centre Q et d’angle 6 'application

Rop: & —-2
QM =QM

M — M’ tel que - — sSiM#Q
(QM,QM") = 0[27]

Q —-Q

En complexes, Rg g est représentée par I'application de C dans C définie

&8 Représentation - Translation de vecteur ii

3

g

#& Représentation - Homothétie de centre Q) et

derapportk =2

4

(M
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par
z— zo+ €9 (z— zp)

ol zg est I'affixe du point Q.

Similitudes (directes)

Il s’agit de composition de rotation et d’homothétie. ..

s ~
Définition - Similitude directe

On appelle similitude directe du plan toute transformation représentée
dans le plan complexe par une application de la forme

z—az+b

avec (a,b)eC* xC.

Remarque - Les transformations élémentaires

Translations, homothéties et rotations sont des similitudes directes, il suffit de regar-
der leur expression en complexe.

§e Analyse - Résultats caractéristiques

Si A, B sont deux points distincts d’images respectives A’, B’ par la transformation as-
sociée a z— az+ b, alors

!

— _ A'B _
(AB,A'B") =argal2n] et — =al.
AB

&k Représentation - Similitude (directe)

Proposition - Similitude directe
6 k =0.45

® Une similitude directe conserve les angles et les rapports des distances.
S - Si A, B, C sont trois points distincts d’images respectives A’, B', C’ par Alors
°
‘ (AB, AC) = (A'B', A'C')[2n] et AB_AB
AC A'C
Démonstration

Supposons que la transformation est z— az + b. Et notons zjy, I'affixe du point M, générique.

Zpy—zZpgr azpa+b-—azp—-b zp-zp

zZp—2o  aza+b—azc—b T za-zc

En prenant I'argument et le module, on retrouve respectivement la conservation des angles et
des longueurs. O

Théoréme - Caractérisation
Soit f la transformation du plan représentée par z — az+bavecae C*,b e
C.
— Sia=1, f estla translation de vecteur d’affixe b.
— Si a # 1, f admet un unique point fixe (point invariant) Q(%)
appelé centre de la similitude.
fsécritalors:  f=hor=rohavec
- r rotation de centre Q) d’angle de mesure arga
- h homothétie de centre Q) et de rapport | al.
On dit que |a| est le rapport de la similitude, et arga est (la mesure
de) I'angle de la similitude.
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Démonstration b

Soit Q(z), un point fixe de fi.e.: z= f(z)i.e. z=az+b,donc z= -2 (a#1).
-a

On a donc un unique point fixe. Notons zg = %.

Ainsi, pour tout z€ C,

f(2) =29 = f(2) - f(20) = (az+ b) — (azp + b) = a(z - zp) = f(2) =zo + alz—zp)
En notant a = Iale'i arg(“), on retrouve le produit complexe ou la composition de transformation
de la rotation (x e’g) et de ’homothétie (x|al). O

Remarque - Cas particuliers avec a # 1:
— SiaeR*, f est’'homothétie de centre Q de rapport a.
— Silal =1, f estlarotation de centre Q, d’angle 6 = arga.

Corollaire - Caractérisation de la similitude
La similitude de centre d’affixe 2y, de rapport k et d’angle 6 est représentée
par

z— zo+ ke'? (z— zp).

/~Savoir faire - Reconnaitre une similitude
Etant donnée une transformation, pour reconnaitre une similitude il
faut:

1. chercher le point fixe : la solution de f(z) = z.
On le note zj, c’est le centre de la similitude.

2. chercher le complexe a tel que f(z) — 2y = a(z — zp.
Ce complexe a donne le rapport et 'angle de la similitude

Proposition - Composée de similitudes

La composée de deux similitudes est une similitude dont le rapport est le
produit des rapports et I'angle, la somme des angles.

On a les cas particuliers suivants :

— la composée de deux translations est une translation de vecteur la
somme des deux vecteurs,

— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une
translation,

— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de
méme centre et d’angle la somme des deux angles (éventuellement
d’angle nul, i.e. I'identité du plan)

— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respec-
tifs 0 et 0’ est :

- une rotation si 0 + 6’ # 0[27]
- une translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. I'identité)
sinon.

Démonstration
Considérons les deux similitudes z— az+betz— a'z+b'.
La composée des deux similitudes est

z—aldz+b)+b=ad z+ (ab +b)

On reconnait, a cas particuliers prés, une similitude. Pour les cas particuliers, on reprend chacun
dans le méme ordre :
— la composée de deux translations est une translation de vecteur la somme des deux
vecteurs.
Dans ce cas a = a’ = 1, on a bien une translation.
— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une translation.
Dans ce cas a,a’ € R, donc aa’ € R; on a donc une homothétie ou une translation (si
aa =1)
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— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de méme centre et
d’angle la somme des deux angles (éventuellement d’angle nul, i.e. I'identité du plan).
Dans ce cas, en notant Q ce centre : 7o r'(Q) = r(Q) = Q. Donc Q est centre de la
similitude.

Comme a, a’ € U, alors aa’ € U et donc cette similitude est une rotation.
Son angle est arg(aa’) = arg(a) +arg(a’).

— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respectifs 0 et 6'.
Onaa=eeta =ei® doncil s'agit de I'application z — el0+6" 7 1 (ab' + ).

Et donc il s’agit d’'une
- rotation si 6 + 68 #0[27]
- translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. I'identité) sinon.

Corollaire - Transformation réciproque (ou inverse)
On a les transformations réciproques suivantes :

“1_, . -1 _ R
l'ﬁ =t k= hQ’%, RQ,Q = RQ,_H.

Proposition - Transformation du plan
Etant donné deux segments [MN] et [M’'N’] de longueurs non nulles, il

existe une et une seule similitude directe transformant M en M’ et N en
N'.

Démonstration
On peut typiquement faire une démonstration en analyse-synthese.
Supposons que cette transformation existe, notée z — az + b.

Zpp — 2Nt
Onadonc zy; = azp +betzy = azy + b. Etdonc a = ———.
ZM —2ZN
. N Zpp! — RN
a est donc unique et de méme b=z, — ———2z).
ZM — 2N

Mais pour s’assurer de I'existence, il faut qu’'on retrouve bien azy + b= zpy :

Zagt — TN Zagt — ! (Z 1 —Z r)(ZN—ZM)
azN+b:uzN+zM/— M ON o= N +zpg = —zpp a2 = 2N
ZM —2ZN ZM ~ 2N ZM ~ 2N
O
Symétries

p
Définition - Symétries
On appelle :

— Symétrie centrale de centre Q 'application

SQ - » -
M -—»M’telqueQM’:—fm

En complexes, sq est représentée par 'application de C dans C
définie par z — 2zy — z ol1 zg est 'affixe du point Q.

— Symétrie orthogonale d’axe la droite 2 (ou réflexion d’axe 2) I'ap-
plication

Sg. P -

M — M tel que { M S TAGIIED

9 est la médiatrice de [M M'] sinon

La symétrie orthogonale par rapport a Ox est représentée par I'ap-

L plication de C dans C définie par z— z. )
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I Remarque - Symétrie centrale

e axiale (or- | Une symétrie centrale peut étre considérée comme une homothétie de rapport —1 ou
une rotation d’angle 7, c’est une similitude directe.

ne une com-
e conj: z— | M\Attention - Réflexion

‘composition | & Une réflexion n’est pas une similitude directe

(2)
Proposition - Involution
1_

cisse et 'axe | | Une symétrie est une transformation du plan: s~ =s.

Démonstration
Toute involution : (52 =1id) est nécessairement bijective car V y,3 x = s(y) tel que y = s(x).
En effet s(x) = s(s(y)) = Sz(y) =y.
Toute symétrie est une involution :
— sisq(M) =M etsq(M') = M", alors QM = -QM’ = QM", et donc M= M" = sé(M).
— sisg(M) =M et sgp(M') = M", alors @ est lamédiatrice de [MM'] et de [M'M"'],
donc (MM') et (M’ M") sont paralleles (perpendiculaire 2 une méme troisieme)
et comme elles ont un point commun : M’ ' ces droites sont confondues,
donc M, M’, M" sont alignés.
9 étant médiatrice de [MM'] et de [M' M"'], les milieux de [MM'] et de [M’' M"'] sont
confondus.
Et finalement: M = M"' = 3_022 (M)

0O
6 Bil Pour aller plus loin - Inversion
* lan L'inversion est une transformation essentielle
en géométrie projective.
Synthése

L'inversion par rapport au cercle € de centre
Q(w) etderayon r € R est'application M(z) —
M'(Z') tel que (z—w) x (2 —w) = r2.

Pour que Q puisse avoir une image, on la défi-
nit sur C U {oo}

~» Les relations trigonométriques permettent d’obtenir une relation al-
gébrique simple lorsqu’on considere la fonction d’EULER a valeurs
complexes t — cost + isint, notée e'’ : e!@D) = ¢l x ¢ib A partir de
celle-ci, on retrouve toutes les formules (en exploitant la relation de DE

MOIVRE, le bindme de NEWTON ou les fonctions linéaires Re ou Im). A
savoir-faire manipuler absolument!

~» Tres souvent la question se pose de maniere réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probléme, la fonction
n’est pas injective : on peut avoir 6 # 0’ et cos6 = cos'. On restreint
donc l'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque arccos
a la fonction cosyjg,7) : [0,7] — [-1,1]. De méme pour les fonctions
Sinl[—%,%] et tanl[_%,%].

~ On se pose la méme question pour z — z? et plus largement z —
z". Etant donné un nombre complexe Z = pe'®, il y a exactement
n nombres complexes différents zj,...z, tels que pour tout k € Ny,
(zx)" = Z. Ce sont les racines n-iéme de Z. Pour les obtenir, on se ra-
méne aux classiques racines niéme de Punité e>/*"/"'n en divisant par
{,/ﬁeia/n_
Au passage, on trouve une méthode complémentaire (algébrique)
dans le simple cas de la racine carrée d'un nombre complexe.

~+ La géométrie plane (de R?) se code parfaitement par du calcul, sur C.
Les concepts naturels de géométrie (longueur, orthogonalité, parallé-
lisme) se réduise exactement par du calcul, selon le réve de Descartes
ou de Leibniz.

~> En retour, le calcul complexe simple : addition, multiplication, divi-
sion devient une opération géométrique : translation, similitude sans
ou avec conjugaison respectivement voire inversion. ..
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de ’angle moitié
Savoir-faire - Linéarisation

Savoir-faire - Expression de cos(nt) et sin(nt) en fonction de cost et
sint

Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique

Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique

Savoir-faire - Obtenir 'équation d’'une droite (avec un point et un
vecteur directeur ou avec deux points)

Savoir-faire - Interprétation en terme de projection

Savoir-faire - Obtenir I'équation d’'une droite (avec un point et un
vecteur normal)

Savoir-faire - Reconnaitre une similitude

Notations

Notations Définitions Propriétés Remargq
Re, Im Fonctions partie réelles et parties imagi-  Elles sont R-linéaires (V a1, a2 € R,z1,2p €
naires, appliquées a un nombre complexe C, Re(ay z1 + azz2) = aRe(z1) + axRe(zp)...)

elt ¢'9 := cos6 + i sin® (Euler) l0+0") — (i0  yi0' Relatior

cosf =

sinf =1

j jime2inss _ Z1HIVE B=114j+j2=0 Racine

2 I'unité (

Uy Ensemble des racines n-ieme de I'unité z € Uy, si et seulement si Revienc
Up:={zeClz" =1} 31k eNy, (oudlke [0,n—1]) tq z = e2ikm/n

Retour sur les probléemes

15.

16.

17.

18.

Multiplication des nombres.

zx z' donne (géométriquement) le nombre complexe obtenu par simi-

litude de centre O, de longueur |z|, et d’angle arg(z) a partir du point

Z'(2).

On peut!’obtenir en appliquant le théoréme de Thalés. On note [, 'in-

tersection du cercle unité et de la droite OZ'. Puis on trace la paralléle

a IZ passant par Z'. Lintersection de cette droite avec OZ donne le

point Z"(z x z').

Le centre du triangle équilatéral sur le c6té [AB] a pour affixe z; =

b_einlﬁa ibe—in/lZ_iaeinHZ
1-ein/6 2sin {5

Transformation du plan

Tout le chapitre répond a cet exercice

[ 02 qin2 2
nysin® 6y — n;

na

car (b—z;) = ™% (a—z))....

cosfy =1 . Pour le reste, voir avec M. Lagoute.
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Chapitre

Dérivabilité des fonctions

@Résumé -

Ce chapitre se présente comme un large résumé du cours de premiere S avec ajouts

de fonctions usuelles (vues en terminale ou en MPSI). On reprend tous les résultats

en admettant la notion fine de limite, ils nous serviront d’outils pour des études

plus poussés par la suite ou bien pour leur application dans d’autres domaines

scientifiques. Le but est donc de raffiner notre technique (calculs). . ..

1l ne faut pas oublier que la notion de fonctions est une notion fine des mathé-

matiques modernes, elle a mis plusieurs siecle a émerger : Leibniz, puis Euler, puis

Cantor et Weierstrass. .. pour arriver jusqu'a nous. Et encore, le joyau n'est pas en-

core définitivement ciselé (distributions de Schwartz...). Sur internet :
— OptimalSup-Spé - Cours Fonctions usuelles. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=xTbtre9dgmQ
— Micmaths - Merveilleux logarithmes - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
— ElJj - Différences équations/fonctions (pas de questions stupides#01)
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1. Problemes

? Probleme 19 - Optimisation par FERMAT. Raisonnement pré-
dérivatoire

Reprenons 'exemple de Fermat qui cherche a trouver la position E sur
un segment [AC] de maniére a ce que AE x EC soit maximum.

Notons a = AE et b= EC.On adonc a+ b = d(= AC) fixé. On cherche la
valeur maximal de AE x EC = a(d — a) = ad — a®.

La méthode de Fermat consiste donc a ajouter une valeur e a AE, on a
alors une nouvelle valeur qui vaut : (a+e)d — (a + e =ad-a*+e(d-
2a) — é%.

Ajouter une valeur e a AE consiste donc a faire évaluer AE x EC d’'une
valeur ad — a® + e(d —2a) — €* — ad + a® = e(d — 2a) + €.

Fermat dit qu'il faut « adégaler » les deux valeurs cela donne e(d —2a) +
e? = 0. On peut simplifier par e # 0.

On trouve donc d —2a+e =0, et il prend e = 0 et donc a = %. E est au
milieur de [AC]. Qu’en pensez-vous?

? Probléme 20 - Optimisation

On passe notre vie a optimiser nos actions, nos décisions (la plus effi-
cace, la moins longue...).

Comment assurément trouver une stratégie qui permet a tous les coups
d’optimiser (au moins localement) nos décisions.

Si elle se mesure sous la forme Résultat(Action), on doit trouver :
Résultat(Action+d)<Résultat(Action) et Résultat(Action-§)<Résultat(Action)
également...

? Probleme 21 - Dérivation : concept local ou global ?

A priori 'optimisation précédente de la fonction Résultat donne des va-
leurs différentes selon la valeur Action ou1 I'on se place. Ainsi, la notion
de dérivation est un concept local.

Et donc, dans un second temps, une fois que pour tout x, f’(x) est bien
défini, on peut seulement réunir toutes ces valeurs en une seule fonction
f-

D’ou vient le miracle que dans la pratique, on peut directement agir de
f a f’ (de fonction a fonction) ?

? Probléme 22 - Dérivations de fonctions usuelles et des opé-
rations
Et ainsi, en particulier, quelles sont les transformations de dérivation
pour les fonctions usuelles ? Et également, que deviennent les opérations
classiques (+, x,0) pour la dérivation?

? Probléme 23 - Se concentrer sur un probléme
D’une certaine facon, regarder la dérivation de f en xo, c’est faire I'ap-
proximation affine (donc relativement simple) mais juste des valeurs
f(x) pour x proche de xjp.
Ces valeurs approchées peuvent se concentrer autour de 0. Et si 'on se
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trouve autour d’'un cas de limite problématique du type : :—8, ne peut-
on pas exploiter les approximations affines (et donc les dérivées) pour
obtenir une bonne évaluation de cette forme indéterminée?

? Probléme 24 - Etude de fonctions complexes
Comment étudier des fonctions a valeurs dans C : f : R — C (comme
0 — ei%)?
Nous les avons définies lors du chapitre précédent; comment les dériver
maintenant?
Mieux : comment étudier des fonctions de la variables complexes ? Peut-
on les dériver, comment cela s’adapte?

2. Dérivation
2.1. Approche historique

<*Heuristique - Infinitésimaux

Le calcul différentiel et le calcul intégral ont été finalisés indépendamment et associés par
Leibniz (1684) et Newton (1671, publié en 1736).

Leurs raisonnement repose sur une notion floue d’infinitésimaux (ou de fluente), notion
non convaincante a I'époque.

Johan Bernoulli (1692) popularise aupres de toute sa dynastie, du marquis de L'Hospital
et surtout d’Euler, la découvert de Leibniz (« une énigme plutot qu'un explication ») et
pense que des explications trop abondantes au sujet de I'infiniment petit pourrait troubler
I'entendement de ceux qui ne sont pas « accoutumés a de longues explications ».

En fait, il manque la notion claire de limite, dont d’Alembert (1754) s’approche le plus. La
bonne notion de limite est définie par Bolzano (1817), Cauchy (1823) ou Weierstrass (1861)
et donnent ainsi une définition bien formalisée et solide mathématiquement (permettant
de démontrer des résultats), abandonnant la notion d’Infinitésimaux.

Ce chapitre s’appuie sur des mathématiques du XVII. Nous ferons les démonstrations apres
avoir défini la notion de limite.

Remarque - Cours de physique
En physique, en MPS], le cours est proche des idées de Leibniz et Newton, et c’est trés
bien ainsi.
La notation 35 est celle de Leibniz. La notation x est due 2 Newton!
C’est Lagrange, apres un détour par Euler, qui impose la notation f”.
Remarque - Limite
On va faire comme si on connaissait la notion de limite, application linéaire (lim A f +
g=Alimf +limg)...

2.2. Dérivabilité

(Déﬁnition - Nombre dérivée )

Soient I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et xp un point de I.
f estdérivable en xj sila fonction x — ﬂjz:—{;o(xo), définie sur I - {xp}, admet
une limite finie en xg.

On a alors

fx) = f(xo) _

X—Xp

lim f(xg + h) = f(XQ)

f(x0) = lim lim -

X— X0

[ est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.
f'(x) s’appelle le nombre dérivé en x et la fonction qui a x € I associe f'(x)
\s’appelle la (fonction) dérivée de f.

J/

@Pour aller plus loin - Analyse non standard
En 1961, Abraham Robinson crée une nouvelle
logique mathématique en s’appuyant sur les
nombres hyperréels.

Edward NELSON, en 1977, renouvelle I'analyse
non standatd (IST) en donnant un nouveau
sens aux infinitésimaux et définit un nouveau
calcul...

#& Représentation - Nombre dérivée

Il s’agit d’une notion « dynamique » (limite). I
faut le voir comme un film, en plusieurs temps
X— X0 :

Y1 fla M
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Pour aller plus loin - Continuité = limite
Nous verrons que la notion de continuité de
f en un point xy est équivalente a la notion
d’existence de limite de f en xp.

Pour aller plus loin - Linéarisation

Autre idée essentielle pour I'exploitation de la
dérivation : transformer un probléme paramé-
tré par une fonction plus ou moins compliquée
en un autre probléme linéaire. Pour cela on
remplace f par une droite, la plus proche c’est-
a-dire la dérivée de f (en un xq bien choisi).
C’est en particulier la méthode de Newton que
nous reverrons en informatique. Il s’agit de re-
soudre f(x) =0.

2.3. Approximation linéaire

On donne parfois une définition équivalente de la dérivation de f en xy.
Son avantage : elle cache la question de la limite dans ’hypothése de conti-
nuité de € en xp. .

Proposition - Définition de Weierstrass
Soit f définie sur un intervalle I. Soit xo € I
f est dérivable en xj si et seulement si
il existe A € R, € continue en xy avec €(xp) = 0 tels que

f(x) = f(x0) + (x — x0) (A+€(x))

On a alors A= f'(xg)

Démonstration

Si f est dérivable en xp, on considére A = f'(xg) ete: x— f) = fxo) -

1! (x0).

X=X
Ces fonctions répondent aux conditions.
- . fx) - flxo) RN
Réciproquement, si f(x) = f(xp) + (x — xp) (A +€(x)), alors ————— admet une limite égale a
X — X

Aenxg. O

-4 Application - Pour quelques fonctions usuelles (connaissant les dérivées
en(
On trouve avec €;(x) = 0 pour x — 0:

exp(x) =1+ x+ xe1 (x)

In(1+ x) = x+ xea(x)
1+x0%=1+ax+xe3(x)

C’est le début du calcul des équivalents.

Définition - Equation de la tangente
Soit f définie sur I, dérivable en xq € I.
La droite d’équation

y = f(x0) + f (x0) (x — xo)

s’appelle la tangente a la courbe représentative de f en M (xo, f(xo))

f‘@’*’l‘ruc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente
On notera :

— qu'il s’agit bien de I'équation d'une droite (y = ax + b)
— qu’elle passe bien par le point M : f(xo) + f'(x0) (X0 — Xo) = f (xo).
— que sa pente vaut f’(x).

2.4. Regles de dérivation

Les résultats suivants seront démontrées plus tard dans I'année (linéarité de
la limite). Ils ont été énoncés pour la premiére fois par LEIBNIZ en 1684. Le
but pour le moment est de se former pour le calcul!

Proposition - Résultats
Soient u et v dérivable en xg
— u+v,uv,u”, expu sont dérivables en x;
— si, en outre, u ne s’annule pas sur un intervalle contenant x, et est
. 1 .
dérivable en x; alors —,In|u| sont dérivables en xg;
u

— si, en outre, v ne s’annule pas sur un intervalle contenant x; et est
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L. u L.
dérivable en x alors — est dérivable en xp;
v

— si, en outre, a € R* et si u est strictement positive sur un intervalle
contenant xy, alors u“ est dérivable en xg
Si uo¢ est définie, si ¢ est dérivable en xj et u dérivable en ¢ (x() alors uo¢
est dérivable en xg et (1o @)’ (xg) = ¢ (x0) x U/ (P (xp)).

Résumé :

Proposition - Résumé des formules usuelles de dérivation

fonction f de la forme fonction dérivée f’
u+v u +v
uv uv+ur
Uiup...Uy u’lug...un+uluéug...un+'--+ulug...un_lu;l
u" ot neN* nu u" 1
1 7
u /uz ,
u u'v—uv
v / ! 112 ! /
uod P xuop=uopxe
Upo---ouy (u’louzo...oun)x(uéouso...oun)x...><uln
exp u u xexpu
T
u
In|u| —
=
u% ol @ € R* au' u®"

Ces formules sont vraies, sous réserve, évidente, de dérivabilité des fonctions
qui interviennent.

2.5. Dérivation de fonctions usuelles

Fonctions exponentielles et logarithmes

/~Savoir faire - Encadrement pour le calcul de limite
Pour obtenir des résultats sur les limites (indéterminées), la meilleure
stratégie est 'encadrement :
si a(x) < b(x) < c(x) et que a et c admettent la méme limite en x; égale a
e,
alors b admet également une limite en xp, égale a ¢.

O Analyse - Exponentielle (naturelle) en 0
x
On sait que pour tout x€] —1,1[, 1+ x<e* < T doncx<e¥-1<—
—-x

1-x
Puis en divisant par x #0 :

e’ -1

1
= —— (casx<0 1<

1
<—— (casx>0
X 1-x 1-x

Par encadrement : exp est dérivable en 0, de valeur égale a 1.

Proposition - Dérivation des fonctions exponentielles
exp est dérivable sur R et pour tout x € R, exp’ (x) = exp(x).

Poura>0eta#1.Sif:x— a*, alors f est dérivable sur R et pour tout
X€R, f'(x)=Inax a”.

Pour aller plus loin - Toutes les fonctions

sont dérivables ?

1
x

La fonction x — xcos
mais pas dérivable en 0.

est continue sur R,

Mais pire, il existe des fonctions partout conti-
nues et nulle part dérivable. La construction
est subtile. Par exemple :
+00 ¢i n

sin(10" 7 x)
X — Z 2—n
n=1
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/~Savoir faire - Transférer un probléme exponentiel « en a », vers «en 0»
Si on étudie exp au voisinage de a, donc des points de la forme a+ h avec
h proche de 0,
on exploite exp(a+ h) = exp a x exp(h).
Donc on factorise (a 'extérieur) par expa et on se concentre sur une
étude en ¢, € proche de 0

On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.
Démonstration

Soit xp € R, pour tout h = x—xp €R,

exp(x) —expxg _ exp(xp + h) —exp xo ) el -1 o

X—Xg h h

X0

On rappelle que a* = exp(x x Ina). En posant u = Ina(x — xq) :

a*—a™ exp(xplna+hilna)—exp(xplna)
x-xo hlna
car pour x — xg,onau—0 0O

xolna X0

eu
xlna=e xIlna —Inaa

Par addition et composition (démontrée plus loin)

Proposition - Fonction trigonométrique hyperbolique
Les fonctions ch, sh et th sont dérivables sur R et

1
V x €R, ch/(x) = shx, sh'(x) =chx et th’(x) = 1 — th?(x) = I

Démonstration
ch/(x) = e* + (-1)e”* =sh(x), sh’(x) = e¥ - (-1)e™* = ch(x).
h2 _ hZ
M:l—thz(x): O
ch?(x) ch?(x)

th'(x) =

e Remarque - % e *?
On peut noter que e”* = (e‘l)x, c’est une fonction exponentielle de base e™!.
Donc de dérivée : In(e™!) x (e"1)*¥ = e,

O Analyse - Logarithme (naturel) en 1
X

On vient de voir que lin%] =1.
X—

X
En composant par X = e* et donc x =In X, avec I'équivalence x — 0 < X — 1,ona

. X-1

lim —— =

X—1InX-1Inl
—~—
=0

En prenant !'inverse, on a doncIn est dérivable en 1, de valeur égale a % =1.

Proposition - Dérivation des fonctions logarithmes

1
In est dérivable sur R et pour tout x € R, In’(x) = —.
X

Si glz x — In,(x), alors g est dérivable sur R, et pour tout x € R, g'(x) =

(Ina) x x

/~Savoir faire - Transférer un probléme logarithme «en a», vers «en 1 »
Si on étudie In au voisinage de a, donc des points de la forme a + h avec
h proche de 0,
on factorise (al'intérieur) para: a+h=a(l+ %) et exploite In(a+h) =
Ina+In(1+ %).
Et on se concentre sur une étude en 1 +¢, € proche de 0
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On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration

. X — X0
Soit xg e Ry, pourtout h=x—xpeR (et u =

),
Xo

h
In(x)-Inxp _ In(xo(1+ ) ~Inxp _1 In(l+w) 1

X—XQ h X0 u X0
Inx . . . : ’ Lo
On rappelle que Ing(x) = na’ Par produit (démontré plus loin), In,(xg) = mln (x0) =

_r
(Ina) x xq

Fonctions puissances

Proposition - Fonctions puissances
La fonction puissance x — x® est dérivable sur son ensemble de définition
(privé de 0, si besoin : @ — 1 < 0 alors que a > 0), de dérivée : x — ax® L,

Démonstration

11 faudrait étudier touslescasa e N, a € Z, a € Q.

1 x4
Notons que x — x% = exp(alnx), de dérivée (par composition) : x — a— exp(alnx) = a— =
X X

ax®l.0

Par sommation, on retrouve ce qu'on a déja démontré :

Proposition - Fonctions polynomiales
Les fonctions polynomiales sont dérivables sur R et précisément, si f :

n n n
x— Y arx, on apour tout x € R, f'(x) = Y karx" ' = Y kapx* ! =

k=0 k=0 k=1
n-1

Y (k+Dags xF.
k=0
On notera qu’il s’agit encore d'un polynéme, de degré deg f — 1.

Lensemble de définition des fonctions puissances entiéres étant R en entier,

les résultats précédents ne sont pas suffisants. Il faut refaire une démonstra-
tion.

1l serait tout de méme étonnant de trouver des résultats différents. ..

Fonctions circulaires

Proposition - Fonction trigonométrique

sin, cos et tan sont dérivables sur leur ensemble de définition. Précisé-
ment :

V x € R, sin’(x) = cosx, V x € R, cos’(x) = —sinx. et pour tout x €
R\ {% +km, k€ Z}, tan’(x) = 1 + tan® x =

cos?x’

On applique une méthode déja connue.

Démonstration

. L sinx
Par encadrement (chapitre précédent) : — = 1.
X x—
Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égale a 1.
De méme étudions la dérivabilité de cos en 0:
cosx —1=Re(e!* —1) =Re(e*'%(2isin 3 =-2sin §.
cosx—1 . sing .
Donc ? =-sing —=— 0 (par produit 0 x 1).

2
Ainsi cos est dérivable en 0 de dérivée égale a 0.
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. sin(xg) —sinx sin(xg + h) — sin xg
Puis =

B sin xg(cos h — 1) + sin hcos xg B cosh—-1

= = sinxp +
Xo—x h h ) 0

. €0s Xy — cos xp pour i — 0.

. cos(xg)—cosx  cos(xg+ h) —cosxg
Puis =

_ cosxg(cosh—1) —sinhsinxg _ cosh—1

= cosxg —
Xo—X h h 0
sinh . .
7 sin xg — —sinxgy pour i — 0.

. . tanxgy +tanh
Pour la fonction tangente, on se souvient que tan(xp + k) —tanxg =

———————— —tanxp =
1-tanxgtanh 0

tanh(1+tan2x0)
l+tanxgtanh
D tan(xg + h) — tan xg sinh(1+t 2. 1 1+ tan2(xg)
onc — = — an“ xg) —————— — an®(xg) =
h h 0 cosh(l+tanxptanh h—o0 0
1
cos? xg

Les résultats sur les dérivées des fonctions réciproques arcsin. .. seront vus
loin lorsqu’on étudiera la dérivation de fonctions réciproques.

2.6. Dérivées seconde, troisieme...

(Déﬁnition - Dérivables )
Soient I un intervalle et f une fonction définie sur I.

On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f’ est
elle-méme dérivable sur I, on note f" la dérivée seconde de f (c’est-a-dire
la dérivée de f7).

Si f" est encore dérivable sur I, on dit que f est trois fois dérivable sur I et
 on note f "= f® = (f sa dérivée troisieme, et ainsi de suite.

J/

Définition - Fonction de classe €*

On dit que f est de classe €' ou contintiment dérivable si elle est dérivable
et que [’ est continue, de classe %2 ou 2 fois contintiment dérivable si elle
est deux fois dérivable et que f” est continue...

Comme les dérivées des fonctions usuelles vues plus haut sont de la forme
de fonctions usuelles, par récurrence :

Proposition - Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles vues précédemment sont de classe € sur leur
ensemble de définition (sauf les fonctions puissances x — x% qui peuvent
perdre le 0 dans 'ensemble a la dérivée n-iémesin > a...).

2.7. Bijections et réciproques

Théoréme - Dérivation de la bijection réciproque
Soient I, ] deux intervalles de R et f : I — J bijective de I sur J. On suppose
que f est dérivable en xp € I.

Alors f~! est dérivable en f (xo) si et seulement si f'(xq) # 0
eton a alors

FH (fxo)) =

S (xo0)

ou encore, avec yo = f(xo),

' (o) =

1
fe f~1 (o)
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Remarque - Se souvenir
On peut retrouver la formule en dérivant 'égalité f~! o f = Id, mais attention  ne pas
oublier la condition de dérivabilité de f~1!

Proposition - Fonctions trigonométriques réciproques
Les fonctions arcsin et arc cos sont de classe €*° sur] -1, 1],

avec V x €] —1,1[, arcsin’(x) = et arccos’(x) =

] 1-x V1-—x?
La fonction arctan est de classe € sur R,
avec V x € R, arctan’(x) = —
1+x
Démonstration
X€Dgin-1y = sin’(arcsin(x)) # 0 < cos(arcsin(x) # 0 < arcsinx ¢ {- 5, 5} <= x¢ {-1,1}.
Donc D¢iny =1— 1,11 et
1 1

V x€]-1,1[, arcsin’ (x) =

cos(arcsin(x)) Vi-<2
X€ Q(Cos—l]/ <= cos’(arccos(x)) # 0 < sin(arccos(x) # 0 < arccosx ¢ {0, 71} < x ¢ {-1,1}.
Donc Dy cos =1— 1,11 €t
1 -
—sin(arccos(x)) Vi<
XED(an-1y = tan’(arctan(x)) # 0 < x ¢ {§ +2km, k € Z}.
Or cette derniere affirmation est toujours vraie. Donc P,y = R et
1 1 1

tan’(arctan(x)) ~ 1+tan2(arctanx) 1+ x2

V x €] —1,1[, arccos’ (x) =

V x € R, arctan’ (x) =

Corollaire -

Sif:I—Rest:
— continue strictement monotone sur l'intervalle I,
— dérivable sur I et
— Vxel, fl(x) #0

alors f est bijective de I sur J = f (1),

f~estdérivable sur J et (f 1) =

f’of’l

/“Savoir faire - Bilan : f ¢! -difféomorphisme
Dans de nombreuses situations (mais pas toutes), on étudie f, si:

— festdeclasse €' sur I (donc continue)

— f' ne s’annule pas (donc de signe constant)
alors f établit une bijection de I sur J.
Elle admet une application réciproque f~!': J — I, de classe € égale-

I

mentsurJetVite], (f7) ()= )
Graphiquement : €;-1 est la symétrique de €y par rapportal'axe y = x.

Exercice
La fonction sh réalise une bijection de R sur R. La bijection réciproque est notée argsh
(argument sinus hyperbolique).
La fonction ch réalise une bijection de [0, +ool sur [1, +ool. La bijection réciproque est notée
argch (argument cosinus hyperbolique).
La fonction th réalise une bijection de R sur ]—1, 1[. La bijection réciproque est notée argth
(argument tangente hyperbolique).

1. Dérivées.

(a) Montrer que les fonctions argsh, argch, argth sont dérivables respectivement
surR, ]1,+oo[ et] —1,1[.
1

! —
(b) Montrer que (argsh)’(x) = o] sur R
! _ 1
(c) Montrer que (argch)’(x) = Wewmt sur |1, +oo|

Pour aller plus loin - Création de fonctions
Dans un autre sens, on peut considérer :

1. f strictement monotone et continue de
Isur].

2. Donc f admet une fonction réciproque
fldeJsurl.

3. Notons ®, une primitive de f~1.

Que peut-on dire de @ ?

Montrer que la plupart des fonctions transcen-
dantes rencontrées dans ce cours peuvent étre
obtenus de la sorte. ..
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(d) Montrer que (argth)’(x) = 1_1x2 sur]—1,1[

2. Expressions logarithmiques.
(a) Montrer que Yx€eR, argshx=In(x+Vx2+1)
(b) Montrer que Yx €]1,+o0[, argchx=In(x+vx2-1)

(c) Montrer que Yxe]—1,1[, argthx=1In{XE

Correction

3. Quelques utilisations de la dérivation

3.1. Variations

En utilisant les théorémes suivants (qui seront démontrés ultérieurement),
on peut étudier les variations d'une fonction que 'on résume systématique-
ment dans un tableau de variations, complété par les limites aux bornes (et
non par des phrases!)

Théoréeme - Monotonie et fonction dérivée

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. Alors :

f est constante sur [ si et seulementsi Vx € I, f'(x) =0;

f est croissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) =0;

f est décroissante sur I si et seulementsi Vx € I, f'(x) <0.

Si f' > 0 (resp. f' < 0) sauf en un nombre fini de points de I, alors f est
strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

M Attention - Intervalle!
Il est indispensable que I soit un intervalle. On peut en effet trouver f
définie sur D, dérivable sur D et vérifiant Vx € D, f(x) < 0 mais qui n’est
pas décroissante sur D.

Exercice
Donner un tel contre-exemple

Correction

3.2. Inégalités

/“Savoir faire - Obtenir une inégalité
Pour démontrer une inégalité, une méthode est d’étudier la fonction
formée par la différence des deux membres, d’établir son tableau de
variations pour obtenir son signe.

Exercice

Montrer les inégalités :
2

X
VxE[R{,l—?Scosxsl;

3

X .
VxER+,x——s51nxsx;

6

3
— X .
VxeR ,x— — =sinx=x.
6

Correction
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Commencgons par noter que V x e R, cosx < 1.
Les fonctions sin, cos et polynomiales sont dérivables sur R, de méme de leurs additions :
x2 X3
flth»cosx—l+? frix—sinx—x fg:stinx—x+€
Les dérivées sont respectivement :

2

. X
f{:x»—»—s1nx+x fé:x»—»cosx—l fé:x»—»cosx—l+?

On en déduit les tableaux de variations dans I'ordre déductif suivant :

X —00 0 +00
I - -
N
f2 0
N
fl=-f) - 0 +
N /
h 0
AAEA) + 0 +
/!
3 0
/

Donc cosx <1 et pour x € R4, f1(x) =0, donc cosx=1—x.
3
Et pour tout x € Ry, f3(x) =0, donc sinx = x— % et fo(x) <Odoncsinx < x.

3
Et pour tout x € R—, f3(x) <0, donc sinx < x — % et f(x) = 0 donc sinx = x.

/~Savoir faire - Obtenir un maximum (avec une dérivée)
Pour obtenir un extremum de f (dérivable deux fois) sur I, on résout
f(x) =0.
On note Xy la solution de cette équation (donc f’(xg) = 0).
— si f"(x0) >0, alors f présente un minimum (local) en x.
— si f"(xp) <0, alors f présente un maximum (local) en x;.
— si f"(xg) = 0, alors on ne peut rien dire.

@ Remarque - Convexité
On rappelle que si pour tout x € I, f”(x) = 0, on dit que f est convexe sur I.

3.3. Calculs de limites (lever les indéterminations)

On peut calculer certaines limites en reconnaissant le taux de variations
d’une fonction dérivable connue.

Exercice

Rappeler les valeurs des limites suivantes :

. sinx . tanx cosx—1
lim —; lim—; 1
x—0 x x—0 x x—0 X
En déduire
. cosx—1
li >
x—0 x
Correction

Il s’agit de limite de taux de variations donc d’un calcul de dérivée :

limy_o 2% = sin'(0) = cos(0) = 1, 22X = tan’(0) = 1+tan?(0) = 1 et limy_g % =
cos’(0) =sin(0) = 0.
Enfin, en posant u = 5 :

cosx—1 2sin2(§) _osin?(w)  sin®(w) -1 (sinu)2

x2 x2 2u? 202 2\ u

En faisant tendre x — 0, donc u — 0, on a par produit de limite : limy_.q “’;7)5—1 = —% x1%2=—

1
2

Pour aller plus loin - Querelle entre Fermat
et Descartes

Fermat et Descartes se sont querellés sur les
lois de refraction (loi de Snell-Descartes). Pour
Fermat, la démonstration de Descartes était in-
compléte. Le Toulousain proposait de trouver
le chemin le plus rapide pour aller de C a D,
sachant que la vitesse dans le premier milieu
est v] et celle dans le second est v5.

Paramétrons ce chemin par x (abscisse de E).
On a a minimiser :

Va2 +x2 D2+l -x)?
T(x)= +
U1 V2
Et comme sina; = —=X—= et sinay =
T Ve 2

I—x sina; sinas

—=2__ on retrouve .
Vb2 +(0-x)? 4] 1)
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Pour aller plus loin - Généralisation en +co
Il existe une généralisation de la régle de LHo-
pital avec une indétermination du type i’%

Si limg || = limg|g| = +oo et si 1imafgi, =

Loy

alorslim, ria

Proposition - Régle de LHospital (1696)

Soient f et g deux fonctions définies sur I, dérivables en x € I.
!

On suppose que f(xg) = g(xp) =0 et que g admet une limite en x.

1
Alors lim 1 lim f
X—Xo g(x) X— X0 g/(x)

On fait la démonstration dans le cas ol g'(xg) # 0. Sinon, on exploite I'inéga-
lité des accroissements finis.

Démonstration
Avec les notations de Weierstrass :

F) = x-x0)(f'(xp) +e1(x))  gx) = (x— x0)(g (x0) +€2(x))

0 _fera® [
gx)  g'(xp)+e2(x) x—x0 g'(xp)

M Attention - Pas d’abus
La régle ne s’applique qu’en cas d’'indetermination.

_ 3x*+1 . 6x
—4 =lim #lim — =3
x—12x—-3  x—1 2

Exercice

. cos2x—1

Calculer lim ———-.
) x—0 x3+ 5le .

Evidemment, on exploitera les résultats non encore démontrés sur les fonctions usuelles

Correction
On note f: x— cos2x — 1, dérivable, f(x) = —2sin(2x), donc f(0) = 0.
On note g: x— x3 +5x2, dérivable, g’(x) = 3x% +10x, donc g'(0) = 0.
On a toujours une forme indéterminée.
On reprend avec f"(x) = —4cos(2x), donc f”(0) = —4.

Et g”(x) =6x+ 10 donc g” (0) = 10.
Ainsi

/ — —
tim £ _ iy L0 _ 4 22
x—0gx) x—0g'(x) 10 5

/~Savoir faire - Lever une indétermination par la régle de LHospital

Si on se trouve en présence d'une forme indétermée du type g pour

X — a et que le numérateur et le dénominateur sont dérivables en a.
!/

. n(x)
Alors on commence par calculer 1’ et d’ et on calcule si 70 admet une
X

limite pour x — a.
On peut alors appliquer la regle de L'Hospital.

4, Dérivation de fonctions réelles a valeurs com-
plexes

4.1. Fonctions a valeurs complexes

Aparté. Lexponentielle complexe

Définition - Exponentielle complexe
Soit z € C. On définit I'exponentielle complexe de z par

expz = ez _ eRe(z)eiIm(z)'
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LSon module est eR¢@ et un argument est Im(z). J

Proposition - Elargissement
On retrouve les propriétés classiques de I'exponentielle :
— Lexponentielle complexe coincide bien avec I'exponentielle sur R
pour les réels ou avec I'exponentielle des imaginaires purs.

!
— Pour (z,Z) € C%, ona : e**?

4 —
=e“ef et —=e %,
eZ

Démonstration

Siz=a+0i€R, alors exp(z) = e?.

Siz=a+ibetz =a +ib (notation standard), alors

!

! s / ’o. / o L) . 1ot
ez+z — e(a+a )+i(b+b") — ea+a el(b+b) = g% ezbelb — euﬂhea +ib = 0%
En particulier :
1
e—zez:e—z+z:eO:1 _— e f—
ez
O
Exercice
T. Résoudre e® = 1.
2. Résoudre e® =1-iv/3.
3. Résoudre plus généralement e = zg
4. Déterminer 'image d’'une droite d'équation x = a par I'application exp : C — C*.
5. Déterminer I'image d'une droite d’équation y = b par I'application exp : C — C*.
Correction
1. Soit ze C.
e? =1 <= Re(z) =0,Im(z) =0[2n1] < z€ {2ikn, ke Z}
2. SoitzeC

F=1-iV3eef@ =y1+3=21m(z) = g[Zn] > ze{ln2+ i(g +2km), ke Z}

3. Résoudre plus généralement e = z.

Re(z) _ |z9l,Im(z) = arg(zg)[27] <= z € {In|zg| + i(arg(zg) + 2km), k € Z}

ef=zp=e
4. Déterminer limage d'une droite 9, d’équation x = a par I'application exp : C — Cc*.
2€P,<=3TyeR|z=a+iy. Etexp(z) = ee'V. Donc:
exp(@q) = 6Gea,
cercle de centre O et de rayon e%.
Il faudrait vérifier (trivialement) l'inclusion réciproque. . .
5. Déterminer l'image d’une droite 2}, d’équation y = b par I'application exp : C — c*.
z€Pp<=3IxeR|z=x+ib. Etexp(z) = e*el? Donc :
exp(@a) =Py,
demi-droite d'origine O et faisant un angle b avec I'axe des abscisses.
Il faudrait vérifier (trivialement) 'inclusion réciproque. ..

Proposition - Résolution d’équation
— Pour (z,2) € C?, expz=expz’ sietseulementsiz—z' €2inZ.
— Tout complexe zp # 0 peut s’écrire sous la forme exp z.

Démonstration
Notonsz=a+ibetz =a +ib'.

!
a - ea

b= b'2] z-7 e2inZ

/ . VN
e = 0% > el = 0@ ol (:){

Par construction, si zg # 0, en prenant z = In(|zg|) + i arg(zp) (possible car |zg| # 0) :

In(|zgl) eiarg(zo iarg(zp)

ef=e ) =|zgle =2z

O

Fonctions d’une variable réelle, a valeurs complexes

I désigne un intervalle de R.
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e ~
Définition - Dérivation d’'une fonction a valeurs dans C

Soient fi: I —Retfob: I—=R.Onpose: Vxel, f(x)=fi(x)+ifa(x).

f: I — Cestune fonction définie sur I a valeurs dans C (si I n’est pas pré-
cisé au départ, son domaine de définition est I'intersection de ceux de fi et
f2).

On définit les fonctions Re(f) (partie réelle de f) et Im(f) (partie imagi-
naire de f) a valeurs dans R par

Re(f)=fi: I —R Im(f)=fo: I —R
x —Re(f(x) x —Im(f(x)

\On dit que f est continue sur [ si fj et f> sont continues sur I.

M Attention - Croissance sur C?
Parler de croissance (ou de décroissance) d'une fonction a valeurs dans
C n’'a pas de sens.

7 Exemple - ¢ — e’

L'exemple classique (simple) est la fonction circulaire exponentielle : exp; : ¢ — cos t +
isint.

Sa partie réelle est la fonction cosinus et sa partie imaginaire est la fonction sinus.
On a vu qu'il s’agissait bien d’'une fonction exponentielle car vérifiant :

exp;(a+Db) =exp;(a) x exp; (b)

mais a valeurs complexes et non réels (donc on perd exp;(a) > 0, les limites a l'in-
fini...).

) Analyse - Justifions que sa base est bien e’

On a défini exp(x) = e* comme la limite de x, = (1+ %)".

Que se passe-t-il sil’on considere x = it?

Xxp, est alors une suite a valeurs complexes dont le module est. :

n xz n
- (17)

2
Comme % tend vers 0, a partir d'un certain rang :

2
X
1+n7

Le deux termes a gauche et a droite tendent vers 1, par encadrement (et continuité de
\/T); [Xpn| — \/T =1

Etsi 0, estl'argument de xj,, on a

n

X X
=nparg(l+i-)=narctan —
n

0, =arg

ix
1+—
n

n

X
arctan 7

On démontre que pour 1 — 0, &L 7 donc — 1 etdonc 0y — x.

X

n
Ainsi x,; — cosx + isinx, ce qui justifie officiellement le signe égal de e'* = cosx +

isinx.

4.2. Dérivation d’'une fonctions d’'une variable réelle, a va-
leurs complexes

I désigne un intervalle de R.
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Soit f : R — C, une fonction a valeurs complexes.

Soient fi: I —Ret fo: I — Rtellesque Vx e I, f(x) = fi(x) + i fo(x).

On dit que f est dérivable, respectivement de classe €' sur I si f; et f> sont
dérivables, respectivement de classe € Lsur 1.

Si f est dérivable sur I, on définit sa dérivée par :

Vxel, f'(x)=f{(x0)+if;(x).

On note 6(I,C) (resp. € 1(I,C)) 'ensemble des fonctions continues (resp.

. ~
Définition - Dérivation d’une fonction a valeurs dans C

| de classe € 1 de I dans C).

J/

Remarque - Commutativité de la dérivation complexe et de la partie
réelle ou imaginaire

Si f a valeurs complexes est dérivable on a donc (Re(f))’ = Re(f”) et Im(f))’ = Im(f").

Proposition - Constance et dérivation

Soit f: I — C dérivable sur I. Alors f est constante sur I si et seulement si
f estnulle sur I.

Pour la démonstration, on admet ces résultats pour des fonctions de R dans
R.

Démonstration
Sur[: ,
=0 constante
fl=0= fl, — N < [ constante
=0 fo constante
O

4.3. Propriétés

M Attention - Croissance sur C?

Parler de croissance (ou de décroissance) d'une fonction a valeurs dans
C n’a pas de sens.

Proposition - Opérations
Soient f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans C et a € C. Alors
f+g, fgeta fsontdérivables sur I et

vxel, (f+8 (0 =f(x)+g
(f9' @ =fx)gx)+f(x) g x)
(af)l — afl

1
Si g ne s’annule pas, alors g et ! sont dérivables sur I et

1y = —g')
Vxel, (E) 0=~
/ _ !
(}_“)'(x) _ g J;(x)g (x)
g

Exercice
Faire les démonstration.
Il suffit d’exploiter la commutativité entre dérivation et partie réelle ou imaginaire.

Correction
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4.4. Composition avec ’exponentielle complexe

Théoreme - Dérivée de I'exponentielle complexe
Soit ¢p: I — C dérivable sur I. Alors

v: I —C
x — e

estdérivablesur Tet: Vxel, v'(x)=¢ (x)e?™

Démonstration
On note ¢ =y +ih.
On a alors
Vxel, ) =eP1W xelP2() = oP100 « (cos(¢py (1)) + i sin(go (x)))
dérivable par produit :
viel, Y = ¢ @)e?t®@ei2(0 4+ oMl (x)(=sin(gz(x)) +icos(g2(x))

= (p’l (x)eP1® ith2(x) 4 oh1(x) (1)’2 ()i (i sin(¢h2 (x)) + cos(h2 (x)))
= (@) +igh (x))e?X) = ¢ (x) ™

M Attention -  joue un réle comparable a celle d’'un nombre réel
< On fera bien attention a ne pas oublier le i dans la dérivation!

Exercice

A . P2
Calculer la dérivée f: x — (arcsin(x))e?**+ %"

Correction
[ est dérivable sur C, comme produit et composition de fonctions dérivables sur ] —1,1[.

2

vxel-11 fl)= +(2+2ix)arcsin(x) | e2¥1¥

1
V1-x2

-4 Application - Fonction polaire
On considere g:R—C, 6 — p(@)eie. On dit que I'on définie une fonction polaire.
On suppose que p : R — Ry est dérivable sur I.
« Montrons que g est dérivable et calculons g’.
Par produit de fonctions dérivables sur I, g est dérivable sur 1.
Et pour tout x € I, g'(0) = p' @)e? +ip(0)e'?.
« Il arrive que pour ce genre de fonction, on ait besoin de calculer |g’ (0)|.
On utilise la quantité conjuguée :

voel, g g 080 =" ©e? +ip©®)e%) (o' 6)elf +ip©)ei?)
(0'©)e? +ip©@)e'%) (o' @)e 0 —ip@®)e?)

(o' ©)1% +[p(6))
Donc pour tout 8 € I, |g'(0)| = 1/ [p' (012 + [p(0)]%

5. Bilan

Synthése

~+ Au voisinage d'un point, on peut regarder comment la fonction évo-
lue : c’est la valeur de la dérivée en ce point qui nous 'indique. On
associe alors (si possible) f une nouvelle fonction : celle qui donne la
valeur de dérivée en tout point. MIRACLE. Le passage f — f’ se décrit
trés bien en terme d’algorithme (sans avoir a passer par le nombre dé-
rivée). Il faut donc apprendre des tas de reégles de calculs (a démontrer,
par ailleurs...).
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~» Ainsi plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponen-

tielle(s) et logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les
fonctions circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit
savoir comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compéti-
tion au voisinage de point problématique.

Le théoreme de la bijection est un résultat important. Il faut le
connaitre, méme si pour I'heure la démonstration nous échappe sans
une définition précise de la continuité (et donc de R).

En retour, la fonction dérivée permet de mieux comprendre locale-
ment la fonction. On peut alors étudier des variations, faire de I'op-
timisation (locale) ou lever des indéterminations (pour du calcul de
limite).

Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme
facon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c’est la nature de la variable « de départ ».

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente

Savoir-faire - Encadrement pour le calcul de limite

Savoir-faire - Transférer un probléeme exponentiel de «en a» vers «en
0 ».

Savoir-faire - Transférer un probléme logarithme «en a» vers «en 1 ».
Savoir-faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a» vers «en
0».

Savoir-faire - Bilan : f 6!-difféomorphisme

Savoir-faire - Obtenir une inégalité

Savoir-faire - Obtenir un maximum (dérivation)

Savoir-faire - Lever une indétermination par la regle de L'Hospital
Savoir-faire - Etude des branches infinies (et définition)

Retour sur les problemes

19.

20.

21.

22.
23.
24.

On a une fonction A(ag + e) qui donne l'aire en fonction de gy + e. Elle
est optimale en ag lorsque A(ag —€) < A(ag) et A(ag +¢€) < A(ap) avec
€>0.

Le calcul A(ag + e) donne exactement A(ag) + eA’(ag) + .... On trouve,
avec la méthode de Fermat : A'(ag) = 0, ce qui donne bien I'optimal de
A.

Il faut nécessairement que Résultat’ (Action) = 0, ce qui conduit & une
équation donc la valeur recherchée Actiong est solution. Malheureu-
sement, la condition bien que nécessaire n’est pas suffisante.

C’est un vrai miracle que cela soit aussi simple (et que le tableau ne
soit pas plus compliqué...).

A moins que cela soit I'inverse : c’est parce que y' = y se rencontre
partout que 'exponentielle est si importante...

Cours
C’est le but de la formule de L'Hospital.

On vient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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Chapitre

Fonctions primitives et
équations différentielles

Résumé -
Dans ce chapitre, le point de vue adopté est celui de Newton et Leibniz puis Euler,
qui font de l'intégration l'opération inverse de la dérivation, c'est-a-dire que si f
est une fonction définie sur I intervalle de R contenant a et b, admettant une pri-

b b
mitive F, on définit l'intégraledea a b de f parf f®)dt=F(b)-F(a) = [F(t)]a.
a

Par propriétés de la dérivation (linéarité et primitivation d’inégalités), on obtient

la linéarité et la croissance de l'intégrale ainsi définie. On s'exercera aussi techni-

quement pour maitriser ce calcul intégral, le fameux calculus.

Hypothese forte : on admet toujours qu'une fonction continue sur un intervalle I

admet des primitives sur I. La démonstration aura lieu plus tard.

Dans la tres grande famille des équations différentielles, nous nous concentrons

uniquement sur les équations différentielles linéaires d'ordre 1 et les équations dif-

férentielles d'ordre 2 a coefficients constants. Cela réduit largement les équations

différentielles rencontrées, mais la raison est bonne : ce sont celles que l'on ren-

contre le plus souvent (a cause de la linéarisation des problemes physiques) et ce

sont celles que l'on sait résoudre (la fonction exponentielle a été crée pour cela).

Quelques liens youtube :
— Hedacademy - Les primitives. hitps ://lwww.youtube.com/watch 2v=05ikcAFcPZ0
— Exo7 - Equation différentielle - https ://www.youtube.com/watch 2v=dkjXofPNMDo
— 5min Lebesgue - forme idéale - https ://www.youtube.com/watch 2v=9x91d0UnBTw
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94 Fonctions primitives et équations différentielles

1. Problemes

? Probléme 25 - Lien primitve/intégrale
Calculer I'aire d’'une surface est un «vieux» probléme. Par exemple :
quelle est 'aire d'une ellipse, d'une lunule?
Optimiser, trouver un maximum ou un minimum est un autre « vieux »
probleme des mathématicien.
Existe-t-il un lien (profond, donc) entre les deux?

? Probléme 26 - Problémes historiques

Galilée affirme en 1638 que la forme d’'une chaine suspendue entre deux
clous est presqu’une parabole. Huygens, démontre 20 ans plus tard que
ceci est faux. La solution, appelée caténaire (ou chainette) est donnée
une vingtaine d’année plus tard par Leibniz et Johann Bernoulli.

Lors du séjour de Leibniz a Paris (1672-1673) durant lequel il suit des
cours d'Huygens, Claude Perrault lui pose le probleme suivant : quelle
est la courbe qui a la propriété qu'en chacun de ses points P, le segment de
la tangente entre P et l'axe x et de longueur constante a ? Pour concrétiser
cette question, Perrault tire de son gousset une “hotlogio portabili suae
thecae argenteae" et la fait glisser sur la table. Il précise qu’aucun ma-
thématicien parisien ni toulousain (Fermat) n’a été capable d’en trouver
I'équation.

? Probléme 27 - Primitivisation des opérations algébriques
Pour le calcul de dérivation, le cours est grossierement constitué d'un
tableau de dérivation usuelle et de trois savoir-faire : comment déri-
ver une addition, comment dériver une multiplication, comment dériver
une composition?

Avec ¢a, on arrive a tout (ou presque). ..

Qu’en est-il de la primitivisation (opération inverse de la dérivation) 2 Un
tableau semble tout a fait possible, la regle de 'addition semble égale-
ment bien s'inverser. Mais pour la multiplication ? Et la composition?
Quelle est la primitive de f x g? Quelle est la primitive de fo g?

? Probléeme 28 - Fraction rationnelle

11 est facile d’'intégrer (ici, trouver la primitive) de toutes fonctions poly-
nomiales.

Est-il possible d’'intégrer toute division de polynoéme, c’est-a-dire toute
fraction rationnelle?

Dans le cas d’'une forme factorisée, cela donne :
P(x)
uelle est une primitive de x — avec ¢% —
Q p x—a)(x—-b)"(x2+cx+d)™
4d <0?

? Probléme 29 - Implication
Si une fonction est dérivable, alors elle est continue. La réciproque est
bien entendu fausse.
Existe-t-il un lien entre « admettre une primitive » et « étre continue » ?
Comment gére-t-on une fonction non continue?
Par exemple, existe-t-il une primitive a tan? Existe-t-il une primitive
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continue a tan?

? Probléme 30 - Probléme de M. Lagoute
Que dire de y”’ + y = 0?2 Tout dire!
C’est le fameux oscillateur harmonique, vu et revu en cours de sciences
physiques.

? Probleme 31 - Existence. Unicité

Est-ce qu'une équation différentielle admet toujours une, une seule, so-
lution?

Ce n'est pas le cas de y’ + y = 0 qui admet au moins comme solution
x — cosx et x — sinx. En admette-t-elle d’autres? Peut-on lister toutes
les solutions?

Et alors, quel type de contraintes ajoutées pour obtenir une équation
différentielle avec une et une seule solution?

Et par ailleurs, existe-t-il des équations différentielles sans solution?

? Probléme 32 - Linéarisation
Dans ce cas, nous étudions que des équations différentielles linéaires.
Comment faire lorsque 1'équation différentille n’est pas linéaire? Peut-
on revenir au cas précédent? Par ailleurs, existe-t-il des moyens com-

plémentaires (informatiques, par exemple) pour étudier des équations
différentielles variées?

2. Primitives

I désigne un intervalle de R.

2.1. Définitions

I ~
Définition - Primitives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R (resp. a
valeurs dans C). On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable

\sur I avaleurs dans R (resp. a valeurs dans C) telle que, sur I, F' = f. )

Proposition - CNS de primitive sur C
F:1— Cestune primitivede f: I —C
si et seulement si ReF et ImF sont des primitives de Re f et Im f (resp.).

Proposition - Définition a constante additive pres

Deux primitives de f sur l'intervalle I different d'une constante.
C’est-a-dire que si F est une primitive de f sur I alors 'ensemble des
primitives de f sur I est

{x—»F(x)+C;C€K}

ou K =R (resp. K =C) si f esta valeurs dans R (resp. dans C).
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Démonstration
Soit F, une primitive de f. On a les équivalences :

@ estprimitivede f <<= ¢'=f=F < (@-F)'=0
<= 3JCeKtelquep—-F=C

(ce dernier résultat bien connu, sera démontré un peu plus tard. O

2.2. Primitives usuelles

En reprenant simplement le tableau de dérivations des fonctions usuelles, on
trouve :

Pour aller plus loin - Tableau fini ?

Pour étre utile, une table de primitives doit
comporter plusieurs centaines de pages. Men-
tionnons ici celles de Grobner et Hofreiter
(1949) et de Gradshteyn et Ryzhik (1980). Au-
jourd’hui de nombreux logiciels de calcul sym-
bolique contiennent de telles tables

Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (1)

fonction primitives (C est une constante réelle)
xoc+1
x*ottaeR\{-1}
a+1
1
el In|x|+C
X
er e*+C
Bx
e
eP* o1 B C\ {0} —+C
chpBx
shfxouf#0 chpx +C
shBx
chBxouf#0 T'B +C
sinx —cosx+C
COS X sinx+C
cosfBx
sinfxou B#0 - ,Bﬁ +C
sinfx
cosfxou f#0 ﬁﬁ +C
1+tan®x tanx+C
Inx xInx—-x+C
1
arctanx + C
1 -|r1x2
arcsinx+ C ou —arccosx+C’
1—x2

Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (2)

fonction f delaforme: | primitive F
, N u(x)a+1
UXux)*ottaeR\{-1} | ——
(e a+1
“ In|u(x)] + C
u(x)
U (x)et™ e™ 4 C

Ces formules sont valables sur tout intervalle I ot f (ou u) est continue.

M Attention - Primitive sur deux intervalles
Si f admet des primitives sur la réunion de deux intervalles disjoints, on
peut avoir des constantes différentes sur chacun des deux intervalles.
On rencontrera particulierement cette situation dans le chapitre sur les
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., équations différentielles.

2.3. Quelques cas particuliers

Exponentielles et trigonométrie

/~Savoir faire - ¢** cos fx ou e**sin fx
Pour f(x) = e** cos fx ou f(x) = e**sinBx (a, B € R), il suffit de primit-
ver e(@+iP)¥ et récupérer partie réelle ou imaginaire.

/~Savoir faire - sin” xcos™ x
Pour f(x) = sin” xcos™ x, on peut linéariser.
Rappelons que pour cela on utilise les formules de de Moivre : sin” x =

eix_efix n

Exercice
Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

fi) =e>*sin2x);  fo(x) =sin® (x) cos? (x)

Correction
fl — Im(83x+21x) — Im(e(3+2t)x)_

L G+20x 3-2i @i0ix)_ €,
Fi(x)=Im|———e =Im|——e = —(3sin(2x) —2cos(2x))
3+2i 13 13

eix i) 3 fpixggmin)d i 3ix ix —ix _ ,—3ix) [ 4ix 2ix —2ix | ,—4ix
Hx) = Y x 5 :EB(e —-3e*+3e ¢ )(e +4e“" +6+4e +e )
i

_ 8 ((e7tx_e—7zx)+ (€D1% — ™51%) _3(g3i% _ g=31%) _g(pix _ e—zx))

= m (sin(7x) + sin(5x) — 3sin(3x) — 3sin(x))

Donc

1 1 1 3
Fo(x) = —— cos(7x) + —— cos(5x) — — cos(3x) — — cos(x
2 (x) 8 (7x) 320 (5x) 51 (3x) o (x)

Idée pour « vérifier » le calcul : faire un DL en 0 :

-1 -1 1
hx)~x> et 7 (SIn(72) +sin(5x) ~3sin(3x) ~3sin(x)) = — |(7+5-9-3)x— (343 +125-81 33+ 03| = ¥ +0(x¥)

Remarque - Si on a un doute...

On peut toujours vérifier en calculant la dérivée de la primitive obtenue.
3x

Icila dérivée de x — el_s (3sin(2x) — 2 cos(2x)) est
3x
X — e1_3 ((9 sin(2x) —6cos(2x)) + (6cos(2x) +4 sin(zx))) = 3% 5in(2x)

Fractions rationnelles

Des résultats et un savoir-faire a connaitre :
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Proposition - Tableau de primitives de certaines fonctions ration-
nelles (fonctions a valeurs dans R)

fonction primitives (C est une constante réelle)
1
In|x—a|+C
X—a
R R -1 1
———ouneN _ _~ __ _icC
(x—a)” : n-1x-an1
X
o] —arctan—+C
X°+a a a
2x+p 5
- In|x“+px+ql+C
xX*+px+q
2x+p N R =l I
——— —ouneN*\{1} +
(x* + px+ " n—1u*+px+q)!

Exercice
A démontrer

Correction
Il suffit de dériver les cases de droites

Remarque - Division euclidienne

Lorsque le polyndme au numérateur a un degré plus important que celui du déno-
minateur, on commence par effectuer une division euclidienne pour se trouver en
présence des cas précédent.

Nous reverrons les divisions euclidiennes en fin de premier semestre

P our aller plus loin - Avec Parithmétique | tgayoir faire - Fractions rationnelles

complexe (2 manipuler avec précaution...) ax®+bx+c
On rappelle que arg(1+ix) = arctan(x), donc si Pour les fractions rationnelles de la forme f(x) = ————— ((a,b,c) €
z=e'Y=1+ix, onadonc 3 ax“+bx+c

R, a#0):
In(1+ix) =1n(z) = i6 = i arg(1+ix) = i arctan(x) — si A >0, le trindbme a deux racines réelles distinctes a et . On
cherche alors A, u € R tels que
Donc
fl_il 1 f(x):/1+“
w2+l 2J) x+i x-i x—-a x-f

_i (In(x+ i) —In(x - i) et on primitive avec In|.|
2

:é(ln(1+i)—ln(l—i) F(x)=Alnlx - al+pln|x - Bl = In|(x - ) (x = H]
X X

1 1 -1 b4 — siA=0,onaalors
= —(—arctan — +arctan —) = —— +arctanx 1
2 X X 2 f(x) —
En fait le logarithme complexe est définie & une a(x—a)?
constante 2in pres... on primitive directement avec la fraction rationnelle
Fx)= ———
a(x—a)

— si A <0, on met le dénominateur sous forme canonique

flx) = Grai

on reconnait une fonction composée qui se primitive avec arctan

F(x)= l arctan(H—a)
B B

Exercice
Déterminer des primitives des fonctions suivantes :
1 1 2x-1 2x+1
X)=——"—"=; X)=——""; X)=—""; )= —5——.
fi (x2-x-2) f2 x2+x+1 fs x2+x+1 fa X2 +4x+4
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Correction

2 ooy 1 A K

x“—x—-2=(x+1)(x—-2), donc il existe L, peRtelque VXER: —— = —-+—— =
x2-x-2 x+1 x-2

A+wx+(=21+p)

x2—x-2 '
On peut (et on doit...) prendre A = —u = =L on a donc ; = l(;7;) Donc une
P P TTHETS 2-x-2 3lx+2 x-1
imitive de f; est F Lin|2*2] 4 ¢
rimitive de f es x— =In|— .
p 1 1 3 -1
Le discriminant de x?> + x+ 1 est A=1-4=-3<0,0onax*>+x+1=(x+3)% +3.
2 2x+1
Une primitive de f» est donc F» : x — — arctan +C
f V3 V3
2x+1 1 /
(x) = -2 ,on reconnait & —2f.
55 X+x+1  x2+x+1 u f22 )
X+
Donc une primitive de f3 est F3: x— In(x? + x + 1) —2— arctan +C
! V3 V3
) ) ) . , 2x+1 x+2-3
Pourquoi n’est-il pas besoin de valeur absolue ici? Enfin, fi(x) = =2 =
(x+2)2 (x+2)2

2 1
x+2  (x+2)2°

1
Donc une primitive de fj est F4: x—In|x+2| +3T2 +C.
X

3. Intégrales

3.1. Théoreme fondamental et conséquences

Extension de I'intégrale sur C

p
Définition - Notation
Soit f: I — R, pour tout a < b € I, on note

b
f f(ndt
a

l'aire (algébrique) comprise entre les segments de droites x = a, y =0 et
x = Db, etla courbe y = f(x).
\Nous admettons son existence si f est continue sur [a, b].

Définition - Intégrale de f sur [a, b]
Si f: [a, b] — C est continue sur [a, b], on appelle intégrale de f sur [a, b] le
nombre complexe

b b b
ff(t)dt:f Ref(t)dt+i/ Imf(r)dr.
a a a

M Attention - Définition?

Est-ce vraiment une définition? Non, car on ne sait pas bien ce qu’est
ce calcul. Préciser qu’il s’agit du nombre obtenu a partir d’'une primitive
de f, c’est tourner en rond par rapport au théoréeme et au corollaire qui
suivent.

A ce stade, on est obligé de prendre ce nombre comme construit a partir
de f, a et b. Au second semestre, nous prendrons le temps de bien
montrer 'existence et donner un algorithme de calcul de ce nombre.
Nous verrons qu'il n'est pas nécessaire que f soit continue (f pourrait
étre moins réguliére)
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Exercice

2n . .
Soit P une application polynomiale. On suppose que pour tout m € N, f e MIpeihdr =
0

0.
Montrer que P est nul

Correction
d
Pour fixer les notations, on suppose que P(x) = Z akxk.
k=0
2. . d r2m . . 2n
Alors f e !Mpettydr = Zf ae’ M = 2nay + Y | — Bk pilk=myt| ™ _
0 %=070 KZm i(k—m)nm 0
2 ay.

Donc pour tout meN, ay, =0.

Fonction : intégrale de sa borne supérieure

Théoréme - Théoréeme fondamental du calcul différentiel
Soit f continue sur I, intervalle de R, a valeurs dans R ou C. Soit a € I.
Alors la fonction

F: I —-K

X
x -—»f fHde
a

est de classe C! (c’est-a-dire dérivable de dérivée continue) sur I et F' = f.
C’est de plus 'unique primitive de f nulleen a € I.

Corollaire - Existence de primitive
Toute fonction continue sur I admet une primitive sur 1.

[N Attention - Pas toutes les primitives avec cette notation
On n’obtient pas toutes les primitives ainsi.
Ainsi, pour f(x) = cosx, la primitive F(x) = sinx + 2 ne peut s’obtenir
ainsi. En effet, on aurait alors F(x) = sinx—sina, oril n’existe pasde a € R
tel que sina = 2.

Remarque - Démonstration?
Ce théoreme est admis, pour le démontrer il faudrait une meilleure définition de

J2 fmde

Fusion : primitive et intégrale (de sa borne supérieure)

Théoréme - Calcul fondamental
Soit f continue sur [ intervalle de R contenant a et b. Soit F une primitive
de f. Alors
b b
f f()dt = F(b) - F(a) = [F(t)] :
a a

p
Définition - Notation par extension
On notera, par extension des notations précédentes :
X
— f f(©)dt, une primitive quelconque de f.

On pourra méme considérer avec cette notation I'ensemble de
toutes les primitives de f
— [F0] =F)
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Corollaire - Avec f’
Soit f de classe C! sur I. Alors

X
V(a,x)elz,f(x)—f(a)zf f'ndr.
a

3.2. Quelques propriétés de I'intégrale

Proposition - Linéarité, croissance, Chasles...
Pour des fonctions f et g continues sur un intervalle I a valeurs dans R, on
a, pour a, b € I, les propriétés suivantes :

— linéarité : si A et u sont deux réels,

b b b
f(/lf+,ug)(t)dt:)Lf f(t)dt+uf g(nde

— relation de Chasles : pour c €]a, b|,

b c b
ff(t)dtz[ f(t)dt+f f(ode
a a G

— positivité :sia< betVx € [a, D], f(x) =0 alors

b
f f(ndr=0
a

— croissance:sia<betVxe[a,b], f(x)=g(x) alors

b b
/f(t)dt?f g(ndr
a a

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale
| Pour encadrer une intégrale, on encadre la fonction a intégrer

Remarque - Combinaison linéaire
Si f et g sont deux fonctions, 1 et u deux réels Af + ug s’appelle une combinaison
linéaire a coefficients réels de f et g.

Proposition - Fonctions a valeurs complexes
Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans C et A, u deux
complexes. Alors on a les propriétés suivantes :

— linéarité :

b b b
f (/1f+,ug)(t)dt=/1f f(t)dt+,uf g(ndt
a a a

— relation de Chasles : pour c €]a, b|,

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f fHde

M Attention - Sur C, pas de relation d’ordre...
Donc la croissance de l'intégrale sur C n'a pas de sens. Mais on peut
exploiter les modules, sil’on souhaite faire des encadrements de la partie
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, réelle et la partie imaginaire. ..

3.3. Technique 1 : Intégration par parties

Enoncé

Théoréme - Intégration par parties
Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur un intervalle I de R, a valeurs
dans R ou C, alors

b b
V(a,b) e I?, fu’(t)u(t)dt:[u(t)u(t)]:—f u(H v (1) de

Démonstration

b b b
u(a)v(a)—ub)v(b) = [uv]lu’ =f (uv) :f uv’+f u'v.
a a a

b b b
Doncf u’v:[uv]a—f w' 0
a a

Obtenir une primitive

/" Savoir faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée
Pour calculer une primitive par IPP de f = u'v, notée

f fode

(attention, il s’agit d'une fonction et non d’'un scalaire), on peut écrire

X X
/u'(t)v(t)dtzu(x)v(x)—/ uv'(nde+C

Exercice

2
Avec une intégration par parties trouver une primitive de x — (xeT)Z puis de x —
On verra une autre méthode plus loin.

1
(x%+1)2"

Correction
Les applications u: x — %ﬂ etv:ix— %x sont de classe € sur R.
X

x? 1 2x , ,
fmdx:fgxx mdx:fv(t)u (t)dt:u(x)v(x)—/u(x)v (x)dx+C

= d +f ! dx+C:f( * +arctan(x) |+ C
2x2+1) 2(x2+1) 2\x2+1
Puis
1 _ 1+x2 x2 _ 1 x2
(2+1)2 7 (2+D2 (2412 (2+1) (k2412
Par linéarité :

+C'

1
+C' = > (arctan(x) -

1 1 X
fidx:arctanx— - (7 +arctan(x)
(x2+1)2 2 x2+1 x2+1

Primitives de P(x)e%*

. /“Savoir faire - f(x) = P(x)e®*

Pour aller plus loin - Fonction beta Pour f : t — P(t)e*' ol P est une fonction polynomiale, on peut faire
deg(P) intégrations par parties (IPP) en dérivant v : t — P(t) et en inté-
grant u': t— e“’,

y On peut appliquer la méme méthode pour f: t— P(#)sin(at)ou f: t —
B(x,y+1)=xTyB(x,y)~ P(t)cos(at).
Puis si n et m sont des entiers :

1
On note B(x, y) =f g - p¥ldr.
0
On montre par IPP que

n!m! 1

Bn+t,m+1=

(n+m+1!  (n+m+ DA ™) |Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Cela peut donner un sens a ( y)’ avec x,y €
X

R...
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Remarque - Autre méthode
On peut aussi directement chercher une primitive de la forme Q(z)e*! avec degQ =

degP.
On dérive cette fonction et identifie les coefficients de Q.
Exercice
Calculer
/2 1 9 2
1:[ tsintdt, 1=f e“*(6x° +2x—4)dx
0 0
Correction

Les fonctions u: t— —cost et v: £ — t sont de classe €' sur R,
/2
I:[—tcost]g/2+f cost:0+[sin(t)]g/2=1
0

1.2x

Les fonctions u: x — 5 e, vix—6x2+2x—4et w:x— 12x+2 sont de classe €1 sur R,

1

1 L | 1 1 1 1
J= —ezx(6x2+2x—4)l ——f ezx(12x+2)dx:2e2+2——[ezx(12x+2)] +—f 1262%dx
2 o 2Jo 4 0 4 Jo

14
=20%42-—e?+-+2-" =1
4 2

Exercice
Pour aller plus loin : trouver une formule générale de [ e®* P(x) qui exploite les puissances
de a et les dérivées de P

Correction

b N
ax _ aapk) _ o,abplk)
[ Pw= Y oy (P - )

Primitives de P(x)In (Q(x))

/~Savoir faire - f(x) = P(x)In(Q(x))
Pour f: t — P()In(Q(#)) ol P est une fonction polynomiale, on peut
faire une intégrations par parties (IPP) en dérivant v : r — In(Q(¢)) et en
intégrant u': t — P(1).
On se retrouve alors en présence d’'une fraction rationnelle, que I'on sait
intégrer, en principe. ..

Exercice
Calculer

b
I :f xIn (x® +1)dx.
0
On pourra remarquer que x3 = x(x® +1) — x. ..

Correction
Les fonctions u: x— % x% et v: x— In(x? + 1) sont de classe ¢! sur R,

b b 43 1 b
—f d dxszzln(b2+1)+f X xdx
o Jo 2 0 x%+

L o 2
—x“In(x“+1)
2 x2+1

Ip=

= 1bzln(bz+1)+lln(bzﬂ)—lbz
2 2 2

3.4. Technique 2 : Changement de variables

Enoncé

Théoréme - Changement de variable
Soient I, J des intervalles de R, a, € I,
Soient ¢ : I — R de classe C' telle que ¢(I) < J et f: ] — R (ou C) continue.

Alors
¢(B)

B
f(t)dt=f Flo)e'(x)dx.
e a
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Démonstration
Notons F, une primitive de f, on a alors:

¢(B) 8 B .
fqb( ) f(t)dt=F(tP(a))—F(§b(ﬁ))=[FOdJ]a:f Flo@)g (x)dx.
a a
car (Fop) =¢/ x Flop=¢' x fop.O

§e Analyse - Deux cas possibles
Deux cas se produise : une application directe de ce théoréme, ou bien une applica-
tion avec la fonction réciproque de ¢.

1. Cas direct (non bijectif) :
b
On doit calculer[ fwdu.
a

On pose u = (1), o1 ¢ est de classe € sur [a, f], avec p(a) =aet p(B) = b
etdonc du = ¢'(£)dt.

b B
Ainsi:f f(u)du:f Flo®e' (vdt
a a
2. Cas indirect (bijectif) :
b
On doit calculerf fwdu.
a

On pose f = y(u), ot ¥ est de classe €' sur [a, b], et bijective de [a, b] sur
la, Bl.

avec ¢ = u/‘l, onadonc u = (1)

etdoncdu=¢'(1)dt = dt = v'(wdu=dt.

¥ (p(0)
Ainsi-fbf(u)du—fbf(u/‘l(t))L
“Ja a v (D)

Mais, c’est la pratique qui compte, pas d’apprendre ces formulations!

Pour aller plus loin - Aire d’un cercle /~Savoir faire - Changement de variable - dans la pratique
Donner l'aire d'un cercle de rayon . on veut calculer v f()dt. On pose t = ¢(x) (changement de va-
riable), on remplacﬁ(g)lors
— tpar ¢(x)
— dt par ¢/ (x)dx @' (x) = dp) = %

— tvarie de ¢p(a) a ¢(B) par x varie de a a f (et inversement)
On peut faire un tableau

Exercice
Calculer par changement de variables les intégrales suivantes

/2 1
I:f xsin (x2) dx, jzf V1-t2dt
0 0

Correction
2
On considére ¢ : t — V1, de classe €1 sur [0, ”T ]
= () = o
On pose alors x = ¢ (1), et donc, comme ¢’ (1) = i

7214 1

1= Vitsint x
0 2Vt

On considére y : t — sin(#), de classe €' sur [0, %],
On pose alors x = (1), et donc, comme v’ () = cos(f)

-1 724 72
dt:[—cost] =—(1-cos—)
2 0 2 4

w2

/2

1 /2
I= \/1—sin2txcos(t)dr:5f (1+cos(2t)dt =
0 0

(C’est l'aire d’'un quart de disque. . .)

1
t+ —sin(2t
P (21)

N =

0

Application : calcul de primitive

Soulignons I'importance que ¢ soit bijective pour exploiter ¢ !...
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/~Savoir faire - Calculer une primitive par changement de variable
On cherche une primitive F de f sur I,
— on pose t = ¢(x) et donc dt = ¢'(x)dx ol ¢ est une bijection de
classe C! de J sur I,

— on cherche une primitive G(x) = [ f(¢p(x))¢’(x)dx et on prend
F(t) =G~ ().

7 Exemple - Primitive de t —

Par exemple en posant x = é, ona

t*+a®

dt 1 dx 1 1 t
=] -3 = —arctanx+ C = —arctan— +C
t“+a a x“+1 a a a

[\ Attention - Ne pas oublier de revenir a la variable de départ
Pour éviter les erreurs (oubli de revenir a la variable de départ...) on aurait
intérét a écrire

Fl) fx dt
X) = —_—

. 2+ a?
Exercice

1
Soit a € R. Donner une primitive de x — — 53 en faisant le changement de variable
(x=+a=)
tant= .
2. _ 1
On rappelle que 1 +tan” u = P
Correction
On pose tanf = %, édt = (1+tan?0)do
X dr 1 X dr 1 arctan(x/a) 1 arctan(x/a)
f = —f = —f cosZ0d = —f (cos26 +1)do
(2+a2)? at) a+(L)22 & 2a°

1 . x X 1 X 2 X X
= — [—sm(Zarctanf) +arctanf] +C=— [tan(arctanf)cos (arctan —)+arctan— |+ C
2a3 L2 a 2a3 a a a

1 x 1 1 X ax+arctan %
=53, 2 +73ar“an7+c:ﬁ
2a° a 1+ % 2a a 2a°(a” + x4)
2
a
Exercice
1

Aller plus loin : Donner I'expression des primitives de x — PR IV
(x= +a*)"

Correction

/~Savoir faire - Bijection par morceaux
Lorsque le changement de variable doit étre bijectif, mais ne 'est que par
morceaux, alors

1. on cherche une primitive sur chaque morceaux d’intervalle

2. on «recolle » chaque morceaux en ajustant les constante de ma-
niere a ce que la primitive soit bien continue.

Lexercice suivant illustre ce savoir-faire.

Exercice
1
Donner I'ensemble de définition et calculer la primitive de h: x — ————
. 2+cosx
On posera t = tan 5
Correction
h est définie et continue sur {x € R | cosx # —2} = R, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.

X
1+tan§

D’abord, pour tout x € R, h(x) = = ,
P 1-tan? % 3+tan %

2 X
1+tan’ 2

*1+tan® §
H(x)=f 7[dt
3+tan? 5
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On réalise le changement de variable u = tan % donc du = %(1 + tan? %)dt.

Heo ftan% 2 q 2 ftang du 2 . tan 5§
X) = u=—- ——— = —= |arctan —
3+ u? 3 1+(£12 3 V3
V3
IKeR H(x) 2 (tan%) K
€R, X) = — arctan +
V3 V3
MAIS le changement de variable posée : u = tan% n’est pas bijective sur R.
Il s’agit de bijection d’intervalle de la forme | =7 +2jm; 7w + 2 jn[ sur R.
Donc les solutions obtenues sont plut6t :
IK) ez €RE, Y xel@j-Dm@j+ Dl Hw = - (tan%) K
)icz ERS, X€ - 1m;2j+)r[, H(x) = — arctan| —= | + K;
jljez J J V3 73 J
Puis comme H est dérivable, elle est nécessairement continue donc continue en % +jm.
lim Hx) = lim J(x)
x—(2j+D)m)* x—((+1)m)~
Et comme, par composition des limites :
li H(x) li 2 (tan%) K lim = (M+K K
im Xx) = im —arctan| —= [+K;;; = lim —arctan(y)+K;jy; = ——+K;
x—(2j+D)m)* x—(2j+D)1)* V3 V3 1Tyt 3 MR ALY S A
li 2 (tan%) Ki= lim M+Ki = =+K
1m —arctan|—— |+ K; = im — arctan +Kj=—+ i
x—(2j+1)m)~ V3 V3 Iyt /3 v v3
On a donc, pour tout j € Z,
A b4
R = +K;:
VR A Y S
Donc K41 =K + 2—\/7% On reconnait une suite arithmetique : K; = Ko + %j.
Et finalement, comme
. . X L. X+ L. . X+
x€l@j -1 2j+ Drle= = +1€]2),2j +2[e> —— €]j,2j +1[<> j = {7J
b4 2 2
on peut affirmer :
IK(= Kp) €R tel VreR  H(Y=—=arct (tan%)+2” [””JJrK
= el que: xeR, X) = — arctan — x| —
0 q V3 73 7 P

Fonctions définies a partir de fonctions trigonométrique

/~Savoir faire - Calcul pour f(#) = sin” ¢t cos” t avec n ou m impair
Pour f(#) =sin” tcos™ t, on peut linéariser, ou,

— si n est impair, effectuer le changement de variables u = cos ¢ (ou
isoler un sin ¢ et dans sin” ! ¢ remplacer sin? f par 1 — cos?  puis
reconnaitre des primitives),

— si m est impair, effectuer le changement de variables u = sin ¢ (ou
remplacer cos® t parl-— sin 1).

Exercice
Calculer par changement de variables l'intégrale suivante

/2
f sin® ucos® udu
0

Correction
On pose t =sinu, de classe %1 sur [0,Z]. On adonc df = cos udu

/2 1 1 1 1 2
f sin® ucos® udu:[ 1 -3)de= [—tg——ts] =—
0 0 3 5 Jlo 15

/" Savoir faire - Cas général (tan 3)

D’une maniere générale, les changements de variables utiles pour les
fonctions construites avec de fonctions trigonométriques sont ¢ = cos x,
t=sinx, t=tanx, t =tanj.

1- 12
On rappelle que si ¢ = tan %, alors cosx = ——, sinx = ettanx =
bpetied 2 1+12 1+12
2t
1-12°
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Exercice
Calculer par changement de variables l'intégrale suivante

fﬂ/z dr
/3 sint

Correction
On pose t =tan § de classe €' sur [%, %].

2dt
_1 2x _
Onadt—2(1+tan 2)dx,doncdx— 2

w2 4r 1 24 2 1 dr 1
— = x dr= — =-1In3
13 sint J1/v3 2t 1+ 12 V3t 2

Simplification des calculs

Théoréme - Simplification des calculs
Soit f: [-a, a]l — R(C) une fonction continue :

a a
— si f est paire, f(t)dt:2f fnde;
—-a 0
a
— si fest impaire,[ f(Hdt=0;
—a
— si f:R— R (ou C) est une fonction continue T-périodique,

b+T b a+T T
f(t)dt:f f(Hdtet f(t)dt:f f(pdt.
T a a 0

a+

Démonstration
Si f est paire,
a 0 a 0 a a
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt:f f(—u)(—du)+f f(w)(duw) :Zf fwdu
—-a —-a 0 a 0 0
u=—t u=t

Si f est impaire,

a 0 a 0 a a a
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt:f f(—u)(—du)+f f(w)(duw) :f f(u)(du)—f fwdw) =0
—-a -a 0 a 0 0 0

u=-t u=t

Si f est T-périodique
b+T b b
f f(t)dt:f f(u+T)du:f fwdu
a+T a a
N——

u=t-T
a
Notons n = [?J,donc nT<a<m+1T:
a+T—-(n+1)T

a+T (n+1)T a+T (n+1)T—nT
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndr
a a (n+1)T a-nT (

n+ n+)T—(n+1)T

T a-nT a-nT T T
:f f(t)dt+f f(t)dt:f fmdr+f f(t)dt=f Flodt
a-nT 0 0 a-nT 0

d’apres la formule de Chasles O

Variable dans les bornes de I'intégrale (composition)

/~Savoir faire - Variable dans le bornes de l'intégrale
1l arrive qu’on doit étudier des fonctions de la forme

(x)
gix— h(n)dt
A

, sans pouvoir exprimer explicitement H, une primitive de h.
Néanmoins, la simple existence de H, permet d’écrire :

8(x) = H(f2(x)) - H(f1(x)
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( 3 . . 3 \
H1st01re - Révolution newtonienne

La double découverte, par Newton, des lois de
physique qui s’expriment sous forme d’équa-
tions différentielles et des méthodes mathé-
matiques pour les résoudre a permis la révo-
lution scientifique en Europe. Pendant deux
siécles, les techniques se sont affinées et la
maitrise de tous les phénoménes de sciences
physiques s’est élargies. Au milieu du XIX-ieme
siécle, les scientifiques croyaient au détermi-
nisme totalement compris (I'avenir totalement

écrit sous nos yeux). ..
. J

-
|4\ Histoire - Louis-Augustin Cauchy

Dont on déduit de nombreuses informations. Par exemple : g est déri-
vable si fj et f> le sont. Et dans ce cas :

Vxe2, g =fxxh(fax)-flx xh(fi(x)

Exercice
dr

2x
Soit H: x — f _—
X 1+ttt
calculer H' et dresser le tableau de variations de H. Déterminer les limites de H en +oo et
—0Q.

Etudier la parité de H. Montrer que H est dérivable sur R,

Correction
“2x  dr —du

H(_x):f = =
- V1+t dx o Vi+ut

Donc H est impaire. On étudie sur R, on appliquera la symétrie ensuite.

2x

—H(x) en faisant le changement de variable u = —t.

Lapplication g: ¢t — est continue sur R, donc elle admet une primitive G sur R.

+r
On a alors H(x) = G(2x) — G(x). Et par composition, H est dérivable sur R et
1

V1+xt

VxeR,  H(x)=2G2x)-G(x)=2g2x) -gx) =

2
V1+16x4

Pour tout x > 0,

4 1
H (%) <0 s—— —3-12x*<0e=1-4x*<0
1+16x%  1+x*
1
H(x)<0e= (1-2x3)1+2x%) <0< (1- V20 (1 +vV2x) <0< x€ 0,5]

donc H est croissante sur [O, i], uis décroissante sur [i,+ [
val'P v e

Par ailleurs H(0) = 0 et par décroissance de t — sur [x,2x],

1+1t4

2x 1

X

1 dr = 2x—x < X
 Vi+xt Viext Vit

Et par encadrement : lim H(x) =0.
X—+00

0<H(x) <

4. Equation différentielle (dérivation/primitiva-
tion tordue)

4.1. Vocabulaire

D’une maniere générale on appelle équation différentielle une équation fai-
sant intervenir les dérivées successives d'une méme fonction, elle est du pre-
mier ordre si elle porte sur la fonction et sa dérivée premiere, du second ordre
si elle porte sur la fonction et ses dérivées premiére et seconde...

La résolution d'un probleme de Cauchy est la résolution d'une équation dif-
férentielle avec des conditions initiales.

Plus précisément :

(Déﬁnition - Equation différentielle linéaire du premier ordre )

Une équation différentielle (E) est dite linéaire et du premier ordre si elle
s'écrit a(1)y’ + B(1)y = y(r) ou a, B,y sont trois fonctions définies sur un
intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).

Elle est dite normalisée si elle s’écrit y' + a(t)y = b(t) ou a,b sont deux
fonctions définies sur un intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).

b(t) (ouy(t)) estle second membre, 1'équation est dite sans second membre
ou homogene si la fonction b est nulle.

J/

Remarque - Mise sous forme normale
Si @ ne s’annule pas sur I 'équation différentielle a(t)y' + B()y = y(t) se rameéne a
une équation normalisée.

USTIN. i
& _AUGUSTI _ . AF

2 "CAUCHY . ‘Hahih [ L&
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= ¥ e ».
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Définition - Probleme de Cauchy du premier ordre

On appelle probleme de Cauchy du premier ordre la donnée d'une équa-
tion différentielle du premier ordre et d'une condition initiale y(#y) = yp ou
tfpeRetyp€C (ouR).

(Déﬁnition - Solutions
Soit f une fonction de I dans C.
f estsolutionde (E) a(t)y' + B(6)y=7y(t)si

(1) f estdérivable sur I,
) Yeel, a()f'()+B@)f(5)=y®.

On pourra noter Sy I’ensemble des solutions de (E).

Résoudre I'équation différentielle (E) c’est donc déterminer 'ensemble Sg,
c’est-a-dire trouver toutes les solutions sur I.

On appelle courbe intégrale de (E) la courbe représentative d'une solution
\de (E).

J

e Remarque - Convention réelle
En I'absence d’indications contraires, si les fonctions a, 8,y sont a valeurs dans R, on
notera Sg 'ensemble des fonctions de I dans R qui sont solutions de (E).

Définition - Solution d’'un probléme de Cauchy
Résoudre le probleme de Cauchy défini par (E) et y(ty) = yo, c’est détermi-
ner toutes les solutions f de (E) vérifiant f () = yo.

Remarque - Une/la solution?

On parle souvent de solution particuliere de (E), il s’agit en fait d'UNE fonction qui est
solution, par opposition a solution générale qui est la forme générale des solutions.
Par exemple, t — 3!, t — 4e3! sont des solutions particuliéres de y’ = 3y alors que
t— Ae37 estla solution générale.

/~Savoir faire - Découper I pour avoir des équations normalisées

Si a s’annule sur I, on cherchera a découper I en plusieurs intervalles
ouverts sur lesquels elle ne s’annule pas pour se ramener a des équations
normalisées.

Ensuite on cherchera les solutions sur I par «recollement », c’est-a-dire
quel’onregardera, parmi les fonctions définies par morceaux sur chacun
des intervalles, celles qui sont dérivables sur I (probléme aux points de
recollement, c’est-a-dire ceux ou a s’annulait) et vérifient (E) sur I.

Le principe suivant est d'usage fréquent en physique : il permet de s’intéres-
ser a des seconds membres simples.

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de I'équation (E) est de la forme b(¢) = by (¢) +--- +
by (1)

et si I'on connait des solutions particulieres j,..., ¥, des équations avec
les seconds membres b; (1),..., by, (1),

alors une solution particuliere de (E) est y =y + - + V.
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Démonstration
On exploite la linéarité de I'équation différentielle linéaire.
Ona
V+ag=@i++ ) +aGi+-+ )
=T +y)+ -+ GTp+ray)=bi+-+by=Db
O

4.2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Principe

On consideére désormais I'équation différentielle linéaire normalisée
(E) ¥ +a®y=Db(t)

ol a et b sont continues sur I, intervalle de R.
Dans la suite K désigne R ou C.

*Heuristique - Démonstration et savoir-faire. Que retenir?
Pour les démonstrations, nous allons décomposer 'application F; : 2(R) — 2(R), y —
y' + ay en applications, plus ou moins inversible. Nous verrons alors que 1'équation dif-
férentielle est une dérivation « tordue ».
Ala fin du cours, nous donnerons une méthode qu’on pourra appliquer directement lors
des exercices.
Sauf pour les exercices théoriques (du type inégalités différentielles).

Analyse

§e Analyse - Décomposition de F,
Notons D : y — y' et pour une application k quelconque ¢y, : y — exp(h) x y.
Alors :
1. ¢_powp:y—exp(—h)x(exp(h) x y) =exp(-h+h) x y=y=id(y).
Ainsi@_j 0@y =id = @y op_j. Donc ¢y, est inversible et tpﬁl =¢_p.
2. ¢g_poDogy:y—exp(-h)exp(h)yl = exp(-h)[h'y+ylexp(h) =y +h'y =
Fp(y).
Ainsi: @_poDo@yp =Fj.

Ainsi, si A est une primitive de a :

Fa(y))=b<= @_p0Dops(y)=b<= Dops(y) =@ab)
Le probleme : D n'est pas bijective...
Exercice
Résoudre (E) (1+1t2)y +4ty=0surI=R.

Correction
4t

. 1+12

t

On note alors a(t) = ﬁ’ de primitive A(f) =2In(1+ t2).
+

Sous forme normalisée (et homogéne) : y' + y =0, I'équation est définie sur R (1 + 2 #0).

Onadonc Do@a(y) =exp(A(f)) x0=0, donc il existe C e R tel que y = ¢_4(C) = Cexp(—A).
Ce—2In+%) _ __C__
a+e2)?”

Les solutions de (E) sont donc t —

Remarque - Comment retenir 'ensemble des solutions ?

On dispose d’'une méthode intuitive (mais qui n’est pas une démonstration car elle
suppose que 'on sait que les solutions non nulles ne s’annulent pas) pour retrouver
le résultat dans le cas des fonctions a valeurs réelles (c’est-a-dire lorsque K = R) en

N 4 ) o
écrivant = —al(t) et en primitivant.
(@)
!
yy(—(;) =—a() = In(y()) = —A()+K = y(1) = exp(~A(1) +K) = Ce~ D avec C = K

On écrirait plutdt, heuristiquement :

el & =1y +ayel =0 = yel 1=k — y= keI @
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P Attention - Variable x, variable 2
Nous avons noté y la fonction de la variable ¢, mais I'on peut bien évi-
demment avoir d’autres notations, par exemple y fonction de la variable
X (équations différentielles donnant 'ordonnée en fonction de 1'abs-
cisse) ou x en fonction de ¢ (équations différentielles donnant I’abscisse
en fonction du temps) ou encore z en fonction de ¢ (équations différen-
tielles donnant I'affixe en fonction du temps).

Structures des solutions et méthodes

Théoréme - Structure de ’ensemble Sg

La solution générale de I'équation (E) est la somme d'une solution parti-
culiére et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s’écrire :

Si y (alire « y tilde ») est une solution particuliere de I'équation (E) alors

Sp= {t~—> Ce A0 1 j(p); Ce [K}.

Remarque - Existence
Insistons : Lexistence d’(au moins) une solution est donnée par la forme de I'équation
(E):

— normalisée,

— avec a continue (admettant une primitive - plus exactement)

— avec b continue (t — b(£)eA") admettant une primitive - plus exactement)

Démonstration
Soit 7 une solution particuliere. On a donc Do 4(j) = b.
Donc 'équation devient :

Dowp(y)=Dopa(7) <= 3IFCeRtelque p4(y) =C+pa(F)

En exploitant I'inverse de ¢ 4, on trouve Sg (et il y a équivalence donc égalité d’ensembles). O

Trouver une solution particuliére j

Lenjeu est donc maintenant de trouver une solution particuliére.
On doit a Lagrange la méthode de la variation de la constante qui répond
explicitement a cette question (parmi d’autres méthodes).

/“Savoir faire - Comment trouver une équation particuliére? Méthode de
«variation de la constante »

D’apres le théoreme précédent, ce qui reste est de trouver une solution
particuliere.

Sans indication donnée par I'énoncé, la méthode classique a suivre estla
suivante :

1. On normalise 'équation différentielle. Cela peut nécessiter une
étude sur plusieurs intervalles.

2. Onrésout I'équation différentielle homogene : y = Ce=4(®)

3. On cherche une solution particuliere :
— en cherchant une solution évidente,
— en utilisant le principe de superposition des solutions,
— en essayant des fonctions simples (polynomiales lorsque a et
b le sont, trigonométriques lorsque a et b le sont...),
— en faisant varier la constante C, c’est-a-dire sous la forme

y:t— C(t)e™ 4D

(La constante C devient variable : « méthode de la variation de

Pour aller plus loin - Equation a variables
séparables

La méthode présentée dans le remarque est
celle proposée dans le cas des équations a va-
riables séparables : y' x f(y) = g(t). Avec un
changement de variables, il s’agit d’'un simple
calcul d’intégrale (présenté ainsi, cela fonc-
tionne mieux). ..

En 1840, le mathématicien belge Pierre Ve-
rhulst propose un modéle de dynamique de
population qui conduit a I'équation

el

oll a et K sont des constantes associées a la
population considérée.
La résolution donne :

1

X _ —at
1+(y0 1)e

y() =K

On trouve en particulier : y(0) = yg ety o
—+00

K. Ce qui est contraire au modele de Maltus
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la constante »).
Le calcul (a refaire a chaque fois - il permet de vérifier la bonne
résolution de I'équation homogene) conduit a :

C/(t) — b(t)eA(t)

C’est un «simple » calcul de primitive

4. Les solutions générales sont alors de la forme

yit— (K+C(n)e 4

avec C définie au point précédent

Probléme de Cauchy

Théoréeme - Probléme de Cauchy

Soit fo e I et yp € K.

11 existe une unique solution sur I de I'équation linéaire normalisée (E)
¥+ a(t)y = b(t) vérifiant la condition initiale y(t) = yo.

Démonstration

Les solutions de (E) sont de la forme y =y + Ce~ A avec C constante « a déterminer ».
On aalors y(fo) = yo = J(to) + Ce~ A0, donc C = (yg — J(£g))eA10),

Ce calcul donne une et une seule solution car e~ 4(0) >0 0O

Remarque - Résoudre un probléme de Cauchy
Pour résoudre un probléeme de Cauchy, on résout (E) puis on cherche la solution
vérifiant y(tg) = yo.

@Pour aller plus loin - Courbe intégrale Applications. Cas classiques
Cela signifie également qu'il existe une unique ]
courbe intégrale passant par le point (ty, yo). Exercice

Résoudre (E) y' +ty=t.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
_1lp2
2. Léquation homogéne est y’ + ty = 0 de solution £ — Ce™ 2 ©.
3. Une solution particuliére de Eest y =1
_1l.p2
Lensemble des solutions est donc {t»» 1+Ce” 2" ce R}.

Exercice
Résoudre (E) z'=(1+1i)z—2it%+2.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée. A noter qu’ici z:R— C

2. Léquation homogene est z’ — (1+ i)z = 0 de solution ¢+— Ce1+D! = Cel el

3. Le second membre est une fonction polynémiale de degré 2 : t — —2it% +2.
On cherche une solution particuliére de la méme forme : Z(¢) = At +Bt+C

Z’(t)—(l+i)Z(t):—A(1+i)t2+(2A—B(1+i))t+(B—C(1+l')) =—2ir% +2

En identifiant : A = % =1+1i, puis B=2 et C =0, une solution particuliere : Z: t —
+i)>+2t
(On peut/doit vérifier)

Lensemble des solutions est donc {t —2t+(1+ i)t2 + Ce(“m, Ce C}.
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M Attention - Ensemble des solutions particulieres selon le second
membre

§ Attention, si le second membre est colinéaire a la solution homogene, il
faut alors chercher une solution particuliere de «degré » plus élevé...

Exercice
Résoudre (F) y'+y=2e*+4sinx+3cosx.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
2. L’équation homogene est y' + y = 0 de solution — Ce™*.

3. On applique la méthode de la variation de la constante pour trouver une solution particuliere
J(x)=C(x)e™*.
7 (x) + 7(x) = C'(x)e™* = 2¢* + 4sinx +3cosx
Donc C'(x) = 2¢%* + 4sin xe™ + 3 cos xe*, fonction & primitiver. On commence par primitiver

) ; 1 he_ €. .
(cosx +isinx)er = e1+Dx gn — p(1+Dx ?(1 —i)(cosx+isinx).

1+1i
En prenant les parties réelles et imaginaires :

X e* . L x er .
cosxe dx = 7(c0sx+smx) sinxe*dx = ?(—cosx+smx)

On adonc C(x) = e2¥ +2¢* (- cos x+sin x) + %ex(costrsinx) = ezx+ex(% sinx— % cos X).

Lensemble des solutions est donc {x — eX + %(7 sinx—cosx)+Ce *,Ce [R}.

/~Savoir faire - Etudier une inéquation différentielle

Supposons qu’on ait I'inéquation y' + ay < b.

On note alors A une primitive de a et B, une fonction que I'on précisera
par la suite. ..

(ye' @ +B) = y'e® + A'(1)ye ™ + B' = (y + ay)e™® + B' < b’ + B’

car une exponentielle est positive.

Donc si B est une primitive de ¢ — —b(1)e”?), alors (ye” + B)' <0.
Donc la fonction ¢ — y(r)e? + B(t) est décroissante et donc y(f) <
Y(to)e A0 + (B(1) - B(1) e 4.

Cas d’'une équation non résolue. Probleme du recollement

/~Savoir faire - Cas non résolue
A résoudre une équation a(t)y' + b(t)y = c(t) sur I avec a qui s’annule
sur I.

1. On étudiel’équation sur des sous-intervalles de I ol1 a ne s’annule
pas.
Par exemple si a(t) = t et = R; on étudie sur R’ et surR?*.

2. On obtient une famille de solutions, paramétrée sur chacun des
sous-intervalles par une variable a (par exemple).

3. On essaye de «recoller» les solutions. Pour cela, on regarde les
limites de y et de y’ au voisinage du point ) qui annule a de
maniere a étudier la continuité et la dérivabilité de y en t.
Souvent ces limites dépendent de la valeur parameétre a.

Dans la suite du cours : le théoréeme de prolongement de classe €' et
les méthodes de calcul asymptotiques seront tres utiles pour résoudre ce
probléme
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Exercice

Résoudre I'équation tzy’ +y =1 sur un intervalle I de R (on discutera suivant la position
de 0 par rapport a I).

Correction

1. Léquation n’est pas sous forme normalisée. Il faut diviser par 12, cela n'est possible que sur
R etsur RZ.

4 i I /o1 _ 1
L'équation normalisée est alors y' + t—zy =z
On considére donc, pour la suite, I un intervalle de Ri ou de R*.

1
2. Léquation homogéne normalisée est y' + %2}’ =0 de solution t— CeT.

3. Une solution particuliére de Eest y =1
1 1
4. Lensemble des solutions est donc sur R, : {t»—» 1+Cet,Ce R} etR* : {t»—» 1+C'et,C'e R}

On a trouvé une solution sur tout intervalle de Rfr, sur tout intervalle de R* .
Est-il possible d’avoir une solution sur un intervalle de R (contenant 0)? Pour cela on pratique un
recollement :

1
Soit y une telle solution, alors il existe C,C’' € R tel que : YVt >0, y(f) = 1+ Ce? et ¥t <0,
1
yt)=1+C'et.
Cette fonction y est nécessairement de classe 6! sur IcR.
1 siC=0
Elle est donc continue en 0. Or lim+ y() = +oo siC>0
=0 0o siC<0
Il est donc nécessaire que C =0 et dans ce cas y(t) =1, pour tout £ = 0.
De méme ;li%l* y(t) =1 (pour tout C). Donc y est bien continue en 0
Il faut aussi que y soit dérivable sur I, donc dérivable en 0. Or y’(t) =0, pour tout >0,
1
alors que pour tout < 0, y'(1) = ;—ZICe? o 0 (comment lever 'indetermination ?).

Bilan : 'ensemble des solutions y (fonctions de classe <€1) solutions de (E) sur I contenant 0 est
1 sit=0
r—{ 1 ,CeR}
1+Cet sit<0
Notez bien la méthode de recollement!
Remarque - Regle de LHospital
Il n'est pas rare que pour faire le recollement, nous ayons besoin de la regle de

L'Hospital pour lever I'indétermination que I'on obtient en calculant, pour s frontiére
c(t) - b(@)y(1)

de Ilim;—sy'(t) =lim;_
ellimsy (£) =lims—g a0

A utiliser, sans modération!

4.3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants

Enoncé

K désigne toujours R ou C. Insistons : ici a, b, c sont constants, a # 0 (sinon
on revient au cas précédent).
Lannée prochaine, vous élargirez ce point de vue.

p
Définition - Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants

Soient (a, b, c) € K3, a # 0 et u: I — K une fonction continue sur I'intervalle
IdeR.

On dit qu'une fonction f: I — K est solution de I'’équation différentielle du
second ordre a coefficients constants

(E) ay"+by' +cy=u(
si

(1) f estdeux fois dérivable sur I
@) Vielaf'"®+bf' (O)+cf(t)=ur)
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LL’équation ar? + br + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique associée. J

Résolution de 'équation homogene associée

On considére donc I'équation homogene (H) ay” +by +cy=0 a#0.

Lo Analyse - Composition de F,, o Fjg

Conservons les mémes notations et comme a, b et ¢ sont constants, prenons des
primitives affines.

Onadonc (F_qo F_g)(y) = (y' = By) —a(y/ = B) =y = (a+ By + afy.

Et donc, en reprenant les formules de Viéte : a et § sont les racines x2 — (@ + f)x + af.
Considérons donc les racines a et f du polynéme ax’+bx+c= a(x—a)(x— ).
Alors, aF_q o F_g(y) = ay” + by’ +cy. Cette analyse ne marche pas lorsque les
racines sont les mémes : a = .

On étudie les cas particuliers selon la nature des solutions (double ou
simples, complexes ou réelles) de I'’équation caractéristique associée a
I'équation homogene.

Théoreme - Cas complexe
— Si ar? + br + ¢ = 0 posséde deux racines distinctes r; et r, alors
I’ensemble des solutions a valeurs dans C est :

SH:{t»—»Ae”[+per2”;(/1,u)€Cz}

— Siar?+br+c =0 possede une racine double ry € C alors 'ensemble
des solutions a valeurs dans C est :

S {t» A+ e’ (A, w ecz}

Démonstration

Notons ry et rp les racines de ax?+bx+c=alx— r1)(x —r2). (On peut avoir r; = rp).
Alors y solution de ay” + by’ + cy=0<= F_p .t 0 F—r,.1(y) =0.

Sil’on compose (comme précédemment), on a:

ay"+by +cy=0 << @ . oDo@-r1-to@r.roDop—r2-1(y)=0
<3 CjeCtelque oDop—ry-t(y) = Crexp((r; —1r2) )
<3 CyeCtelque oDop—ry-t(y) = Crexp((r —r2) 1)

— Sirp=ry,ay" +by +cy=0<13C1,Co eCtelsque y = (C1 t+ Ca) exp(rat).

— Sir #ry,ay’+by +cy=0<=3C;,CreCtelsque y = exp(ry-1)+Coexp(ra-1).

rn-r
O

Pour le cas réel, la partie correspondant aux racines complexes (A < 0) est
plus subtile.

Théoreme - Cas réel
On suppose ici a, b, c réels, a # 0.
— Siar’+br+c=0 posséde deuxracines réelles distinctes r; et r» alors
I’ensemble des solutions a valeurs dans R est :

SH={t»—»xler”+uer2t;(/1,p)€ﬂ122}

— Siar?+br+c =0 posséde une racine double ry € R alors 'ensemble
des solutions a valeurs dans R est :

Sy = {t-—» A+ e (A, u e RZ}

— Siar?+br+c=0possede deux racines complexes conjuguées a+if3

@Pour aller plus loin - Paramétres

Considérons I'équation aux paramétres phy-
siques : y" + %y' +w3y=0.
2

- 2

Onan=(%]"(1-4Q?).
— siA<0(Q> %) : régime périodique,
les solutions sont de la forme
_wo
e 20 (Acos(wt + ¢) avec o =

%\/QZ - %, Comme wy,Q > 0, les
solutions sont oscillantes, bornées et
de fréquence w = %\/QZ -

— siA=0(Q= %) : régime critique,
les solutions sont de la forme e®% (At +
B)

— siA>0(Q< %) : régime a-périodique,
les solutions sont de la

901+ 1-Q))1

forme Ae @ +

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023

[0 1
2024) g, Q Vi@




116

Fonctions primitives et équations différentielles

et a — if alors 'ensemble des solutions a valeurs dans R est :

Sy= {t»—» Ae®' cos Bt + pe®' sin Bt; (A, p) € [RZ}

Pour la démonstration, commencons par un lemme

Lemme - Solution réelle d'une équation réelle

Soit (H) I'équation différentielle homogene ay” + by’ +cy =0ou (a,b,c) €
R3,a#0.

Si f est solution de (H) a valeurs dans C alors Ref est solution de (H) a
valeurs réelles.

Plus précisément I'ensemble des solutions réelles de (H) est exactement
I'ensemble des parties réelles des solutions complexes de (H).

Démonstration

Démonstration du lemme :
On rappelle que a, b, c € R.Supposons que f = fg + i f7 est solution de (H).

Alors

0=af"+bf' +cf =(afy +bfp+cfr)+i(af] +bf]+cfi)

Donc afy +bfj, +cfr =0 et fg est a valeurs réelles.

On a donc : toute partie réelle de solutions complexes de (H) est une solution réelle de (H).
Réciproquement, si f est une solution réelle de (H),

alors f + i0 est une solution complexes de (H) dont f est la partie réelle.

Démonstration du théoréme :
Les deux premiers cas se déduisent du cas complexe.
Supposons donc que le discriminant de I’équation caractéristique A < 0.
Léquation caractéristique est a coefficients réels donc les racines sont conjuguées : a + if3 et
a—ip.

Les solutions sur C sont de la forme
f5 P Ae(a+iﬂ]t+ue(a—iﬁ)t
La partie réelle est alors une solution de (H) sur R :

t— %(f+f)(t) = %(mme‘“”/" + %@w)e‘”‘iﬁ‘

t— e‘”(Re(/l + ) cos(Bt) + Im(u— A)sin(B t))
O

Remarque - Autre expression pour le cas A <0 _
Dans le cas des racines complexes conjuguées, on peut poser A +ip = Ae” P ouA=0
et ¢ € R. Les solutions s'écrivent alors t — Ae%! cos (Bt + ¢)
C’est un cas souvent préféré en physique.
e Remarque - Base d’'une espace vectoriel
Dans tous les cas (réel ou complexe) Sy = {Afl +ufo, (A, W€ KZ} ol f] et f2 sontdeux
fonctions déterminées par I’équation caractéristique associée. On dira que la famille
(f1, f2) estune basede Sp.
On en déduira que Sy est un espace vectoriel de dimension 2 (=nombre de vecteurs
de la base).
Exercice
Résoudre les équations différentielles suivantes (on cherchera les solutions réelles).
1. ¥ =0?y
yu — _wzy
y' -4y’ +13y=0

»> 0D

y'—4y' +4y=0

Correction

1. Léquation caractéristique est x% —w? =0, de racine +w.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢t — Ae?t + Ale™ ! avec
A A ER
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2. Léquation caractéristique est x% +w? =0, de racine 0 + iw.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — Acos(wt) + A’ sin(w?),
avec A, A’ eR

3. Léquation caractéristique est x% —4x+13 =0, de racine 2 + 3i.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — e?!(Acos(31)+ A'sin(31)),
avec A, A’ eR

4. Léquation caractéristique est x% —4x+4=0, de racine double 2.

Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — (A + A't)e2’s, avec
A A ER

Résolution avec second membre

On considere I'équation complete (E) ay” + by’ + cy = u(t) avec (a, b,c) €
K3, a#0.

Théoréme - Structure de 'ensemble Sg

La solution générale de I'équation (E) est la somme d’une solution parti-
culiere et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s’écrire :

Si y est une solution particuliere de I'équation (E) et (f1, f>) une base de Sy
alors

Sp= {t»—»/tfl(t)+pf2(t)+)7(t); ) EKZ}.

Démonstration
On démontre que y — ¥ est solution de (H) et donc de la forme A fj (¢) + ufo(£) O

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de 'équation (E) est de la forme u(t) = u;(£) +--- +
upn(t)

et si 'on connait des solutions particulieres 1,...,y, des équations avec
les seconds membres u; (1), ..., u, (1),

alors une solution particuliere de (E) est y =y + -+ V.

Remarque - Démonstration
Il s’agit exactement de la méme démonstration que dans le cas n=1.

Ce qui compte ici c’est la linéarité. (Le fait que les coefficients soient constants ne
changent rien concernant ce théoréme de superposition)

Avec second membre : exponentielle-polynéme

On va s’intéresser au cas ou u(t) = e™'P(t) avec m € C et P une fonction
polynomiale a valeurs complexes.

/Savoir faire - Second membre ¢! P(1)

Soit m € C et P une fonction polynomiale de degré n. Alors on peut
trouver une solution particuliere de I'équation

(E) ay"+by +cy=e™P(t)

de la forme 7(1) = e"™'Q(¢) ol Q est une fonction polynomiale
— de degré n si m n'est pas racine de ar? + br +c=0
— de degré n + 1 si m est racine simple de ar? + br +c=0
— de degré n +2 si m est racine double de ar? + br +c=0
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Pour aller plus loin - Equations en physique
1. Dans un circuit RC ou RL, T étant

la constante de temps, E(t) la tension
fournie par un générateur, le signal de
sortie y vérifie I'équation différentielle :

;1
y +;y:E(t)

. On considére un circuit comprenant,
en série, un condensateur de capacité
C, une résistance R, une inductance et
un générateur fournissant une tension
complexe U(t) = erj‘“t (ol1 j2 =-1).
L'intensité du courant dans le circuit
est alors solution de I'équation diffé-
rentielle :
d?i _di

L= +R- + é = joUge "

E
(&) dr? dr

. Une masse ponctuelle m suspendue a
un ressort glisse le long de I'axe (Oy)
orienté vers le haut. Le ressort est étiré
jusqu’a une position y = yo puis laché
a l'instant t = 0. La masse ponctuelle
est soumise a son poids —mg, a la force
de rappel —ky, a la force de frottement

- % On obtient I'équation différen-
tielle :

Démonstration
Le calcul donne :

ay" (t) + by (1) + cJ(1) = [(am? + bm + ) Q1) + Ram + b)Q (1) + aQ" (1)] ™
Si d = deg(Q), alors deg(Q") = d — 1 et deg(Q") =d - 2.

7 est solution de (E) < V¥ t € I[(am? + bm + ¢)Q(1) + Ram + b)Q' (1) + aQ" (1)] = P(r)
Nécessairement les polyndmes doivent étre de méme degré. Donc :
— si mn’est pas racine de ar?+br+c= 0, deg(Q) =deg(P)=n
— si m est racine simple de ar? + br + ¢ = 0, donc 2am + b # 0, alors deg(Q") = deg P, donc
d-1=n,ie.d=n+1
— si mestracine double de ar? + br + ¢ =0 donc 2am + b = 0, alors deg(Q") = deg P, donc
d-2=n,ie.d=n+2
La condition d’existence donne l'unicité (analyse). Il faut vérifier I'existence (synthese). Il s’agit
alors d’'un systéeme inversible de n équations a n inconnues a résoudre. O

) Analyse - Polynome x fonction trigonométrique

On peut utiliser ce qui précede pour le cas o1 (a, b, ¢) € R3 et u(t) = e (P(t) cos ft +
Q(1)sin Bt) avec P, Q des fonctions polynomiales a coefficients réels.

Dans ce cas le second membre est de la forme T()e@*Bt oyt T est un polynome
complexe.

Or ce second membre est a priori réel. Le calcul suivant donne :

%! (P(t)cos Bt + Q(t)sin Bt) = Re((P(t) —iQ(1))e@+ip) t)

on en déduit que T = P(f) + iQ(#) et on peut chercher une solution particuliére (sur
C) de la forme R(£)e® B avec:
— degR=degT si a+if nest pasracine de ar? + br +c=0
— degR=degT sia+if estracine simple ar? + br + ¢ = 0.
(Elle ne peut étre racine double, sinon 1'équation serait a coefficients com-
plexes)
Si y est une solution a valeurs complexes de I'équation avec le second membre
(P(t)—iQ(1)e@+iP! alors Re(y) est une solution particuliere a valeurs réelles.

/Savoir faire - Second membre de la forme e®?(P(r) cos St + Q(¢) sin §1)
On peut trouver (par identification) une solution particuliere de I'équa-
tion

(E) ay"+by +cy=e*(P(t)cos(Bt) + Q(t) sin(B1))

de la forme 7(r) = e*"(T(t)cos(Bt) + R()sin(Bf1)) ou T et R sont des
fonctions polynomiales
— de degré n = max(deg(P),deg(Q)) si a + if n'est pas racine de
ar?+br+c=0
— dedegré n+1 = max(deg(P),deg(Q)) + 1 si @ + i § est racine simple
de ar?+br+c=0

Exercice
T. Résoudre y"' —y' —2y=3e"! +1.

2. Résoudre y" +2y +5y =cos? 1.

Correction

1. Léquation homogéne est (H) y” —y' —2y = 0 d'équation caractéristique r2 —r —2 = (r —
2)(r+1).
Les solutions de (H) sont de la forme # — Ae?% + A’e™ L.
En exploitant le théoréme précédent et le principe de superposition, on cherche une solution
particuliére sous la forme
Jit—Cite ' +Cy
Or
'O -7 () -2 =CrI(=2-D+(1+1-2)tle '+ Cr=-3Cle [+ Cy
Donc C; = —1 et Cp =1 et les solutions de (E) sont :

r—Ae 2+ (A -ne'+1 avec A A €R

12
ay

(E) mes

+K%+ky:—mgp
r
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2. L'équation homogene est (H) y" +2y' +5y = 0 d'équation caractéristique r2 +2r +5, de dis-
criminant A = —16 et donc de racine —1 £ 2i.
Les solutions de (H) sont de la forme ¢ — e~ f(Acos2t + A'sin21).

En outre cos?t = 5(0032t+ 1), donc le second membre est (en partie) de la forme

%L (P(1) cosfBt+Q(t)sinBt), avec ¢ =0, =2, P(t) = % et Q(r) =0.
Pas besoin de monter en degré et on peut donc chercher une solution particuliére de la forme

y:t— Cycos(2t) + Cysin(2t) + C3

Or
7'(6) + 27 () + 57 (8) = (C1 +4Cp) cos(2t) + (Cp —4Cy) sin(2t) +5C3

Donc Cy = ﬁ, Cr= ﬁ et C3 = % et les solutions de (E) sont :

1 1
t— e !(Acos2t+ A'sin2r) + eV (cos2t+4sin2t) + 0 avec A, A eR

Résolution du probléme de Cauchy

Théoreme - Conditions initiales

Soit (E) ay"+by +cy=u(t) avec (a,b,c) e K3, a#0et u:I— K del'une
des formes précédentes. Soit (y, yo, y(’)) eI xK xK.

Alors il existe une unique solution f: I — K telle que f () = yo et f'(tp) =
Yo-

La démonstration est simple : les deux conditions initiales fixent les deux
valeurs des deux variables libres A et p.

Démonstration

e Cas A#0.

Soit y une solution de (E), alors il existe A, i € C tels que y = Ae’1 + pe'2?,

On a également y(1g) = yo = Ae"1%0 + e et y'(19) = yg = ryAe™ 0 + e,
Ce qui donne le systéme de Cramer de déterminant (rp — r1)e1+72)2 £ :

/
n”yo—Yy _,
— =77 ‘0,1
{ et} +e2ly =y A r2—11 €

rie"oA ey =yl = _ rlyo—y(’)e_rzt0
r-—rz2

On a donc trouvé au plus une solution au probléeme. La réciproque prouve que cette fonction est
bien solution.
e CasA=0.
Soit y une solution de (E), alors il existe A, u € C tels que y = (1 + /,tt)e”.
On a également y(1g) = yo = (A + ptg)e™ ™ et y'(fg) = yj, = (rA+ p+rpto) +e’'0.
Ce qui donne le systeme de Cramer de déterminant 1 #0 :

[ f _ _ i
e +e' 0 fyu =3 Af(y0(1+rt0)—y6r)er0
re'A  +Q+rp)e oy =y p=(=yor+yge"

On a donc trouvé au plus une solution au probléme. La réciproque prouve que cette fonction est
bien solution.
0O

Exercice

Résoudre le probléme de Cauchy : ' —2y' + y = te’ avec les conditions y(0) = 0 et
/
Y0 =1.

Correction

L'équation homogeéne est (H) y"" -2y’ + y = 0 d’équation caractéristique r2 —r +1 = (r —1)2.

Les solutions de (H) sont de la forme ¢ — (A+ A'f)e’.

En exploitant le théoréme de la partie précédente, on cherche une solution particuliere sous la forme

Fit— (C 12 +Card)et
Or
7' () =27 () + §(1) = (61 (22 -202 + %)+ (4t -4+ 2]+ C3[(3 =33 + By + (61° - 61%) +6t]) et

Donc C; =0et Cp = % et les solutions de (E) sont :

i 13 t i
t—(A+A t+6t )e avec A,A eR
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Avec les condition de Cauchy, cela donne :

A = 0 - A=0
A +A = 1 Al=1

Donc la solution du probleme de Cauchy est y: t— (£ + étS)et
Exercice
Résoudre les équations différentielles de la physique (cadre)

Correction

5. Bilan

Synthese

~+ A toute fonction f, on associe (par un tableau) une fonction f’ qui

est sa dérivée. Réciproquement, on peut essayer de lui associer une
fonction F dont elle (=f) serait la dérivée. Cette fonction F non unique
s’appelle une primitive de f. On a un tableau de fonctions usuelles a
APPRENDRE par coeur.

Il n'existe pas d’algorithme simple de primitivisation comme il en
existe de dérivation. La seule chose que I'on sait (et que 'on démon-
trera plus tard) est que toute fonction continue sur un intervalle I ad-
met une primitive sur cet intervalle I. On fait ce que I'on peut en recon-
naissant localement des situations : pour une somme de fonctions, la
linéarité suffit; pour un produit, on exploite une intégration par par-
ties; pour une composition, on utilise un changement de variable.

Une équation différentielle est une équation (égalité) dont 'inconnue
est une fonction et qui associe cette fonction a ses dérivées. Léquation
peut étre linéaire, d’ordre quelconque (un entier), écrite sous forme
normale. .. On lui associe une courbe intégrale.

Lensemble des solutions apparait (pour les équations différentielles
linéaires) sous forme d'un espace affine.

Le probleme théorique consiste a trouver des hypotheses qui assure
I'existence d’'une solution (unique?) a une équation différentielle, sur
un intervalle le plu grand possible.

Pour les équations différentielles linéaires, une théorie satisfaisante est
donné par le théoréme de Cauchy. A connaitre par coeur avec toutes
ses hypotheses et toutes ses conclusions (ordre 1 ou 2)...

Le probleme pratique consiste a résoudre 1'équation. Nous avons mis
au point des stratégies : la méthode de la variation de la constante
(pour les EDL1). Au passage, on rencontre le probléme du recollement
de solutions sur des intervalles joints; ainsi que I'étude des inéqua-
tions différentielles.

Pour les EDL2, nous nous limitons cette année aux équations a coeffi-
cients constants. La méthode est simple : il s’agit de mettre en paral-
lele cette équation différentielle et I'équation caractéristique (polyno-
miale de degré 2), puis de résoudre cette seconde équation. La forme
des solutions et les solutions de cette seconde équation (polynomiale)
donnent la forme des solutions et les solutions de la premiere (diffé-
rentielle).

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - e** cos fx ou e**sin fx
Savoir-faire - sin” xcos™ x
Savoir-faire - Fractions rationnelles

ax’>+bx+c
Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale
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Savoir-faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée
Savoir-faire - f(x) = P(x)e**

Savoir-faire - f(x) = P(x)In(Q(x))

Savoir-faire - Changement de variable - dans la pratique
Savoir-faire - Calculer une primitive par changement de variable
Savoir-faire - Bijection par morceaux

Savoir-faire - Calcul pour f(f) = sin” tcos’™ t avec n ou m impair.
Savoir-faire - Cas général (tan 3).

Savoir-faire - Variable dans les bornes de 'intégrales.
Savoir-faire - Découper I pour avoir des équations normalisées
Savoir-faire - Méthode de « variation de la constante ».
Savoir-faire - Etudier une inéquation différentielle.

Savoir-faire - Cas non résolue (recollement).

Savoir-faire - Second membre de la forme e®’ (P () cos S+ Q(z) sin 51).

Notations
Propriétés Remarques
de ® Par extension : [0]% = ®(b) - ®(a) On trouve parfois ®(£)]* .
> f entre a et b. Il s’agit de l'aire  Pourtout a € @ et f continue X—
ourbe

des) primitive(s) de f

J7 f(r)dt est une primitive de f

Attention : il n'y a pas unicité de la
primitive de f.

Retour sur les problemes

25.

26.
27.

28.

29.

30.
31.

32.

Il est miraculeux qu’ils s’agissent des deux faces d'une méme piece.
C’est Newton et Leibniz qui s’en rendirent compte les premiers, in-
dépendamment et en prenant des chemins tres différents. Certains
pensent que Fermat I’avait compris. .. Un célebre faux du XIX siecle fit
croire a Michel Chasles que le premier avait été en réalité Blaise Pascal.
Un mauvais pari de 'académicien francais.

C’est 'application x — 2% ug = uge*"?

Rien de simple. D’ou1 les deux méthodes : intégration par parties (pour
un produit) et changement de variable (pour une composition).

Oui c’est possible, on I'apercoit dans le cours. Mais le moins qu’'on
puisse dire c’est que la technique est tres technique!

Toute fonction continue est intégrable (voir plus tard dans ’année). La

réciproque est fausse : certaine fonction non continue sont néanmoins

intégrable. En regardant la courbe, on trouve qu’il y a une compensa-
T

tion : f tan(r)dt =0.
0 sin

Mais concrétement, une primitive de tan = o5 st — In(| cos|) + K, mal

définie en % On ne peut inopinément écrire : +oo—o00=0...
Cf. Cours de physique

Le théoreme de Cauchy a pour but de répondre a cette question.
Dans le cadre des équations linéaires, il allie nombre liberté (ordre de
I’équation) et nombre de contraintes (conditions initiales).

Nous verrons une autre option pour étudier des équations différen-
tielles : la force brute de calcul de l'ordinateur. La solution ne sera
qu’'approchée, mais 1'approximation sera diablement efficace (mé-
thode d’Euler, Heun...).
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Chapitre

Calculs et opérations avec des
sommes ou des produits

@Résumé -

Pour commencer, nous apprenons a manipuler les symboles ) et I].

Nous prendrons également le temps d'étudier les méthodes d’étude des doubles
sommes (finies).

Les résultats se basent sur la commutativité de l'addition. Tant que les sommes
sont finies, il n'y a pas de surprise dans les résultats obtenus. Le cas infini sera
étudié plus tard.

Nous obtenons alors un premier résultat intéressant : les coefficients binomiaux
(point de vue complémentaire a celui vu au lycée) et leur application a la for-
mule du binome de Newton. Nous faisons un petit plongeon dans Uhistoire des
mathématiques au XVII : les coefficients binomiaux agitaient la communauté des
mathématiciens de l'époque.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet (de pénibilités variées) :
— Yvan Monka - Symbole Sigma. https :/lwww.youtube.com/watch ?v=0zspJuzo7L8
— El]Jj - Nombres de Catalan. http :/leljjdx.canalblog.com/archives/2017/02/20/34959863.html
— Maths moi ¢a - Létonnant triangle de Pascal. https ://lwww.youtube.com/watch ?v=IzkfjbWffpc
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1. Quelques problemes

? Probléme 33 - Nombres triangulaires

Lorsqu’on fait la somme 1+1+1+... 1, on peut décrire tous les nombres
entiers.

Si on somme ensuite les résultats obtenus : 1 +2 + --- + n, quel nombre
obtient-on?

Ce nombre est appelé nombre triangulaire d’ordre n, noté T,. Par
exemple: Ty =14+2+3+4=10.

Si on somme ensuite les résultats obtenus : Ty + To+ -+ T, =1+3+6 +
10+---+ T,, quel nombre obtient-on ? Et si on continue, toujours ?

? Probléme 34 - Développement
Donner, pour tout entier n, la forme développée des applications po-
lynomiales x — (x - D(x—-2)(x-3)...(x—n) et x — 1+ x)(1 +2x)(1 +
3x)...(1+nx)

? Probléme 35 - Suite de nombres. Et le suivant ?
Prenons la suite obtenue a la question précédente : 1,4,10,20,35. Quel
est le terme suivant ?
Et de maniére générale étant donnée une suite quelconque de n termes
donnés explicitement, comment trouver le terme suivant ?

? Probléme 36 - Interpolation a pas constant
Quelle est la fonction f de degré minimal tel f(0) =1, f(1) =-1, f(2) =1,
f3) =42

Généraliser la question et donner une réponse. ..

? Probléme 37 - Développement de puissance

Considérons le calcul typiquement algébrique : (a + b)" ol1 a et b sont
deux nombres quelconques et n en entier.

L'expérience montre que pour n = 4 (par exemple), on trouve en déve-
loppant cette expression : a* + 4a’b + 6ab? + 4ab® + b*.

Est-il possible de décrire simplement cette expression : quels sont les fac-
teurs a et b obtenus, est-il facile d’exprimer/calculer le nombre situé de-
vanta'bl ?

Et que se passe-t-il si 'on considére plutét (a+b+c+...)™ ?

2. Symboles ) et ][]

2.1. Définition

Remarque - Terme sans ambiguité
La facon naturelle d’écrire une somme longue est de :

1. donner les premiers termes
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2. s'assurer que la suite logique des termes est comprises, puis de remplacer ces

termes (en grands nombres) par des points de suspension

3. donner la valeur du dernier terme.

Mais comment s’assurer qu’il n'y ait pas ambiguité? On préfere souvent une

formulation explicite :

(Déﬁnition - Notation }_ et ][]

Soient ay,...,a, n nombres réels ou complexes. Laddition dans R ou C
étant commutative (on somme dans 'ordre que I'on souhaite) et associa-
tive (les parentheses ne sont pas nécessaires), on note

n
Y ai=ar+-+ap
i=1

De méme on note

n
[Tai=aia,...an.
i=1

~

\Le terme a; s’écrit sous forme d’'une formule dépendant de i.

Remarque - Bons usages et généralisation de notation

Bien évidemment, 'indice i (qui peut aussi s’appeler k, [, m, p ...) de la somme peut
démarrer a une valeur entiére autre que 1, toutefois la valeur de départ (sous le signe
Y") doit étre inférieure a la valeur d’arrivée.

Exercice

Ecrire avec le symbole Z lecalcul 1+2+4+---4+128
Correction
7
On reconnait des puissances successivesde 2. 1+2+4+---+128 = Z 2k

k=0
Plus généralement,

p
Définition - Extension de notation )_ et []
Si I estun sous-ensemble finide N, I = {iy, is,...,ip}, on note

Zai =aj +aiy + -+ ai, :Zaiﬂj(i)
iel i
01‘11]1:1'—»{ Lstiel

Osiigl
On peut également noter, si 27(i) désigne une propriété sur les entiers
(parité, imparité...),

2 ai= )3 ai =Y ail? )

i|12(i) ie{jeN|2(j) vraie } i

est I'indicatrice de I.

ol [#(i)] est la notation d’Iverson qui vaut 1 ssi 22(i) est vraie et 0 sinon.

Ces notations se généralisant au produit.
\

n
7 Exemple - Z a;

i=1

n
Par exemple Z a; = Z a; = Z a;.

i=1 i€[1,n] 1<i<n
Cette derniere est un abus de Z a;.
ieN | 1<isn

Exercice
Sans utiliser la notation Y, donner I'expression développée de

Ly (e 1

—, ) T
ilo<i<6 21t 1 jlo<is7 l+) ilo<B<io i°Fi+1

sembles

régle générale, soit par extension
{i1,i2,...,ip} soit par compréhension
i1 2(i) (vraie)}

Pour aller plus loin - Descriptions des en-

Nous verrons qu’'un ensemble se définit en

I =
I =

Pour aller plus loin - Notation N,
On note, tout au long de I'année :

Np = [1,n]

Cet ensemble commence bien a 1.
Cette notation n’est pas standardisée
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Correction
1 1 1 1 1 1 1 1 ) 1 111
—— = sttt — - ) Bt =346+9+ 14—+ -
ilosise 21+l 1357 9 111 g ] 273 4
1 1 1 1
iIOsi3s10i2+i+1 1 3 7

[ Attention - Attention a ne pas donner une existence a une variable
muette!

n
§ Que vaut (Z Zk) + k?Rien!
k=1

Exercice
Exprimer la somme des inverses de tous les nombres premiers inférieurs a N

Correction
1 1 1
Par exemple ) —[p < N|[p, premier] ou encore Y —[p, premierjou Y —...
pP p<N P peznNy P

2.2. Quatre regles opératoires

Nouvelle description de 'ensemble

Si on a un doute, on exploite au brouillon des points de suspension.

§e Analyse - Changement d’indice

Supposons que 'on ait a calculer S =Y ;¢ 4 a.

On peut supposons arbitrairement que A = {ay, ap, ... an}.

Alors S peut s’écrire sous la forme Z a; ou M est une description quelconque de
I'ensemble [[1, n]]. M

Deux cas sont classiques : M ={1,2,...n} ouencore M ={n,n—-1,n-2,...n—(n—1)}.

n n-1
Ainsi,onaS=) a;= Y a,_p, parexemple.
i=1 h=0

On peut imaginer d’autres écritures. ..

/~Savoir faire - Exemple de changement

n
Faire le changement d’indice i = n— k pour Z (2k+1)

k=1
Onadonck=n—-iet2k+1=2n-2i+1=2n+1)-2i.
k i
Et le tableau de correspondance:| 1 | n—1 |
n 0
10 n-1
Donc ) (2k+1)= ) [2n+1)-2i]
k=1 i=0

On notera que les termes i sont notés dans I'ordre croissant (ce qui inverse
I'ordre du calcul effectivement réalisé).

Exercice

Compléter les expressions qui suivent :

n .
D ai=) ap 1= anp
i=1 .

Correction

n n+1 n-1
Yoai=Y ag1= Y any
i=1 k=2 h=0

Somme, par récurrence

£ Analyse - Y et récurrence
Le symbole somme est particulierement liée au raisonnement par récurrence.
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En effet celui-ci a également pour vocation de formaliser le raisonnement avec des
points de suspension.
n
Plus précisément, si on note, pour tout n € N, Sy, = Z ay, alors (Sy) est exactement
k=0
la suite définie par Sg = ag et par la relation de récurrence : pour tout n € N, S;41 =
Sn+an+1

Proposition - A savoir!
On apour (a;);,(b;)j,A€RouC,:

M=

AZ ai
/1”+1 l—[ a;

n n n

Y (ai+b)=) ai+)_ b;
i=0 i=0 i=0

n n n
Haib,-:Ha,-x Hbi
i=0 i=0 i=0

I
o

::]:

~
Il
(=]

Démonstratlon
On note Ry, = Z (a; +b;), Snp = Z ajetTy = Z b;,
puis pour tout entier n, 9n Rn =S+ Tn

— Rg = (ag + by) = ag + by = Sp + Ty, donc &P est vraie.
— Soit n €N, supposons que &), est vraie.
Rp+1=Rp+(an+1+bp+1) =Sn+ Tn+ an+1 +bps1 = Sp+1 + Rptl
Donc 22,41 est alors vraie.

La récurrence est démontrée.
Pour le second résultat, on va exploiter une méthode : I'utilisation d'un invariant de boucle.

n n
Notons, pourtout neN, A, =Y Aa; -1 a;.
i=1 i=1
n n
Apt1 = Z Aaj+Aaps — /1(2 a; +an+1) = An.
i=1 i=1
Donc (Ay) est une suite constante, égale a Ag = Aag — Aag =0.
n n
Donc pour tout n €N, Z Aa; =7 Z a;.
i=1 i=
De méme :
D’apres la commutativité de la multiplication :
n

n n
[T aibi = (a1by) x (azb2) -+ (anbp) = (araz - an) x (b1ba---bp) = [[ a; x [] b;
= = =
En conséquence du cas précédent (b; = A, pour tout i € Ny) ]_[ Aa; = (Aay x Aag--- x Aay) =
i=

n
M arag---an) =A" ] a;
i=1
o

Sommation par paquets

Remarque - le n+1 de A"*! dans le dernier produit

.. est donc en fait le cardinal de I, ensemble sur lequel on fait le produit.
En fait, on peut généraliser :
Exercice
Si Aet B sont deux ensembles disjoints de E, montrer que pour touti € E, T4,5()—-14(1)—
1g(i) =
En deduwe que Y a;=)Y ai+) a.

i€ AUB i€eA i€B

Correction

Comme A et B sont disjoints, ou bien i€ Aeti¢ B,oubieni¢ Aetiec Boubieni¢ Aeti¢ B.Pour
chacun de ces trois cas, on a respectivement :

1-1-0=0
Taup—Ta-Tp= 1-0-1=0
0-0-0=0

Dans tous les cas : T4up =14 +1p.
Puis, on multiplie par a; et on additionne :
Z a; = ZaiﬂAug(i) = ZaiﬂA(i) +Zai1]3(i) = Z a; + Z a;
i€ AUB i i i i€eA ieB
Généralisons ce résultat. Il faut commencer par définir une notation :
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s N
Définition - Réunion disjointe

On note C = AW B, par signifier la double information :
— C=AUB
— AnB=¢
Autrement écrit : x € C si et seulement si x € A ou (exclusif) x € B.
On peut généraliser cette notation a plusieurs ensembles :
n
C :trj A; signifie: x € C si et seulement si 3!i € N, tel que x € A;.

i=1
- J

On a alors la relation de Chasles pour les sommes :

Pour aller plus loin - Autre notation
On trouve parfois également la notation : C =
AUB ouencore C= Al B.
Ce + est la pour pourvoir signifier un résul-
n
tat que I'on verra plus loin, si C =|H A;, alors
i=1

n
card(C) = Y card(A;).
i=1

Proposition - Sommation par paquets

Soit une famille (E;),cs une famille d’ensembles indexés par S.

On suppose qu'il s’agit d'une famille d’ensembles disjoints2a 2 :
Vr#r' €S E,NEy=@.

Alors

DX a|= Y @

reS(keE, ) ke LﬂgE,
TES

On voit ici apparaitre une double somme. On en reparlera plus loin.

Démonstration
Onalaencore: E =4 E, etdonc
res§
IEFK)=1 < EI!r(—:StelqueﬂEr(K) =letVseS\{r}1g,(K) =0
= Y 1pK=1

reS
Donc, ceci étant vrai pour tout k, on a 1'égalité de fonctions
=) 15,
resS

Alors, comme précédemment :

oap =) alp) =) ag ZﬂEr([K))
K
)=
E

keE K res
=22 alE 00 = ) Y arl, (K)
k reS €S k
=2 X a
reSkeEy

O

Remarque - Interversion des symboles X

Dans la démonstration, on a inversé deux symboles X. Cela sera justifié par la suite,
car il s’agit d’'une somme finie.

C’est comme si on sommait les termes dans un tableau : d’abord en ligne, puis en
colonne; ou d’abord en colonne, puis en ligne. Dans tous les cas, on obtient le méme
résultat car il s’agit d’additionner une et une seule fois tous les termes du tableau.

/“Savoir faire - Exploiter une sommation par paquets

On a parfois intérét a découper I'ensemble E en (réunion de m) sous-
ensembles disjoints E=EyWEy---WE,, .

On calcule alors la somme par paquets :

i(z ak):Zak

r=1\keE, keE

Télescopage

C’est la seule méthode ui donne une formule explicite.
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/~Savoir faire - Méthode du télescopage (ou dominos)
Soit (u#,) une suite. Soient p,n e Ntelsque p<n

n
Alors ) (Ujest — Ug) = Ups1 — Up
k=p

( = (up+l - up) + (Llp+2 - up+l) + (up+3 - up+2) +et (Ups1 — un))

@ Remarque - « Voir » le téléscopage
Deux remarques :
— Dans la plupart des situations, la somme ne se présente pas directement sous

n
laforme ) (ugy; — ug), il faut commencer par faire “apparaitre” cette forme.
k=p
— On peut aussi avoir intérét a écrire la somme avec des points de suspension
pour confirmer le télescopage apercu

Exercice
noook+1
Calculer ) In——.
=
Correction

L R
Y In— =) [In(k+1)-InK)] =In(n+1)-In(1) =In(n+1)
=1 K3

2.3. AvecPython

II arrive souvent que 1'on rencontre des calculs de sommes a effectuer sous
Python. La méthode est simple, on emploie des boucles :

— for, sil’on connait bien I'ensemble sur lequel est definie i

— while, sii est définie par une propriété

m
Informatique - )  a(K)
k=n
1 def Sommel (n,m):
2 S=0
3 for k in range(n,m+1):
4 S=S+a (k)
5 return (S)

Informatique- ) a(i)

il f<n
1 def Somme2(n):
2 S,i=0,0
3 while f(i)<=n:
4 S=S+a (i)
5 izi+l
6 return (S)

Remarque - Lordinateur (calculatrice) comme un obstacle?

Lune des principales raisons de la faiblesse des éleves pour le calcul est 'usage trop
tot de la calculatrice.

Il faut laisser le temps pour comprendre, maitriser, puis ne pas oublier le sens du
calcul avant de passer a la calculatrice.

Néanmoins, il ne faut pas systématiquement tout jeter!

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre
Ecrire un programme permet souvent de mieux comprendre la nature du
calcul.
C’est le cas en particulier :
— pour le calcul de somme.
— pour le calcul de probabilités.

Pour aller plus loin - Théoréme fondamen-
tale de I'analyse entiére?

Intégrer— Dériver sont les deux problemes in-

verses I'un de I'autre. Ils sont définis pour des

fonctions de la variable réelle.

Pour la variable entiére, les fonctions sont des

suites. Et intégrer consiste simplement a faire

le calcul X3 ay.

Alors a quoi correspond la dérivation de la va-

riable entiére? Au calcul ay+1 — an! (c’est pas

exemple comme cela qu’on voit si une suite est

croissante...).

La formule du télescopage présente ce lien :

Y <06
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Dans ce cas, ce n’est pas le calcul mais la modélisation elle-méme
du probleme qui est mieux comprise.

Exercice
Ecrire une boucle (double ?) pour faire le calcul :

100200—i
ixj
i=1 j=i

Correction
5=0
for i in range (101):

for j in range (i, 200-i+1):

S=S+1ix]

return (S)
e Remarque - Varier les parametres et informatique
Linformatique permet aussi de facilement faire varier les parameétres. On a vu la force
de I'usage des parametres dans le calcul. Mais c’est aussi, de maniére générale, la force
del'excellent mathématicien. Python nous aidera largement : ce n’est que légérement
une boite noire pour nous, nous aurons donc pour ambition de bien maitriser tous
nos faits et gestes informatiques (pas de clicothérapie!).

2.4. Des sommes connues

Proposition - Sommes de puissances d’entiers consécutifs
Soit n e N*. Alors :

£ _nn+1) 1 2> nn+1)2n+1) 12 3 (n(n+1))2
L= LR LR =T

k=1

On peut faire une récurrence, ou bien chercher a démontrer le résultat direc-
tement. Une méthode classique : user le télescopage.

Démonstration

Nous démontrons le second résultat en admettant le premier.
Notons d’abord que pour tout entier k : (k+ 1)3 — I3 =3Kk2+3k+1.
Donc, en voyant un téléscopage :

n n n n n
D)3 -1= Y (k+13-K31= Y B2 +3k+11=3 ) K®+3) k+ Y 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Ainsi (toujours d’abord factoriser!) :

(n+1)@n*+n) _ nn+1)@2n+1)

3n(n+1) i (n+1) [2(’“1)27273”] _ _

n
3Y k2 =m+1)3-1-
k; (n+1) 2 2 2 2

O

Exercice
Démontrer par récurrence les résultats précédents

Correction
nn+1) )2

n
Posons pour tout n € N*, &, :« Z k3 = ( )

k=1
1(1+1))2_1
) =

1
-y KB=1et (
k=1
— Soit n €N et supposons &2, vérifiée.

n+l n 2
S il :Zk3+(n+1)3:(m) +(n+1)°
k=1 k=1 2 ) )
21,2 (12 +2)

(n+ D2 +4n+4)]—74

Donc £,+1 est vraie.
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/~Savoir faire - Se passer du formalisme d’une récurrence ou invariant de
boucle
On peut souvent se passer de la formalisation de la récurrence (mais
avec les mémes calculs).

. . . o n(n+1))2
Ici on consideére la suite u, = Y k* - (T) .

k=1

On note que u#,+1 = U, (méme calcul que &, = ;1) et que u; =0.
Donc pour tout n € N*, u;,, = 0. CQFD.

Proposition - Calcul d’'une somme arithmétique
Pour une suite arithmétique :

VneN Uy =up+r
ona:

Um+ Up

m
Y up=(m-n+1)x
k=n 2

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes) x (moyenne des termes extrémes)

Démonstration
Pour tout k, uy = up +(k—n)r.

m m m m-n

Youg=Y up+r Yy (k—-n)=(m-n+Dup+r Y i

k=n k=n k=n i=0

1 m-n+1 Um + Un
:(m—n+l)un+r5(m—n)(m—n+1):f(un+r(m—n)+un):(m—n+l)x?
O
Exercice

Démontrer le résultat en suivant la « méthode de Gauss » (double somme inversée.. .)

Correction
m m

On note S, la somme en question : 25=S8+S= Z Up + Z u. Dans la premiere somme on note
k=n k=n
h = k et dans la seconde on fait le changement d'indice h=m—-k+n:

m m m
28= 3 up+ Y. Uman-n= 3 Wn+h-nr+up+m+n-h-nr)
h=n h=n h=n

Ms

m
(Un+up+m-mr)= Y (up+um)=(m-n+1)(up+um)

h=n h=n

Proposition - Calcul d'une somme géométrique
SoitxeR (ouxeC)etneN.Onaalors:

n n+1 six=1
Zxk: 1_xn+1

- — six#1
k=0 1-x G

Plus généralement pour une suite géométrique de raison g #1,on a:
nb de termes

l-q

l-q

somme de termes successifs = ler terme x
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Démonstration
n n

Six=1, ) xk = Y 1=n+1
k=0 k=0

n n
Six#1,(1-x) ) nxk = > (xF = xk 1) = 0 — x"*1 tglescopage. O
k=0 k=0

Exercice
Calculer 1+2+4+8+16+32+64+128

Correction
C’est la somme de 8 termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison 2.

Donc1+2+4+8+16+32+64+128=1x =28 _1=255.
Quel lien avec I'écriture en binaire des nombres entiers sur 8 octets ?

On se rappelle, avec les petits Bernoulli :

Proposition - Une factorisation a connaitre
Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
a"-b"=(a-b) Y a""Fp*
k=0

4 Application - 3" — 2", sous forme d’une addition de 7 termes
3 -2n=(3-2)3" 1 +2..3"2+4...3" 3 4+... 4272 34207,

# Application - Factoriser a5 — b°

Vu au chapitre précédent.

a® —b° = (a-b)(a* + a®b+ a®b? + ab® + b*)

Démonstration
On développe et utilisons la méthode du téléscopage :

n-1 ok n-1 ok n-1 k r n-1 ., n-1 L.
(a-b) Y a1k = ¥ @ kpk Y gD pktl Z gnp0 N gnipi N g pl - a0p" = b
=0 k=0 k=0 i=1 j=1

xk..,D

M=

Puisen prenanta=1,1-x"*1=(1-x)
k

0

Exercice
Peut-on factoriser a” + b" ? Si oui, factoriser le.

Correction
Sib=-a,a" +b" =a"(1+(-1)") =0 si n est impair.
On peut factoriser par a + b dans ce cas :

a"+b" = (a+b) (@ —a" b+ a" B e+ (DR IR 4y p

car n— 1 est alors pair

2.5. Sommes doubles (multiples...)

*Heuristique - Somme a multiples indices
On peut faire une somme d’éléments pris dans un ensemble fini. Mais la description de
ces éléments n’est pas toujours naturellement données sous la forme x;, i € [0, n].
Parfois les éléments apparaissent comme les éléments d’'un tableau (matrice) et sont donc
doublement (ou plus) indexés : xiyj,i €Ny, j € Nyy,.
Les choses se présentent différemment selon que i et j sont «indépendants » entre eux ou
non.

Cas i et j indépendants. Produit cartésien d’ensembles

L Analyse - Du sens des formules
Comment décrire avec des symboles Y la somme suivante :

S=ajj+ap+-+raymtaz1+--taymtctap)totanm
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On peut voir cette somme de la facon suivante :

S=(mi+ai2++ay,m)+(azg1+ - +agm)+-+(an1+ -+ anm)

On y voit n sommes, chacune composée d’'une somme de m termes :
n m
§=2 | X i
i=1\j=1
Evidemment, la somme étant finie, 'addition commutative, on a également :

m n
S=ai1+a++api+ai2+ -+ ap2 ot aymteotangm= Y. ( a,-yj)
i=1

j=1
Et finalement on peut écrire :

m m [ n
B{EeElE ), B
i=1\j=1 i=1 (i, /)Ny XNy,

(Déﬁnition - Somme double )

On considere une famille de nombres réels ou complexes (a;, ;) indexée par
deuxindices i et j, i compris entre 1 et n, j compris entre 1 et m ol n et m
sont deux entiers non nuls donnés. On peut représenter ces nombres par
un tableau ou I'indice i désigne la ligne et I'indice j la colonne :

arn ai,j ai,m
a1 ai, j ai,m
an,1 Qnp, j an,m

La somme de tous les éléments de ce tableau est notée

Y aij=

l<isnl<jsm
(.

ai,j.
(i, ))ell,n]x[1,m]

/“Savoir faire - Somme multiple (indépendance)

Pour la calculer on peut procéder d’au moins deux facons, la premiere

consiste a faire d’abord la somme des termes ligne par ligne, puis d’ad-
ditionner les résultats :

somme de la ligne i

une seconde étant de sommer d’abord les termes colonne par colonne
puis d’additionner les résultats :

m n
X aij=) (
1<isnl<jsm j=1 i= Jj=
——
somme de la colonne j

m
ai) =22 aij.
1 L.

i=1

—
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Remarque - Diagonale

11 y a d’autres possibilités, par exemple en sommant suivant des lignes diagonales
lorsque n = m.

On reverra cela plus loin.

Exercice

Calculer Y ij

1<isn,l<j<p

Correction
2 ) & (&) & . pp+l) nn+lpp+])
s=3 (L u)-£1(£1]- £ 2D - meir
i=1\j=1 i=1 \j=1 i=1

Comme le montre I'exercice précédent :

Proposition - Produit de deux sommes (développement ou factorisa-
tion)
Soient des réels (ou des complexes) a; et bj, 1 <i<n,1<j<p.Alors:

b

n
=

AEn),

1 @@, )ell,n]x[1,p]

Démonstration
C’est assez simple, par développement :

n p n p
(Ea)Le)-(Ealfe))- = an
i=1 j=1 i=1 j=1 (i, H)ell,n]x[1,p]
O

Cas i et j dépendants

*Heuristique - Cas: i et j dépendants
Ici on somme seulement certains termes du tableau rectangulaire a; ;.
Et donc les indices sont dépendants I'un de I'autre!
Par exemple, dans cette situation, les valeurs prises par j (a l'intérieur de la somme)
dépendent de celles prises par i (a 'extérieur de la somme). Il y a, en revanche, souvent
liberté dans le choix de I'ordre de sommation (d’abord i ou d’abord j).

L Analyse - G = {a; j,i €Ny, j € Aj)
On suppose que G est décrit parfaitement ainsi : {q; j,i € A, j € A;}.
Donc

Y a=Y aijlla, =) ( 2 “w’)

aeG i,j iceA\jeA;

Evidemment, lasomme ) ( Y a;, j) ne signifie rien (A; ne peut exister car i n’existe
jeA; \ieA
pas) et donc les choses ne commutent pas facilement ici.

Proposition - Somme double classique Z ai,j
1<j<i<n
Soit (a;,j) j, jyene une famillle de nombres réels ou complexes :

n i n n
2 =2 aij=). ) ai.
i=1j=1 Jj=li=j

1<j<is<n

Démonstration
On a les calculs suivants :

Y aij =Za,~‘j[1sjsisn]=Z(Za,-,j[1sjsi][1si<n])

1sj<isn i,j i\j

n L
:Z(Zai’j[lsjsi])[lsisn]:Z(Zai,j)
i\j i=1\j=1

n 1
:Z(Zai’j[jsisn][lsjsn]):Z( ai’j)
j\i j=1\i=j

O
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Exercice
Calculer ) ij
I<i<js<n
Correction
. n (]+1) 1(r2m+1)?  nr+D@n+1)
:Z](Z) Z T2l e T 6
= i=1 ]
n(n+1)3n? +7n+2) _nn+1)Bn+1)(n+2)

24 B 24

/~Savoir faire - Somme multiple (dépendance)

indice.

1<i<j<n i=1 \j=i+1

n-1 n
Exemple: ) a;;= Z( > “i,f)_

)3

j=2

Pour la calculer on ordonne les indices de sommation :

1. on choisit celle qui sera le plus a I'extérieur (donc a gauche) des
symboles ) . Elle ne dépend que de parametres fixés et d’aucun

2. on choisit ensuite la suivante, la seconde dans I’ordre des sommes.
Elle dépend des parametres fixés et de I'indice précédent

£

§e; Analyse - Sens de ces modes de sommations

On somme seulement certains termes du tableau (et pas tous).
Si E désigne 'ensemble des indices (i, j) des nombres que 'on désire sommer, on

notera Z a;,j cette somme.
(i,j)EE
Pour le cas présent E = {(i, ) € Nzll <jsi

1<j<isn i=1j=1

Premiére sommation :

a1
n i l2 K
YD aiji a1 —1 app
i=1 j=1
T~ l2 l2
l2 —1

ap,1 —1 Aapnp 1
Deuxieme sommation :

Z Z ai,j: ap1 2 Aph
j=1i=j
1'2"7"‘ h h

! ap1 —2 App —2

2.6. Exercice d’applications

Exercice

n n k
Retrouver la valeur de S= ) k, ennotantque S= ) ) 1
k=

k=1
Correction
n n n n n
S=Y k=Y Y1=) Y 1=) (n-i+1)= Z(n+l)—Zt
k=1  k=li=1 i=lk=i i=1
Donc2S=n(n+1) etdonc S= "("2“).

Exercice

< n} (termes sous ou sur la diagonale
principale du tableau carré a n lignes et n colonnes), on a alors

n i n
> ai,j:ZZai,j=Zl
]:

Aan,n

an,n

2
n
Montrerque(z dk) nodie2 Y did).

1<i<jsn

l1i=1

@Pour aller plus loin - Formalisme/sens

On notera ici (mais c’est souvent le cas en ma-
thématiques) que le formalisme est plus effi-
cace que la recherche de sens : il permet une
sorte d’automat(h)isation.

Néanmoins, il est bon de toujours accompagné
l'un par I'autre.

\[\/]:

i=j
11 est recommandé de comprendre les tableau suivants :
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Correction

n 2 n n 2
(de) :(de)x(de) = ) didp
k=1 k=1 k=1 (k,h)EN%l

Or N2 = {(k, k), k€ N} w {(k, h), k < h e N} w{(k, B), k> h € Ny}
On peut aussi exploiter la notation d’lverson N2 = {(k, h) | [k = hl}wi(k, h) | [k < hl}w{(k, h) | [k > hl}.
Par sommation par paquets :

n n n
2 2
(Z di| =Y di+ Y dydp+ Y, didp=) di+2 ) didy,
k=1 k=1 1<k<hs<n 1<sk>hs<n k=1 1<sk<hs<n
en faisant k — h dans la derniére somme.

On peut aussi démontrer I'inégalité célebre de Cauchy-Schwarz :
Exercice

3 2 (3 3
1. Endéveloppant Y (a;bj—a;jb;)*, montrer que ( y akbk) < ( Y ai) ( Y bi)
1<i<j<3 k=1 k=1 k=1

2. De méme, montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

k=1 k=1

(£ ()£

n n n
3. Aquelle condition a-t-on: Y (a;b;)* = ( > i) ( > bi)
k=1 k=1 k=1

Correction

1. Ona
0< Z (aibj—ajbi)zz(a1b2—a2b1)2+(a1b3—a3b1)2+(a2b3—a3b2)2
1<i<j<3
0<  (a1b)? +(a1bs)® + (a2 b1)? + (azb3)? + (agby)® + (azby)?
—2(ay az b1 bp) —2(ay agby bs) —2(az asba b3)
0< Y (aibp)*+Y (a;b)* =Y (a;b)*-2Y (a;ajb;b;)
i#] i i i<j

2
0< Y aibi-Y (aibjajbp) =Y aiy bi- (Z(“kbk))
i i K K K

3 2 (3 3

Donc | Y agbr| <[ ui > bi .
k=1 k=1 k=1

2. De méme en remplagant 3 par n :

0< Z (aibj—djbi)z

1<i<js<n
n n n

o< Y ) a?b§+ Y (aibp® =Y. (a;ib)* - Y (ajajbibj)~ Y (aja;b;b;)
i=1j#i i1 i1 i<j i<j

n 2 n 5 n 5
Donc | ) arb| <[ ai|| X by
k=1 k=1 k=1

3. lly a égalité, si et seulement si (il faut bien étre attentif a chaque signe!) (si by, #0) :

Vi<j, aibj—ajbi:OQVisnai:Z—"bi
n

Exercice
Ecrire le développement polynomiale de

n

H (x—aj;)

i=1
Correction

Il s’agit d’'une fonction polynomiale. Plus largement (en notant ||, le cardinal de I) :

n
l_[l(xi*[,li): Z Hxl-x l_[ (7uj)
i=

IcNp \iel JENp\T
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[l a;

jeNp\I

iljl(x—a,-)= > (Hxx I1 (—aj))= y (xmx(—l)”*m

IcNy \iel JENp\I IcNp,

On range alors en fonction des valeurs du cardinal de I, afin de trouver des monémes de méme degré.

n
Il s’agit d’'une sommation par paquets {I < N} :H-J {IcNp, I =k}:
k=0

n n
[Tx-an=3 | 2
i=1 k=0 |IC|N’

(xm SR

jeNp\T

n
aj) =) (~1)"kxk > Ila
k=0 Iy]=Np jeJ
II=k

=

Cela peut s’écrire aussi :

n n
— n—k .k
] (x—aj)=) (-)"*x > l_[aj
i=1 k=0 Je=Np jeJ
[JI=n—-k

3. Coefficients binomiaux et formule du binome

3.1.

Définitions

Factorielles et coefficients binomiaux

Les remarques en marge permettent de s'intéresser aux nombres :

-
Définition - Factorielle et coefficient binomial
Pour n et p éléments de N, p < n, on pose :

Ol=1letpourn=1,n'=nx(n-1)x---x1quiselit "factorielle n”

(p) = Moot — i qui se lit « p parmi 7>

On généralise la notation a tout p€ Z :si p <0 ou p > n (si on n'a pas

0<p<n),alors () =0.
& J

@ Remarque - Plus tard...

« [l n’est pas évident que pour p < n, (Z) est un nombre entier.

Si tel est le cas (on le verra plus loin) cela signifie que p! divise tout nombre de la
formen(n—-1)...(n—p+1)....

» Nos reprendrons la notion de coefficient binomial lorsque nous ferons du dénom-
brement. Cela expliquera véritablement I'origine de ce calcul.

Informatique - Calcul de la factorielle avec une boucle

1 def factorielle(n):

2 f=1

3 for k in range(1l,n):
4 f=f=(k+1)

5 return (f)

Propriétés immédiates

Pour aller plus loin - Coefficients bino-
miaux réels

On sent qu’on pourrait s’intéresser plutét au

nombres

(x)_ x(x—1)...(x—p+1)
P P!

avecxeCetpeN.

Dans ce cas, la méthode du triangle de Pascal
doit s’adapter, alors que la formule du binéme
de Newton reste vraie!
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~
|&)\ Histoire - Blaise Pascal

Blaise PASCAL (1623-1662) est un francais, gé-
nie des mathématiques (mais pas unique-
ment). Il redémontre tout Euclide, seul a 12
ans. Il fonde la géométrie projective (avec De-
sargues) et la « géométrie du hasard » avec Fer-
mat.

Mais c’est aussi I'inventeur de la brouette, de
la premiere machine a calculer ou du premier
transport en commun parisien. ...

Il présente le triangle de Pascal dans le traité
du triangle arithmétique (mais ce n’est pas lui

\Ie premier a le découvrir). )

Proposition - Propriétés
Pour tout nombres entiers n € N (naturels) et p € Z (relatifs) :
n n n n| n(n-1)
=] = ]_’ = n, = —'
0 n 1 2 2
n| [ n
p n-p
n nin-1 (f on
=— ausse pour p =0!
p] pl\p-1
-1 -1
=" " (Relation de Pascal)
p p-1 p
Démonstration

Les premiers résultats sont immédiats (simple jeu d’écriture).

Le second est assez simple, mais il faut différencier : p € [[0,n]] ou p <0 < n—p > n ou

p>n<n-p>0.
Démontrons les deux derniers. Sil< p<n,
nn—-1)! n

n _ _ n-—1
p| pa-p! pp-Dim-D-(@p-1)! plp-1

) n n—-1 ) n n—1
si p <0, alors =0et =0;si p > n, alors =0et =0.
p p-1 p p-1

Plus intéressant,sils psn-—1,

n!

__ (m-1n (n-1!  _ m=Dlp+{n-p)

)7
o] e y BRLRE

-1
Sip>n:(Z_1)+

Demémesip<0. O

T (p-Din-p) plin-1-p) pln-p)!

Exercice

ok
Pour n, p, simplifier Z . On pourra y « voir » un télescopage
—p\P

k=p
Correction
n n
Z(k):(p)+ ((k+1)_ K :1+(n+1)_(p+1):(n+1)
k=p\P P) kZpa p+1 p+1 p+1 p+1 p+1

3.2. Triangle de Pascal

De ces propriétés on déduit un moyen simple de calculer les coefficients

binomiaux :

/“Savoir faire - Triangle de Pascal

On peut alors construire le triangle de Pascal pour pouvoir calculer faci-
lement (addition et non multiplication) les coefficients binomiaux. On

écrit ainsi dans un tableau :

1

n
p

|
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0
1
0
1 1
1 1
0 1
2 2 2 1 2=l+l 1
0 1 2
3 3 3 3
— 1 3 3 1
0 1 2 3 - -
4 4 4 4 4
1 4 633 4
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
1 5 10 10 5
0 1 2 3 4 5
OnTladéjadit:

Proposition - Nombres entiers

n
Pour net p élémentsde N, p < n, n!et ( ) sont des entiers naturels.

Démonstration
Pour la factorielle : il s’agit d’'un produit d’entiers naturels.
Pour le coefficient binomial, on réalise une récurrence sur le niveau n.
On pose, pour tout neN, 2, : «V pe Z, (Z) eN.
— P estvraie car (§) = 1 et pour tout p #0, () =0
— Soit n € N. Supposons que ), est vraie.
. n+ly _(n n P . ) N
Soit p € Z, alors (") = (1)) + ("), addition de deux entiers d’aprés 2.
Donc £, 41 est vraie.
0O

Informatique - Triangle de Pascal

En exploitant des listes (de listes) en informatique, il est possible de créer la n¢ ligne

du triangle de Pascal.

1 def Pascal(n):

2 L=[0]*(n+1)

3 for h in range(n+1):

1 L[h]=[1]+[0]*n

5 print (L)

6 for h in range(n):

7 for k in range(h+1):

8 L[h+1][k+1]=L[h] [k]+L[h][k+1]
9 return (L)

3.3. Formule du bin6me

Proposition - Formule du biné6me (de Newton)

anneau et tels que a x b= b x a). Alors :

(a+b)"=)_ (n)akb”k
i=o\k

Soient n € N et a, b deux réels ou deux complexes (ou éléments de tout

( . .
|5 Histoire - Isaac Newton

On attribue couramment a Isaac NEWTON
(1642-1707) la révolution scientifique de la
science moderne, grace a son travail mathéma-
tique sur les calculs différentiel et intégral et
son travail en mécanique (relation fondamen-
tale de la dynamique, loi des forces. . .).

La formule du binéme qui apparait ici est en
fait du a Pascal (1654), et généralisée une pre-
miére fois par Newton (avec son travail d’in-
terpolation polynomiale - 1671) puis par Abel
avec tout exposant n € R au début du XIX

\s1ecle. )
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Pour aller plus loin - De qui parle-t-on?

«Il est de bonne famille et il a recu une excel-
lente éducation. Prodigieusement doué pour
les mathématiques, a vingt et un ans il publiait
une étude sur le bindme de Newton, qui fit sen-
sation dans toute I'’Europe et lui valut de de-
venir titulaire de la chaire de mathématiques
dans une de nos petites universités. Tout don-
nait a penser qu’il allait faire une carriere ex-
trémement brillante. Mais ’'homme avait une
hérédité chargée, qui faisait de lui une sorte de
monstre, avec des instincts criminels d’autant
plus redoutables qu’ils étaient servis par une
intelligence exceptionnelle. Des bruits ficheux
coururent bientét sur lui dans I'Université, qui
l'obligérent a se démettre. 1l vint a Londres ot1 il
se mit a donner des cours destinés aux officiers
de I'armée. »

Aveca=b=1:
Corollaire -
p=0 p
Démonstration

Démontrons ce résultat par récurrence.

" (n
Notons, pour tout n €N, 2y, : « (a+b)" = Z (K)akb”’k ».
k=0
— (a+b)¥=1et Z]OC:O () ap"* = ()a’p = 1.
donc & est vraie.
— Soit n € N, supposons que Z?;, est vraie.
On a alors

nel _ L I A B ) N A N ] [V SR 071
(a+b) 7(a+b)xzkab =] +Z[Ka b +Z[Kab o |P

k=0 k=0 k=1
h=k+1 h=k
1 n n _ ntl(p41 _
:an+1 + Z + ahbn+1 h+bn+1 _ Z a[Kbn+1 k
mi\\h-1 h =\ K

n+1) =1= (n+1).

d’apres la formule de Pascal et comme ()7} 0

Donc 2,41 est alors vérifiée.
On a ainsi démontré par récurrence le résultat attendu. O

Exercice

n n
Calculer Y ( )et ( )
o<p<nppair\P}  o<p<n;p impair \P

Correction

o(n
Notons Py, et I, ces deux sommes. On avu que Py + I, = Z (K) =2"

Puis, I, = > (n) =

0<p<mpimpair p

n-1 n-1

):In—l+Pn—1 =

Ospsn;pimpair( p ) Os;ﬂsn;pimpair(p_l

2n-1,
Etainsi Py, =2" -, =2" -2~ 1=pn-lp_p)y=2n-1-p,

4. Bilan

Synthese

~~ En mathématique, la sélection (naturelle) opére également et un lan-
gage se crée. Des définitions et concepts sont sélectionnés, comme des
mots de la langue; et le formalisme comme I'écriture de ce langage.
Le formalisme doit étre compact (souvent), ressemblant a sa notion
attachée (rarement) et efficace calculatoirement (absolument). C’est
le cas de la notation Y (ou [ ) qu’on utilise comme un « auto-math-
isme » avec un peu d’habitude : changement de variable, sommation
par paquets, télescopage, somme multiple. ..

~+ Pour bien comprendre cette utilisation, on se rend compte que I’enjeu
est de maitriser la manipulation de I'ensemble des indices. Cette no-
tion d’ensemble est au coeur des mathématiques, nous reviendrons
dessus aux chapitres 9 et 10. (Il faut aussi que I'ensemble des nombres
soit commutatif).

~> Le nombres de sous-ensemble a k éléments a partir d'un ensemble a
n élément est également un calcul qui se présente dans de trés nom-
breuses branches des mathématiques. Il est formalisé par le coefficient
binomial et une expression de langage : « k parmi n ».

~» De nombreuses propriétés (issues de domaines variés) peuvent lui
étre attachés : triangle de Pascal, bindme de Newton, nombre de che-
mins dans des arbres binaires fusionnés, inversion de Pascal...
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Changement d’indice

Savoir-faire - Sommation par paquets

Savoir-faire - Méthode de téléscopage

Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre

Truc & Astuce pour le calcul - Invariant de boucle

Savoir-faire - Somme multiple (indépendance)

Savoir-faire - Somme multiple (dépendance)

Savoir-faire - Triangle de Pascal

Notations
Propriétés Remarques
[verson pour la propriété & Vi, [22(i)] € {0,1} avec [ZP(i)] = 1 ssi 2P(i)
vraie
n
le n (lire dans ce sens!) n!'= H k 0! = 1 et par récurrence n! = n x
k=1 (n-1)!
n n! n—k+1
binomial de k parmi n = = ( ik (si n n’'est  C’estle nombre de sous-ensemble
K kl(n—k)! k! N 14 -
a k éléments pris dans un en-

pas entier) semble E a n éléments.

r_+oo K & . .
1+x0"=) x* (mémesir¢N...)
k=0\"

Retour sur les problemes

33.

34.

35.

36.
37.

Nombres triangulaires. T, = 22 = (1),

n
Si on note TF, telle que TX = ¥ T et T) = n.

On trouve alors par récurrence : T = ({1%).

Développement.
A calculer... Il n'y a pas de résultats intéressants, sauf en petite taille ou
en expression formelle.

Suite de nombres. Et le suivant?

Une stratégie : apprendre des évolutions sur les premiers nombres,
donc calculer la suite 6(u);, = u,4+1 — Uy. Pour en déduire u,, =
Um—1+6(U) m-1.

Si ce n'est pas suffisant, évaluer (par récurrence) : 6%(u),
6k_1 (Wn+1— 6k_1 (Wn...

Interpolation a pas constant. Voir activités

Développement de puissance.

C’est le coefficient multinomial de Newton : (a; + dap + --- + ag)"
n! k
! 1_[ ey
my+mybrme=m MMl omgl !
Vous comprenez?
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Chapitre

Résolution de systemes
linéaires.

Résumé -

Il w'est pas rare également d’avoir a résoudre des équations algébriques sous forme
de systemes d'équations linéaires.

Le but de ce (tout petit) chapitre est de mettre en place les définitions efficaces,
les méthodes (algorithmes) de résolution adéquates (ce que n'est pas la substitu-
tiuon...) et de voir apparaitre par le calcul bien mené, la structure sous-jacente.
On voit ici l'exemple typique du calcul linéaire, ou matriciel et la structure clé
d’espaces vectoriels.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet. A visionner a loisir :
— Exo7Math - Systemes linéaires - partie 1 : introduction. https ://www.youtube.com/watch 2v=0uYJ]3RNL5SU
— Mathéma-TIC - Regle de Cramer. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=CNzVklevqgac
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1. Quelques problemes

? Probléme 38 - Résolution d’un systéme linéaire
Il n’est pas rare que 'on rencontre en SI ou en physique (ou en mathé-
matiques) un systeme d’équation de la forme suivante a résoudre :

2x + 3y - 4z = 1
x - 3y + z = -1
X + y - z = 1

Est-il possible de trouver la/les solution(s) en (x,y,z) de ce systeme direc-
tement?

On peut croire et anticiper que ces solutions s’expriment sous la forme
d’un calcul différent (mais équivalent, d'une certaine facon) pour x, y et
z, a partir des nombres 2;3;—-4;1...

Comment expliciter ce calcul?

? Probléme 39 - Résolution « au petit bonheur »
Lorsque le systeme est gros (plus de quatre équations), les méthodes
aléatoires de résolution ne fonctionnent pas bien.
Il faut s’organiser. Qu'avons-nous le droit de faire? Existe-t-il une mé-
thode, un algorithme (programmable informatiquement, par exemple)
qui donne a coup str 'ensemble des solutions d’un systéme d’équations
linéaires?

? Probléme 40 - Forme de I’ensemble des solutions
Dans la pratique, lorsqu’on rencontre un systeme de 3 équations a 3
inconnues, on trouve une unique solution.
Est-ce toujours vrai? Sinon, qu’est-ce qui fait que cela peut étre faux?
Et, plus généralement, s’il y a n équations et p inconnues, combien y a-
t-il de solutions?

? Probléme 41 - Impact des paramétres
Il arrive aussi en science appliquée (et en mathématiques (en interne)
également) que I'on trouve un systéme a parametre. Par exemple :

ax + 3y - 4z
(a-Dx - 3y + =z = -1
X + ¥y - =z =

Dans ce cas 13, a quoi ressemble ’ensemble des solutions?

2. Systemes linéaires. Equivalence

Dans cette partie, méme si nous énongons des résultats (sous forme de
définitions et propositions a apprendre), nous ne faisons pas (encore) de
démonstration comme annoncé au cours inaugural.
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2.1. Vocabulaire

e Remarque - Le formalisme de LEIBN1Z

On commence par paramétrer notre probléme : on I'élargit en donnant une écriture
symbolique (paramétre lettré) aux nombres. Puis on élargit la probléme : pourquoi
seulement trois équations et trois inconnues ?

Pour permettre I'étude systématique des systemes linéaires, on a besoin d’une suite
de nombre doublement indexé les (a,-yj). C’est Leibniz qui en a eu l'idée (1678). Et
comme souvent, a partir du moment oi1 le formalisme et les définitions associées sont
bons, les théorémes tombent comme des fruits mars. ..

(~ A
Définition - Systeme linéaire de n équations a p inconnues

Un systéme linéaire a n équations et p inconnues a coefficient dans K = R
ou C est un systeme S d’équations de la forme :

ajnXxit+ay2xs+---+ al,pxp
az1X1+azoXxo+---+ azpXp

%
=b

Qan,1 X1 +aﬂ,2x2+"'+an,pxp = bn

N

ol

— les aj,j € K;

— (by, by,...by,) € K" est appelé le second membre de I'équation;

— (x1,X%2...xp) € KP est appelé I'inconnue du systeme.
On appelle systéme homogene le systeme obtenu en remplacant chaque
b; par 0 (second membre nul).

On appelle solution du systeme S, I'ensemble . c RP des p-uplets
(x1,X2,...Xp) qui vérifient les n équations :

VieNy, aj1X1+a;2X2+-+-+a; pX, =b;
(. /

Remarque - Notations

On a pour habitude de noter S les systémes et de maniére plus stylisé I'ensemble des
solutions .#.

On associe parfois des indices.

Remarque - Solution(s) du systeme homogeéne

Un systeme linéaire homogene admet toujours au moins la solution nulle : % =
(x1,x2...xp) =(0,0...,0)=0p

< Heuristique - Résolution
Il'y a en gros deux méthodes pour résoudre un tel systeme.
La méthode de Leibniz (fin du XVII) fonctionne trés bien pour les petites dimensions
n,p < 3 et la formule de Cramer que 'on donnera ensuite. Elle marche bien également
en théorie pour les grandes dimensions.
La méthode (dite) de Gauss est algorithmique, nous la privilégierons pour les plus grandes
dimensions.

2.2. Systémes équivalents

ye; Analyse - Sens des fleches =, <

«Naturellement », lorsqu’on écrit S; = S», cela signifie qu’on peut passer du systeme
S1 au systeme Sy.

Ainsi, tous les éléments qui vérifient les équations de S; vérifient aussi celles de Sy.
En terme d’ensemble solution : toutes les solutions de S sont soolutions de S».
Donc & < %.

On peut donc résumer : S; = S si et seulement si A < F.

Histm're - Mathématiques des neuf livres

Le plus vieux traité mathématique proposant
I'étude de systéme d’équations linéaires est le
Chiu chang suan shu, que I'on appelle les ma-
thématiques des neufs livres, écrit en 160 av.
JC. Bien que de nature différentes (moins géo-
métrique et plus algorithmique), ce livre est
au mathématiques chinoise, ce que les élé-
ments d’Euclide sont aux mathématiques eu-

ropéennes.
\ J
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Définition - Systemes équivalents
Deux systemes S; et S, sont dits équivalents, relation notée

S1<=85

si et seulement si les ensembles de solutions sont les mémes : . = .

Exercice
N 2x+y=1 o
Les systémes S : —x—y=0 etSy:{ 2x+y=1 sontils équivalents?
Correction
Non.

Le couple (0,1) € %, c’est une solution du second systéme d’équations mais pas du premier car
0-1#0

M Attention - Pas d’abus
Typiquement ici, il ne faut pas abuser du symbole d’équivalence!
Dans 'exercice, on écrit donc jamais :

81:{ 2x+y=1 — 2x+y=1

-x-y=0

IIn’y aici qu'une implication.

3. Résolution explicite. cas des petits systemes 7 =
p=2oun=p=3

3.1. Verslaformule de Cramer

Etude formelle du systéme simple n=p =2

Comme Leibniz, commencons par étudier le systéme

S ax +by =a
) cx +dy =p

ol a, b, c,d et a, B sont des parametres, alors que x, y sont les inconnues.
O Analyse - Etude « a la lycéenne »

On substitue (évidemment : si a #0) :

a—by

T a

S=x=

Donc (on a définitivement perdu I'équivalence) (si ad — bc #0) :

S—s Ca_be+dy=,6: ad—bcy: af-ca e af-ca
a a

a " ad-bc
d—bc)-b(ap - d-pb
On trouve alors en réinjectant: S = x = ala ¢ - blap-ca) =2 b .
alad - bc) ad—bc

Remarque - Avons-nous trouver les solutions?

Non!! ad - Bb —ac+ﬁ“)}.

I .r y -5 4 T 37 1

crona C{(ad—bc ad - bc

Mais peut-étre que . est 'ensemble vide!

Il faut donc faire une réciproque. Sinon, il y a une faute (courante) de logique.

L Analyse - Réciproque
Toujours dans le cas ad — bc, on vérifie que
ad-pBb —ac+ fa ad—bc
a + =a =
ag—gg ad—-b ag—gc
a4- +d—ac+ a:ﬁa—c:
ad - bc ad - bc ad - bc

a

B
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d—-pb —ac+
Donc la réciproque est vérifiée. On a bien 'égalité : & = { (u, Lﬁa) }
ad—bc ad-bc

e Remarque - a #0?
Dans l'analyse, il a fallut faire séparer le cas a # 0.

Mais le résultat obtenu ne dépend pas de @ = 0 ou a # 0. Donc on aurait stirement pu

s’en passer.
D’ailleurs, la réciproque montre que ce n’est pas un cas important.
Seule la situation ad — bc # 0 ou ad — bc = 0 est importante!

e N
Définition - Déterminant d’un systéme 2 x 2
On appelle déterminant du systtme 2 x 2 (i.e. n=2 et p = 2)
S { a1 X1 +ai2x2  =b
az1 X1+ d2pX2 =Dy
| ma ap
le nombre 65 = a;,1az2 — ai,2a»,1 souvent noté .
az) azp
& J
Cas d’un systeme 3 x 3
Leibniz propose d’étendre sa méthode pour n > 2.
(< e . ) h
Définition - Déterminant d'un systéme 3 x 3
On appelle déterminant du systeme 3 x 3 (i.,e. n=3 et p = 3)
ai1x1+a2x2 + di3xs  =by
S ap1X1+appX2+ az3xs =Dby
as1X1+as2xp +az3xs = Dbs
le nombre 65 = a11a20a33 + A1,2a2303,1 + A1302,1a32 — A1,2G2103,3 —
a1 diz2 a3
as1dazpay,3 — a1 as,2dyz 3 souvent noté | az; dzp az3
as) azz asg3
\ J

Formule de Cramer

Nous verrons dans le cours sur les déterminants, au second semestre, une
petite notice sur Gabriel Cramer (1704-1752)

/~Savoir faire - Formule de CRAMER
Sile déterminant du systeme S (n=p=2) est non nul, la solution de . de

) { aj1x1+aipx; =b
az1X1+az2xy = bg
' by aip a1 b
by app azy b
est. & ={(x1,x2)} =
a,  ae a, a2
a1 azp ap)  Gzp

Sile déterminant du systéme S (n=p=3) est non nul, la solution de . de

a1x1+aipxa+aizxs =b
(S ap1X1+az2X2 +ax3x3 =by
as X1+ agpxy +azzxs = bs

Pour aller plus loin - Extension de taille n
Lorsque I'on souhaite généraliser la notion de
déterminant, on comprend qu'il faut prendre
une combinaison linéaire des termes consti-
tués exactement de nombre tous pris dans des
lignes et des colonnes différentes.

Mais il y a une regle de signe a respecter. Il n’est
pas clair que Leibniz ait bien compris cette
régle.

Cramer, 50 ans plus tard I’a retrouvé (sans avoir
connaissance des travaux de Leibniz).

Un mathématicien japonais SEKI KOWA (1642-
1708) a effleuré toute cette découverte.

Pour aller plus loin - Sytéme de taille n x n
Dans le calcul du déterminant qui donne x;, on
remplace la i-éme colonne par la colonne du
second membre.

La formule de Cramer se généralise a tout sys-
téme carré, avec une bonne définition du dé-
terminant généralisée.
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Histoire - Algorithme de Fang-Cheng
On ne préte qu’au riche : en occident, nous
associons l'algorithme ici étudié (central en
mathématiques de I'algebre linéaire) au grand

by aip a3 ay b a3 a by
by azp ax3 ay by a3 ap b,
_ b3 az» azs a1 bz azs as b3
est. ={(x1,X2,%3)} = , ,
a, a2 a3 a, adie a3 an a3
a1 azp a3 a) Gzp a3 as, a3
as1 dasz dass a1 dase dass as; as;s

4. Algorithme su pivot de GAUSS

*Heuristique - Il y a une bonne méthode et une mauvaise méthode...
La mauvaise méthode est la SUBSTITUTION.
On perd des équations et cela est plus long.
La bonne méthode consiste a faire des OPERATIONS ELEMENTAIRES.
11 faut les connaitre, mais ce n’est pas sufffisant.
11 faut aussi savoir bien les mener. C’est la partie difficile de I’algorithme.

4.1. Systeémes équivalents : opérations élémentaires

On commence par trouver des invariants de I’ensemble des solutions. Cela
permet de raisonner avec des systémes équivalents

e N
Définition - Opérations élémentaires

On appelle opérations élémentaires sur le systeme dont la ligne i est noté
L;, les opérations suivantes :
— pourtout i, j < n, échange des lignes L; et Lj codé: L; < L;
— pour tout i < n, A # 0, la multiplication de la ligne L; par A codé :
L, —AL;
— pour tout i, j < n, a € K, I'ajout a la ligne L; de « fois la ligne L;

codé:L;—Li+al;
- J

Proposition - Invariant des solutions
Les opérations élémentaires conservent exactement les solutions du sys-
teme

Démonstration

Il est évident que chaque opération conduit & une implication = sur les systemes.

Et par ailleurs, pour chacune de ces opérations, il est possible de « revenir en arriere ».
Pour cela, il suffit de voir que

1. T'opération L; — L ; répétée deux fois redonne le systéme initiale.
2. l'opération L; — %Li (A #0), apres I'opération L; — AL;, redonne le systéme initiale.
3. l'opération L; — L; — aLj, aprés 'opération L; — L; + aL j, redonne le systeme initiale.

On trouve donc & = &' = <.
Cela signifie bien: ¥ < &'.0
4.2. Algorithme du pivot de GAUSS

1l reste a bien exploiter ces opérations élémentaires afin de toujours trouver
la solution d’un systéme linéaire.

Carl-Freidrich Gauss, mais il semble qu'il soit
bien connu et expliqué dans les mat a-
tiques des neuf livres (premiére impression en
1084, 5 siecle avant Gutemberg. . .).

Lauteur de cet ouvrage est un certain CHANG
TS’ANG, et sa méthode s’appelle le modéle rec-

brvrvevrtid At Lmrtt Tosvee £ A v
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/~Savoir faire - Algorithme du pivot de GAUSS

toute la colonne.

inconnues.

Pour résoudre un systéme linéaire, on applique des opérations élémen-
taires pour le rendre triangulaire.

1. On cherche un coefficient non nul dans la premieére colonne (de-
vant la premiére inconnue) le plus simple possible (on va devoir
diviser par ce nombre).

Si tous les coefficients sont nuls, on passe a I'inconnue suivante.

2. On échange la ligne ot1]'on a trouvé ce coefficient avec la ligne 1.

. o a,j .

3. Pour j € [2,n], on effectue I'opération L; < L; — —L1; (ce qui
ain

permet d’annuler le coefficient devant x; pour la ligné J puis pour

4. Onrecommence la premiere étape, en oubliant la premiére équa-
tion et en s’intéressant a 'inconnue suivante, tant qu'il reste des

Apres avoir appliqué cet algorithme, le systéme obtenu est triangulaire,
et 'on peut déterminer ses solutions en partant de la derniére équa-
tion et en remontant a la premiere (sans substitution : cela demande un
«mouvement » supplémentaire...).

Il peut arriver que I'on retrouve en derniere équation plus d'une incon-
nue. Dans ce cas, on garde une seule inconnue, les autres deviennent des
variables libres que I’on considere alors en second membre.

4.3. Applications. Différents formes de I'ensemble des solu-

tions
x -y +z =1
-4 Application - Trois systémes a résoudre : S; : { -x -y +z =3,
2x +y +z =0
X +y +2z =1 X +y +2z =1
Sp:4 2x -y +z =-1 etS3:{ 2x -y +z =-1
x -2y -z =-2 x -2y -z =2
On applique la méthode du pivot de Gauss, on trouve :
x -y +tz =1
NRd =2y +2z =4 Ly —Ly+ 11
3y -z =-2|L3—1L3-21
x -y +z =1 x =-1
= =2y +2z =4 ey =0
2z =4 |L3—L3+3Lp z =2
Donc & ={(-1,0,2)}
Pour le second systeme
x +ty +2z =1
Sy & -3y -3z =-3| Lp—Lp—-21
—3y -3z =-3 L3 —L3-1,
- x +y =1-2z - X =-2-z
Yy =3-z y =3-z

Donc % = {(-2- 2,3 - z,2),z € R} que I'on prend 'habitude de noter : {(-2,3,0) +

z(-1,-1,1),z€ R}.
Pour le troisiéme systeme

X try
S3 & -3y

_3y

+2z =1
-3z =-3 | Lp—Ly-2I1;
-3z =1 L3—IL3—-1,
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Résolution de systémes linéaires.

Pour aller plus loin - Début du second se-
mestre
Ceci est le début historique de I'algébre li-
néaire que nous verrons longuement en début
de second semestre (avec la question des dé-
terminants). N’anticipons pas trop pour le mo-
ment...

Pour aller plus loin - Rang d’un systéme

Le nombre (entier) de variables libres obtenues
lors de la résolution du systéme (homogene)
s’appelle le rang du systeme. Ce nombre, caché
a premiére vue, compris entre 0 et min(n, p)
joue un réle trés important en théorie matriciel

x +y 2z =1
=3 y z =3
0 =4
Donc ¥ = @.
Remarque - Nombre de solution
Notons de cette application qu'un systéme carré (ici 3 x 3) peut avoir :
— aucune solution
— une unique solution
— une infinité de solution

M Attention - Lorsqu'il y a infinité de solution...
< il n’y a pas unicité d’écriture de cet ensemble

5. Bilan

Synthese

~+ Pour la résolution d'un systeme linéaire il existe une méthode in-
faillible : I'algorithme du pivot de Gauss.
Plus la taille du systeme est grande, plus il est nécessaire d’exploiter
cette méthode.

~+ Pour des systemes plus petits, on peut exploiter directement la for-
mule de Cramer

~+ Lensemble des solutions est soit un ensemble vide, soit 'addition
d’une solution particuliere et de 'ensemble (espace vectoriel) des
solutions de I'’équation homogeéne. L'écriture de cet ensemble n’est pas
unique.

~» 1l faut étre tres attentif au symbole <= parfois employé abusive-
ment...

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Formule de CRAMER
— Savoir-faire - Algorithme du pivot de GAUSS

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
S1 <=8 Les systemes S; et Sp ont les mémes solu- A =% On passe de I'un a I'autre par opé-
tions rations élémentaires.
S1=8S Les solutions de S; sont des solutionsde S A <% On passe de S1 a Sy par opérations
«non légitimes » ...
ds=a1a22—aipaz) = ‘ Z;} Z;Z Déterminant du systeme S (de taille 2) ou On exploite ce résultat pour les

de la matrice associée

formules de Cramer.

Retour sur les problémes

38. Résolution d’'un systeme linéaire. ¥ = {(1,1, 1)}.
39. Résolution «au petit bonheur ». Voir 'algorithme de Gauss.

40. Forme de I'’ensemble des solutions.
Il peut y avoir :
— aucune solution (dans ce cas le systéme n’est pas homogene)

-
— une solution de la forme & = {(X1,...X,) + )_ Aruy} ot r est le
k=1
rang du systéme, (X1,...Xp) est une solution particuliere et pour
tout k, uy est un vecteur de K”, solution non nulle de I'équation
homogeéne.
(Ces vecteurs sont linéairement indépendants).
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41. Impact des parametres.
— Sia=8,alors ¥ =9,
— Sia#8,alors ¥ = {(5%, <18, 10}

a-8"’8-a
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Chapitre

Calcul matriciel

Résumé -

Dans un premier temps nous (re)définissons les opérations matricielles : addition,

multiplication par un nombre (ce qui donne un espace vectoriel) et multiplication

(ce qui donne avec l'addition un anneau,).

Puis nous nous concentrons sur les matrices carrées; elles jouent un role tres

important, puisque tres fréquemment, on est amené a multiplier une matrice par

elle-méme (pour cela elle doit étre carrée). C'est l'occasion de définir et de voir les
propriétés des puissances de matrice, ainsi que de la trace.
On cherche également a inverser de telle matrice (si possible). Le meilleur moyen

est d'utiliser un algorithme de Gauss (pivot de Gauss ou algorithme de Gauss-

Jordan).
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Dans tout le chapitre, m, n, p, g sont des entiers naturels non nuls et K = R ou
C (on pourrait plus généralement considérer que K est un corps (commuta-
tif)).

1. Problemes

? Probléme 42 - Pourquoi des matrices ?

Pour comprendre le monde qui nous entoure, on mesure des objets puis
des dépendances entre ces objets.

Ces dépendances peuvent étre multidimensionnelles, elles sont souvent
enregistrées dans un tableau. C’est ce que I'on voit en particulier en éco-
nométrie, ou des domaines encore plus large : biologie, géographie. ..
Additionner des nombres a du sens lorsqu’on a des mesures de méme
unité d’objets de méme nature. C’est seulement au XV-ieme siécle que
les additions se sont généralisées et se sont dégagées de leur signifiants.
Peut-on définir une addition des tableaux, qui ait du sens? Peut-on gé-
néraliser cette addition a tous tableaux?

Quelles sont les propriétés naturelles qui découlent : associativité, com-
mutativité, élément neutre (Groupe) ? Voire : espace vectoriel, avec une
multiplication par un scalaire.

? Probléeme 43 - Pourquoi un tel produit ?
On peut addition des tableaux, peut-on les multiplier?
Donner une incarnation naturelle dans un probléme physique qui justi-
fie la regle de multiplication matricielle :

n
[ABl;,j = > [Al; kBl
k=0

? Probléme 44 - Racines carrées
Puisque le produit de deux matrices existe, la puissance entiére en dé-
coule: A?> = Ax Aet parrécurrence: A" = Ax A" L,
Peut-on définir des puissances entiéres négatives : A™*?
Et plus largement des puissances non entiéres. Par exemple, la racine
carrée de A serait une matrice B tel que B? = A.
010
Concretement, la matrice A=| 0 0 0 | admet-elle une racine car-
0 0 O

rée? Plusieurs (combien?)?

? Probléme 45 - Anneau non commutatif des matrices
L'anneau des matrices carrées de taille n : (/4 (K),+, x) est un exemple
d’anneau non commutatif : A x B # B x A. Cela suggere quelques ques-
tions :
— Parmi les propriétés classiques d’anneaux, lesquelles ne sont plus
vraies dans cet anneau?
— Et inversement, existe-t-il des matrices A tel que pour tout B :
AxB=BxA
— Etant donnée A, existe-t-il une condition simple, nécessaire et/ou
suffisante sur B pour que Ax B=B x A?
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— On sait que les éléments du groupe 5 (K)* := GL,(K) sont les
matrices inversibles et ne sont nécessairement pas des diviseurs
de0.

? Probléeme 46 - Matrices inversibles
Existe-t-il un moyen simple, algorithmique, pour étudier I'inversibilité
d’une matrice? Peut-on I'exploiter pour obtenir également A~! (dans le
cas ol A est inversible) ?

2. Esnsemble ./, ,(K)

Cet ensemble est considéré comme un espace vectoriel ici.

2.1. Ensemble des matrices

(~ )
Définition - Matrices

Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est une famille

(aij)1<i<n d’éléments de K indexée par [1,n] x [1, p]. On parle aussi de
1<j<p

matrice de type (n, p) ou de matrice n x p. On note .4, (K) I'ensemble

des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. Si A € 4, , (K),

an aiz -0 dip
az az -0 dp

A= . . . .| = @ijh<isni<j<p = (@i, j)1<i<n
. . . : 1s]‘<p
ap1 AQp2 - Qpp

a;j estle coefficient de la i-ieme ligne, j-ieme colonne.
Deux matrices A et B sont donc égales si elles ont méme nombre de lignes,
méme nombre de colonnes et mémes coefficients.

\Si n = p on note ./, (K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

J
@f Exemple - Premier exemple
i-meiz=(} 3 0
1<j<3
N

(Déﬁnition - Quelques cas particuliers
Quelques matrices « de référence » sont a connaitre :
— La matrice nulle de .4, , (K) est la matrice qui ne contient que des
coefficients nuls :
01<i<n =0) = On,p

1<jsp
— sin=1,onditque A=(a; ... ap)estune matrice ligne.
b
— sip=1,B=| . | estappelée matrice colonne.
bn

Parmi les matrices carrées d’ordre n, quelques matrices joueront un role
particulier :
— Lamatrice identité de .4, (K) est la matrice I,, qui posséde des 1 sur
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la diagonale et des 0 en dehors de la diagonale :

1 0 - 0
01 - 0
Li=1. . . .|=@ij<isn = @ijh<ij<n
N .o 1sj<sn
00 - 1

oua;j=0sii#jeta;=1pouri=1an.
— une matrice diagonale est une matrice carrée dont seuls les élé-
ments diagonaux sont non nuls :

ag 0 e e 0
0 az» 0 i 0

diag(ay,...,ap)=| O 0 @3 0 Gixjsa;=0
0 0 0 - apn

Ainsi I, = diag(1,1,...1).
——

n
— une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les élé-
ments sont identiques :

A0 0
0 A O 0
0 0 A 0 (i#jzaij:Oeta,-i:ajj:)L)
0o 0 0 - A

— une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les
éléments au-dessous de la diagonale sont nuls :

an adiz a3 o Qin
0 ayy dz3 -+ Qop
0 0 a - @G| (i>j=>a;=0);
0 0 0 s dpn

— une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les
éléments au-dessus de la diagonale sont nuls.

an 0 0
azi azr 0 0
as azp az - 0 (i<j=aij=0)
anl Qp2 A4p3 - Qnn
\§ J

2.2. Opérations (vectorielles) sur les matrices

Addition

Définition - Addition de deux matrices de méme taille

La somme de deux matrices A = (a;;)1<i<n €t B = (b;j)1<i<n de My p(K)
1<js<sp 1sjsp
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est la matrice définie par la formule suivante :

A+B=(aij+biji<i<n,
1<j<sp

on ajoute les coefficients qui ont la méme position.
Il s’agit d’une loi interne sur .4, , (K).
N

-4 Application - Exemple

1 2 3 N 2 3 4 (3 5 7
4 5 6/ \5 6 7/ {9 11 13)°
L Analyse - Groupe (M, p(K), +)

On remarque que pour A, B, C € 4y, p(K),

*A+(0)1<i<n =0)1gi<n + A=A

1<js<p 1<js<p
o (A+B)+C=A+(B+0);
A+ B=B+A.
*(ajj)i1<isn + (—aij)1<isn = Oi1<i<ns
1sjsp 1sjsp 1sjsp

Le théoreme suivant en découle :

Théoréme - Le groupe (./ , (K), +)
Lensemble .4, (K) muni de I'addition + est donc un groupe commutatif,

d’élément neutre la matrice nulle de ./, , (KK).

Multiplication par un scalaire

s N
Définition - Multiplication par un scalaire

Le produit d'une matrice A de .4, ,(IK) par « € K est la matrice notée a A
définie par :

a(aij)i<i<sn = (@aij)i<i<n-
1sjsp 1<jsp

On définit ainsi une loi externe sur .4, p(K) a domaine d’opérateur K
\

Et on vérifie facilement les propriétés suivantes :

Proposition - Propriétés de la multiplication scalaire
A=A
ca(fA) =(aB)A
s(a+PBA=aA+BA,
ea(A+B)=aA+aB.

Espace vectoriel de dimension finie

L2 Analyse - Pour définir explicitement, sans quiproquo, une matrice, il
faut...

n x p coefficients de K qu'’il faut placer aux différentes positions de la matrice.

Il s’agit donc d'un espace vectoriel de dimension n x p, et dont la base canonique est
donnée par la référence de position.

Chaque élément de la base correspond a une position. Chaque élément de la base a
donc un double indice : k et £.

(D trscrs . )
|5 Histoire - Le terme de matrice

Le terme de matrice pour désigner les tableaux
rectangulaires considérées ici fut introduit en
1850 par le mathématicien américain d’origine
anglaise : James Joseph Sylvester.

James Joseph Sylvester est né 1814 et mourut
en 1897. Son origine juive I'obligea a aller en-
\seigner en Amérique.

J
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Théoreme - Lespace vectoriel (¢, , (K), +,.)
(M, p(K), +,.) estun K-e.v de dimension np.
La base canonique est formée par les n x p matrices Exy (1sk<smnl</?<
p) ou Ei, est la matrice ne contenant que des 0 sauf I'élément d’indices
k, ¢ qui vaut 1, soit

Ere = (6kibjo)1<isn

1<jsp

On a donc dimy .4y, p(K) = n x p.

/“Savoir faire - Notations

Par la suite, on notera [A] j ou Coef; j(A), le coefficient en ligne i et
colonne j de la matrice A.
On adonc

Vi,j, '[1; ouCoef;; est une application linéaire de .4y, (i)

On notera également L;(A) (respectivement C;(A)), la ligne i (respecti-
vement colonne j de A).

On note que i[AB]j = L;(A) x Cj(B), c’est un nombre.

2.3. Transposition

- N
Définition - Matrice transposée

Soit A= (a;j)1<isn1<j<p € AHnp),

on définit la transposée de A, notée ‘A ou AT par

Vispjsn: A7) = tA) =7 A

\On a AT € My n(K).

La transposée d'une matrice s'obtient en “échangeant” lignes et colonnes :
¢/ Exemple - Matrice 3 x 3

1 -1 -1 -3 _11 (1) _11
SiA=[0 1 3 1 |alors?A=
-1 1 1 3 -3l
-3 1 3

Théoréme - Isomorphisme
Sous réserve que la taille des matrices permette d’effectuer les différentes

opérations,ona:

A+BT=AT+BT; aaT=24T; AHT=4

La transposition est donc un isomorphisme entre les espaces vectoriels
My, p(K) et My 5 (K).

Exercice
Faire la démonstration

Correction
Jeu d’écriture
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3. Multiplication matricielle

3.1. Définition

-
Définition - Produit de deux matrices

N
Le produit d’'une matrice A = (a;;)1<i<n de #y,p(K) par une matrice B =
1<j<sp
(bij)1<i<p de Mp,q(K) est une matrice de .4, 4(K) définie par
1<j<q
C=AB=(c¢ij)i<izn
1sj<q
ou
p
Cij= ailblj + aigsz +...+ aipbpj = Z a,-kbkj.
k=1
\ Y,

/~Savoir faire - Notation et multiplication matricielle

la matrice A.
On adonc

. p .
[AB]; = Y "[ALF(BI;
k=1

k=1

p
et aussi Z Coef,-,k(A)Coefk,j(B) = Coef; j(AB).
k=1

M\ Attention - Taille des matrices

On ne peut pas multiplier une matrice de .43 4(IK) avec une matrice de

M5,6(K) ! 11 faut que le nombre de colonnes de la premiere matrice soit
égal au nombre de lignes de la seconde.

/~Savoir faire - Présentation des calculs
Une méthode pratique de présentation des calculs :

ajr a2 Cij

Par la suite, on notera Coef; ;(A), le coefficient en ligne i et colonne j de

p
I faut savoir passer d’un sens vers l'autre : Coef; j(AB) = )_ Coef; 1(A)Coef,

Pour aller plus loin - La convention d’Ein-

stein
La convention d’Einstein en physique consiste
a voir dans toute répétition de deux lettres
muettes une somme. Ainsi le symbole Y peut
étre enlevé.
Le fait qu’une telle convention existe signifie la

fréquence importante des opérations du type
(B)
i

n
> aikbi,j
k=1

écrit par Einstein : a; i by ;...

- N
|%\ Histoire - Arthur Cayley

C’est Arthur Cayley qui définit le produit ma-
triciel, dans le premier article (1855) qui étu-

die les matrices comme objets mathématiques
a part entiére.

Arthur Cayley est un brillant avocat puis ma-
thématicien anglais né en 1821 et mort en

1895. C’est un génie trés hétéroclite.

Y,
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-4 Application - Produit de deux matrices

1 2
3 4
5 6
1 2 3 1+6+15 2+8+18 - 22 28
(4 5 6) (4+ 15+30 8+20+36) (49 64)
4 Exemple - Petits calculs
Pour aller plus loin - Interprétation en 2 3 _a 3 -3 2
terme de graphes Soient A = (3 1 5 ) et B=|-1 5 —2]. Calculer, si cela est possible,
Un dessin permettra d’expliquer au mieux ce -1 3 0
a quoi peut servir une matrice. 1l faut d’abord | AB,BA, A%, B2,
considérer : Exercice

1. un ensemble de départ; par exemple : Simpiifier le produit :

n n

A={ay, az} Yy
2. un ensemble d’arrivée; par exemple : h=1¢=1j
B ={b1, b2, b3}

3. un jeu de fleches entre les deux en- | Correction
sembles, associés i des nombres Il est évident que le résultat dépend de i et de m et d’aucun autre nombre.
3 3

N i Les nombres ,[A]/. .. sont des nombres réels, on peut donc les faire commuter.
Par exemple, lafleche a; — bj =; X/ in- (Al P

dique la relation entre a; et b;. non
J
> )
h=10=1j

ag,jbinChedjm

n
=1

n n n n
ag,jbincnedjm= Y. Y. Y bincnragjdjm= Coefj y(BCAD)
1

C’est cette fleche qui est abstraite, la plus h=10=1j=1

ouverte possible. Elle peut étre par exemple un | |l s'agit du nombre en ligne i et colonne m de la matrice B x C x A x D.
temps de trajet, un coefficient de proportiona-
lité. .. Ainsi la figure 1 suivante est représentée
1 ¥z A3 3.2,
X2,1  X2,2 X23

par la matrice ( Interprétation en terme de systemes linéaires

L Analyse - Multiplication par une matrice colonne

Sl by X1
AN SiA=(ajj)i<isn1<j<p €tB=| 1 |, X=]| . |, alors
FIG.1-GRAPHE - FIG.2-PRODUIT -FIG.3- CARREE bn Xp
MATRICIEL
La figure 3 représente un matrice d’'un en-
semble dans Iui-méme (comme pour les
( p all e . A1p X1 a11x1+...+a1pxp

endomorphismes), elle est nécessairement ) ] ] ] )
carrée. AX = : : : : : =
La figure 2 représente alors le produit matri-
ciel. En effet, il s’agit de savoir comment aller
alors de A = {ay,as} a C = {cy, c2}. La réponse anl .- ... dnp Xp
est obtenue sous forme de matrice z;, j, 0l z; j
indique les chemins de a; a cj. 1l y a en fait
trois possibilités : passer par by, by ou b3, cela
donne donc exactement : Proposition - (S) © AX =B
Zjj=Xi1)1,j +Xi2Y2,j +Xi3V3,] L'équation AX = B pour des matrices est une maniere compacte d’écrire
3 un systéme linéaire général avec n équations, p inconnues et un second

anl1X1 +...+anpxp

=Y XikVk,j
k=1

3
=Y Coefl-,k(X) Coefk,j(Y)
k=1
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by
membre B =
by
apx;  +.. +taipXp by
ax; +.. +a2px,, bg
(S . .
+ +: =
an1X1 +... +appXp =Dby.

Nous reviendrons sur ce parallele lorsque nous prendrons le temps de ré-
soudre des systémes linéaires.

3.3. Propriété du produit

Proposition - Associativité du produit

Le produit de matrices est associatif.

Plus précisément si A € Mn,pK), BE My q(K), CE MgmK) alorson a
(AB)C = A(BC)

qui est une matrice de .4, ;, (K).

Démonstration
Le seul probleme réside dans la manipulation des indices.

Appelons D = (d;j,) lamatrice AB; le coefficient de la iéme ligne et de la héme colonne est donné
par

n
din =) aixbin,

k=1
donc le coefficient i, j de (AB)C = E est donné par
P 14 n
Y dinenj= Y | Y aixbin|cnj
h=1 =1\k=1
P

n
Y. ikbgncnj = eij-

h=1k=1

Calculons maintenant le coefficient k, j de D'

=BC= (d;cj)

p

!

di;j= ) bincnj»
h=1

le coefficient i, j de E' = A(BC) = (e;j) est obtenu en faisant :

n n p
! !
=2 aipdy; = > aik(Z bkhchj)
k=1 k=1 h=1
n p
=) X aixbrncn;
k=1h=1

d’ot11'égalité que 1'on appelle associativité. O

Remarque - En terme de Coef; ;
Ce que I'on a démontré c’est :

. i .
[(AB)C) = %{A]Z[B]ﬁm,- =" [A(BO)

)

Proposition - Bilinéarité
Si A et B sont des matrices de .4, (K) et C, D de .4y 4(K), A, u € K alors

AC+uD)=AAC+uAD et (AA+uB)C=AAC+uBC
En résumé I'application (A, C) € My, p(K) x M} 4(K) — AC € My, 4(K) est

bilinéaire.

Pour aller plus loin - Application aux pro-
babilités

Ecrire: «z; j indique les cheminsde a; acj. Iy
a en fait trois possibilités : passer par by, bs ou
b3 » nous rappelle la formule des probabilités
totales.

En effet, on se souvient que si (Bi,B2,B3)
forme un systéme complet d’événements,

alors
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Pour aller plus loin - Transposition et
graphe

La matrice transposée est la matrice associée

au graphe ot le sens des fleches s’inverse par

rapport a la situation initiale

Ce se résume en

(A+B)(C+D)=AC+AD+BC+BD

Démonstration
On ne fera qu’'un calcul.

P P
Coef; j(AAC+uD)) =1 ) Coef; j,(A)Coefy, ;(C) +p Y, Coef; (A)Coefy, ; (D)
h=1 h=1

Proposition - Cas a connaitre!
(E;i j)1<i<n désigne la base canonique de .4}, ,(K) i.e. “[E; j1p = 04,i0p,;

1<j<p
et (Fj j)1<i<p celle de 4y 4(K).
1<j<q
Alors Ej j x F ¢ = 6k,le"[, avec (Gs,r)1<s<n base canonique de .4, 4 ()
1sr<q
Démonstration

11 s’agit de calculer Ei,j Fy, ¢ pour les différents quadruplets possibles (i, j, k, £).
Résultat a retenir (ou a savoir retrouver rapidement). Il faut quatre lettres muettes (2 pour E et 2
pour F), et deux lettres (provisoires) pour préciser la position :

p p : :
0 sik#j
Coefayb(El-ijky[) = };1 Coefayh(El-,j)Coefh_b(Fk,g) = hgléay,-éh,jéh,k&byg = { 5a,i5b,€ sik=j
DoncsiaZioub#¥¢, Coefu’b(El-,ijy() =0.
Etsi k = j, alors pour a =i, b= ¢, on a Coefy j,(E;, j Fi. 0) = 1.
Donc E;, j x Fi ¢ =0k, jGj, ¢, avec (Gs,1) 1<s<n base canonique de #p,q(K). O

1sr<q

Exercice
Comment écrire la matrice AE; j a partir de la matrice A?
De méme pour E; jA?

Correction
Pour tout k, h,
n
FIAE; 1= Y F1A168: 5611 = 6,5 141;
s=1
Donc si h # 0, on trouve le nombre nul et si h = j, on obtient le nombre k[A]l-, situé précédemment en
colonne i de A.

On obtient donc une matrice formée d’une unique colonne non nulle, 'ancienne colonne i de A, située
en colonne j.

De méme El-,jA est la matrice formée d’une unique ligne non nulle, I'ancienne ligne j de A, située en
colonne i.

On peut aussi exploiter la formule précédente et la linéarité du produit (et distribution)

Proposition - Transposition d’'un produit
Pour A€ My, (K) et Be My 4(K), on a

"(AxB)='Bx'A

M\ Attention - Eviter d’écrire des bétises
Notons bien que ‘B € 4, (K) et P A€ M), (K).
Donc le produit A x? B n’aurait aucun sens (aucune raison que n = ¢.)
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Démonstration
Pour tout (i, j) €Np x Ny,

p
Coefj'i(t(AxB)) Coef,] (Ax B)) Z Coef; ;,(A) x Coefy, ;(B)

p
= Z Coefy, ; (" A) x Coef; ,('B) = Z Coef; (" B) x Coefy, ; (* A)

= COefj'l'( B x A)
[m]

3.4. Produit par blocs

Proposition - Produit par blocs

Soient deux matrices M € 4y, ,(K), M’ € My, 4(K).

Considérons des entiers k < n,¢ < p,m < g et des matrices A €

Mr,0(K), BE My p¢(K), CE My 1K), D€ My p¢(K), A€ My p(K), B
M g-mK),C" € My mK), D" € My_¢4-m([K) telles que M et N

s’écrivent par blocs

(A B , (A B
M‘(c D)’ M‘(c’ D'

Alors, on peut calculer le produit MM’ par blocs de la maniére suivante :

CA'+DC' CB'+DD’

MM = (AA’+BC’ AB’+BD’)

M Attention - Bien faire attention aux dimensions
11 est nécessaire que les dimensions correspondent bien.
Sinon, le calcul écrit n’aurait pas de sens

Démonstration
On calcule Coef; (MM’ suivant la position de i par rapport a k et celle de j par rapport a m.
Onvafaireuncas: i< ket j>m+1. Donc Coef; ;(M x M) se trouve en haut a droite.

p
Coef; j(MM') = ) Coef; ;,(M)Coefy, ;(M")
h=1

4 p
Z Coef; ,,(M)Coefy, ;(M")+ Y Coef; ,,(M)Coefy, ;(M")
h=1 h=0+1

¢ p
Z Coef; ,(A)Coefy, j_y (B + Y Coef; j,_g(B)Coefy_g, i (D)
h=1 h=0+1
Car pour
— i<k, h</, Coef; (M) = Coef; 1,(A),
— i<k, h={+1, Coef; (M) = Coef; j,_,(B),
— h<{, j=m+1, Coefy j(M') = Coefp, j_p, (B"),
— h<{, j<m+1, Coefy j(M') = Coefy_g j_p (D),
Donc
Coef; j(MM') = Coef;, ;_,(AB') + Coef; j_p, (BD') = Coef; j_p, (AB' + BD')
]

On peut avoir intérét a considérer les matrices sous forme d’'une association
de colonnes ou de lignes.

On peut voir ces opérations, comme une forme de calculs paralléles, a la
physicienne.
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Proposition - Matrice et association de colonnes ou de lignes
Soient A, B € 4,(K).

Ly

Ly

Il nous arrivera de noter A =

L
comme une association de » (matrices ou vecteurs) lignes, avec L; (A) =
L;
Il nous arrivera de noter B = (C;|Cs]|...|Cy)
comme une association de n (matrices ou vecteurs) colonnes, avec
Cj (B) = Cj

Pour aller plus loin - Algébre ?

On appelle K-algébre un ensemble «/ muni
de deux opérations interne (notées ici + et x)
et une opération externe (notée ici -) telle que
(o,+,-) est un K-espace vectoriel et (<, +, x)
est un anneau.

Pour aller plus loin - Algébre
(Mn(K),+,x,.) est une K-algebre de dimen-
sion n?.

LB
L2 B .

On a alors AB = (AC1|AGC,]|...|ACy) = mais aussi ‘[A x B]; =
L,.,B

Li X C]

Exercice

Comment &crire la matrice E; ; A & partir de la matrice A et AE;, j, en raisonnant par blocs ?

Correction
Li(Ej jA) = Li(E; YA =061 ;i Li(Ej )A= 81 ; (Li(Ej jC1(A)| -+ |Ln(E; jC1(A) = 6 i (U [AL 1 [Al] -+ [Aln) =
85 iLj(A)

4. Les matrices carrées
4.1. Lanneau (., (K),+, x)

*Heuristique - Pourquoi les matrices carrées?
Si on multiplie deux matrices de .4, (IK) on trouve un élément de .4/, (K), la multiplication
est donc interne dans .4, (K).
On peut ainsi effectuer les calculs A x B et B x A, mais aussi Ak pour tout entier k...
Nous verrons qu'ains (# (K), +, x) est un anneau.

Théoréme - La K-algebre (.4, (K), +, x,.)
(M, (K),+, x) est un anneau non commutatif et non intégre des que n = 2,
d’élément unité I,,.

4 Exemple - Non commutativité et non intégrité

Vérifiez que
1 0)(1 1 ” 1 1)(1 O
0 2)\0 1 0 1)l0 2

0 1)(2 1}_(0 ©
o 1/{o o/ \o o)
W/ Exemple - Linverse d'une matrice d’ordre 2

.. (a b
SoHA—(C d)'

puis que

d -b
AlorsennotantA’:( c 4 ),ona:

Ax A=A x A=(ad-bo) ],

Donc si ad — bc #0, A est inversible et A~1 = _adl—bc A

4.2. Puissance de matrices
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. ~
Définition - Puissance d’'une matrice
Soit A € ./, (K), on définit par récurrence :
A’=1, VkeN, AT =AxAr
On a alors, par commutation :
AF=Ax..xA=A"x AF™  (pourtout m< k)
—_—
k fois
N\ _/

Les regles de calcul dans un anneau (comme dans R ou C) s’appliquent d’ot :

Proposition - Formules matricielles
Pour A, B € ./, (K), si AB = BA alors

p

p
(A+BP =) A¥BP~¥ (Formule du binome de Newton)

k=0

AP —BP = (A—B)(AP™1 + AP2B+ ...+ ABP™2 + BP71)
In—AP = (I, - A(In+ A+ A% +---+ AP7Y

4.3. Inversibilité d’'une matrice

- N
Définition - Inversibilité de A

On dit qu'une matrice carré d’ordre n A est inversible, si elle admet un
inverse pour la loi x, c’est-a-dire s'il existe une matrice carrée d’ordre n B
telle que

BA=AB=1,

(oi1 I, est la matrice identité). B est alors notée A~! et appelée inverse de

\A' J/

Remarque - Des matrices non inversibles

On ne peut pas inverser de matrices de ﬂn,p (K) sin#p.

Une matrice carrée n’est pas nécessairement inversible :
par exemple, la matrice nulle O, n’a pas d’'inverse car

VA€ Mp(K), AOy, = Oy # 1.

7 Exemple - Matrice non inversible, moins triviale
De plus il y a des matrices non nulles qui n’ont pas d’inverse.

0 0
Par exemple N = (1 0) n'a pas d’'inverse.

a b
En effet, pour A= (c d)'

b 0
Ax N= ( d 0)
Elle ne peut pas étre égale a I».
Remarque - Rappels
Nous avons vu que 'ensemble des inverses d'un anneau forme un groupe.
On l'avait noté A*.

Définition - Le groupe GL, ()

Lensemble (GL,(K), x) des inversibles de 'anneau .4, (IK) est un groupe,
non commutatif.

OnI'appelle le groupe linéaire.

On a donc pour A, Be GL,(K), (AB)"' =B71A7L.
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Pour aller plus loin - Polynéme annulateur
On montrera en seconde année que pour tout
matrice M € #,(K), I'ensemble des poly-
némes annulateurs de M

{PeK[X]| P(M) =0}

est non vide. On sait assurément qu’il existe
au moins un polynéme de degré n dans cet
ensemble (le polynéme caractéristique de M -
d’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton).

Et mieux, comme K[X] est un anneau eucli-
dien, cet ensemble est forcément de la forme

{PeKI[X]| P(M) =0} = ppK[X]

L )

Proposition - Inverse de la transposé
Si A est une matrice carrée inversible alors ‘A est aussi inversible et
‘A=A,

Démonstration
«Le coup des chaussettes dans le tiroir. .. »
AB) x (B 1A™h)=ABB YA =AA =, et B'A ) x(AB) =B 1A' AB=B"1B=1,
Donc (AB)"'=B~1A7L,
De méme, en transposant un produit :

In=" () =" (AxA™H =" ATh " A
Donc ‘A~ =t A" O

L=t =(ATx =" Axt @™

Exercice
Soit J € 4y (R) la matrice dont tous les coefficients sont des 1.

1. On suppose n = 2. Calculer 72,78, 7% pour k € N.
2. Mémes questions avec n = 2 quelconque. J est-elle inversible ?

2 1 1
3. Calculer AP ou A=|1 2 1].
1 1 2

Correction

1. Pour n = 2, on montre aisément que ]2 =2], ]3 = 4] et pour tout k € N, ]k = 2"’1]
(récurrence).

2. Maintenant, on suppose que n = 2.

n n
Coef; ;%) = hz Coef; ,()Coefy, ; () = hz 1= n= nCoef; ;(J)
=1 =1

Donc J2 = nJ Par récurrence, supposons Jk = k=17,
J L L T e B I S M Lo Ve o
Si J était inversible, on aurait les égalités :
J=7"t %A =0y =nly,
Ce qui est faux.
3. A= I3+ J3, I3 commute avec J3 et donc on peut appliquer la formule de Newton :

) p
_&(p) ok P\ p-kqk-1
= Bt £ e

T ol DA ING IS Py
_13+3(Z(K)3 )]_13+3((3+1) -DJ

k=1

) 4P +2 4P -1 4P -1
=-|aP-1 aPi2 4P

3(4”—1 4P -1 4P+2)

(On peut vérifier pour p = 1 que cela fonction bien. ..

_/*Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M !

d
Soit M € ., (K). Supposons que le polynéme P = Z a;X* annule M,
k=0

d
c’est-a-dire que P(M) = Z akMk =0. Alors
k=0

-1(Z -1 &
— siag #0, on aalors In:—(z akMk):MX—(Z akMk_l).

_1 [d-1
Et donc nécessairement M est inversibleet M~ = — ( Z ap. M K)

— si ag =0, alors il faut faire un raisonnement par ’absurde :
si M était inversible alors en multipliant par M~!, on a

ol up est un polynéme particulier : migjpnal
(en degré), unitaire et propre a P. On I'appelle
le polynéme minimal de P
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d d-1
M 1xP(M) = Z akMk*1 =0etdonc Z akHMK =0.
k=1 k=0

Il'y a alors deux options,

ou bien cette somme n’est pas nulle, et par 'absurde, M n’est
pas inversible,

ou bien cette somme vaut bien 0 et donc on recommence au
point initial.

/“Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M"

d
Soit M € ., (K). Supposons que le polynéme P = Z aX* annule M,
k=0

d
C'est-a-dire que P(M) = ) apM* =0.
k=0
Alors, on peut faire la division euclidienne de X" par P :

il existe Qu, R, € K[X] tels que X" = Q,(X) x P(X) + R,(X) avec
deg(R;,) <deg(P)=d.
On a alors, puisque M" =0+ R, (M) car P(M) =0.
Cela permet de
— démontrer que {M", € Z} < vect(I,, M,M?,...M% 1) (résultat
théorique classique)
— calculer explicitement M", si I'on sait faire explicitement cette
division euclidienne. Pour faire celle-ci, il arrive souvent qu’on
utilise les racines de P...

1 1 0
-4 Application - Inverse et puissancede M =| 0 1 1
0 0 1

On remarque que (M — I3)3 = 0, donc on a un polynéme annulateur de M :
PX)=(X-13=x>-3x*+3X-1

Ainsi: M(M2 -3M +31I3) = M3 -3M? +3M = Is.

0 o0 1

1 -1 1
Donc M est inversible d’inverse M~ = M2 —3M + 313 = ( 0o 1 -1 ) De

meéme, sil’on fait la division euclidienne, on a:
X"=Q,(X-13+R, oudeg(R,) <2
On peut exploiter la formule de Taylor, en 1 (en notant P(X) = X") :

n P(K)(l)
n_ 1k — ! _
X" = kgzo k! (X-1) PH+P (HX-D+ 2 Z i

P"(l) n P(K)(l)

X-D?+x-1 ) ———(x-Dk3

=Bn =Qn

OrP(1)=1,P' Q1) =netP’(1) = n(n-1). Ainsi

Ry(X)=1+n(X-1)+ %n(n—l)(X—l)2

20
AinsiM™"=| 0 1 n

0 0 1

Exercice

Soit A = (apq) € My (C) définie par apq = exp(2ZL9) 6t A = (dpq).
Calculer AA et en déduire que A est inversible.

Correction
(On ne prendra pas i, a cause du i imaginaire pure).
Pour tout k, £ € Ny,
_ & L 2im
Coefy o(AA= Y appang= Y. exp(— (kh—ho))
h=1 h=1 n
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Pour aller plus loin - Base 1

Donc l'espace des matrices scalaires est
vect(I,), de dimension 1.

Pour aller plus loin - Base 2

Donc l'espace des matrices diagonales est
vect((E; 1)jen, ), de dimension n.

Pour aller plus loin - Bases 3

Donc #(K) = vect((E;; + Ej)i<jeN,)
espace de dimension %n(n +1).

Et ot (K) = Vect((Eiyj - Ej,i))i<j€!\|y,)» espace
de dimension %n(n -1).

Calcul matriciel
" )
_ Z exp(th(k—é))
n=1 n
n
Y 1=n sik=¢
h=1 B
= n 2in n l—exp(——(k-0)
Y lexp(—(k-0)| = =0 sik#/¢

h= n

—

Donc AA = nly,.

Notons alors que AA= AA=nly.
Ainsi A est inversible et A™! = %A.

4.4. Quelques sous-ensembles remarquables

Matrices diagonales

Proposition - Matrices scalaires

L'ensemble des matrices scalaires d’ordre 7, a coefficients dans K, est un
sous-espace vectoriel de .4, (K) de dimension 1, contenant I, et stable
par la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et aussi une sous-
algebre commutative de .4/, (K)).

Proposition - Espace des matrices diagonales
Lensemble des matrices diagonales d’ordre n, a coefficients dans K, est un
sous-espace vectoriel de .4, () de dimension n, contenant I, et stable par

la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et une sous-algebre
commutative de .4, (K)).

Proposition - Inverse de matrices diagonales
Si D est diagonale, D = diag(dy,...,dy), alors D est inversible si et seule-

1 1
ment pour tout i € {1,...,n}, d; #0 et alors D1= diag(d—,..., d—).
1 n

Donc D! est elle-méme une matrice diagonale.

Démonstration
Pour tout i, j € Ny, par définition de D

n
Coef; j(Ax D) = hzl Coef; ;,(A)Coefy, ; (D) = d;Coef; ;(A)
Donc pour que Ax D = I,
il faut pour tout i € Ny, Coef; ; (AD) = d;Coef; ; (A) = 1, il est nécessaire que d; # 0.
En prenant alors Coef; ; (A) = di,-' on a donc Coef; ;(AD) = 1.
il faut également pour tout j # i, Coef,-yj(AD) =0= diCoefl-,j(A),
donc nécessairement Coef; ;(A) =0.
Par conséquent, pour que D soit inversible, il faut d; # 0, pour tout i.
Et la seule matrice qui conviendrait pour inverse est A = diag(dil, e d—ln) (car AD =1).
Un calcul simple confirme : D x A = I, également.
On a trouvé alors une condition nécessaire et suffisante avec, alors, une expression de pl.O

Matrices symétriques et antisymétriques

(Déﬁnition - Matrices symétriques et antisymétriques

Soit A€ M, (K).

A est dite symétrique si A = A, soit si pour tout (i, j), a;; = aj; (ou
'[A]; =1 [Al);

on note %, (K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coeffi-
cients dans K.

A est dite antisymétrique si ' A= - A, soit si pour tout (i, j), aij =—aj; (ou
'[Alj =-T1Al);
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d’ordre n a coefficients dans K.

Lon note of,(K) (ou «/.%,(K)) I'ensemble des matrices antisyrnétriquesj

Enl'absence d’ambiguité, on peut noter .%, et 7.

Proposition - Diagonale d’'une matrice antisymétrique
Les éléments diagonaux d'une matrice antisymétrique sont nuls.

Démonstration
A, antisymétrique. Pour tout i € Ny,

Coef; ; (A) = —Coef; ; (A) = 2Coef; ;(A) =0
O

Ensemble des matrices triangulaires (supérieures)

Pour aller plus loin - Matrices et graphes

Que signifie pour un graphe que sa matrice
associée est symétrique ? Antisymétrique?

Théoréme - Espace des matrices triangulaires
Lensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement infé-
rieures) d’ordre n, a coefficients dans K, est un sous-espace vectoriel de

M, (K) de dimension %, contenant I,.

11 est stable pour la multiplication (donc est un sous-anneau et une sous-
algeébre de ./, (K)).

Pour aller plus loin - Base 4

Donc il s'agit de vect((E; ;)< jen, ), espace de
dimension %n(n +1).

M Attention - Pas trop vite
Lensemble des matrices triangulaires d’ordre n, a coefficients dans K,
n’est pas un sous-espace vectoriel de .4/, (K).
Laddition d'une matrice triangulaire supérieure et d'une matrice trian-

gulaire inférieure ne donne pas une matrice triangulaire, la plupart du
temps

e Remarque - Mais notons :
Une matrice a la fois triangulaire inférieure et supérieure est diagonale.

/~Savoir faire - Montrer qu’'une matrice est triangulaire supérieure
11 faut montrer (condition nécessaire et suffisante) :
Vi,jeEN, i>]j

e Coef,-,j(T) =0

11 faut démontrer la stabilité par somme (facile) et par multiplication de
matrices triangulaires supérieures.

Démonstration

Soit T7 et T> deux matrices triangulaires supérieures.
Pour touti > j:

n
Coef; ;(T1T2) = ) Coef; (T1)Coefy j(T2)
k=1
i—1 n
= ) Coef; 1(T1) Coefy ; (T2)+ ) Coef; (T1) Coefy, j(T2) =0
k=1—~——

k=i —

=0:i>k =0:k<i>j

Donc T; T est triangulaire supérieure. O

4.5. Trace d’une matrice carrée

Pour aller plus loin - Inverse d’une matrice
triangulaire supérieure

Nous verrons que si T une matrice triangulaire

supérieure, carrée.

Alors T est inversible ssi ¥ i € Ny, Coef; ; (T) #

0.

Et dans ce cas, T~ est également triangulaire

supérieure
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e ~
Définition - Trace d’'une matrice

Soit A € 4,(K) une matrice carrée. On appelle trace de A le scalaire égal a
la somme de ses coefficients diagonaux :

n

n . n
TrA=) a;;=) 'lAl; =) Coef;;(A)

i=1 i=1 i=1

Proposition - Propriété de la trace
Lapplication
Tr: M,(K)—-K
A—TrA

est une forme linéaire sur .4, (K) : Tr(AA+ uB) = ATr A+ uTr B et

Y(A, B) € My (K)?, Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration
Par linéarité de Coef; ; :

n n n
Tr(AA+uB) =) Coef; ;(AA+uB) =1 Coef; ;(A)+p Y Coef; ; (B) = ATr(A) + uTr(B)
i=1 i=1 i=1

n . n n . non .
Tr(AB) =Y 1ABl; =Y Y "AIMBL =Y. Y MBIlAl, =Te(BA)
i=1 i=1h=1 h=1i=1

5. Opérations élémentaires sur les matrices
5.1. Opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrices

~*Heuristique - Lien résolution de systéme/inversion de matrice
Le calcul Ax X = b ou X et b sont des matrices colonnes est exactement 1'écriture d'un
systeme linéaire.
La résolution X = A~1b (si A est inversible donc carrée) exploite les opérations élémen-
taires sur les lignes du systeme pour appliquer I'algorithme de Gauss.
Essayons de transférer directement la méme idée sur les colonnes de A.

( 214 . . \
Définition - Opérations élémentaires sur les lignes

On appelle opération élémentaire sur les lignes L; de la matrice Al'une des
transformations suivantes effectuée sur A:
— Permutation (ou échange)de deux lignes
Pour i # j, L; < L; signifie que I'on permute la i-iéme et la j-ieme
lignes de la matrice.
— Addition d’'un multiple d’'une ligne a une autre ligne
Pour i # j, Lj < Lj+ AL; signifie que I'on remplace la j-iéme ligne
L; delamatrice par Lj + AL;, ou A € K.
— Multiplication d’une ligne par un scalaire NON NUL
Pourtouta € K, a #0, L; — aL; signifie que 'on remplace la i-ieme

ligne par aL;.

J/

Chacune des manipulations précédentes correspond a un produit matriciel :
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Proposition - Transformation élémentaire sur les lignes comme un
produit

Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d'une matrice A €

M,y (K) revient a calculer le produit matriciel a gauche de A: EA ou E est
I'une des matrices suivantes :
— Pour L; < Lj,

1

:In_Eii_Ejj+Eij+Eji

C’est une matrice de transposition, notée habituellement P; j(=
Pji)
— Pour L; <—Li+ALj

=I,+AE;; Aenligne i, colonne j

C’est une matrice de transvection, notée habituellement T; ; (1)
— Pour L; — alL;

E= 1 =I,+(a—-1)E;;

C’est une matrice de dilatation, notée habituellement D; («)

Démonstration
Soit A€ Mp,p(K) et Eij € My (K) une des matrices de la base canonique.

n
Onrappellequeh[BA]k: y h[B]rr[A]k.
r=1
n . .
hEg. . N hig o7 _hip .0 _ 0 sih#i
Done "B Al = Y. "1 j1r" (Al =" By ) 1Al { e anes
0 sih#i .
(A) sih=i =6p=;L(A) Alors E; j A est la matrice de .y, p (K)

On a donc Lh(E,-yjA) = { I
J
dont toutes les lignes sont nulles saufla i-iéme, qui est la j-ieme ligne de A:

Vh#iLy(E;jA)=0  Li(E;jA)=Lj(A)
Vh#i,le NnCoefhy[(Ei,jA) =0 Coefi,g(Ei,jA) = Coefj,[(A)

Puis comme ;A = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat.
] Lk((In 7Ei,i 7Ej,]' +Ei,j +Ej,i)A) = Lk(A) 75k,iLi(A) 75k,ij(A) +6k,iLj(A) +6k,jLi(A)'

L;i(A)—-L;A) +Lj(A) = Lj(A) sik=1i
Li(EA) = { Lj(A) —L]-(A) +Li(A)=L;(A) sik=i

Li(A) sinon

o Lp(Un+AE; j)A) = Li(A) + 8 ;AL; (A).
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_f LiA+ALj(A)  sik=i
Le(EA) = { Li(A) sinon
o Li(Un+(@-1E; ) A) = Li(A) + (@ — D)6 ; L; (A).
| LM+ (@-DLjA=aLj(Ad) sik=i
LyEA = { Li(A) sinon

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considére une opération élémentaire, notée ¢, qui transforme une
matrice A € My p(K) en la matrice ¢(A) € M, p(K) et la matrice I, en
@Uy).

Alors p(A) = p(I) x A.
Et par récurrence, si @1, @2, ... @ sont k transformations élémentaires (sur
les lignes) qui s’appliquent a des matrices possédant n lignes, alors, pour
tout A€ My p(K):

[pro---o@1l(A) = @rIn) x--- x p1(I;) x A.

Démonstration

Cela a bien un sens de considérer que ¢ peut s’appliquer a A et a Iy, car il s’agit d’opération sur
les lignes et A et I, ont le méme nombre de lignes.

Pour prouver ce résultat il suffit de vérifier que pour les trois transformations possibles on a bien
E = @(Iy), puisque ¢(A) = EA.

On démontre ensuite 'hérédité de la récurrence : Supposons que @y o---0@1(A) = @y (Iy) x -+ x
@1(Ip) x A.

Notons A’ = @ 0---0p)(A).

Alors

[Pk+100k0 091 (A) = Pjes1 (@0 091 (D) = Py (A) = Q1 Tn) X A = @y Un) x @ (In) x---x 01 (In) x A
O

Cela se concrétise dans le savoir faire suivant

/~Savoir faire - Retenir les opérations matricielles codant les opérations
élémentaires

Pour une opération sur les lignes de 4, il s’agit toujours de produit a
gauche de A.

(On verra pour les colonnes, il s’agit de produits a droites de A)

Par quelle matrice?

C’est toujours par la matrice qu'on obtient lorsqu’on applique la trans-
formation élémentaire en question a I;,.

Ainsi, par exemple, sil’on veut faire L3 — L3 — 2Ly, pour n = 3, on multi-
plie par la matrice

1 0 0 1 0 0

01 0 — 0 1 0
L3—L3-2Ly

o o0 1) 7"\ -2 1

Proposition - Inversibilité des opérations élémentaires
Si une matrice B est déduite de A par une opération élémentaire ¢, alors A
peut se déduire de B par 'opération inverse ¢! suivant le tableau suivant :

¢ ¢!
Li—1L; Li—L;
Lj<—Lj+/1Li Lj<—Lj1—/1Li
Li—alL; Li——L;
a
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Proposition - Inversibilité des matrices élémentaires

Si ¢ est une opération élémentaire sur les lignes alors la matrice carrée
@(I,) est inversible et (I,,) ™! = @~ 1(I,).

On a alors Pl‘]1 = P; j (symétrique, involutif),

(T1,;(0) " = Ti (=), et (Di(@) ™" = Di(d).

Démonstration

D’apres la proposition précédente (p’l In)pUy) = (p’l (pUp)=1,0

5.2. Opérations élémentaires sur les colonnes d’'une matrice

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes que sur les
lignes. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition - Transformation élémentaire sur les colonnes comme un
produit

Effectuer une transformation élémentaire sur les colonnes d’'une matrice

A € My,p(K) revient a calculer le produit matriciel AF ou F est I'une des
matrices suivantes :

— Pour C; < Cj,
F:Ip_Eii_Ejj+Eij+Eji
— Pour C; — C; + AC;
FZIp+ﬂ,Ej,‘
— Pour C; — aC;

F=1I,+(@-1E;

Démonstration

Soit A € Mp,p(K) et E,-j € Mp(K) une des matrices de la base canonique. Alors AEij est la
matrice de .4y, (K) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-iéme , qui est la j-ieme

colonne de A. Al = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat. O

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considére une opération élémentaire, notée v, qui transforme une

matrice A € .y, p(K) en la matrice y(A) € .y »(K) et la matrice I, en
y(Ip).

Alors y(A) = Ay (Ip).
Et par récurrence, si 1, ¥, ... ¥ sont k transformations élémentaires (sur

les colonnes) qui s’appliquent a des matrices possédant p lignes, alors,
pour tout A€ My, p(K) :

Wko"'owl(A) ZAXu/k(Ip)XXw1(Ip)

5.3. Méthode du pivot de Gauss pour obtenir I'inverse d'une
matrice

Conservation de 'inversibilité

|2\ Histoire - Gauss et le calcul matriciel li-
néaire

Encore Gauss. .. Voir le cours d’arithmétique.

Proposition - Conservation de I'inversibilité
Soient A, B € ./, (K). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible
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- N
[&)\ Histoire - Fang-cheng

«Cette méthode est connue des Chinois depuis
au moins le Ier siécle de notre ére. Elle est réfé-
rencée dans le livre chinois Jiuzhang suanshu
(Les Neuf Chapitres sur I'art mathématique),
dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous
le titre « Fang cheng » (la disposition rectan-
gulaire). La méthode est présentée au moyen
de dix-huit exercices. Dans son commentaire
daté de 263, Liu Hui en attribue la paternité
a Chang Ts’ang, chancelier de I'empereur de
Chine au Ile siécle avant notre ére. » (pompage

\sans scrupule de Wikipedia. ..) )

Démonstration
Si B est inversible, alors AB est inversible (d’inverse B~ A™1).
Si AB est inversible, alors B = A~L(AB) est inversible (d’inverse (AB)~1 A) O

Corollaire - Conservation d’inversibilité par les opérations élémen-
taires

Les opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes) d'une ma-
trice carrée conservent le caractéere inversible/non inversible d’'une ma-
trice.

Démonstration
Une opération élémentaire sur une matrice est un produit a gauche par une matrice inversible.
D’apres le théoreme précédent, on en déduit la conservation du critere d’inversibilité O

Critere d’inversibilité des matrices triangulaires (supérieures)

L Analyse - Inversibilité d’'une matrice triangulaire
Siap,n #0,les opérations Visn—1,L; — L; — Z’n'z L, transforme

ayl ap as al,n-1 0
al a2 a3 aln
0 axpp a3 az,n-1 0
0 ax a3 azn
0 0 as3 as,n-1 0
T = 0 0 ass a3n | en 7' = '
) : . 0 0 0 an—1.n— 0
0 0 0 ann n-1,n-1
0 0 0 cee 0 ann

Notons que les opérations précédentes sont codés par des matrices Ty, ;(— %),
triangulaires supérieures, et dont le produit est également triangulaire supérieure.
On en déduit un résultat par récurrence (ou par algorithme).

Remarque - Ni dilatation, ni permutation

La encore, a ce stade 1a, pour passer de la matrice T triangulaire supérieure a la
matrice D diagonale (avec les mémes coefficients sur la diagonale), on n’a pas utiliser
de dilatation, seulement des transvections (il n'y a pas non plus de permutations).

Proposition - Inverse d’une matrice triangulaire supérieure

Si T est une matrice (carrée) triangulaire supérieure, avec des coefficients
non nuls sur la diagonale.

Alors il existe T’, triangulaire supérieure et inversible telle que T’ x T = I,.
On a alors T inversible.

Démonstration
On va démontrer le résultat par récurrence sur n, 'ordre de la matrice 7.
— Sin=1,alors T’ est la matrice & un élément : ﬁ
— Soit n € N. Supposons le résultat vraie pour toute matrice triangulaire supérieure d’ordre
n.
Soit T, triangulaire supérieure d’ordre n + 1.
D’apres I'analyse précédente, il existe 77, triangulaire supérieure inversible telle que
T 0p-1,1 )
01,n-1 "Tln J
T est I'extraction de T sur les n premiéres lignes et colonnes, elle est donc triangulaire
supérieure, sans coefficient nul sur la diagonale.
On peut appliquer 'hypothése de récurrence.
Il existe T triangulaire supérieure et inversible telle que 7’ x T = I,.

T 0p1 . ) .
1 , triangulaire supérieure.
01,n-1

[T1n
(
X
Ol,n 1

e )|
"[Tln

Et comme le produit de deux matrices triangulaires supérieures et inversible est trian-
gulaire supérieure et inversible, 'hypothése de récurrence est héréditaire.

T1><T:

Considérons T», définie par blocs par : (

On a alors (par blocs) :
T’ 0n-1,1 T
01,n-1

0p-1,1

Op-1,1
oy 1 =1Ins1

szTle:( Ty,

01,n-1
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Enfin, comme T’ est inversible, en multipliant & gauche par T’ ~1 ontrouve T = T'~! et donc
T x T, = In O

Proposition - Matrices triangulaires supérieures non inversible
Réciproquement, si T est une matrice (carrée) triangulaire supérieure,
avec (au moins) un coefficients non nuls sur la diagonale, T n'est pas
inversible.

Démonstration
Notons h = max{i | *[T]; = 0}, ensemble non vide.
; fr)
Alors pour tout i > h, '[T]; #0, et en faisant Ly, — Lj, — ﬁLhﬂv on obtient une matrice
h+1

T avec h[T]]- =0, pour tout j < h+1.

Et on continue ainsi. ..

On trouve donc une matrice 7, triangulaire supérieure et inversible telle que T x T possede la
ligne h nulle.

Cette derniére matrice Z n'est pas inversible car Z x Ej, j, = 0.

C’est également le cas de T (puisque T est non inversible).

O

Algorithme

Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont constructives, per-
mettent d’écrire un algorithme (récursif, en particulier). Comme toute ma-
trice échelonnée est triangulaire supérieure, on peut terminer 1'algorithme
de Gauss :

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € A, (K).

A est inversible si et seulement s’il est possible de transformer A en une
matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a I'aide unique-
ment d’opérations élémentaires portant sur les lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la décomposition de A vers I, par suite
d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I, les mémes opérations élémentaires,
dans le méme ordre, on obtient A™L.

Démonstration

Soit A € My (K).

Supposons que par une succession de k opérations élémentaires sur les lignes de A on obtienne
une matrice triangulaire T, cela signifie

ExEp_q...F1A=T

En posant Q = ExEj_1 ... E] € 4, (K), on obtient QA= T, donc A= Q™! T.

Alors Aestinversible si et seulement si T est inversible, c’est a dire T a des coefficients diagonaux
tous non nuls.

Supposons que T soit inversible et que par une succession de m — k nouvelles opérations
élémentaires sur les lignes de A on obtienne la matrice I, cela signifie

EmEm-1...E1A=1Ip

En posant B = EjEp—1 ... E1 € M (K), on obtient BA = I;, A étant inversible, on a BAA™l =
InA ' douB=A"1.0rB=EnEmn_1...E1 = EmEm-—1...E1 I, est la matrice déduite de I, par
la méme succession des m opérations. O

Remarque - Et les colonnes
On peut également procéder a I'aide d’opérations élémentaires sur les colonnes
puisque I'on aura alors AF ... Fp = In d’ou ATl =I,F ... Fpy,

@Pour aller plus loin - Réussite de I'algo-
rithme de Gauss - Conditionnement

Théoriquement, la question ne se pose pas :

l'algorithme réussit toujours sa mission.

Mais dans la pratique, en particulier informa-

tiquement, il peut y avoir des approximations

numeériques (par exemple a 27°2 prés en Py-

thon).

Supposons donc la donnée de A avec une er-

reur a6 A prés.

On note (par exemple) ||Bll2 = \/fTr(BT x B), il

s’agit d’'une norme. Elle est de plus multiplica-

tive: | ABl2 <l All2 x | Bll2.

On définit alors le conditionnement de A

cond(A) = | Al x 1A 41

On a alors l'erreur relative a I'arrivée propor-
tionnelle a I'erreur relative du départ par le
conditionnement.

16 Al2
1Al

-1
164~ 2 _

< cond(A)
1A=L,

On dit qu’'une matrice est mal conditionnée si
cond(A) est important. Plus une matrice est
mal conditionnée, plus I'impact d’une petite
erreur au départ est important sur 'erreur fi-
nale.
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@Pour aller plus loin - Autres algorithmes

Il existe d’autre méthode (raffinement de
Gauss) pour inverser une matrice. Elles ont
une complexité algorithmique plus faible (on
gagne sur la constante dans le O - ou mieux en-
core dans certains cas tout particulier de ma-
trices). 11 s’agit des méthodes LU, QR, Choleski.
On peut aussi employer des méthodes itéra-
tives assez différentes dans leur philosophie
comme les méthodes de Jacobi... On crée une
suite de matrice (Ap), avec Ay = A etlim(Ay) =
A7l On s'arréte quand on est « assez proche »
de AL

Pour aller plus loin - Coiit de Palgorithme
de Gauss

Si I'on suit parfaitement la démarche de I'al-

gorithme de Gauss, la complexité calculatoire

est en O(n3) ol n est l'ordre de la matrice

considérée.

En effet, il faut mettre en place trois boucles

imbriquées, indexée par n (pas tout a fait 'une

est triangulaire).

M Attention - Surtout pas!

Mais en revanche il ne faut surtout pas mélanger les deux types d’opé-
rations car I'on aboutit a E;; Ep,-1... E1 AF) ... Fp = I, qui n'est pas de la
forme AB = I,, et ne permet pas de conclure a l'inversibilité de A.
Mais néanmoins, comme souvent, rien n'est perdu dans ce cas la : on
montrera que A est équivalente a I, donc de méme rang : n, donc elle

est inversible...

Corollaire - Inversion a droite suffisante

Alors A est inversible et A~1 = B.
(De méme, B est inversible et B~! = A)

Soit A € /4, (K). Supposons qu'il existe B € ./, (K) tel que AB = I,.

Démonstration

On applique une série de transformations élémentaires a A pour I’échelonner.

1Ey,Ep,...Ey, T tellesque ExE_y---E1A=T

Onadonc TB = EpE_;---Ej.

Puis en multipliant a droite par Efl ...Elzl, ona T(B(ExEr_1 -~-E1)’1) =1
On avu quesi T avait un coefficient nul sur la diagonale, il est impossible d’obtenir I,.

Donc T n’a aucun coefficient nul sur la diagonale, il est inversible.
Par produit de matrices inversibles : A= (E;Ej_, ---E1) "' T est inversible.

EtdoncB=A"14AB=4"1.0O

/“Savoir faire - Inversibilité et inverse d’'une matrice par I'algorithme de

Gauss
1 0 -1
Calculer I'inverse de A = 1 -1 0
-1 0 0

inversible.

donc A7l =

0 0 -1
0 -1 -1 |.

-1 0 -1

1 0 -1]1 0 1 0 o0
1 -1 0 1 0|]—[1 0 -1
-1 0 0|0 1 1 -1 o0
1 o0 o]0 0o -1
Lo—L,—L
—]o0o o -1|1 0o 1 { 2T 2
0 -1 0|0 1 1 L3 —L3-14

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|l3) :

Ly ——L3
Ly — 1
L3 —1Lp

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est

Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé Is en AL,

A retenir : dans une opération élémentaire, il ne faut pas perdre I'informa-
tion d’'une ligne. Autrement écrit, il faut toujours pouvoir revenir en arriere!!

Exercice
1 2 3
Calculer l'inversede A=| -1 -1 =2
2 2 5
Correction

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

1 2 311 0 o0 1 2 3
(—1 -1 2|0 1 0)—-(0 11
2 2 5|0 0 1 0 -2 -1
1 2 3|1 0 o0
—(0 1 11 0) { L3 —L3+2Ly —»(
0 0 1|0 2 1

1

{

Ly—Li+Lp
L3 —L3—-2Ly

-4
-1
2

-1
-1
1

| 1
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Par suite d’'opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en A7l donc A7!

-1 -4 -1
1 -1 -1 |
0 2 1
e Remarque - Et si A n’est pas inversible?

Si An'est pas inversible, alors I’algorithme conduit & une matrice échelonné (triangu-
laire supérieure) dont la diagonale posséde (au moins) un zéro. Il est alors totalement

impossible d’obtenir I;,.

Nous verrons plus loin que I’algorithme donne alors une nouvelle information a pro-
pos de la matrice A: son rang!

Exercice

Déterminer les inverses de

2 1 -2 1 -1 0 10 9 1 } _21 1 _11
A={0 3 1[B=f1 2 1f,C=|9 10 5/,D=|, = .

-2 -3 5 1 1 0 1 5 9 L1 2 1
Correction

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

2 1 -2|1 0 o 2 1 -2]1 0 0
0 3 1]/0 1 0|—[0 3 1]0 1 o0 { I3—I3+L;
1

-2 -3 5|0 0 1 0 -2 3 |1 0

1 4 1)1 o0 o
2 2 — 1
_,(0 3 1]0 1 0) {il iLi L
11 2 3 — L3 T 3L2
00 F |1 § 1 3
1 & L o0 o
2 1 2 1 LZ‘_§L2
—|lo0o 1 3]0 3 0 I 3
3 3 3~ 1143
00 1| f§ =
1 1
! 2 1 —il g —01 1
—] 0o 1 T T { Lo—Ly-3L3
9 1 7
S N S - |
—]1 0 1 0 o7 { Li—Li-3ly+I3
00 1|-3% &

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en A‘l, donc A7l =

18 1 7
1
5|l -2 6 -2 |

6 4 6

65 -76 35
1l 3 -1 -2

-1 _ _ _ -1_ 2
c ( 76 89 41)etD ==l 6 5 4

35 41 19

N

w w N

6. Bilan

Synthése

~» Les problemes a double entrées se codent dans des tableaux. Ces pro-
blemes s’articulent lorsqu’ils ont une entrée commune; cela se code
par la multiplication des tableaux. Nous avons ainsi défini des opéra-
tions sur les tableaux (a taille fixée), donnant une structure d’anneau
et d’espace vectoriel a cet ensemble (lorsque les dimensions corres-
pondent bien). Attention c’est un anneau non commutatif, avec des
diviseurs de zéros. ..
~ Un espace est particulierement intéressant, celui des matrices de taille
carrée, car dans cette situation, elles codifient les transformations d’'un
espace sur lui-méme. Cas tres fréquent.
Pour ces matrices, on peut étre amené a étudier leurs puissances A"
(cf. Sciences physiques). Mais ici on se concentre surtout sur 'étude
de I'inversibilité de A et le calcul de A™! si possible.
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~» On met en place un algorithme pour répondre a ces questions. C’est
un algorithme sur les matrices, mais qui se code aussi par du calcul
matriciel. Ainsi on voit les matrices (ou plutét des ensembles de ma-
trices) agir sur les matrices (ou plutot d’autres ensembles de matrices).
Cela nous donne I'idée de considérer des actions de groupes GL ()
(groupe des matrices carrées de taille n, inversibles) sur tout plein
d’ensembles.
En exploitant cette idée, on dégage la notion de rang d'une matrice; il
est invariant par produit par matrices inversibles a droite et a gauche
et on trouve une forme normalisée adaptée (pour la relation d’équiva-
lence qui conserve le rang). Cette méthode est exploitée similairement
dans plein d’autres parties des mathématiques (matrices congruentes,
matrices semblables...)

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Notations

— Savoir-faire - Notation et multiplication matricielle

— Savoir-faire - Présentation des calculs

— Savoir-faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M~

— Savoir-faire - Exploiter un polyndme annulateur pour trouver M"

— Savoir-faire - Montrer qu'une matrice est triangulaire supérieure

— Savoir-faire - Retenir les opérations matricielles codant les transfor-
mations élémentaires.

— Savoir-faire - Inversibilité et inverse d’'une matrice par algorithme de

Gauss

Notations

Notations

Définitions

Propriétés

Remarques

Jﬂn,k(K)

Fn ),
“n(K)

resp.

GLx(K)

i[A]j ou [Al; ; ou
Coeffl-,j (A)

tAou AT

A AT

Tr(A)

(Ei, )i j
Pi,j = Iy + Ei,j +
Eji-Eii—Ej;

Ti,j(/l) = In+A,Ei’j

Di(a) = I + (a —
I)Ei,i
Ir(n, p) =
Iy Or,pfr
On—r,r

On-r,p-r

Ensemble (espace) des matrices avec n
lignes et p colonnes a coefficients dans K
Ensemble (espace) des matrices symé-
trique (nécessairement carrées), resp. anti-
symétrique

Groupe (linéaire) des matrices carrées
d’ordre n inversible

Coefficient en ligne i et colonne j de la
matrice A

Transposée de la matrice A

Puissance n¢ de A (par récurrence). Inverse
de A (siinversible)

Trace de A (somme des coeff. sur la diago-
nale)

Base canonique de .4y, p (K)

Matrice de transposition

Matrice de transvection

Matrice de dilatation

Matrice Jr

AT = A, resp. AT =-4

C’est une application linéaire

ah); =1 Ay

n .
Tr(A) =) ‘1Al
i=1

E; j1k =810k

Inversion des lignes (resp. colonnes) i et
J si multiplication par la gauche (resp. la
droite)

L; — Li+/1Lj agauche (resp. Cj— Cj+7LCl~
- a droite)

L; — aL; a gauche (resp. C; — aC; - a
droite)

rg(A)=r <=3 PQeGLy(K)x GLp(K) tel
que A=Px JrxQ

On note /5, (K) I'espace Ay, (K)

. n .
1AB); = Y 1A (Bl
k=1

Application linéaire involutive

Tr(AB) = Tr(BA)

Eljl xEpx=06jnEix
Pi,j = Pi,j

T;, j0™! = Ti j(=A)

Dij@t=D;(})

Retour sur les problémes

42. Addition naturelle des éléments de mémes caractéristiques (donc si-
tués dans une méme case)

43. Linterprétation en terme de graphes qui figure dans la marge donne
des éléments de réponse a ce probleme.
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44.

45.

46.

47.

[A];; est le coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve i par
rapport a la note j.

[B]j k est le poids de la partie k dans la note j.

Alors [AB]; i estle coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve
i par rapport aux parties k.

La matrice de la question n’admet aucune racine. On démontre qu’on
devrait la chercher parmi les matrices triangulaires avec des zéros sur

0 a B
ladiagonale:a=| 0 0 vy
0 0 O
0 ay
Onaalorsa®=| 0 0 0 |[.Iln'ya pas de racine.
0 0 O
En revanche, le méme calcul montre que pour tout a € R* et f € R,
0 a P 0 01
a=| 0 0 é estuneracinedea=| 0 0 0 [, quiadmetdonc
0 0 O 0 0O

une double infinité de racines. ..

Lanneau des matrices n’est pas commutatif, les éléments ne sont pas
tous inversibles ni régulier. Il y a des diviseurs de 0.
Les seules matrices qui commutent avec toutes les matrices sont les
Al
(AE;j =) [AliEj et Ej jA=) [Alj Eir = [Al;j =0sii# j et
k K

[Al;; = [Al}j)

Essentiellement (& peu de choses pres...) si B commute avec A, alors
il existe P € K[X] tel que B = P(A)...

Oui si A n’est pas inversibles, alors Ker (A) # @. Il existe une colonne X
telque AX =0.

Si B = (X|X]---|X) alors AB =0.

Pour étudier l'inversibilité de A, on peut étudier son noyau. On peut
aussi exploiter la méthode de Gauss-Jordan.

Voir cours.
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Structure logique

@Résumé -

En mathématiques, on s'intéresse a des objets sur lesquelles on formule des as-
sertions. Si, partant des axiomes ou des définitions on peut, en respectant des
regles logiques, démontrer qu'une assertion est vraie, elle prend alors le nom de
théoréme (avec un certain nombre de variantes sur ce nom : proposition (résultat
considéré comme un peu moins important qu'un théoreme), lemme (résultat qui
est avant tout une étape intermédiaire pour arriver au résultat final), corollaire
(conséquence plus ou moins immédiate d’un résultat précédemment démontré).

Le but de l'activité mathématique est de prouver de nouveaux résultats. Pour évi-
ter les erreurs, il faut : du bon sens (i.e. de la logique), de la méthode, de la rigueur.

Quelques vidéos de youtubers :

— Canal unisciel - Logique et raisonnement -
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1. Cours mathématiques

1.1. Lénigme mathématique

Pas de réponse, que des questions. Extrait de «1’efficacité des mathématiques
est-elle déraisonnable » de D. Lambert.

? Probléme 47 - Déraisonnable efficacité des mathématiques
Le développement des sciences physiques contemporaines a clairement
manifesté efficacité surprenante des mathématiques. Dans un article
souvent cité, E. R Wigner parle a ce propos d'une « efficacité déraisonnable
», d'une sorte de « miracle » qui est comme un « don magnifique que nous
ne comprenons ni ne méritons ». Einstein lui-méme manifeste son éton-
nement a cet égard ? : « Comment est-il possible que la mathématique, qui
est un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience,
puisse s'adapter d’'une si admirable maniere aux objets de la réalité? La
raison humaine serait-elle capable, sans avoir recours a l'expérience, de
découvrir par la pensée seule les propriétés des objets réels » 2 Aujourd’hui
cet étonnement est encore renforcé par les confirmations expérimentales
tres précises apportées a la mécanique quantique, a l'électrodynamique
quantique, a la théorie unifiée des interactions électro-faibles (qui a per-
mis la découverte effective des bosons vectoriels intermédiaires) ou encore
ala théorie cosmologique standard (grdce aux mesures effectuées par le sa-
tellite COBE par exemple). De plus, cette efficacité se manifeste également,
quoique de maniere plus discrete, dans d’'autres domaines des sciences. En
biologie, par exemple, les mathématiques apportent des résultats surpre-
nants au niveau de la compréhension des dynamiques de populations en
écologie. ..

? Probléme 48 - Un simple langage ? Ou plus
Les mathématiques sont-elles un langage ? Est-ce un jeu? Un apercu sur
la/une vérité 2 Autre chose. ..

? Probleme 49 - Inspiration...

Les deux sources d’inspiration pour les mathématiques jusqu’au XXéme
siecle sont la physique dans sa globalité (mécanique, électricité, chi-
mie...) et 'arithmétique (le calcul avec des nombres entiers). La géomé-
trie a été aussi d'une certaine fagon une source d’inspiration.

I est donc nécessaire en filiere mathématique d’étudier la physique et
I'arithmétique...

La biologie et I'informatique (quoi que pour cette derniére, il est parfois
compliqué de déméler informatique et mathématiques) sont de nou-
velles sources d’inspiration. ..

1.2. Structure de cours

L2 Analyse - Formalisation
Le cours se construit d'une facon systématique. La chronologie est importante.
1. Quelques axiomes : des résultats de base admis, sans démonstration, sur un
bon sens commun.

2. A partir de ces axiomes, on développe des idées, des mots, des images men-
tales et des heuristiques.
Ces images permettent de bien comprendre mais pas ne permettent pas les
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démonstrations.

Une heuristique, c’est I'art de trouver, de découvrir. En pédagogie : I'adjectif
heuristique signifie : « Qui consiste a faire découvrir par I'éléve ce qu’'on veut
lui enseigner ».

3. II faut formaliser les idées pour pouvoir agir dessus : on donne donc des dé-
finitions précises avec un langage trées précis, mais finalement assez restreint.
Une définition, c’est une légalisation d'une idée.

4. La manipulation des définitions pour créer des théoremes ou propositions
(moins importantes qu'un théoréme, ou étape intermédiaire), des corollaires
(résultats immédiats), des lemmes (propositions pour des démonstrations).

5. Les démonstrations sont les étapes intermédiaires entre définitions et propo-
sitions ou entre propositions et théorémes. C’est I'essentiel de notre cours!

6. Pour bien comprendre et apprendre a manipuler les mathématiques, nous au-
rons beaucoup d’exercices d’applications, de moments d’analyse, des devoirs
(maisons ou surveillés) et des colles évidemment!

Exercice

Pour ces six étapes, donner un pourcentage du temps passé en cours de mathématiques
pendant le lycée ?

Reprendre I'exercice en fin d’année pour évaluer le cours de CPGE.

Correction

2. Quantificateurs et notations ensemblistes

2.1. Appartenance, éléments

(Déﬁnition - Ensemble )

Un ensemble est une “collection” d’objets appelés éléments. On introduit
une relation particuliere entre un élément x et un ensemble E, la relation
d’appartenance :

x € E, ce qui se lit “x appartient a E” ou “x est un élément de E.

La négation de la relation d’appartenance s’écrit x ¢ E, ce qui signifie que
x € E est faux.

- J

Proposition - Propriété essentielle
Un ensemble est défini dés que pour tout objet x, on peut dire si x est, ou
n’est pas, un élément de cet ensemble.

(~ )
Définition - Formalisation

On formalise les idées et objets pour signifier un certain type d’apparte-
nance par :

Vx , quiselit«quel que soit x» ou pour « pour tout x »,

Jdx selit «il existe x »,

Alx  selit «il existe un unique x »,

M Attention - Pas d’abus
On n’abuse pas de ce formalisme dans un texte en francais.
Seul un « x € E » peut étre toléré.

Pour aller plus loin - Propriété essentielle,
sinon, c’est la faillite. ..

Trés vite dans la théorie des ensembles sont
apparus quelques paradoxes, ce qui a de-
mandé de faire une théorie plus fine. Ici, on
reste au stade naif, car cela demanderait beau-
coup de temps et il serait assez peu productif
de prendre ce temps.

La contradiction est de cette forme (en notant
catalogue ou lieu d’ensemble) : « Peut-on faire
un catalogue des catalogues qui ne se citent
pas?»
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4 Exemple - Applications

Par exemple,

VxeE selit» quel que soit x appartenant a E », « quel que soit 'élément x de E» ,
ou encore « pour tout élément x de 'ensemble E »...

De plus si P(x) désigne une propriété dépendant de x,

VxeE, P(x) selit«pourtoutxde E, la propriété P de x...»

etdxe E|P(x) (oudxe E;P(x) )selit«il existe x dans E tel que la propriété P de

o

X..
4 Exemple - Ensembles classiques

Les plus connus : N (dont les éléments sont appelés “entiers naturels”), Z (“entiers
relatifs”), @ (“nombres rationnels”), R (“nombres réels”), C (“nombres complexes”),
mais également ’ensemble des éleves de la classe, I'ensemble des professeurs de la
classe, I'ensemble des aliments contenus dans le frigo de la cuisine de vos parents...
Exercice

Que pensez-vous de I'affirmation suivante ?

On a donc

‘v’x(—:[R,x2 ;aé—lmaisEIxE(I:Ix2 =-1

Correction
Remarquez la négationdu 3...

e Remarque - Convention de notation

La lettre x peut étre remplacée par n'importe quel autre symbole, bien que quelques
conventions tacites existent en mathématiques (parfois différentes de la phy-
sique) : n,m,p,i, j,k,¢,... pour des entiers, x,¥,z,5,t,0,¢,... pour des réels, z pour
un complexe...

Proposition - Régle de la théorie des ensembles
Quelques régles régissent les ensembles (dont certaines sont des axiomes
de la théorie des ensembles) :
— régle n°1 : Deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux.
— régle n°2 : Il existe un ensemble qui n'admet aucun élément, soit

JE|Vx,x¢ E

D’apres la regle n°1, cet ensemble est unique, on 'appelle ensemble vide et
on le note @.

2.2. Différentes manieres d’écrire un ensemble

Descriptions : en extension, en compréhension, par image

Définition - Singleton, paire

Soit a un objet mathématique. Lensemble dont a est I'unique élément
s’appelle un singleton, on le note {a}.

Soient a et b deux objets distincts. Lensemble dont ce sont les deux seuls
éléments s’appelle la paire formée de a et b. On le note {a, b}

D’aprés la régle n°1, {a, b} = {b, a}, qu'il ne faut pas confondre avec le couple
(a,b).
Sia=b, {a, b} ={a}.
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Définition - Définition en extension
On dit que I'on définit un ensemble en extension lorsque I’'on énumere ses
éléments :

{ay,az,...,an}

Cette notation sous-entend que |'on sait interpréter les ... intermédiaires.

7 Exemple - Ensemble défini en extension

{1,2,..., n} représente I'ensemble des entiers compris entre 1 et 7, on le note parfois

aussi [1, n].

{0,2,...,2n} est 'ensemble des entiers de la forme 2k ol k varie de 0 a n.

Par abus courant, la méme notation s'emploie pour énumérer des ensembles infinis,
comme

N=1{0,1,2,...} ou2N=1{0,2,4,...}.

Exercice

{1,2,3,...}= , {0,1,-1,2,-2,...} =

Correction
{,2,3,..}=N, {0,1,-1,2,-2,...}=Z

e N
Définition - Définition en compréhension

On peut définir un ensemble en compréhension, c’est a dire par I'intermé-
diaire d'une propriété qui le caractérise : soit E un ensemble et P(x) une
propriété dépendant d'un objet x de E, alors

{xe E| P(x)}

est 'ensemble des x éléments de E tels que P(x) (sous-entendu “tels que

\P(x) soit vraie”). )

Exercice

(xeR|x2+1=0}=
{xeN|x+1=0}=
{xeClx2+1=0}=
{xeZlx+1=0}=
{@® +2lac[1,5]} =

Correction

(xeRx®+1=0}=¢
{xeN|x+1=0}=¢
{xeC|x2+1=0}={—i,i}
{xeZlx+1=0}={-1}

{a2 +2lac€[1,5]} =1{3,6,11,18,27}

Le dernier ensemble de cet exercice est un exemple d’ensemble défini
comime image.

Intervalle de R

(~ )
Définition - Intervalles de R

Pour a,b € R, a < b, on définit les intervalles de R, ce sont les ensembles
suivants :

[a,bl={xeR|la<sx<bl la,bl={xeR|la<x<b} [a,bl,]a,bl...
]—oo,al={xeR|x<a} ]-ooal={xeR|x<a} [b, +ool,]b,+0l...

Les intervalles du type [a, b],] — oo, al, [b, +o0o[ sont des intervalles fermés
Les intervalles du type la, b[,] — oo, al,1b, +oo[ sont des intervalles ouverts
Les intervalles du type [a, b[ ou la, b] sont dits semi-ouverts (ou semi-
fermés)

[a, b] s’appelle un segment.

- J

Pour aller plus loin - Définition par image
On peut définir un ensemble par image, c’est
a dire par I'intermédiaire d'une application qui
le caractérise : soit E un ensembleet f : E— F
etenfin AcE.
Alors

fA) ={f(x),xe A}

est le sous-ensemble de F dont les éléments
sont des images d’éléments de A par f.
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Pour aller plus loin - Motivations

Ily a d’autres motivations.

Nous verrons plus loin I'articulation forte entre
ces deux quantificateurs, en particulier pour la
négation.

Nous verrons encore plus l'articulation trés
forte entre ces connecteurs et les opérations
ensemblistes ;e A etUjer Ai

4 Exemple - Autres exemples

@ =10,0[

R_=]-00,0], R =]-00,0[, Ry =[0,+00l, R} =]0,+oo[ (on trouve aussiles nota-
tions RY,R**..)

/~Savoir faire - Montrer que I est un intervalle de R
1l suffit de montrer que pour tout a,be I, [a,b] :={teR|a<t<b}cI.
C’est-a-dire :
«Soient a, b € I (quelconques puis fixés).
Soittela,b] (i.,e.a<t<b)alors......... etdonctel.»

Exercice
Montrer que J = {x€R | 1 < x+ e* <10} est un intervalle.

Correction
Soient a,b € J. Soit t € [a, b].
Notons ¢ : x — x + e*, croissante comme addition de deux fonctions croissantes.
Aorsastsb=1<¢a)st+e’ <@(b) <10
N—— N——
ac] be]

2.3. Utilisation de quantificateurs

*Heuristique - Quantificateurs nécessaires
En mathématiques classiques, deux quantificateurs sont essentiels :
— V,lu«pourtout» ou«quelque soit», pour désigner qu'une propriété a un certain
degré d’'universalité :
V x,22(x). La propriété 22 est donc toujours vraie, puisque vraie pour tout
point.
V x € E,x € F. Tous les éléments de E sont dans F. Dans sa totalité : Ec F.
— 3 lu«il existe» estla négation du précédent.

e Remarque - Existence ET unicité

11 arrive qu’on ait besoin d’ajouter 'unicité a l'existence (cas des antécédents pour
une fonction bijective...).

On écrit alors : 3 !x, pour dire « il existe un unique x qui...»

L Analyse - Non commutativité des connecteurs

Les deux assertions suivantes ne sont pas identiques :

Vx3dy... Iy Vx...

Lune est plus forte que l'autre : la seconde. Pour la seconde assertion, il s’agit du
méme y pour tous les x. Dans la premiére assertion, chaque y dépend de chaque x.

4 Exemple - Suite majorée, ou rien

VY neN,3 M eRtel que u, < M est toujours vraie. Comme M peut dépendre de n, on
peut prendre M, = x;; +1

IMeRtel que YV neN,u;, < Msignifie qu'une suite est majorée. Ce n’est pas toujours
vraie (ex: (uy) = (n)).

Exercice

On considére la suite de FIBONACCI : Fy40 = Fyp1 + Fp et Fp=Fp =1.

Que pensez-vous des deux assertions suivantes :

— VneN,EIA,Be[RteIsquan:A(#JH+B(%§Y£

— JABeRtelsque V neN, Fy :A(1+2\/g)n+3(#)n

Correction
F,

Le premiére est sans intérét cela est toujours vrai. Il suffit de prendre B, =0 et A, = N ‘75 I
+
)

La seconde est tout a fait intéressante, voire incroyable !
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/~Savoir faire - Noter les dépendances

Sil'on écritV a, 3 b...,le nombre b en second dépend grandement de a.
On devrait noter b(a) ou b,.

En revanche, si on écrit 3 b tel que V a..., le nombre a ne dépend pas
(plus particulierement que les autres) de b. La notation a; ou a(b) n'au-
rait pas d’intérét. Rappelons que cette formulation est la plus forte.

De nombreux problémes rencontrés en mathématiques en MPSI par les
éleves reposent sur la non compréhension de cette (in)dépendance.

Une autre stratégie est de faire comme en Python, des indentations
dans la démonstration.

A chaque parametre introduit, on fait apparaitre un petit retrait dans
I'écriture de la démonstration qui permet de voir comme ces parametres
dépendent mutuellement les uns des autres. ..

2.4. Parties d’'un ensemble

Définition - Partie d'un ensemble (sous ensemble)

On dit qu'un ensemble F est inclus dans un ensemble E, ce que I'on note
F c E, sitous les éléments de F sont éléments de E.

On dit aussi que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

/“Savoir faire - Montrer que F c E
Pour montrer que F c E, on démontre :
FcEe (Vx,xe F=> x€E).

Proposition - Relation d’ordre
Quelques propriétés :
— @ c E pour tout ensemble E
— E c E ('inclusion est une relation réflexive)
— Siona Ec FetF c G alors on a aussi E ¢ G ('inclusion est une
relation transitive)
— SionaEc FetF c E alors E = F (I'inclusion est une relation
antisymétrique)

/Savoir faire - Prouver I'égalité de deux ensembles
| Laderniere propriété sert souvent a prouver I'égalité de deux ensembles.

Exercice
A quelle condition a-t-on : {a} c E? {a,b} c E? {a} c {b} ?

Correction
{a}cEssiacE {a,blcEssia,beE {a} c {b} ssi a= b ssi {a} = {b}
Définition - Ensemble des partes de E

2P(E) est'ensemble des parties de E : X € Z2(E) signifie donca X c E.

@'r Exemple - Singleton...
P2 ((a}) = {o,{a}}

P({a,b}) = {@, {a}, (b}, {a, b}
P(2) =1{2}

P (P (@) = {0, {8}
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2.5. Produit cartésien

Définition - Produit cartésien de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et
on note E x F, 'ensemble dont les éléments sont les couples formés d'un
élément de E et d'un élément de F (dans cet ordre) :

ExF={x|dae E,3dbe F; x=(a,b)} ={(a,b)|la€ E et be F}.

Remarque - Role de la ponctuation

Le “;” dans la définition en compréhension peut étre remplacé par “:”, “tels que”.
Plus généralement,

. N
Définition - Produit cartésien de n ensembles

Soit n € N, si Ej,..., E, sont n ensembles, on définit le produit cartésien
E) x---x E, comme I'’ensemble des n-uplets (ay, ..., a,) formés d’éléments
a € Ey,...,a,€ Ej,.

Si les E; désignent un méme ensemble E, on note E; x --- x E,, = E"
(R?,R3...)

g

e Remarque - Associativité du produit cartésien
A priori E x (F x G) # (E x F) x G, mais on les identifie fréquemment a E x F x G.

2.6. Opérations sur les ensembles

Définition - Réunion, intersection, différence d’ensembles
Pour E et F deux ensembles on définit :
— la réunion (ouunion) de Eet F: EUF = {x|x € Eou x € F} (le “ou”
est inclusif : on peut avoir les deux simultanément)
— l'intersectionde Eet F: ENF ={x|x€ Eet x€ F}
— ladifférencede Eetde F: E\F={x|xe Eetx ¢ F}

Remarque - Interprétation avec une table de vérité
En d’autres termeson a :

xXeE | xeF x€eEUF | xeENF | x€eE\F

m <<
ol << m
<l <| <

| <1

| |

(Déﬁnition - Complémentaire d’'un ensemble (dans un ensemble plus
gros)
Lorsque F c E, 'ensemble E\ F est appelé complémentaire de F dans E et
noté CpF.
On ne peut parler de complémentaire de I'ensemble F que relativement a
un ensemble “contenant” ce dernier. Toutefois, en 'absence d’ambiguité
sur E, on peut noter CF ou F° ou F (cette derniere notation ayant cepen-

\dant différents sens suivant le domaine des mathématiques...) )

M Attention - Le verbe contenir
Attention également a I'ambiguité du verbe “contenir”, parfois utilisé

pour dire que x est élément de E, parfois pour dire que F est une partie
deE.
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Exercice

Soit A={xeN|x/2eNetx=10}. Que représente A? Ecrire cet ensemble différemment.
Ecrire en extension Lo A puis déterminer Cy A.

Déterminer les sous-ensembles X de N tels que AU X =N.

Correction

A est 'ensemble des nombres paires plus grand que 10. CoyA = {0,2,4,6,8}.

CyA=10,2,4,6,8} U {2k + 1,k € N}. On doit prendre des ensembles qui contiennent au moins Cy A
Exercice

Soit E un ensemble. Que peut-on dire de deux parties A et B de E vérifiant AnNB=AUB?

Correction

A = B. En effet, nécessairement: AUB< ANB...

Exercice

On définit la différence symétrique de deux ensembles E et F par

EAF=(E\F)U(F\E).
Ecrire EAF alaidede EUF et ENF.

Correction
EAF=(EUF)\(ENF)

Pour aller plus loin - Probabilité

Nous reprenons ces notions lors du cours de
probabilité. 11 y aura quelques modifications
de vocabulaire

Proposition - Quelques regles de calcul
E, F et G désignent trois ensembles quelconques.

Pour A et B deux parties de E :

AnE=A
AUE=E
CeCzA) =A

Ce(AuB) = (CgA) N (CeB)
Ce(AnB) = (CgA) u(CEB)

Les deux dernieres formules sont connues sous le nom de lois de Morgan.

EUF=FUE (commutativité de la réunion)
EUu(FuUuG =(EUF)uG (associativité de la réunion)
QUE=EU@=E (I'ensemble vide est neutre pour la réunion)
EnF=FnE (commutativité de I'intersection)
ENn(FNG =(ENF)NnG (associativité de I'intersection)
PNE=Eng=¢ (I'ensemble vide est absorbant pour I'intersection)

EN(FUG)=(ENnF)U(ENG) (distributivité de I'intersection par rapport a la réunion)
EU(FNG)=(EUF)N(EUG) (distributivité de la réunion par rapport a I'intersection)

Pour la démonstration, on lie ces résultats aux affirmations correspondantes.
On peut aussi faire une table exhaustive de vérité

Démonstration
xel(ANnB) <= x¢ AnB<=Non(x€ AnB)

<= Non(xe€ Aet xe€ B) < Non(x € A) ouNonx € B
—x¢ Aoux¢ B xel(A) ouxel(B) = xelAulB) O

3. Vocabulaire sur les assertions

3.1. Définitions
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Pour aller plus loin - Logique floue (1)
Formalisée en 1965, la logique floue élargie ce
point de vue : on associe un nombre entre
0 et 1 pour mesurer la véracité de chaque
proposition. Une proposition de valeur 0 est
fausse. Une proposition de valeur % est a moi-
tié fausse. L'arithmétique qui en découle est
comparable a celle des probabilités d’événe-
ments.

Cela s’appuie sur les ensembles floues avec des
degré d’appartenance entre le€ etle ¢.

On I'utilise en automatique ou en médecine. ..

Définition - Assertion (proposition) et prédicat

Dans ce paragraphe une proposition, ou assertion est un énoncé qui peut
prendre deux valeurs logiques : V (vrai) ou F (faux).

Si cette assertion dépend d'une variable x on parle alors de prédicat.

4 Exemple - Propositions

«tout entier est pair» est une assertion de valeur logique F;

«tout réel est un complexe » est une assertion de valeur logique V;

«4 est pair» est une assertion de valeur logique V;

«x est un multiple de 4’ » est un prédicat dont la valeur logique dépend de la valeur
de x.

Comme on peut le voir dans les parties suivantes, a partir de deux assertions
A et B, on en définit d’autres dont la valeur logique est donnée par une table
de vérité.

Exercice

Que pensez-vous de &, dans I'énoncé formel suivant ?

Notons, V neN, %, :«3 ke Etelque an =k»

Correction
Il s’agit d’une famille (suite) de prédicats, il y a donc 2y, 2;... P1224....
Peut-étre que certains sont vraies et d’autres sont faux. ..

3.2. Négation

(Déﬁnition - Négation d’une assertion
Considérons une assertion A.
On appelle négation de A I'assertion qui dit le contraire de A, c’est a dire
qui est vraie exactement lorsque A est fausse, on la note “nonA” (ou 7 Aen
logique).
Latable de vérité de nonA :

A | non A
\Y% F
F \%
N y,

Exercice
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours & Toulouse » est :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est:

Soit I un intervalle de R.
La négationde «0e I » est
La négationde « Vxe I, x>0» est
La négationde « 3xe€ I|x=0» est

Correction
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours a Toulouse »
jour de I'hiver dernier a Toulouse » :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est « il y a (eu) des hivers sans
neige en Aveyron ».
Soit I un intervalle de R.

La négationde «0€l» est:«0¢]»

La négationde « VxeI,x>0» est«3Ixel, x<0»

La négationde «3x€ [|x=0» est«Vxel,x<0»

est « il n’a pas plu (au moins) un

D’une maniere plus générale il faut savoir nier une proposition écrite avec
des quantificateurs :

Exercice

P désignant une propriété dépendant de x ou de x, y suivant les cas, écrire la négation des
assertions suivantes :
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o > 0D

Correction

-

Eal S

. Vx€E, P(x);
dx e E|P(x);
Vx€E,Aye E|P(x,y);
Ax e E|Vy€eE, P(x,));

Jx€E,P(x);
VY x€ E|~P(x);
dx€E,VyeE|-P(x,y);
Vx€eE|dyeE,~Px,Y);

dreR,3seR|VxeR,x<rets<r.

5. VreR, VseR|AxeR,x>rous>r.

Lexercice suivant permet de revoir également la table de vérité d'une
conjonction («et») ou disjonction (« ou») d’assertions.

Exercice

Compléter le tableau suivant :

AetB | A

[0]
o
c

B | non

(AetB) | non(AouB) | nonA | non B

nn<|<|x
m<|T<|™

mm <

i< <<

On a laissé une colonne pour des « tests ». Quelle relation remarquez-vous ?

Correction
A | B AetB | AouB | non(AetB) | non(AouB) | nonA | nonB | non Aetnon B | non AounonB
v Vv \" \" F F F F F F
v F F \" \" F F \Y F Vv
- Vv F \" \" F Vv F F Vv
- F F F \" \" Vv \Y Vv Vv

On démontre les lois de Morgan :
— non(A et B)< (non A) ou (non B)
— non(A ou B)< (non A) et (non B)

3.3.

Implications et équivalence d’assertions

g

(Déﬁnition - Implication d’assertions
Considérons deux assertions A et B.
Si, lorsque I'assertion A est vraie, alors, nécessairement, I'assertion B l'est
également, on dit que A implique B et'on écrit A= B
(ce qui se lit donc “A implique B” ou “si A alors B”).

Plus précisément, la table de vérité de A= B est donnée par :

A| B | A=>B
V|V \%
V | F F
F |V \%
F | F \%

Remarque - Et si A est fausse
On remarquera qu’en logique, dés que A est fausse, A = B est évaluée vraie, en bref,
vous pouvez construire sans probléme une démonstration juste avec une hypothese
fausse, mais finalement c’est sans intérét parce que vous n’avez aucun résultat a
énoncer a la fin...c’est la raison pour laquelle usuellement “prouver A = B” sous
entend “prouver A vraie = B vraie .
Etdonc si E = @, tout énoncé “Vx € E, P(x)” (ou “x € E = P(x)”) ala valeur logique V

Exercice

Pour aller plus loin - Logique floue (2)
A la place de V et F, on peut respectivement
écrire 1 et 0.

Dans ce cas si p; est une proposition et v(p;)
savaleur (v(p;) =0, si p; est fausse...).

On a donc v(p1 np2) = v(p1) x v(p2),
v(non(p1)) 1 -wv(p1) et v(p1 U p2)
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Quelle est I'assertion qui a méme table de vérité que « non(A= B)' » ?

Correction
Il s’agit de « A et non(B) » (il suffit de faire une table de vérité)

Avec deux implications, on a exactement une équivalence :

(Déﬁnition - Equivalence d’assertions

Considérons deux assertions A et B.

On dit que A et B sont équivalentes si elles signifient la méme chose,
mais dite différemment, c’est a dire si, simultanément, A implique B et B
implique A;

on note alors A < B.

Plus précisément, la table de vérité de A < B est donnée par :

A| B|| AeB
V|V \Y%
V| F F
F |V F
F | F \Y%
. J

¢/ Exemple - Deux assertions équivalentes

On a par exemple pour x réel: (x>0) & (—x<0).

Exercice

Comparer la table d’équivalence de A < B avec celle de [(A = B) et (B = A)]

Correction
A | B Ae B A=>B | B=>A | [A=>BetB=A]
vV |V \Y \ \' \
Vv F F F \Y F
F |V F \ F F
F F \Y ' \Y Vv

M Attention - A démontrer?
Certaines équivalences correspondent en fait a la définition d’'un objet
mathématique, d’autres en revanche nécessitent une démonstration.

M Attention - Ne pas abuser de A < B
Les étudiants écrivent TROP souvent A <= B, en faisant un calcul dans
leur téte (ou une démonstration) qui permet de passer de A a B, SANS
vérifier si’'on passe ausside B a A.
I est important de ne pas faire cette erreur, surtout si 'on demande
qu'une implication.... Il ne faut pas en faire trop, si c’est faux!

4. Principales méthodes de démonstration

4.1. Démonstration d’'une implication

Démonstration directe

Considérons deux assertions A et B. On veut démontrer que A = B.

/~Savoir faire - A= B. Raisonnement direct
On suppose A vraie, par une succession d'implications connues (calculs,
résultats de théoremes...), on prouve qu’alors B est vraie.
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Exercice

1 1
Montrer que si (x, y) est élément de ]0,2[x] —2,0[ alors — — — >1
Xy

Correction
1 1
xe]O,Z[:7>§ 1 1>1 ]
_1 - - ST =
y€l-2,0[= — < — x y 2 2
¥y 2
Exercice

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =[x+ %I - % Montrer que

xz-1=>f(x)=0

Correction

Sixz-l,alorsx+3>120,donc fx)=|x+3|-L=x+3f-1=0

On peut-étre amené a faire une disjonction de cas:

Exercice

Compléter I'’énoncé suivant pour que la démonstration nécessite I'étude de deux cas
séparés.

Soit f la fonction définie par ...

Montrer que x = -1= f(x) =0.

Correction
On peut par exemple prendre f(x) =[x+ %|+ |x—1|- %
Dans ce cas,
— sixe[-11], x-1<0etx+3>0,donc f(¥)=(x+3)+(1-x)-1=220
— six>1,x-1>0etx+3>0,donc f(x) = (x+3)+ (x—1)— 4 =2x>0, car x>0

Le chemin de la démonstration

<*Heuristique - Démontrer que...
Lorsqu’on cherche a démontrer un résultat, il y a fondamentalement deux attentes :
1. Trouver la (une) démonstration,
satisfaisante i.e. qui donne la certitude du fait
2. Ecrire la démonstration,
de sorte que toute personne qui lise la démonstration soit également persuadé du
fait
Avec le temps du passage de 1 a 2, il faut donc trois temps dans la recherche d'une
démonstration.

M Attention - Premier piége
Le temps 1 est le temps de 'analyse.
Le temps 2 est le temps de la synthese.
Ce sont deux choses tres différentes. Lorsque vous lisez une démonstra-
tion d'un théoreme faite par un professeur, un corrigé dans un livre...
vous ne voyez que le second temps, celui de la synthése. Apres la lecture,
vous pouvez vous dire : « et oui, je vois que c’est vrai », mais vous n’avez
pas appris comment on trouve la démonstration!!!
La seule solution est de chercher, chercher, chercher... et de ne pas se
précipiter sur la (une) solution.
De méme, si pour vous écrire une démonstration de cours lors d'une
colle est uniquement un exercice de mémoire, alors c’est que vous n’avez
pas compris le premier point, ni le point 1 — 2 de la démonstration du
fait considéré. Pouvez-vous donner un exemple d’une telle situation ren-
contrée?

L Analyse - La métaphore du petit poucet

Faire une démonstration, c’est partir d'un point A (les hypothéses) pour arriver a un
point B (la conclusion).

Il s’agit donc de trouver un chemin, sans se perdre en route...
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Pour aller plus loin - f surjective, injective
On verra plus loin les définitions. A ce stade,
il suffit de savoir que par définition f est sur-
jective de E sur F siVy € F, 3x € E tel que
y=rf.

Et par définition f est injective de E (sur F) si
V x1,x2 € E, f(x1) = f(x2) © x1 = x2.

— On peut avancer discretement, les yeux fermés
ou bien laisser des traces afin de pouvoir revenir (classique trace du
petit poucet)
— On peut tourner autour du point de départ (on parle de mouvement brownien)
ou bien fixer son cap et se diriger en direction du point B (méme s’il
peuty avoir quelques obstacles en chemin)
(mettre un phare, prendre une boussole qui indique une direction)
voire placer quelqu'un d’autre en B, le laisser venir vers nous et nous
vers lui et chercher a faire la jonction (s’appeler, mettre un phare)
— On peut se précipiter sur son GPS
ou bien chercher a reconnaitre la ot 'on se trouve, voir si on ne voit
pas une route déja connue (courage, familiarité avec le chemin) le monstre
— Prendre durecul, de la hauteur. .. prendre le temps de voir de plus haut (bottes
de 7 lieux)

V/ Exemple - Exercice « de base »

On suppose que f : E — E est surjective, montrer que f2(= f o f) est surjective.

Si I'on n’écrit pas ce que 'on veut obtenir i.e. le point B : « f2 est surjective », on ne
peut s’en sortir uniquement en dérivant du point A : « f est surjective ».

Pour préparer la démonstration, il faut donc laisser des espaces et compléter au fur et
a mesure.

Le temps joue un réle important, or il n'y parait plus lorsque la démonstration est
écrite. Pour le voir a 'oeuvre, nous allons présenter la démonstration comme succes-
sion de photos prises de son écriture.

ler 2eme 3eme 4eme 5eme 6eme 7eme

‘ Soit y € % ‘ ‘
[ estsurjectivedoncV be E,Jac E telque b = f(a)
| ainsi 3 x]W tel que y = f(x1)
et 3 xp tel que x1 = f(x2)

VY yeE dxeEtelque y=f2(x)
donc f? est surjective

Cela s’écrit ensuite :
Soitye E
[ estsurjectivedoncV be E,3ac Etelque b= f(a).
ainsi 3 x tel que y = f(x1)
et 3 xp tel que x1 = f(x2)
donc 3 x(= x») tel que f2(x) = f(x1) = y
Donc:V ye E,3xe€ Etel que y = f2(x) et finalement : f2 est surjective
Exercice
Soit E un ensemble et f: E — E, une application sur E.

On suppose que f3 = f. Montrer que si f est injective alors f est surjective. Et réciproque-
ment.

Correction
ler 2eme 3eme 4eme 5eme
Soit ye E
Soit x = f(y). Alors f2(x) = f3(y) et puisque f3 = f
f?(x) = f() et f(x) = y car f injective
VyeE IxeEtelque y=f(x)
donc f2 est surjective
Ce qui s’écrit :
Soit y € E.
Prenons x = f(y), alors f2(x) = f3(y) = f(y) car f3 = f.
Puis comme f est injective : f(x) = y.
Donc il existe x € E tel que y = f(x).

Par conséquent : V y € E, 3 x € E tel que y = f(x), donc f surjective.
De méme, réciproquement
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1er 2eme 3eme 4eme 5eme 6eme

Soit x1, x2 € E tel que f(x)) = f(X‘z)

donc x1 = x»
V x1,x2 € E, f(x1) = f(x2) = x1 = X2
donc f est injective

Ce qui s’écrit :
Soient x1, x € E tels que f(x1) = f(x2).
Comme f est surjective, il existe ay, ap € E tels que x1 = f(ay) et xp = f(ap).
Et donc en composant par f : f2(a;) = f(x1) = f(x2) = f2(ag), puis f3(a1) = f3(ap)
Mais comme f3 = f, alors f(a1) = f(ap), soit x] = Xp.
On a donc démontré : V x1,x2 € E tels que f(x1) = f(x2), alors x1 = x2.
Donc f est injective.

Contraposée

‘ Jay,ap € Etels que x1 = f(ay) et xo = f(ap) car f surjective
‘ainsi f2(a)) = flx)) = f(x2) = f2(a2), puis f3(ay) = f3(an)
or 3= f,donc x1 = f(a1) = f(az) = x2

Proposition - Contraposée
(non B = non A) s’appelle la contraposée de (A = B).
Il est équivalent de prouver 'une ou I'autre de ces deux implications

Démonstration
On complete la table de vérité :

A | B nonA | nonB A=>B non B = non A
V|V F F \% \%
V| F F A% F F
F \Y% A% F A% A%
F F A% A% A% A%

/“Savoir faire - A= B. Raisonnement par contraposée

On suppose donc B fausse et on prouve qu’alors A est fausse, comme

précédemment

Le résultat de I'exercice suivant sera fréquemment exploité en analyse :
Exercice
On considére un nombre réel x = 0. Montrer que

Ve>0,0sx<e)=>x=0.

Correction

On fait donc un raisonnement par contraposée (c’est presqu’un raisonnement par I'absurde ici).
Si x>0, alors avec € = % onalapreuve de :Je>0tel que x > €.

Donc I'assertion négative de notre hypothése A est alors vérifiée.

Ainsi non(B)= non(A) et par contraposée : A= B.

4.2. Démonstration d'une équivalence

Deux possibilités pour prouver I’équivalence A < B :

/~Savoir faire - A < B. On procede en deux temps
1. On montre A= B

2. Onmontre B= A
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Pour aller plus loin - Raisonnement par
Pabsurde, a accepter?

Certaine axiomatique de mathématique refuse
le raisonnement par I'absurde, en effet la no-
tion d’existence qui en découle est quelque
peut frustrante.

On sait que v/2 n’est pas un nombre rationnel,
c’est un nombre algébrique de degré 2 (qua-
dratique).

Notons a = \/E\/i. Alors il existe un nombre
transcendant a la puissance V2 (transcendant)
qui est algébrique (contraire de transcendant).
En effet, si a est algébrique, alors v/2, a la puis-
sance V2 est algébrique.

Si tel n'est pas le cas alors a est transcendant

Exercice
On considere une fonction f définie sur R a valeurs dans R. Montrer que

(f est une fonction paire et impaire ) < (f est la fonction nulle ).

Correction
En deux temps.
— Supposons que f est nulle.
Alors pour tout x € R, f(—x) =0 = f(x) donc f est paire et f(—x) =0 = —f(x) donc f est
impaire. Bilan : f est nulle = f est une fonction paire et impaire.
— Réciproquement, si f est une fonction paire et impaire,
Alors pour tout x € R, f(x) = f(—x) et f(x) = —f(-x), donc f(x) = —f(x) donc
2f(x)=0donc f(x)=0.
Ceci est vrai pour tout x € R, donc f =0 (f est identiquement la fonction nulle).
Bilan : f est une fonction paire et impaire = f est nulle.
Par double implication : f est nulle <= f est une fonction paire et impaire.

/~Savoir faire - A < B. On procéde par équivalences connues successives.
Cette méthode est surtout utilisée pour des résolutions calculatoires.
Attention de ne pas en abuser : il faut a chaque étape étre stir que I'on
peut «remonter » les équivalences.

Exercice
Montrer que
2x+y=2 _
{ sxiay=3 = E@N=00

Correction

Les régles d’équivalence sur les systémes sont strictes, il faut bien les respecter! En particulier la
substitution mal employée ne conserve pas les équivalences de systeme. Nous reverrons cela plus
tard dans I'année.

2x+y=2 [ 2x 4y 2 y = 0| Li—L+2L
3x+4y=3 —-5x = =5 | Lp—1Ly—-4L; x = 1

Insistons :

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de <
Il faut éviter le plus possible d’écrire & comme un tic de langage.

1. Siiln’est pas utile, on ne le note pas!

2. Si on choisit de le noter, on vérifie bien a chaque étape le sens <
tout particulierement.

4.3. Raisonnement par 'absurde

/Savoir faire - Raisonnement par 'absurde
Pour démontrer un certain énoncé, on fait I'hypotheése qu'’il est faux et
on aboutit a une contradiction.

Exercice
Montrer que le réel v/2 est irrationnel (i.e. n'est pas rationnel)

Correction
Siv2= %, fraction irréductible, alors 2q2 = p2, donc 2 divise pz, puis p qui est donc pair.

Puis p = 2p' et donc 242 = 4p'%, donc g2 = 2p'?, puis 2 divise g2, puis g qui est donc pair.

Et ainsi la fraction g n’est pas irréductible. . .

Remarque - Différence avec la contraposée

Pour la contraposée, on suppose nonB et on aboutit a nonA.

Pour I'absurde, on suppose nonB et A ensemble et on montre qu'’il y a une contradic-
tion. Dans ce second cas, on exploite plus d’hypothéses!

/2
etaV?2=y2"?  =v2"7VP= 2" =2 gnc
c’est a qui résout le probléeme.
Et pourtant...
On ne sait toujours pas aujourd’hui lequel des

deux nombres V2 ou \/Zﬁ répond a la ques-
tion!
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4.4. Conditions nécessaire, suffisante

1l s’agit simplement d’un peu de bon sens sur la signification des mots « né-
cessaire» et «suffisant».

7 Exemple - A:«xestle carré d'un entier» et B:«x=0»
Considérons un réel x et posons

A : x estle carré d'un entier
B:x=0

Qu’est-ce qui est nécessaire, qu’est-ce qui est suffisant (ou ne l'est pas) ?

(Déﬁnition - Condition nécessaire. Condition suffisante
Plus généralement A = B peut se dire :
— B est une condition nécessaire (CN) pour avoir A (puisque si on A,
nécessairement on a B)
— A est une condition suffisante (CS) pour avoir B (puisqu’il suffit
d’avoir A pour avoir B
Rechercher une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour avoir A re-
\vient donc a chercher B tel que A < B.

J/

/~Savoir faire - Analyse-Synthéese
Certaines démonstrations, difficiles a gérer par équivalences, ou lorsque
le résultat n’est pas donné, se font en deux phases :

1. phase d’ ”analyse” : on obtient une condition nécessaire (par im-
plications successives par exemple) pour qu'une premiére hypo-
these soit vérifiée

2. phase de “synthése”, ou phase de vérification : la condition précé-
demment obtenue est-elle suffisante?

Exercice

Montrer que toute fonction définie sur R a valeurs dans R s’écrit de maniére unique comme
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

On procédera de la maniére suivante :

Premiére étape (analyse) : supposons qu'’il existe deux fonctions f et g telles que ..., alors
f= .8=

Deuxieme étape (synthése) : on vérifie que les solutions trouvées a la premiére étape
conviennent

Correction
ANALYSE : Si h = f + g avec f paire et g impaire,

alors V x € R, h(—x) = f(—x) + g(—x) = f(x) — g(x) et h(x) = f(x) + g(x).

1 1

En additionnant et retranchant : f(x) = E(h(x) +h(-x)) et gx) = E(h(x) - h(=x)).

Lanalyse a aboutit & une unique décomposition (sous reserve d’existence. . .).
SYNTHESE :ISOit h une fonction de R etlassocions lui :

fix— E(h(x) +h(-x))etg:x— E(h(x) - h(-x)

alors par construction h = f + g,

mais aussi f(-x) = %(h(—x) +h(x) = %(h(x) + h(-x)) = f(x), donc f est paire

également g(—x) = 1 h(=x)—h(x)) = 1 h(x)—h(-x)) = g(x), donc g est impaire
2 2

Exercice
Soit A, B, C et D quatre points du plan tel que AC = BD et (AB) non parallele a (CD). &k Représentation - Deux configurations de
Alors il existe une unique rotation du plan r tel que r(A) = B et r(C) = D. Pexercice

Donner ses caractérisations

Correction
Nous allons raisonner par analyse-synthése.
ANALYSE. Supposons que 1(A) =B et r(C) = D.
Notons Q le centre de r et 6 son angle de rotation.
Comme r(A) = B, on a donc |QA| = |QB| et (Q4,QB) = 0.
Ainsi, Q est sur la médiatrice de [AB]. De méme Q est sur la médiatrice de [CD].
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- N
|&\ Histoire - Citation de Henri Poincaré, La

science et 'hypothése, 1902

« Le caractére du raisonnement par récurrence
est qu’il contient, condensés, pour ainsi dire
en une formule unique, une infinité de syllo-
gismes.
Pour qu’on s’en puisse mieux rendre compte,
je vais énoncer les uns apres les autres ces syl-
logismes qui sont, si I'on veut me passer I'ex-
pressien;-disposés-enecascade————
Ce sont bien entendu des syllogismes hypbPhé=
tiques.

Le théoréme est vrai du nombre 1.

Or siil est vrai de 1, il est vrai de 2.

Donc il est vrai de 2.

Ces deux médiatrices se coupent en un seul point, ssi elles ne sont pas paralleles.

Si ces médiatrices sont paralléles, alors (AB) et (CD) sont paralléles,

la contraposée donne donc :

si (AB) et (CD) ne sont pas paralleles, alors les deux médiatrices se coupent en un seul

point.
Ainsi Q est obtenu de maniére unique et 0 := (E‘\,(ﬁ), bien défini.
SYNTHESE. Considérons la rotation, centrée Q concours des médiatrices et d’'angle 6 :=
On a par définition r(A) =
Comme QC=QD, QA=QB et AC = BD, les triangles QAC et QBD sont semblables.

Donc (Q4,QC) = (QB,QD).

Ainsi, avec la relation de Chasles (des angles) :

(QA,QB).

=(QA,0B) = (Q4,00) + (QC,QB) = (QB,QD) + (QC,QB) = (QC,QD)

Donc r(C) = D. BILAN : Il existe une unique rotation tel que r(A) = B et r (C) = D, c’est la rotation dont
le centre est Q, le point de concours des médiatrices de [AB] et de [CD] et d’angle 0 = (QA,QB).
On appliquera ce résultat dans le cours sur les nombres complexes.

4.5. Exploiter un contre-exemple dans une démonstration

/“Savoir faire - Utilisation d'un contre-exemple
Lorsque 'on veut prouver qu'une implication est fausse, on cherche un
exemple vérifiant I'hypothese mais pas la conclusion, ce que I'on appelle
un contre-exemple.

Exercice

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

|x + %l - % Montrer que (x =
ne sont pas équivalents.

-1) et (f(x)=0)

Correction

-10<s-letf(-10)=2-1

1=320

4.6. Démonstration par récurrence

Proposition - Principe admis (axiome)
Soit P(n) (parfois notée £2,;) une propriété portant sur l'entier 7.
Siona

alors P(n) est vraie pour tout entier 7.

P(0) vraie
VneN, (P(n) vraie = P(n+ 1) vraie)

/~Savoir faire - Rédaction d’'un raisonnement par récurrence
e Pour n =0, P(0) est vérifiée, avec vérification effective! (souvent deux
simples calculs)
» Supposons la propriété vérifiée pour un certain n = 0 (et surtout pas
“pour tout”, parce que 13, ce n’est plus la peine de faire une démonstra-
tion!).

= Montrons que P(n + 1) est vraie.
Conclusion: Vn e N, P(n) est vraie.

Remarque - Démarrer a un autre nombre
On peut aussi démarrer a une valeur de n autre que 0.
Exercice

Montrer que YneN, n< 2",

Correction
Remarquons d’abord que pour tout entier 7, 2" >
— 0<1= 20, donc & est vraie.
— Soit n € N, supposons que 2, est vérifiée.
Donc n<2metdonc n+1<2"+1<2™+2" =
Donc £+ est alors vraie.

1 Notons pour tout entier €N, &y, : « n <2 »

2n+1
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Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : V neN, n <2,
Exercice
Y a-t-il des erreurs dans les raisonnements suivants ? Ou sont-elles ?
1. 0na:10"1+1=10x10"+1=(9+1)x 10" +1=9x 10" +10" +1
Donc, si 10" + 1 est divisible par 9, il en est de méme de 10" +1, ce qui prouve
que pour tout entier naturel n, 10" + 1 est divisible par 9.
2. Prouvons que tout ensemble fini a tous ses éléments égaux :
Si dans tout ensemble E;; a n éléments, tous les éléments sont égaux, alors, soit
Ej;+1 unensemble a n+1 éléments :

Ep+1=1{x1,X2,..., Xpn, Xp+1}

Avec I'ensemble de n éléments {x1,x2,...,Xp}, on a, par hypothése de récur-

rence : X1 =Xp=--=Xp.

Avec I'ensemble de n éléments {x2,Xx3,...,Xu+1}, On a, par hypothése de récur-
rence : Xp = X3 =-"=Xp+1-

Donc x1 = X2 =+ = Xp41-

Comme la propriété est vraie pour n =1 (cas d’'un singleton), il en résulte que tout
ensemble de n éléments a tous ses éléments égaux.

Correction
Dans le premier raisonnement, on montre bien le moteur de la récurrence : 2(n) = P (n+1).
Mais linitialisation n’est pas démontrée ; et pour cause : elle est fausse.
Le résultat (pour tout n € N) n’est donc pas démontré (et d’ailleurs il est toujours faux).
Dans le second raisonnement, c’est plus subtile. Dans le passage 2 (n) = 2(n+ 1),
il faut nécessairement que Ej; 41 posséde au moins 3 éléments, et donc n = 2.
Ainsi, l'initiation ne sert a rien ici, il faut commencer par démontrer 22(2).

/“Savoir faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)
Suivant la facon dont est énoncée la propriété de récurrence P(n) il peut
étre nécessaire
» d’'initialiser la récurrence avec plusieurs (k) valeurs de n
e de supposer P(n),...,P(n+k—-1) (ilyenaaussi k) vraies pour un certain
n=z0
« de prouver que ces k propriétés exactes entrainent P(n + k) vraie

/~Savoir faire - Récurrence forte
e Pour n =0, P(0) est vérifiée (avec vérification effective!)
e Supposons la propriété vérifiée jusqua un certain n = 0 (i.e
P(0),P(1),...,P(n) vraies)
e Montrons que P(n + 1) est vraie.

On parle parfois alors de « récurrence a plusieurs pas » ou de «récurrence
forte », par opposition a la récurrence du théoreme dite « récurrence simple
(ou faible) »).

Exercice

2
Soit (uy) la suite définie par ug = > u1 =1 et pour tout entier naturel n,

Up+2 =SUp+1 —6Up.

21 4 3n

Démontrer que pour tout n €N, uy; = 5

Correction
Nous verrons par la suite d’autre méthode que la récurrence.
En attendant, nous devons employer ici une récurrence a deux pas.

) 243"
Notons pour tout entier n €N, 22y, : « uy = =
20430 .
— =£=1u, donc & est vraie.
2l+3t o .
— 5 57U donc &7 est vraie.
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— Soit n €N, supposons que &), et 2,41 sont vérifiées.

27+l g gntl (23" _ 2"(10-6)+3"(15-6) _ 22 4 3Ntz

Donc u =5 - Donc
n+2 5 5 5

P40 est alors vraie.
21 431
5

Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : V neN, u, =

Exercice
Montrer que tout entier n = 2 se décompose en produit de nombres premiers.

Correction
On fait une récurrence forte.
Notons pour tout entier n =2, 22y, : « n se décompose en produit de nombres premiers ».
— 2 est un nombre premier donc &2, est vraie.
— Soit n €N, n =2 supposons que pour tout entier k < n, 2. est vérifiée.
Si n+ 1 est un nombre premier, alors il est le produit de nombres premiers.
Si n+1 n'est pas premiers, il existe a,b = n tel que n+1 = ab.
Or P, et 27}, sont vraies, donc on peut décomposer ces deux nombres,
et par produit n + 1 est également le produit de nombres premiers.
Donc £,41 est alors vraie.
Le résultat est donc bien démontré par récurrence (forte) et on peut affirmer que tout entier n = 2 se
décompose en produit de nombres premiers.
Exercice
Montrer qu’un changement d’hypothése de récurrence raméne une récurrence a plusieurs
pas ou une récurrence forte & une récurrence faible.

Correction

Dans le cas d’'une récurrence a h pas, on peut considérer 2y, : « Py et Ppiq et... Py p ».

Dans le cas d’'une récurrence forte, on peut considérer 2, : « V k= n Py ».

Exercice

Montrer par récurrence forte que toute suite décroissante d’entiers est stationnaire (i.e.
constante a partir d’'un certain rang).

Correction
On note, pour tout entier k € N, 2. : «si (up) € NN avec ug = k et (up) décroissante, alors (1) est
stationnaire. »
— Si ug =0, alors nécessairement, il s’agit de la suite stationnaire égala 0,car0=uy = u, =0.
o
Donc & est vraie.
— Soit k € N. Supposons que pour tout i = k, 27, est vraie.
Soit (1) suite d’entiers, décroissante telle que ug = k+ 1.
» Ou bien pour tout n € N, uy, = k+1 et donc (u,) est stationnaire.
« Ou bien il existe ng € N tel que uy, # k+ 1, par décroissance, un, < k+1.
Consideérons la suite (extraite) (vy) telle que vy = Up+npy-
Alors (vy,) est une suite d'entiers, décroissante de premier terme up, < k.
On applique g’uno a (vp), qui est donc stationnaire a partir du rang N.
Alors (uy,) est stationnaire a partir du rang N + ng. Donc 2,1 est vraie.

4.7. Démonstration par algorithme

Algorithme

«*Heuristique - Exploitation d’un algorithme
Un algorithme peut permettre de démontrer, constructivement, 1'existence d'un certain
objet (ou d’'une certaine fonction).
La difficulté est plutot de démontrer que 'algorithme :
— se termine bien
— réalise bien ce que I'on désire

Définition - Algorithme

Un algorithme est une suite finie de régles a appliquer dans un ordre déter-
miné a un nombre fini de données pour arriver avec certitude (c’est-a-dire
sans indétermination ou sans ambiguité), en un nombre fini d’étapes, a un
certain résultat et cela indépendamment des données.
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Terminaison de I'algorithme

Pour démontrer que I'algorithme termine (que le nombre d’étapes est fini),
on exploite un variant de boucle, en regle général, en suite d’entiers décrois-
sante. Pour des boucles for, la terminaison de boucle est en regle générale
immédiate.

/~Savoir faire - Démontrer qu'une boucle se termine
On identifie une expression (variable) qui :
— estentiere
— décroit strictement a chaque étape de la boucle
Alors, nécessairement, la boucle se termine.

@f Exemple - Division euclidienne
On considere le bout de programme suivant :

a=0

r=n

while r>=d
g=g+l
r=r-d

Ce programme calcul le quotient g et le reste r de la division euclidienne de n par d.
(A démontrer)

Mais est-ce qu'il termine bien? Oui

On constate que la suite des valeurs prises par la variable r est strictement décrois-
sante de n a un nombre compris entier positif plus petit que d.

Si la boucle ne s’arrétait pas, alors cette suite de valeur serait infini, ce qui est impos-
sible.

Exercice
On considére le bout de programme suivant :
c=0
while p>0
if c==
p=p-2
c=1
else
p=p+l
c=0

1. Que fait ce programme ?
2. Les variables p et c sont-elles décroissantes, strictement ?

3. Montrer que la variable t =2p+3c est entiére, strictement décroissante.
En déduire la terminaison de I'algorithme.

Correction

1. On commence par faire le tableau pour comprendre, avec les premiers étapes ce qui peut se

temps P c
0 P 0
1 p-2 1
passer : 2 p-2+1=p-1 0
3 p-3 1
4 p-2 0
5 p-4 1
Le programme donne donc pour finir p=0 (condition d’arrét) et c=0, si p est pair initialement,

et c=1 sinon.
2. Les variables p et ¢ ne sont pas décroissantes.

3. ll'y a deux évolutions possibles pour t=2p+3c, selon la valeur de c.
— sic=0,alors t=2p+3c—2 (p-2) +3 (c+1) =2p+3c-1
— sic=1,alors t=2p+3c—2 (p+1) +3 (c-1)=2p+3c-1
Donc la variable t=2p+3c est entiére, strictement décroissante.
Lalgorithme se termine donc bien.
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Correction de I'algorithme

Il faut aussi savoir démontrer que le programme (avec de nombreuses répé-
titions de la boucle) réalise se que I’on souhaite.

On utilise alors pour cela des invariant de boucles.

Comme son nom l'indique il s’agit d’identifier (créer) une expression-
variable qui ne change pas de valeur tout au long du programme.

Puis lorsque le programme se termine, en exploitant cette expression, nous
pourrons démontrer que I’on obtient bien le résultat attendu.

/Savoir faire - Utilisation d’'un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu
Pour démontrer qu'une boucle réalise bien le résultat attendu,

1. on cherche une expression qui reste constante tout au long des
calculs de la boucle;

2. on calcule sa valeur initiale (avant le début de la boucle);
3. on en déduit sa valeur finale;

4. enfin connaissant les valeurs finales des variables du systeme (tes-
tées pour la sortie de boucle), on en déduit la valeur de la variable
retournée par le programme.

4 Exemple - Retour sur la division euclidienne
Reprenons 'algorithme de la division euclidienne par soustraction successive :

a=0

r=n

while r>=d
g=qg+1
r=r-d

— Lavaleur qui n’évolue pas est t=dg+r.
En effet, on passe a chaque bouclede t =dg+r—d (g+1) + (r-d) =dg+d+r-d=dg+r
— De plus initialement, t=dx 0+n=n
— Et pour finir r appartient a I'intervalle [0, d[.
On a donc trouver le couple (g, r) tel que n=dg+r avec re [0,d[.
C’est la définition de la division euclidienne. Et le résultat obtenu est bien celui at-
tendu.
Exercice
Montrer que le programme

1 def somme2(n)
2 S=0
3 for i in range(1,n+1):
4 S=S+i#+2
5 return (S)
100

calcule bien Y i?
i=1
Correction

i-1

Notons T=s- Y k%,

k=1
i-1 i i-1
Alors a chaque étape, on a T:S—Z K? —»S+12—Z k?=s- Z k? Nous avons trouvé notre
k=1 k=1 k=1

invariant : T.

n
Initialement, T=0, a la fin aussi et donc S= Z K2
k=1
Exercice

On cherche & écrire un programme qui calcul n!.
1. Ecrire un programme avec une boucle while.

2. Démontrer que le programme se termine bien.
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3. Démontrer que le programme effectue bien ce que I'on souhaite.

Correction

1 def factorielle2(n):

2 """Calcul de la factorielle de n"""
3 f=1

" k=1

5 while k<n

6 fok=fx(k+1),k+1

7 return(f)

2. Il s’agit de trouver une variable entiére qui décroit strictement.
Ici, c’est clair, il faut prendre k.
Elle commence a n, et décroit strictement a chaque étape. Donc a partir d’'un certain moment
(ici n étapes, puisqu’elle diminue de 1 a chaque étape), elle est nulle; et la boucle s’arréte
bien.

3. Notons I = f * (k!).
A linstant initial, k = n, f =1 etil a pour valeur [ =1 x n! = nl.
A chaque instant, ona I = f  (k!) — (f * k) ((k—1)!) = I. Donc I est invariant.
Enfin, en fin de course, pour la derniére boucle, k =1, et donc I = f * 1! = n!l. Ce qui implique
que f =nl.
Le programme renvoie la valeur de f, donc c’est bien la valeur de n!.

Proposition - Plus petit élément d’'un ensemble fini
Considérons E un ensemble muni d'une relation d’ordre totale.
Un ensemble A de n éléments de E admet un plus petit élément.

Nous allons faire la démonstration par algorithme

Démonstration
Soit A un ensemble fini, on peut supposer que A = {x1,x2,...Xn}.
Considérons I'algorithme :

a=A[1l]
for k in range(n):
if A[k]<a
a=A[k]

return (a)
Lalgorithme termine car il s’agit d'une boucle for
1l faut montrer la correction en trouvant un invariant de boucle. On va considérer pour le tour k
la proposition 2 :«V i < k, a < x;, a € A». Au premier tour, comme A[1] = x] = a, & est vraie.
Si & estvraie, il en est de méme de 2y, selon que xj4; < aou Xg4 1 = a.
En bout de course, on adonc a < x;, pourtouti<snetac A.

O
5. Bilan
Synthése

~» En mathématiques, les raisonnements se fondent sur une vision en-
sembliste des objets ou des propositions. Nous faisons un premier pas-
sage, de bon sens, sur ce qu’est un ensemble et ce que signifie apparte-
nir a un ensemble ou en étre une partie; ce qu’est un intervalle ou un
produit cartésien d’ensembles.

~» Naturellement, apparait fréquemment dans les affirmations mathé-
matiques ensemblistes deux notions : une notion d’universalité pour
tout et une notion d’exception il existe. La formalisation qui est le lan-
gage écrit des mathématiques, réserve donc deux symboles pour ces
notions: V et 3. On les retrouve tout le temps.
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~» Les mathématiques donnent des relations (de vérité?) entre les asser-
tions. Nous voyons différentes méthodes exploitées dans l'artisanat de
la démonstration : table de vérité (cas par cas), implication ou équi-
valence, analyse-synthése, contraposée, raisonnement par I’absurde,
contre-exemple ou récurrences. ..

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Montrer que I est un intervalle de R

— Savoir-faire - Noter les dépendances

— Savoir-faire - Montrer que F c E

— Savoir-faire - Prouver I'égalité de deux ensembles

— Savoir-faire - A= B. Raisonnement direct.

— Savoir-faire - A= B. Raisonnement par contraposée.

— Savoir-faire - A & B. On procéde en deux temps.

— Savoir-faire - A & B. On procede par équivalences connues succes-
sives.

— Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de

— Savoir-faire - Raisonnement par 'absurde

— Savoir-faire - Analyse-Syntheése

— Savoir-faire - Utilisation d'un contre-exemple

— Savoir-faire - Rédaction d’'un raisonnement par récurrence

— Savoir-faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)

— Savoir-faire - Récurrence forte

— Savoir-faire - Démontrer qu'une boucle termine

— Savoir-faire - Utilisation d'un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
vV -3 Pour tout (ou quel que soit) - Il existe Les affirmations mathématiques exploitent ~ Attention, on an’a pas:
trés souvent uniquement ces deux sym- VYaib<e3IbVa
boles
A=B=B<A Implication de A vers B Aestsuffisante pour B et B estnécessairea Ex:3bVa=Va3ib
A
A<—B A et B sont équivalentes Identiquea A= B&B = A Ne pas en abuser.

Retour sur les probléemes

47. Quoi dire...
48. Ce n’est probablement pas qu’'un langage, mais. ..

49. Ce n’est pas un probléme
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Chapitre

Applications (entre
ensembles)

@Résumé -

Nous complétons quelques notions essentielles du fondement des mathématiques
(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur
les ensembles et sur les applications entre ces ensembles!
Quelles sont les applications qui ne transforment pas trop les ensembles 2
Les ensembles images ou réciproques (retour) permet de décrire (par des en-
sembles) les qualités de Uapplication.
Une application classique est U'application qui compte les éléments. On précisera
ici les notions intuitives de cardinaux des ensembles ici.
Nous terminerons pas étudier les familles Quelques vidéos :
— Khan Academy - Intersection et union d’'ensembles - https ://www.youtube.com/watch 2v=vcwMTpgNIQA
— Canal unisciel (P Dehornoy) - La théorie des ensembles 50 ans apres Cohen
- https :/flwww.canal-u.tv/videolinstitut_fourier/patrick_dehornoy
_la_theorie_des_ensembles_cinquante_ans_apres_cohen.41917
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1. Problemes

? Probleme 50 - Qualités des fonctions
Résoudre une équation, c’est trouver x (tous les x) tel que f(x) = b,ou b
et f sont connus.
Il est intéressant de savoir si :

— l’équation a (au moins) une solution.

— l’équation a exactement une solution.

— I’équation a (au plus) une solution.
Evidemment, la réponse dépend de b et de f, on peut la noter f~'({b}),
c’est un ensemble de solution (qui peut étre vide) .
Si on reprend ces trois options, qu’'on généralise a tout b, on trouve 3
qualités précises de f. Comment peut-on qualifier ces trois propriétés?

? Probléme 51 - Description d’ensemble simple

Peut-on comparer deux ensembles facilement. Pour étre un tant soit peu
identique, ils doivent au moins avoir le méme nombre d’éléments.
Comment fait-on pour savoir cela? Quelle est la nature du lien qui unit
I'un a l'autre ? Existe-t-il des ensembles de référence a k éléments?
Comment calculer formellement le nombre d’éléments d'un sous-
ensemble?

? Probléme 52 - Cardinal fini. Cardinal infini

Deux ensembles sont de taille identique s’il existe une application bijec-
tive de I'un sur I'autre.

Méme l'existence d’'une application bijective d'un ensemble a un autre
peut trés bien se produire méme si les ensembles ne sont pas de taille
fini.

Existe-t-il des ensembles infinis de méme taille? Des ensembles infinis
de tailles différentes? Existe-t-il une relation d’ordre (totale?) entre les
ensembles de taille infini?

? Probléme 53 - Famille (O;) ;¢

Lorsqu'une application dépend d'un nombre réel, on note f : x — ...
cette application.

Lorsqu’elle dépend d’'un nombre entier naturel, on la note (i) nen-
Existe-t-il une notation officielle pour une application qui dépend d'un
ensemble I de points. Et comment on appelle cette application : fonc-
tion, suite, autre chose?

2. Applications de E dans F

Il s’agit ici de donner une théorie plus précise sur les fonctions.

2.1. Vocabulaire lié aux applications
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2. Applications de E dans F

209

*Heuristique - Application (définition non formelle)
Une application d'un ensemble E dans un ensemble F est un “procédé” qui associe a
chaque élément x € E un élément f(x) € F. Une telle application est notée

f: E—F
x— f(x)

f(x) est appelé image de x par f;

I'ensemble E est appelé ensemble de départ de I'application f';

I'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de f.

On a donc une application de E dans F des qu’a tout élément x € E on peut associer sans
ambiguité un élément f(x) € F (c’est-a-dire s'il y en a un et un seul possible).

Une application est donc déterminée par la donnée des couples (x, f(x)) ol
x parcourt E, d’ou la définition plus formelle :

p
Définition - Application
Soient E et F deux ensembles et 4 c E x F vérifiant

VxeE,AyeF|(x,y) €Y.

La donnée d’un tel triplet (E, F,%) s’appelle une application de E dans F.
On note
f: E—F
X—y= f(x)

ol y est'unique élément de F vérifiant (x,y) € 4.
¢ s'appelle le graphe de I'application. On le note souvent I'y.

Onadonch:{(x,y)EExFly:f(x)}:{(x,f(x))IxEE}.
\ Y,

Remarque - Fonctions ou applications?

D’apres la définition, une fonction définie sur E, a valeurs dans F, est une application
de E dans F.

De cette définition découle le résultat suivant :

/~Savoir faire - Montrer une égalité de deux fonctions
Soient f: E — F et g: E' — F' deux applications. f et g sont égales si et
seulement si :
— E =E' (méme ensemble de départ),
— F=F' (méme ensemble d’arrivée),
— Vx€E, f(x)=g(x).

Définition - Ensemble de fonctions
On notera & (E, F) (on trouve aussi les notations ¢ (E, F) ou FE) 'ensemble
des applications (ou fonctions) de E dans F.

9’7{ Exemple - Classiques

— Pour tout ensemble E, 'application x — x de E dans lui-méme est appelée
application identité de E et notée Idg, son graphe est la diagonale de E2.

— Soient E et F # ¢ deux ensembles, et a € F. Lapplication x — a de E dans F
s’appelle une application constante, son graphe est E x {a}.

— Soient Ej, ..., E, des ensembles. Pour chaque i € {1,..., n} 'application

pi: E1x---xEy,—E;
(-xlr"'rxn)'_)xi

s’appelle la i-ieme projection ou la i-ieme application coordonnée.
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s N
Définition - Restriction et prolongement

Soit f : E — F une application.
— Soit Ac E. Larestriction de f a A, notée fj4, est]'application

ﬁAI A—F
x— f(x)

— Si E c B, une application f : B — F est un prolongement a B de
I'application f si fig = f, c’est-a-diresi Vx € E, f(x) = f(x).

J/

(- A
Définition - Composée

Soient deux applications f : E — F g : F — G. On définit I'application
composée, notée h=go f, de E dans G par

L VxeE, h(x)=g(f(x)

4 Exemple - Identité
Sion a une application f: E — F, alors Idro f = fet foldg=f.
Remarque - Répresentation

1l est parfois utile de représenter les applications par un graphe.

M Attention - Non commutativité

% En général, méme lorsque les deux applications go f et fog ont un sens,
elles sont différentes.

Proposition - Associativité de o

Pour trois applications E & FE£G2 Hona

ho(gof):(hog)of,

On peut donc noter hogo f.

Démonstration
ho(go f)=(hog)o f sont toutes deux des applications de F dans H.
Soitx€ F,

[ho(go NIx)=h(g(f(x)) =(hog)(f(x) =I[(hog)o f1(x)
O

2.2. Bijections (injections et surjections)

Applications injectives ou surjectives

< Heuristique - Résoudre une équation

Une fonction est de la forme : E i» F.Atout x de E, f donne une valeur de F.
Résoudre une équation est toujours le probléme inverse :

Sont données : E N F et be F.1ls'agit de trouver x € E tel que f(x) = b.
Les questions naturelles sont les suivantes :
— Cette équation admet-elle (au moins) une solution?
— Cette équation admet-elle au plus une solution?
— Cette équation admet-elle exactement une solution ? Ce qui évite les quiproquos. ..

@Paur aller plus loin - Exemples

Donner E, F, f et b pour les équations :
— VYV +y=x

— x*+3x-4=2 AP
2x +y =1
x -y = 2

Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




2. Applications de E dans F

Définition - Injection et surjection
Soit f : E — F une application. On dit que
— f estinjective (est une injection) si V(x,x') € E2, f(x) = f(x') => x =
x;
— [ estsurjective ( est une surjection) siVye FIxe E|y = f(x).

Exercice
Montrer que f est injective ssi V b€ F, f(x) = b admet au plus une solution.
Montrer que f est surjective ssi V b e F, f(x) = b admet toujours (au moins) une solution.

Correction
Supposons f injective.
Si f(x) = b admet deux solutions x et x2, alors f(x1) = f(x2), impossible si f injective.
SiV beF, f(x) = b admet au plus une solution, alors f(x) = f(x')(= b) donc x = xPrime
La deuxieme équivalence correspond exactement a la définition de la surjection.

/~Savoir faire - Autres formulations équivalentes (injectivité, surjectivité)
11y a différentes fagons équivalentes de formuler ces propriétés :
— Dire que f est injective revient a dire (par contraposée) que :

V(x,x) € B2, x#£x' = f(x) # f(x)

c’est-a-dire que deux éléments distincts de I’ensemble de départ
ont des images distinctes.

— Dire que f est surjective revient a dire que tout élément de I'en-
semble d’arrivée possede au moins un antécédent.

7 Exemple - x— x2, x— 1%, xwsinx

Les applications de R dans R suivantes sont-elles injectives? surjectives?
. 2 . 3 . i
fiix—x°, frix—x", fz:x—sinx

/1 n'est ni injective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur Ry, puis méme
injective de Ry sur Ry oude R_ sur R..
f> estinjective et surjective de R sur R.
f3 estni injective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur [-1, 1], puis méme
injective de [§ + kx, 5 + (k+1)7] sur [-1,1].
Exercice
Lapplication

f: R2 —R2

(x,9) —x-y2x+y)

est-elle injective ? surjective ?
Mémes questions avec

R S
(x,9) —&x=-y2x+y,x-3y)

Correction

(x-y2x+Y) = (a,b) = (x,y) = (4L, b24),

Donc f est injective et surjective.
(x=,2x+y,x-3y) = (a,b,¢) = (x,y) = (%2, 2=29) avec c =

7a—2b

7a—-2b
3 3 -
Donc f est injective mais pas surjective (si ¢ 3=, pas de solution. . .).

Nous ferons plus tard une étude plus complete de 1'étude des systéemes li-
néaires.
Exercice

f: C-—cC*
z—expz

est-elle injective ? surjective ?

Correction
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Elle n’est pas injective : 1 = &0 = e2i7,

En revanche, exp est bien surjective de C sur C*. En effet, si z = peie #0,
exp (In(p) + i0) = exp!™P i = z,

Remarque - Les ensembles qui sont importants!

On remarquera que :
— cest’ensemble de départ joue un réle important pour I'injectivité,
— cest’ensemble d’arrivée joue un role important dans la surjectivité.

*Heuristique - Stratégies
Soit f: E— F. Il est pratique que f soit bijective, mais cela ne nous appartient pas en regle
générale.
Toutefois, il est possible de rendre :
— f surjective en restreignant « simplement » 'ensemble d’arrivée a f(E).
— f injective en restreignant I'ensemble de départ, ou plus fréquemment en consi-

~ E
dérant non plus f : EgF, mais f : z. F,x— f(x).
f

Exercice
Montrer que pour cette derniére stratégie, la fonction f est bien définie et qu’elle est injective

Correction .
Six =Yy, alors f(x) = f(y) etdonc il n'y a pas de probléme pour écrire f(X). .
Elle est injective, car si f(X) = f(x), alors f(x) = f(x') et donc x@fx’ etdonc X = x'.

Théoréme - Propriétés des composées

Soient f: E — F et g: F — G deux applications.

Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f est injective
(resp. surjective).

Démonstration
Supposons que f et g sont injectives.
Soient x, x' € G tel que go f(x) = go f(x).
Par injectivité de g : f(x) = f(x')
Par injectivité de f : x = x’
Donc go f est injective.
Supposons que f et g sont surjectives.
Soit y € G,
par surjectivité de g, il existe u € F tel que g(u) = y.
par surjectivité de f, il existe x € E tel que f(x) = u.
Doncgo f(x)=g(f(x)=gw =y
Donc go f est surjective.
O

Exercice

Soient f: E — F et g: F — G deux applications. Montrer que :
— si go f estinjective, alors f est injective;
— si go f est surjective, alors g est surjective.

Correction

Supposons que g o f est injective.
Soient x, x' € E tel que f(x) = f(x).
alors g(f(x)) = g(f(x), donc x = x’ car go f injective.
Par conséquent f est injective.

Supposons que go f est surjective.
Soit y € G. Alors il existe x € E tel que go f(x) = y.
donc avec X = f(x),ona g(X) =y.
Par conséquent f est surjective.

Applications bijectives

Pour que 'equation f(x) = b admette une unique solution, quel que soit
b e F, il faut (et il suffit) que f soit bijective :
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s N
Définition - Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou est une
bijection) de E sur F sisi f estinjective et surjective.
Dire que f est bijective revient a dire que :

VyeF3lxeE telque y=f(x)

c’est-a-dire que tout élément de ’ensemble d’arrivée posséde un et un seul

\antecedent. )

p
Définition - Application réciproque
Soit f une bijection de E sur F, on définit une application g par

g: F— E
y— x |y= f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette application g est elle-méme bijective et appelée bijection réciproque

de f, et notée f1.
\ f f Y,

Démonstration

11 faut montrer que g ainsi définie est bien bijective.

Soit x € E, alors prenons y = f(x), on adonc g(y) = x. Donc g est surjective.
Si g(y) = g(y") = x, alors cela signifie que y = f(x) = y'. Donc g est injective. O

/~Savoir faire - Critére pour montrer la bijectivité
Soient f: E — F et g: F — E deux applications telles que go f = Idg et
fO g = Idp.
Alors f et g sont bijectives et g = f~!

Exercice
Soit
g: N— N
et e {Osin:O
n—-1sin#0

f: N—-N
n—n+1l

Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications f et g.
Déterminer les applications go f et f o g. Conclusion?

Correction

g(0) = g(1) =0, donc g n'est pas injective (donc pas bijective).

0 n'a pas d’antécédent par f, donc f n'est pas surjective (ni bijective).

Pour tout n €N, go f(n) = n enrevanche fog(n) =n pour n#0, mis fog(0)= f(0)=1.
Conclusion : il faut bien les deux conditions fo g = Idp ET go f = Idg pour affirmer la bijectivité.

Proposition - Relation entre f et f~!
Si f est une bijection de E sur F, on a
VxeE,(flofix)=x soit f~ 1o f = Idg;
VyeE(fofH(»=y soit fo f~' = Idp;
y=f) <= x=f");
Ht=r
Démonstration

Soit x € E, avec y = f(x),on f1(f(x)) = f1(y) = x car y = f(x). Donc f Lo f = Idp.

Soit y € F, notons x = f~1(y), donc y = f(x) etainsi: f(f "1 (y) = f(x) = y. Donc fo f~} = Idp.
Léquivalence proposée découle de la définition.

Y N E—FEze ytelque f-1(p) = 2, ie. y = f(2). AinsiV z€ E, (F 1) " (@) = f(2). O
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#& Représentation - Image directe
Avec un graphe :

Exercice
Soit
f: c\gi —c
z+2i
z — "
Z—1

Montrer que I'on peut trouver F < C tel que I'application f de C\{i} dans F définie par
[ (2) = f(z) soit une bijection. Déterminer sa bijection réciproque.

Correction

z+2i 3 . . . (Z+2)i
fR)=Z = 2 i=Z<=>z+21:Z(z—t)<=>z(1—Z)=—21—Zt(:»z: 71"

Doncsi Z #1, f(2) = Z => h(Z) = z, avec h: Z— £3L,
Ainsi f:C \{i} = C\{1},z— f(2) est bijective et admet une application réciproque : h.

Il est possible de donner une interprétation géométrique a ce calcul.

Théoréme - Bijection réciproque d’'une composée
Si f:E— Fetg:F— Gsontdeuxbijections, alors go f est une bijection et

(go NN '=flog™h.

Démonstration
(flogo(gofi=ftoglogof=ftof=1dp.
(goflo(f logh=gofoflogl=gog™t=1Idp.

On a ainsi et la bijectivité de g o f et la valeur de (go f)~1. O

3. Image directe et image réciproque d’'un en-
semble

«*Heuristique - Si les applications ne sont pas bijectives

Si f: E — F n'est pas bijective, peut-on néanmoins trouver « comme » une application
réciproque.

On a vu que tout n'est pas perdu, a condition de limiter 'ensemble de départ (pour tenter
de gagner l'injectivité) et de réduire I'ensemble d’arrivée (pour gagner la surjectivité).
Dans le premier cas, on s'intéressera a I'’ensemble réciproque de F par f, c’est un sous-
ensemble de E.

Dans le second cas, on s'intéressera a 'ensemble image de E par f, c’est un sous-ensemble
de F.

3.1. Image directe

Définition - Ensemble image

Soit f : E — F une application.

Lensemble des éléments de F qui admettent un antécédent par f est une
partie de F appelée ensemble image ou image de f et notée Im f :

Im f={yeF|axeE;y= f(x)}.

Remarque - Autre écriture
On peut écrire Im f = {f(x)|x € E}

/~Savoir faire - Critére de surjectivité.
On adonc
[ surjective ©Im f=F

Et toute application f : E — F définit une surjection en restreignant
I'ensemble d’arrivée, c’est a dire en considérant I'application de E dans
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Im f qui a x associe f(x) (que I'on continue usuellement a noter f, on
I dit alors que f est surjective de E sur Im f).

Définition - Image directe

Soient f: E — F une application et A c E. On appelle image (directe) de A
par f la partie de F, notée f(A), définie par

fA={yeFlaxeAy=f}={f(x)|xe A} ={f(x); x€ A}

Remarque - Autres notations en exploitant Im f
On constate que I'on a également Im f = f(E).

Donc f est surjective si et seulement si f(E) = F.
Et f(A) =Im fi4.

/~Savoir faire - Montrer que y € f(A)
| Pour montrer que y € f(A) il faut trouver x € A tel que f(x) = y.

Proposition - Stabilité et image
Soit f : E — F une application et A;, A> c E. Alors

Ajc Ay = f(A) < f(Az);
fA1UA) = f(A1) U f(A2);
fAINAy) c f(A])N f(A2).

Démonstration
Supposons que A; < Ay,
Soit y € f(Ay), alors il existe x € Aj tel que y = f(x).
Mais x € Ap également, donc y = f(x) € f(Ap).
Donc f(A1) € f(A2).
Soit y € f(A1 U A2) donc il existe x € Aj U Ay tel que y = f(x).
donc il existe x € A tel que y = f(x) ou x € Ap tel que y = f(x)
donc y€ f(Aj)ouye f(Ap)ie ye f(A))U f(A).
Réciproquement, soit y € f(A1) U f(A2).
donc y € f(A)) ouy€ f(A2)
donc il existe x1 € Ay tel que y = f(x1) ou xp € Ay tel que y = f(x2)
donc il existe x] € A; U Ay tel que y = f(x1) ou xp € Ay U Aj tel que y = f(x2)
dans tous les cas y € f(A; U Ap).
Soit y € f(A1 N A2) donc il existe x € Ay N Ay tel que y = f(x).
donc il existe x € A tel que y = f(x) et x€ Ap tel que y = f(x)
donc ye f(Aj)etye f(Ax)ie. ye f(A1)N f(A2). O

[\ Attention - Une seule inclusion pour I'intersection!
On fera bien attention qu’il n'y a pas I'égalité : f(A; N Az) = f(A1) N f(A2)
Pour se convaincre on peut penser au cas ou A; N Az = @.
Par exemple, avec f: x — X%, A1 =[-2,-1let A> = [1,2],
alors f(A1 N Ap) = f(@) =@, et f(ADN f(A2) =[1,41n[1,4] = [1,4]

s N
Définition - Partie stable et application induite

Soit f: E — E une application. On dit qu'une partie A de E est stable par f
si f(A) c A.

On appelle application induite par f sur A l'application

A—A

x— f(x)

Pour aller plus loin - Suite de la forme
Up+1 = f(ug)

Pour les suites définies par récurrence par une

fonction f itérée, ces notions de partie stable

(souvent intervalle) ou de points fixes sont tres

importants. Nous reviendrons sur ces notions
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#& Représentation - Image réciproque
Avec un graphe :

#k Représentation - Image directe et réci-
proque
Avec un graphe :

. J

4 Exemple - Point fixe
Par exemple pour x € E, le singleton {x} est stable si et seulement si f(x) = x, c’est-a-
dire si x est un point fixede f.

3.2. Image réciproque d’'un ensemble

s N
Définition - Image réciproque

Soient f: E — F une application et B c F. On appelle image réciproque de
B par f la partie de E, notée f~!(B) (ou [f € B] en probabilité), définie par

fU(B) = {x€ E| f(x) € B}.

\C’est donc I'ensemble formé des antécédents par f des éléments de B.

W Exemple - Pour x — x° et x — exp x
Par exemple pour

f: R—-R
2

X— X
ona f71({0,4) ={-2,0,2}, flah=1{-2,2}, fl(-1,4D=1[-2,2]etpour
g: C-C
zZ—expz

onag 'O =9, g ') =Riknlkez}, g '® ={(L+2ikn|LeRkeZ}

[\ Attention - Ne pas confondre la fonction f~! et 'ensemble f~!(B)
Il s’agit d’'une notation qui ne demande pas que f soit bijective. (voir
I'exemple précédent)

/Savoir faire - Montrer que x € f~!(B)
| Pour montrer que x € £~ (B) il faut montrer que f(x) € B.

4 Exemple - Fonction sin

Soit
f: R-R
X— sinx
Déterminer, si cela a un sens : f(0); f({0D; f(0,7zD); fF®); f~1O); Fldon;
710, +o0D.

£(0) =0; £({0}) = {0}; £([0,7) = [0,1]; f(R) = [~1,1]; £~1(0) pas de sens;
Friop =nz; £71(10, +ooD) = | [2kx, 2k + Dl.
keZ

@ Remarque - Et si f est bijective
Soit f: E — F un bijection. Pour B c F la notation f~!(B) n’est pas ambigiie.
En effet, ici f~! existe, et f~1(B) est 'image de B par f 1. Donc
@ =Im gl =0, yeBi=xeE|IyeBx=f()
={xeE| fx)(=y)eB}=f"1(B)

Proposition - Stabilité et image réciproque

Soit f: E — F une application et By, B> c F. Alors
BicBy= (B < [ (By);
[ BinB) = T (BN (By);
[ B1UBy) = [T (B U (By).
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Démonstration
Supposons que By < By,
Soitxef_l(Bl),alorsf(x)eBl By Doncxef‘l(Bg)
Donc f~1(By) ¢ f71(By).
On peut reconduire le méme genre de démonstration que plus haut. Ou autre :

ffl(BlmBz)z{xEEIf(x)eBlmB2}={x€E|f(x)€B1 et f(x) € By}
={xeElxef 'Bpetxef 1B = 1BINf (B

(On a directement 1’égalité sans faire la double inclusion).
De méme :

FYB1UBy) = {x€E| f(x) € ByUBo} = {x € E| f(x) € By ou f(x) € By}
={xeElxef lBpouxe 1B = lBYUF LB

[\ Attention - Attention ™! (f(A)) # Aet f(f~1)(B) # B
§ Le schéma montre sur un exemple qu’'on a pas 1'égalité. ..
On a aumieux: Ac f~1(f(A) et fF(f'(B) cB

Exercice
Démontrer ces inclusions. Donner des contre-exemple de I'inclusion réciproque

Correction
Soit x € A, alors f(x) € f(A) etdonc x € fL(f(A)).
De méme si y € f(f~1(B)), alors il existe x € f~1(B) tel que y = f(x).
Mais comme x € f~1(B), cela signifie que f(x) € B, donc y = f(x) € B.
Prenons f:x— x2, A=[0,2], f(A) =1[0,4] et f~1(f(A) = [-2,2] sup A.
C'est un probléme d'injectivité De méme avec B = [-1,2], f~1(B) = [-V2,V2], f(f~1(B)) =
[0,2] < B C’est un probleme de surjectivité

4. Fonction indicatrice

4.1. Définition

Définition - Fonction indicatrice
Soit E un ensemble. Pour A c E, on appelle fonction indicatrice de A
I'application de E dans R, notée 14 ou y 4, définie par

1sixe A

VXEE’HA(X):{ Osix¢ A

Remarque - Pourquoi et comment exploiter une telle fonction?
Cela permet de représenter certaines fonctions définies par morceaux par une seule
expression (tres utile en probabilités) sur R, par exemple la loi uniforme sur [a, b]

a pour densité 5 Tia,p) €t la loi exponentielle de parametre A a pour densité la

-a
fonction définie sur R par ¢ — Ae Mg 4 oo((£).

Cela permet également de ramener certaines égalités d’ensemble a des calculs sur les
fonctions.

4.2. Propriétés ensemblistes et calcul avec fonctions indica-
trices
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Proposition - Propriété essentielle de la fonction indicatrice
Soient A et B deux parties de E. Alors

TIa<lgo AcB 14 =1 © A= B (d’ot1le nom de fonction caractéristique);
Tga=1-14

Tan =14 x 1p;
Taup=Ta+1g—T4 x 5.

Exercice
Soit E un ensemble. Pour deux parties A et B de E, on appelle différence symétrique de
ces deux parties la partie de E définie par

AAB=(AUB)\(ANB).

Comment exprimer la fonction indicatrice de AAB a l'aide des fonctions indicatrices de A
et B?
En déduire que pour trois parties A, B,C de E, on a (AAB)AC = AA(BACQ).

Correction
TaAaB =T1auB —1ang =14 + 15 — 21415 On a donc AAB = BA A (ce qui est assez évident).
On a également :
laagac  =laap+Tc-214a8Tc
=Ta+1p+1c-2[1415 +T41c1p1c]
+4714151¢c

Ce résultat est symétrique en A, b et C, donc : (AAB)AC = (BAC)AA= AA(BAC).

Démonstration
Si A < B. Soit x € E Supposons que T4(x) =1, alors x € Adonc x € B donc Tg(x) = 1.
Donc, comme les indicatrices sont a valeurs dans {0,1}, ona T4 < 1g.
Réciproquement, si 14 < 1g. Soit x € A, alors Tg(x) = T4(x) = 1, donc x € B.
La double inclusion signifie la double inégalité. Donc A= B ssil4 =1p.
x€lp(A) = x¢ AT4(x)=0—1-T4(x) =1.
Quatriéme proposition :

Tanp(¥)=1<=x€eAnB<=xe€AetxeB

=) =letlpx)=1<=1=T4(x) x 1g(x) = (14 x 1) (x)
car pour a,b € {0,1}, ax b = 1 si et seulement sia=b =1 Comme il n'y a que deux
valeurs, on peut affirmer 1445 = T4 x 15.
Cinquieme proposition :
On peut aussi faire un autre type de démonstration, avec comme une table de vérité

x€? Taup() | 14(x0) 1) [T4+15—14x1g](x)
x€AXeEB 1 1 1 1+1-1=1
xeAx¢B 1 1 0 1+0-0=1
x¢AXeEB 1 0 1 0+1-0=1
x¢Ax¢B 0 0 0 0+0-0=0

O

On retrouve évidemment des résultats comparables a ceux vus en logique. ..

5. Cardinal d’ensemble fini

5.1. Principe des tiroirs

Nous considérons ici que I’ensemble N est bien connu. Nous expliquerons au
chapitre suivant sa construction, en attendant, il nous faut savoir que c’est
I'ensemble d’appui du raisonnement par récurrence. . ..

On rappelle que 'on note N = {1,2,3,...k — 1, k}, 'ensemble des k premiers
entiers naturels non nuls.

On commence par deux lemmes.
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Lemme - Injection de N, sur N,,. Principe des tiroirs (DIRICHLET)
Soient n, p € N*.

S’il existe une fonction ¢ : N, — N, injective, alors n < p.
Sous sa forme contraposée : si ¢ :N, — N, avec n > p,

Alors il existe x # x/ € N, tel que @(x) = @(x') (¢ non injective).

Démonstration
On peut le démontrer par récurrence sur n.
Posons, pour toutentiern=1, %, :«Vp=21,(3¢:N, — Np injective)= n < p».
— Lecas n =1 estsimple, car nécessairement p = 1.
Donc & est vraie.
— Soit n € N*. On suppose que &, est vraie.
Soit p € N*. On suppose qu'il existe ¢ : Ny +1 — Np injective.
Onnoter=¢(n+1) eNp.

p sik=r
On considere w:Np —Np, k—< 1 sik=p
k sinon

En fait, y intervertit p et r. ¢ est une bijection de N sur Np.

Donc, par composition, o ¢ : N1 — Np, injective et (o) (n+1) =y(r) = p.

Notons ¥ = (¥ o ¢)|n,,, alors ¥ est également une injection.
Et¥:Ny —Npi1.
On peut appliquer £, avec ¥.Etdoncn< p—1.
Donc 2,41 est vérifiée.
0O

5.2. Classe des ensembles de méme cardinal

Lemme - Z comme relation d’équivalence

On note %, la relation entre ensembles définies par :
EXF << 3J¢:E— Fbijective

Z est une relation d’équivalence.

Démonstration
On vérifie les trois qualités d'une relation d’équivalence :
— Pour tout ensemble E, 'application ¢ : E — E, x — x est bijective de E sur E.
Donc pour tout E, EZEi.e. Z est reflexive.
— Soient deux ensembles E et F tels que EZ F.
Alors il existe ¢ : E — F bijective de E sur F.
Elle admet une réciproque ¢! : F — E bijective.
Donc pour tout E, F, ERF = FZEie. Z est symétrique.
— Soient trois ensembles E, Fet Gtelsque EZF et FZG.
Alors il existe ¢ : E — F et ¢ : F — G bijectives.
¢ = @2 o] est une bijection de E sur G.
Donc pour tout E, F, G, ERFetFRG=EZGi.e. Z est transitive.

Définition - Ensemble de cardinal n. Ensemble fini.
Soit n € N.

On dit qu'un ensemble E est fini de cardinal n(e N), si EZ N,,. On note

Card(E)=n

On dit qu'un ensemble E est fini, si il existe n € N tel que E est fini de

cardinal 7.

g’f Exemple - Cardinal de E = {1,2,... k}

Lidentité est bijective de E sur Ny, donc card(E) = k.
Exercice

Montrer que si n, p €N et n < p, alors on n'a pas N, ZNp.

Correction
On démontre le résultat contraposé.
Soient n, p € N. On suppose que N ZNp,.
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Pour aller plus loin - Construction de N

Un mode de construction de N qui a fait grand
bruit au début du XX¢ siecle consistait a dire
que I'ensemble des nombres entiers était en
fait I'ensemble des cardinaux possibles pour
les ensembles finis.

Qu’est-ce que 3, un représentant de tous les
ensembles a 3 éléments. Si on veut. ..

Alors il existe ¢ : N, — N, bijective donc injective.

Et d’apreés le résultat admis : n < p.

Et par symétrie de la relation 2%, on a de méme : p < n.
Ainsi n = p. Donc par contraposée :

n<p:n7ﬁp:NON[Nn%Np]

Proposition - Classe d’équivalence pour &%
Sur 'ensemble des ensembles E, F,... de cardinaux finis, on a 1'équiva-
lence : EZ F < Card(E) = Card(F).

Les classes d’équivalence pour £ sont formé des ensembles de méme car-
dinaux.

On peut les paramétrer par leur cardinaux

5.3. Cardinal, fonction indicatrice et somme (finie)

Proposition - Calcul avec I'indicatrice
Soit E, un ensemble fini et A un sous-ensemble de E.

Alors le calcul Z T4(x) aun sens et il vaut Card(A).
x€E

Démonstration

Comme E est un ensemble fini, il existe k € N et ¢ : E — N bijective.

On peut donc écrire que E = {p~1 (1), 1 (2)...¢ 1 (k)} que I'on préfere noter {x1, xo,... x5} On a
k

alors la somme Z 14(x) qui se calcule de la fagon suivante : Z 14(x;). Onnote alors ¢ : A —N,
xeE i=1

h
xp(€ A E)— Y 14(x;). Alors
i=1
— (@ estinjective:
si x, # xy, alors on peut supposer h < ¢ (SPDG) et donc ¢(xy) = @(xp) +
4
3 1a(x;) 214(xp) =1, donc (xp,) # @(xp).
i=h+1
k
— Par ailleurs, par construction ¢(A)i est de la forme Ny avec s = Z 1a():
i=1
@(Xm+1) — @(xm) =1 4(Xm+1) € {1,0}. Il ne peut y avoir de trou.

k
La fonction ¢ établit donc une bijection de A sur N;. Nécessairement s = Card(A) = Z 14().
i=1

O

Corollaire - Inclusion et cardinaux
Si A < B(e E) avec E un ensemble fini, alors CardA < CardB.

Démonstration
Onavu Ac Bimplique T4 c 1p.
On somme en tout x de E. O

Exercice

Soient E, un ensemble fini de cardinal n et F, un ensemble fini de cardinal m.
1. On suppose que f : E — F est une application injective.
(a) Montrer que f(E) est un ensemble fini de cardinal 7.
(b) Montrer que n < m.
2. Que se passe-t-il si f est surjective ?

3. Démontrer le théoreme de Cantor-Bernstein pour des ensembles E et F finis.

3i:E— Fj:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective
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Correction

1. (@) EZNp.Etonnote f:E— f(E),x— f(x).
Par définition de f(E) : pour tout y € f(E), il existe x € E tel que y = f(x) = fx.
Donc f est surjective de E sur f(E).
Etsi f(x) = f(x), alors f(x) = f(x) etdonc x = x/, car f injective.
Donc f est injective.
Par conséquent f est bijective de E sur f(E) et donc EZ f(E).
Par transitivité, f(E) 2Ny, f(E) est un ensemble fini de cardinal n.
(b) On note ¢ : E — Ny, bijective (elle existe bien car E ZNy,).
Alors <,0—1 est injective. Il en est de méme de fO(,p_1 (f estinjective).
Puis on note v : F — Ny, bijective (elle existe bien car F % Nyy,).
v est injective et par composition :

yofop Ny —Np
est également injective. Donc n < m.

2. Si f estsurjective : f(E) = F, et donc CardF = Card f(E).
Or Card(f(E)) < CardE, donc CardF < CardE.

3. Soient E et F deux ensembles finis.
On suppose qu'il existe i : E — F injective. Donc d’aprés 2., Card(E) < Card(F).
On suppose qu'il existe j : F — E injective. Donc d’'apreés 2., Card(F) < Card(E).
Donc, par double inégalité : Card(E) = Card(F).

D’apres la question 1.(c), cela signifie que EZ F. Et par définition, cela signifie qu’il existe une

bijection de E sur F.
3i:E— F j:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective

Lexercice donne le résultat suivant (dans le cas injectif)

Proposition - Cardinaux, injectivité et surjectivité
Si E et F sont des ensembles finis.

S’il existe une fonction f : E — F injective, alors cardE < card(F) (la réci-
proque est vraie).

S’il existe une fonction f : E — F surjective, alors cardF < card(E) (la réci-
proque est vraie).

Démonstration
On a toujours card f (E) < card(E), avec égalité ssi f injective.
On a toujours card f (E) < card(F), avec égalité ssi f surjective. O

6. Familles

6.1. Familles quelconques

On peut définir de manieére formelle la notion de famille d’éléments ou de
famille d’ensemble.

(Déﬁnition - Familles )
Soient I et E deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée
par I toute “liste” (finie ou non, avec répétitions éventuelles), notée (a;) e,
telle qu’a tout élément de I (appelé indice) soit associé un unique élément
a; de E (appelé terme d’indice i de la famille).

Cette famille peut donc étre considérée comme I'application

a: I—E
i—a;=ali)

@Pour aller plus loin - Cardinal d’un en-
semble
Si Ac E, sont des ensembles finis.
Alors Card(A) = ) 14(x).
E

XE
En déduire Card(A U B) = Card(A) + Card(B) —
Card(An B).
Que vaut Card(AUBUC) =?
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Définition - Sous famille
Soit (a;) je; une famille d’éléments d’'un ensemble E.
Si J c I, on dit que (a;) ;e est une sous-famille de (a;) ;.
on dit également que (a;) ;s est une sur-famille de (a;) ;.

WExemple-Ez[RetI:N

Par exemple, si E =R et I =N, on définit ainsi une suite de réels.

~ N
Définition - Intersection et réunion d’'une famille de parties
Soient un ensemble I (les indices) et un ensemble E.

On considere une famille de parties de E (c’est-a-dire une famille d’élé-
ments de £ (E)) (Ai)ier-

On note

(NAi={xeE|Viel,xe Ajtet | JA;={xe€ E|qieI,x€ A;}.
iel iel
-

4 Exemple - £ =R
Par exemple, si E=R,ona

Ni-kk= Ulkk= ,m]_%,%[:

keN keN keN*
Exercice

On dit que la suite numérique (u) converge vers ¢ si :
Ve>0,3NeN|Vn=N, lup—¢l<e
1. Montrer que |uy — €| <e <= ¢ €luy —€,up +e€l.

2. En déduire que I'ensemble des limites possibles pour la suite (1) est l'intersection
d’une réunion d’intersection d’ensembles

Correction

1. lup—ll<e<—= —-€e<l-up<e<up—-€e<l<up+e<—=Cleluyp—¢€,uy+el
2. Onadonc:

Ve>0,YNeN, {£|Vn=N, |up-ll<el= [)lun—€ up+el

n=N
Puis

Ve>0, {¢/|3NeN|Vn=N, |un—£|<e}:U(ﬂ]un—e,un+e[)

NeN\n=N
Et

{¢|Ve>0,3NeN|Vn=N, lun—2ll<et=)

e>0

U ( N ]un—e,un+e[)

NeN\n=N

6.2. Famille indexée sur N. Suites

Vocabulaire de base sur les suites (infinies)

Lensemble E n'est pas précisé pour le moment. Cela peut étre Q, R, C ou
autre chose (/,(R)...).

Par la suite nous pourrons avoir besoin que l'ensemble E soit ordonné.

( N\
Définition - Suite et ensemble de suites

Soit E un ensemble.

Une suite est une application u: N — E (on dira aussi qu'une application

de {n e N|n = np} dans E ou ng € N est une suite). On note cette application
sous forme indicielle :

(Un)nen (éventuellement (1) u=p,) OU (Uy)
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LOn note EN 'ensemble des suites a valeurs dans E. J

[ Attention - Avec ou sans parenthéses
§ (uy) désigne une suite alors que u, désigne un nombre de E (le n ou
n+ 1-ieme terme de la suite).

4 Exemple - Suite (ou famille) de fonctions

Il arrivera, de plus en plus souvent durant ces années de CPGE que vous rencontriez
des suites de fonctions.

On les note en générale (f;), avec pour tout n€N, f;: [ — R.

On peut, par exemple, avoir a étudier My, = sup,.c fn(x), puis le comportement de la
suite (My,).

N est ordonnée

< Heuristique - Particularité des suites aux familles
Lensemble d’indexation des suites N a une particularité trés importante que n'a pas I.
1l est ordonné naturellement. Ainsi, une notion importante des suites qui n’existe pas pour
les familles est la notion de suite croissante que I'on verra un peu plus bas ou encore les
propriétés vraies a partir d'un certain rang.
Autre propriété : si AcN, alors A est borné si et seulement si A est fini.

Définition - Propriété vraie a partir d’'un certain rang...
On dit qu'une propriété p(n) est vérifiée a partir d'un certain rang s’il existe
np € N tel que la propriété p(n) soit vraie pour n = ny.

Exercice
Quelle est le contraire, formalisée, d’'une propriété vraie a partir d’'un certain rang ?
Que penser égalementde A= {neN | p(n) vraie}

Correction

La formalisation positive est : 3 ng € N tel que V n = n, p(n) est vraie. La négation donne : V¥ n € N,
I n' = ntel que p(n) fausse.

Dans le premier cas A est bornée (par ng) et dans le second cas A est infini.

Lo Analyse - Suites extraites (sous-suite)

Si on enléve des termes d’une suite, on obtient une suite extraite.

Soit E une partie infinie de N. On dit (u5,) ,ef est une suite extraite de (1) eN-

Le probléme est que I'indexation sur E n'est pas tres aisée a exploiter.

Par ailleurs, la particularité de la croissance doit étre conservé. Il faut garder I'ordre.
On aimerait que si ¢ : N — E(c N) est une bijection, elle conserve 'ordre :

k<sh< ¢pk)<ph)(€E)

On a donc la définition suivante :

s N
Définition - Suites extraites
On dit que (V) nen €St une suite extraite de (1) e Si il existe @ : N — N,
strictement croissante telle que
VnelN, vy=uUpm
. On note parfois : pour tout k € N, vy = up, .
N J
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4 Exemple - Suites extraites paires et impaires

La suite extraite des termes d’'indice pair de (uy,) est la suite (u#2y) neN-

La fonction ¢ estici n— 2n...

Exercice

Montrer que si p(n) est vraie a partir d’un certain rang alors elle est vraie pour tous les
termes d’une suite extraite de N a préciser

Correction
Il s’agit simplement de la suite obtenue avec ¢ : k— ng + k

Proposition - Suite extraite et ensemble infini

Considérons une famille de propriété indexée par N, notée (Py) nen-

On note A= {n €N | P, vraie.}. Alors

A est infinie si et seulement si 3 ¢ : N — N, strictement croissante telle que
V neN, Py estvraie.

Démonstration
Si il existe une suite extraite de (Pj,) toujours vraie,

i.e.siil existe ¢ :N — N, strictement croissante telle que V n €N, Py (p,) est vraie.

Notons A’ = ¢(N) = {p(0),¢(1),...¢(n),...} = {p(k), k € N}, c’est un ensemble infini car ¢ est
injectif.

Enfin A’ c A. Donc A est infinie
Réciproquement, supposons que A est infini.

11 faut construire ¢.

AcN, donc A posséde un plus petit élément ng = ¢(0).

Construisons ¢ par récurrence, i.e. pour tout k € N, on donne une valeur a ¢(k) bien
déterminée, selon les valeurs de {¢(0),...@(k—1)}.

Ainsi fixons k € N* et supposons que ¢(0) < --- < ¢(k — 1) sont bien définis.

Lensemble Ay = {p(0),...¢(k — 1)} est fini, donc By = A\ [[0,¢(k — 1)]] est infini, inclus dans
N.

1l possede un plus petit élément noté ny. = ¢ (k) et (k) > ¢(k —1) et Py, est vraie. O

Suites bornées

On considere E, < un ensemble ordonnée.

Définition - Suite majorée, minorée, bornée

On dit qu'une suite (u,) d’éléments de E est
— majorée s'il existe M € Etelque VrneN, u, < M.
— minorée s'il existe me E telque VreN, m < uy,.
— bornée si elle est majorée et minorée.

Remarque - Familles bornées, majorées...

Cette définition est également adaptable au cas des familles simples.
Exercice

Montrer qu’une suite majorée a partir d’'un certain rang est une suite majorée.

Correction

Si (x5,) est majorée a partir du rang ng,

Alors il existe M tel que pour tout n = ng, x, < M.

Notons M’ = max(M, xg, X1,... Xny—1) (ensemble fini), alors : V neN, x, < M’

Suites monotones

(Déﬁnition - Suite croissante, décroissante
On dit qu'une suite (u,,) d’éléments de E est

— croissante
siVvneN, u, < up+.

— décroissante
siVvneN, uy,1 < uy.

— monotone si elle est croissante ou décroissante.

— stationnaire si elle est constante a partir d'un certain rang.
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@” Exemple - Deux suites monotones :

— Lasuite (uy) oll u, = (2:] est monotone.
Zn) ( 2@n+1) ) (Zn) 3n+1
— 1= — >0
n n+1 nj|n+l
— Soit (u,) une suite de nombres positifs et mp = infy>p up. Alors (mp) est une
suite croissante.
En effet : mp = min(mp+1, up), donc mp < mp41
Nous élargirons ces notions, lorsque nous nous concentrerons sur les suites
numeériques, une fois que R sera construit. ..

un+1—un=(

7. Bilan

Synthése

~> Depuis la fin du XIX, on travaille en mathématiques a partir d’en-
sembles. On peut aussi passer d'un ensemble a un autre par des ap-
plications. Les applications injectives ne mélangent pas les éléments
de 'ensemble du départ, les applications surjectives sont completes
(vu de I'arrivée).

~ Trés souvent en mathématiques (probabilité, construction de l'inté-
grale), on s’'intéresse plutot aux ensembles réciproques (ie des antécé-
dents) f~!(B) qu'aux ensembles images directes f(A).

~» La fonction indicatrice d'un ensemble A dans E est une projection
naturelle de E sur A. Elle est d'une utilité essentielle en mathématique,
par exemple pour calculer le cardinal (ou en probabilité).

~+ On termine par décrire les propriétés pour des familles indexées sur
un ensemble I fini ou dénombrable.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Montrer une égalité entre deux fonctions.

— Savoir-faire - Autre formulations équivalentes (injectivité, surjectivité)
— Savoir-faire - Critére pour montrer la bijectivité

— Savoir-faire - Critére de surjectivité.

— Savoir-faire - Montrer que y € f(A)

— Savoir-faire - Montrer que x € f -1(B)

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
def.
= Egalité, par définition (du terme de gauche) autre notation : s =
f| A f 1B Restriction de f a 'ensemble de départ A fija: A— F, x— f(x) et f IB.p— B, x —  Pour la restriction d’arrivée, il faut
(respectivement d’arrivée B) fx) vérifier que cela a du sens...
fA Image directe de A par {fx),xeAl.ye f(A)eoIxcAly=[f(x) autre notation : [Im(fja
f_1 (B) Ensemble (Image) réciproque de B par f (xeE|f(x)eBl.xe f 1B & f(x)eB autre notation (probabilité) : [f €
B
n
C=H A; C estlaréunion disjointe des ensembles A;  x € Cssi3!li e Ny tel que x € A; Deux informations : C est la
i=1 réunion des A; & les A; sont
disjoints deux a deux.
Ta Tpg:x—1l<xeA Codage numérique d'une propriété carac- T4np =174 x 1p, CardA = Z Tax)

téristique

x€E

Retour sur les problemes

50. Voir cours

51. Une bijection montre que deux ensembles sont équivalents (si ce n’est
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52. Laon sort du cours.
Z et N ont la méme puissance (= cardinal) car on peut les mettre en
bijection I'un par l'autre.
Avec par exemple ¢ : Z — N, m— 2|m| +1z_(m).
De méme (c’est plus subtile) ZxN est en bijection avec N (vous pouvez
trouver une bijection?), donc Q est également en bijection avec N.
On dit que N, Z et @ ont la puissance du dénombrable (le méme
cardinal infini).
En revanche, il n’existe aucune bijection entre R et N. R a un cardinal
plus grand, on parle du cardinal du continue.

53. Cours.
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ousre 12

Relations binaires sur un
ensemble

Résumé -

Nous complétons quelques notions essentielles du fondement des mathématiques

(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur

les ensembles!

Mais il faut agir sur ces ensemble. Nous commengons donc d’'abord par voir deux

notions dont l'emploi en mathématiques est fréquent (en particulier lorsqu'’il s'agit

de construire de nouvelles notions). 1l s'agit des relations binaires : relation d’ordre

et relation d équivalence.

Dans ce chapitre, il y a beaucoup de définitions. A apprendre!! Quelques vidéos :
— Sciencedall - Les mathématiques modernes - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=7fbn99VI1foU
— Maths Adultes - Relations binaires - https ://[www.youtube.com/watch 2v=W7cH06gOImM
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1. Problemes

? Probléme 54 - Graphe

En option « maths expertes », les éléves étudient les graphes : sommets,
arrétes. ...

C’est une famille essentielle d’objets en mathématiques et en informa-
tique (nous les y retrouverons en fin d’année). Comment formaliser pro-
prement les graphes? Comment passer de I'idée bien comprise (de som-
mets et d’arétes/fleches) a une représentation mathématique/informa-
tique acceptable?

? Probléme 55 - Forcer I’'égalité. Qu’est-ce qu’une égalité ?
Pour résoudre un exercice, on exploite souvent des équivalences («). La
bijection de f permet d’écrire : f(x) = y <= x = f~!(y) en prenant x et
y dans les bons ensembles.

Si f n’est pas surjective, il suffit de changer I’ensemble de définition de y
etla résolution du probleme se conserve.

Mais si f n’est pas injective, qu'il y a plusieurs solutions xi, xp,...x, a
I'équation f(x) = y. Que faire?

Une idée : forcer 1'égalité et affirmer que x; = x» = ...x,, comme pour
I'équation tan x = v/3 qui permet d’affirmer x = Foux= %”. e

C’est choquant! Comment rendre cela propre : en redonnant un sens

nouveau a 'égalité x; = x» = ... x,. Qu'est-ce qu’'une égalité?

? Probléme 56 - Relation d’ordre ?

Pour résoudre le probleme précédent, nous créons la notion de relation
d’équivalence.

Mais plus souvent, lorsque nous prenons deux objets nous ne pouvons
pas affirmer qu'ils sont pareils. Souvent I'un est PLUS quelque chose que
l'autre.

Comment formaliser cette idée? Qu’est-ce qu'une relation d’ordre? Et
comment |'exploiter?

? Probléme 57 - Plus grand élément
Existe-t-il nécessairement un, un seul, plus grand élément a un ensemble
ordonné?
Par exemple : quel est le plus grand élément de [0, 1[?

? Probleme 58 - Codage de graphe (ou relation) a partir d’ap-
plications. Et réciproquement...
Apres avoir défini les ensembles, on peut ou bien définir les applications
et a partir de 1a les relations (ou graphes), ou bien définir les relations et
a partir de la les applications.
Comment faire naturellement ces deux implications? (Evidemment, pas
en méme temps. . .)
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2. Graphe

2.1. Formalisation

< Heuristique - Images mentales des graphes!
Pour 'heuristique et les images mentales (a ne pas oublier et vraiment a garder en mé-
moire!!), il faut revoir le cours de mathématiques de terminale.

N

Définition - Graphe non orienté

On considére un ensemble S (de sommets), fini en regle générale. Puis un
S

ensemble A c ; de paires d’arétes.

On appelle graphe non orienté le couple (S, A).

N
Définition - Graphe orienté

On considére un ensemble S (de sommets), fini en regle générale. Puis un
ensemble A c S x S de couples d’arétes.
On appelle graphe orienté le couple (S, A).

Exercice
Donner la définition formalisée d’'un graphe complet.

Correction
Un graphe complet est, heuristiquement, dont chaque sommet est relié a tous les autres.

S
Formellement : A=Sx S (cas orienté) ou A= (2) (cas non orienté).

2.2. Vocabulaire

Définition - Sommets reliés
On dit que deux sommets sy, s» € S sont reliés si (s1, s2) € A (cas orienté) ou
{s1, $2} € A (cas non orienté)

( Z. o e z \
Définition - Degré d’'un sommet

Soit s € S un sommet d'un graphe non orienté (S, A) a pour degré d(s) =
card(As) ou A;={a€ A| s€ a}.

Soit s € S un sommet d'un graphe orienté (S, A) a pour degré entrant
d, (s) = card(As) ol Ag = An({s} x S) et pour degré sortant d_ (s) = card(A’)
\Ol\l A= AN (Sx{sh.

J/

Exercice
Comment définir chemin d’'un sommet a un autre ?
Et graphe connexe ?

Correction

On dit que le graphe (S, A) admet un chemin de s a s’ (€ S) s'il existe un entier n et une suite
(50,51,52,...5n) d’éléments de S tels que sg =S, s = s et VieNy,, (sj—1,S;) € A (cas orienté)
ou {s;_1,s;} € A (cas non orienté).

Un graphe est connexe si pour tout sommets s, s’ € S, il existe un chemin de s & s’.

2.3. Applications

On retrouvera tres vite les graphes dans le cours sur les relations binaires,
plus loin en probabilité et algebre linéaire (chaine de Markov), ou en infor-
matique... Al'occasion, nous verrons en informatique, un fagon supplémen-
taire et pratique de coder/définir un graphe aI’aide de matrice. ..
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£k Représentation - Graphe

C’est le graphe de I'exercice du Stade Toulou-
sain.

3. Relations binaires

3.1. Construction et représentation

Définition - Relation

Soit E un ensemble.

Une relation binaire sur E est un sous-ensemble G de E x E. Si (x,y) € E?
on écrit x2y lorsque (x, y) € G.

On peut représenter une relation par un graphe (diagramme sagittal) : une
représentation de E x E et avec des fleches on indique que x (du premier E)
est en relation a y (du second E).

4 Exemple - Stade Toulousain
Par exemple dans |'ensemble E=Boutique du Stade Toulousain ot :

E = {beret rouge, chaussette blanche, maillot rouge, maillot noir, short rouge,
cuissart noir} = {Bg, CHg, Mg, My, Sg, Cn'},

on définit la relation £ par “est de la méme couleur que” c’est-a-dire que 'on a

G1 ={(Br, MR), (MR, Br), (MR, Sg), (Sg, MR), (Br, Sr), (S, BRr), (Br, BR), (Mg, MR),
(Sgr,SR), (CHp,CHB),(Mp,Cn), (Cn, Mp), Mpn, MN), (Cn, Cn)}

ou encore BRQI MR, MR'%I BR, MRQI SR...

Exercice

On peut définir dans I'ensemble {0, 1,2,3, 4,5, 6} les relations 221 “est un multiple de” ou %>
“est le double de”.

Expliciter G1, G2 et les diagrammes sagittaux de ces deux relations.

Correction
G1 = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3), 4, 1), (4,2), (4,4), (5, 1),
(5,5),(6,1),(6,2),(6,3), (6,6)} et G2={(0,0),(21),(42),(6,3)}

3.2. Caractérisations

(Déﬁnition - Propriétés des relations )
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que £ est :
—  réflexive siVx€eE, xZx;
—  symétrique siV(x,y) € E?, xRy = yR&x;
—  antisymétrique siV(x,y) € E?, xZy et yRx = x=y;
- transitive siV(x,y,2) € E3, xRy et yRz = xR z. )

7 Exemple - Stade Toulousain

Dans I'exemple précédent, la relation est réflexive, symétrique et transitive.
Exercice

Comment se représentent pour un graphe les propriétés précédentes ?

Correction
En terme de graphe, cela signifie que :
— pour la réflexivité : chacun est relié a lui-méme, donc le diagramme présente des lignes droites.
(Dans le cas d’'une représentation matricielle : que des 1 sur la diagonale)
— pour la symétrie : un fleche dans un sens, donne une fléche dans l'autre sens (on pourrait faire
des doubles fleches).
On parle alors de graphe non orienté.
(Dans le cas d’'une représentation matricielle : la matrice est symétrique)
— pour I'antisymétrie : il ne peut y avoir de double fléche, excepté sur eux-mémes.
(Dans le cas d’'une représentation matricielle : la matrice est presque antisymétrique)
— pour la transitivité : il y a des blocs de points regroupés entre eux.

4. Relation d’ordre

4.1. Définitions
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. ~
Définition - Relation d’ordre

Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation d’ordre

si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
& J

s N
Définition - Plus petit

Une relation d’ordre permet de comparer deux éléments. Lorsque x%y on
\dit que x est “plus petit” que y et on note usuellement x < y.

J/

/~Savoir faire - Montrer que Z est une relation d’ordre.
11 s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, antisymé-
trique et transitive.

4.2. Ensemble avec ordre total

Définition - Ordre total
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’ordre total si

V(x,y)EEZ,xfyouyfx

(c’est-a-dire si deux éléments quelconques de E sont comparables).

Remarque - Concernant le treillis (ou graphe)
Le fait que l'ordre soit total signifie que le treillis/graphe est connexe (en un seul
morceau).

4 Exemple - Sur R
Par exemple, dans R la relation < est une relation d’ordre total, en revanche < n’est
pas une relation d’ordre.
En effet, < n’est pas reflexive.
Exercice
Sur E = R? on définit les deux relations suivantes :

— l'ordre produit :

(x,y) =1 (x',y’) ox<x etys< y’

— l'ordre lexicographique :
) =<2 (X, YV e (x<x)oux=x"ety<y)

Vérifier qu'’il s’agit de relations d’ordre. S’agit-il d’ordre partiel ou d’ordre total ?

Correction
Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x,yeR,onax<xety<y,donc (x,y) <1 (x,¥)
— Antisymétrique :Soient x, y, X'y’ € R tels que (x,y) <1 (x',y") et (x', ") =1 (x,¥)
Doncx<x',x' <x,y<y ety <y.
Donc x = x' et y =y (car < est antisymétrique sur R).
Finalement (x, y) = (x/, ")
— Transitive : Soient x, y,x', ¥/, x", y"" € R, tels que (x,y) =1 (', ") et (X', y") =1 (=", y").
Onadonc x<x'<x"ety<y <y”, donc (x,y) =<1 (x",y")
Cette relation n’est pas totale : il N’y a aucune relation entre (1,0) et (0,1) (et pas de relation d’ordre
totale sur C). Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x,yeR,onax=xet y <y, donc (x,y) <2 (x,¥)
— Antisymétrique :Soient x, y, X'y’ € R tels que (x,y) <2 (x',y) et (x', ") =2 (x, )
On ne peut avoir x < x, sinon, on aurait pas (x',y") <2 (x,¥), donc x = x'.
Puis y<y ety <ydoncy=y'.
Finalement (x, y) = (x/, ")
— Transitive : Soient x, 3, x', ¥/, x", ¥ € R, tels que (x,y) <2 (x/,y") et (X', y) =2 (x", y'").
Alors x < x' < x'.
e Oubien x < x" etdonc (x,y) <2 (x",y")
e Oubien x=x" etdonc x=x' = x"
etdoncy<y' <y”  etainsi(x,y) <2 (x",y")
Dans tous les cas (x, y) <2 (x”,y")
Cette relation est totale : elle permet d’écrire le dictionnaire !
C’est aussi l'ordre total qui permet de classer les nombres écrits décimalement (ou une base quel-
conque, d’ailleurs).

Pour aller plus loin - Treillis (de Galois)
Pour les relations d’ordre, au lieu du grpahe,
on préfére une représentation graphique sous
forme de treillis (de Galois).

Six <y, alors on représente x «sous» y, etl'on
trace un lien entre les deux.

Si I'ordre est total, il n'y a qu'un élément a
chaque hauteur.

Cette représentation n’a d’intérét que pour E
de cardinal fini (et petit), méme si elle peut
aussi donner de bonnes idées complémen-
taires.
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4.3. Ensemble avec ordre partiel

Définition - Ordre partiel

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’ordre partiel s’elle n’est pas total.

C’est-a-dire : il existe (x,y) € E> telque x £ y et y £ x.

Exercice
8k Représentation - Treillis de diviseurs de 30  Soit Q un ensemble et E = 22(Q). On définit sur E la relation & par

et36 2
V(AB)€e E°,A%ZB < AcCB.

30 36

Vérifier que la relation 2 est une relation d’ordre. S’agit-il d’'une relation d’ordre total ?

Correction

— Elle est réflexive : pour tout ensemble A, ona Ac A.
— Elle est antisymétrique : soient A et B telsque Ac Bet Bc A, alors A=B.
— Elle est transitive : soient A, B et Ctelsque AcBet Bc C, alors AcC.
Mais ce n’est pas une relation d’ordre totale : si Card(E) =2, il n’y a pas de relation entre {a} et {b} si
a#b.
4 Exemple - Divisibilité sur N
La relation « divise » : n|m, si il existe k € N tel que m = nk est une relation d’ordre
partielle.
Exercice
Montrer ce résultat

Correction
C’est une relation reflexive, antisymétrique et transitive

e Remarque - Treillis
On peut faire un treillis de divisibilité de certains nombres entiers.
Ce n’est pas une droite, comme avec (R, <) par exemple.

4.4. FEléments particuliers

Majorant/minorant

Définition - Majorants,minorants
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— M€ E estun majorantde AsiVxe A, x < M;

— me Eestunminorantde AsiVxe A, m= x;

W Exemple - Majorant sur (<,R)

Pour la relation d’ordre < sur R,
3 est un majorant de 'ensemble {%, neN}.
D’une certaine fagon, ce n’est pas le meilleur.

V/ Exemple - Majorant sur (|,N)
Pour la relation d’ordre | sur N,
— 120 est un majorant de {1,2,3,4,5}
Ce n'est pas le meilleur. On dit que c’est un multiple.
La majorant le plus intéressant serait le plus petit multiple. (PPCM)
— 3 estun minorant de {6,9, 12}.
On dit que c’est un diviseur.
C’est d’'une certaine facon le meilleur car c’est le plus grand des diviseurs
(PGCD).
Exercice
Pour la relation d’'ordre < sur R.
Donner un majorant et un minorant de {{1,2,3},12,3,5}}

Correction
On peut prendre par exemple : A=1{1,2,3,5} et B = {2,3} respectivement.
En fait tout majorant doit contenir A et tout minorant est inclus dans B
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Plus grand/petit élément

Définition - Plus grand élément, plus petit élément
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— ae€ Eestun plus grand élémentde Asiae AetVxe A, x<a;

— ae€ E estun plus petit élémentde Asiae AetVxe A,a=x.

En fait a est respectivement un majorant de A et élément de A ou bien un
minorant et élément de A

Théoréme - Unicité

Un plus petit grand élément de A c E, lorsqu’il existe, est unique, noté
max(A).

Un plus petit petit élément de A c E, lorsqu'il existe, est unique, noté
min(A).

Démonstration

Supposons que A admettent (au moins) deux plus petits éléments : aj et ap.
Alors pour tout x € A, a; < x, donc en particulierpour x=ax € A: a) < ap.
Et pour tout x € A, ap < x, donc en particulier pour x =a; € A: ap < aj.

Par antisymeétrie : a; = ap. A admet au plus un seul plus petit élément. O

[ Attention - Attention au mot
Ici il ya une source d’erreur classique. On fera bien attention aux mots
définis ici : (un) majorant, (un) minorant, (le) plus grand élément, (le)
plus grand élément.
S’ajoutent a ces mots : élément maximal, minimal...
Il y aura bientdt également I'expression borne supérieure, borne infé-
rieure. ..

On rencontre trés souvent le cas suivant :

Exercice

On suppose que =< est une relation d’ordre total sur E.

Soit A< E. On suppose que A est fini.

Montrer que A admet nécessairement un plus grand élément

Correction

On fait une récurrence sur Card(A).

2y, 1 SiCard(A) = n, alors A admet un plus grand élément. Pour I'hérédité, on note que si A = A, w{ajl,
alors max(A) = max(max(Ap), a). ..

Exercice

On admet qu’'un ensemble fini admet toujours un plus petit élément (il suffit de faire au plus
"(”T_U comparaisons - mais on peut se contenter de n — 1 comparaisons. . .).

Montrer que tout sous-ensemble de N admet un plus petit élément.

Correction
Soit AcN. Soit a € A.
Alors A’ = An [0, a]] est fini (car inclus dans [[0, al]), il admet un plus petit élément a’.
Pour tout x € A,

oubien x>aetdonc @’ <a<x, ou bien x < adonc x€ A’ etdonc a’ < x.
Ainsi a’ est le plus petit élément de A

Eléments maximaux/minimaux

Remarque - Généralisation : élément maximal ou minimal

On peut également définir la notion d’élément maximal ou minimal :
— M e Aestun élément maximalde AsiVxe AM=<x=x=M;
— me Aestun élément minimalde AsiVxe A, x<m=x=m.
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S’il s’agit d’'une relation d’ordre total, ces éléments coincident avec les plus grand et
plus petit éléments (s'ils existent).
Exemple - Ensemble avec plusieurs éléments maximaux
Pour qu'il y en ait plusieurs, il ne faut pas qu’ils coincident avec I'unique plus grand
élément.
Donc d’apres la remarque, I’ordre ne doit pas étre total.
On peut prendre I'ordre produit sur E = R% et A ={(x,y) € E | x? + y* < 1}, le disque
unité.
Alors A n'admet pas de plus grand élément et tous les éléments de M = {(x,y) €
R? | x2 +y%2 =1,x =0,y = 0} sont des éléments maximal de A.
En effet, si (xg, y0) € M et (x, y) € A, avec (xp, yo) =1 (x,y), alors xo < x et yg < y.
Alorsl=x0+yosx2+y2sl,onadoncx2+y2=1=x(2)+y(2),
Ainsi (x2 - x(z)) + (y2 - y[z)) =0, avec un somme de termes positifs, donc x2 - x(z) =0
et y2 - yg =0.
Enfin pat positivité de xp et yp : x = xg et y = yp, donc (x, ) = (x0, yo)-

Borne supérieure/inférieure

Une derniére définition, pour des cas plus simples que celui de 'exemple
précédent :

(Déﬁnition - Borne inférieure, borne supérieure
Soit AcR.
— Sil’ensemble des majorants de A est non vide et admet un plus petit
élément a, a est appelé borne supérieure de A, on note a = sup A.
— Si 'ensemble des minorants de A est non vide et admet un plus
grand élément b, b est appelé borne inférieure de A, on note b =

L inf A. )

Cette définition sera au coeur de la définition de I'’ensemble R (a partir de Q
avec la relation d’ordre totale <). Mais elle sert aussi a d’autres moments du
cours

Exemple - Borne inférieure et supérieure pour (|,N)
Comme leur nom l'indique :

— Laborne supérieure de I'ensemble fini d’entiers {u, v} estle PPCM (u, v).

— Laborne inférieure de I’ensemble fini d’entiers {u, v} estle PGCD(u, v).

/~Savoir faire - Montrer que a = sup E
On montre en deux temps :

1. VxeE x=<a

2. VztelqueVxeE, x<zalorsa<xz
(tout majorant z de E est plus grand que a)
OU (de maniere équivalente)
Vu<a,IxeEtelqueu=ux
(tout élément plus petit que a ne peut pas étre un majorant de
E)

Exercice
Comment repérer sur le treillis des multiples et diviseurs de u et de v, leur PGCD et leur
PPCM?

Correction
C’est le grand pére commun (PPCM) ou le petit fils commun (PGCD)
Exercice

Pour aller plus loin - Espaces vectoriels

On indiquera que dans le cadre des espaces
vectoriels, o1 I'on exige en outre une stabilité
pour I'addition vectoriel, la borne supérieure

des sous-espaces vectoriels F, et F» est donnée
1 2
par l'ensemble FI + Fo

Comment peut-on définir 'ensemble borne supérieure de deux ensembles A et B pour la
relation <?
Méme question avec la borne inférieure ?

Correction
Tout simplement : AU B et AN B respectivement

AF -
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4.5. Ordre strict

Définition - Ordre strict
Soit (E, <) un ensemble ordonné. On définit la relation < par :

x<yox=yetx#y)

ce n'est pas une relation d’ordre sur E car elle n’est pas réflexive.

7 Exemple - Sur R
La relation < est une relation d’ordre (totale).
Alors que < est une relation d’ordre strict.

5. Relation d’équivalence

5.1. Propriétés caractéristiques

Définition - Relation d’équivalence
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

7 Exemple - Stade Toulousain
On a vu une premiere relation d’équivalence, avec 'exemple du stade Toulousain.

4 Exemple - Fractions rationnelles
Montrer que £ définie sur Z x N par (a,b)Z(c,d) ssi a x d = b x c est une relation
d’équivalence.
Montrons que £ ainsi définie est :
— réflexive.
axb=>bxa(=ab)donc (a,b)Z(a,b).
— symétrique.
Supposons que (a, b)%(c,d), doncaxd=bxc
donccx b=d x adonc (c,d)Z%(a,b).
— transitive.
Supposons que (a,b)Z(c,d) et (c,d)Z(e, f)doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc(ax fyxd=fx(axd)=fx(cxb)=(fxc)xb=dxexbh.
et comme d est non nul, il est inversible (dans R) etdonc ax f = ex b donc
(a,b)Z%(e, f).

/~Savoir faire - Montrer que Z est une relation d’équivalence
11 s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, symétrique
et transitive.

Exercice
u
Montrer que £ définie sur (IRN)2 (ensemble des suites) par (1) % (vy) ssi nhrf
—+00

est une relation d’équivalence.

Correction
Montrons que £ ainsi définie est :
— réflexive,

lim —2 =1 donc (1) % (uy).
n—+o00 up
— symétrique.
Supposons que (n)2(vy), done lim % =1
n—+oo vy
. vy 1
donc lim — == =1donc (vy)Z%(un).
n—+00 Uy 1
— transitive. "
Supposons que ()R (vy) et (v;)R(wy) donc  lim  —* =1 et
n—+oo vy

. Un
lim — =1.
n—+oo wy

. Up . Un . Un
donc lim — = lim — x lim — =1etdonc ax f =exbdonc (uy)%(wy).
n—+oo Wy n—+00 v, n—+oo Wy

Pour aller plus loin - Relation d’équiva-
lence : volonté de définir =

Sur le site images des maths, un article intéres-

sant : http ://images.math.cnrs.fr/Egalite

( . . . \
[&\ Histoire - Construction de Z

Etant donné N, construit par un principe de
type récurrence (par Péano); on peut suivre
Dedekind est construire Z.

On note surN2, & telle que (n, m)%&(n', m') ssi
n+m'=n"+m

Les classes d’équivalences sont de la forme
(0, n) = {(k, k + n), k € N}, représenté de I'entier
relatif : —n.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023
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Exercice

Soit f: E— F.

On définit la relation % ¢ sur E par xZ ¢y ssi f(x) = f(y).
Montrer que %f est une relation d’équivalence sur E.

Correction
Trivial

5.2. Classes d’équivalence

Définition - Classe d’équivalence

Soit Z une relation d’équivalence sur E.

Pour a € E, on appelle classe d’équivalence de a 'ensemble C(a) = {x €
E|xZa}. a est un représentant de C(a).

4 Exemple - Fractions rationnelles

Les classes d’équivalence des fractions rationnelles sont exactement les couples dont
les fractions sont égales.

On voit sur cette exemple le but de la notion de classe d’équivalence : préciser et
généraliser la notion d’égalité!

Les fractions rationnelles simplifiés sont des représentants particulierement simple
de leur classe d’équivalence.

Exercice

Montrer que 2 définie sur C2, par z = a+ib%z = a’ +ib’ ssi ax b’ = a’ x b est une
relation d’équivalence.

Quelles sont les classes d’équivalence de £ ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
axb=>bxa(=ab) donc a+ibRa+ib).
— symétrique.
Supposons que a+ib%c+id,donc axd=bxc
donc cxb=d x adonc c+idZa+ib.
— transitive.
Supposons que a+ibZc+id et c+idRe+if doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc (ax fxd=fx(axd)=fx(cxb)=(fxc)xb=dxexb.
et comme d est non nul, il est inversible (dans R) etdonc ax f = ex b donc a+ibZe+if.
Les classes d’équivalence peuvent représentées par les droites passant par 0.
Exercice
Montrer que % définie sur R, par 020" ssi 3 k € Z tel que 0 — 6’ = 2kx est une relation
d’équivalence.
Quelles sont les classes d’équivalence de £ ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
6—-0=0=0x2m donc 0%6.
— symétrique.
Supposons que 020’, donc 0 -0’ = 2kn
donc 6’ — 60 = —2kn donc 0’ %6.
— transitive.
Supposons que 020" et 8' 20" donc 0 -0’ =2kmw et0' —0" =2k'.
donc0-0"=0-0")+ @O -0")=2kn +2kim =2(k+ k).
et donc 626" .
Les classes d’équivalence peuvent représentées par les arguments principaux. En fait, on retrouve la
méme classe d’équivalence que précédemment.

Proposition - Caractéristique par les classes d’équivalence
Soient # une relation d’équivalence sur un ensemble E, a et b deux élé-
ments de E. Alors

aZb < C(a)=C(b).

Démonstration
Supposons que aZb.
Soit x € C(b), alors xZD et par transitivité (et réflexivité) : xZa, donc x € C(a).
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Y x€ C(b), x€ C(a), donc C(b) c C(a).

Et, si y € C(a) alors yZa, donc yZb, donc y € C(b). Et C(a) < C(b).
Bilan: C(a) = C(b).

Réciproquement, si C(a) = C(b), alors a € C(a) c C(b), donc a € C(b) et a%b. O

Exercice
On note 22 le plan usuel. On définit sur &2 x &2 la relation % par

(A,B)Z(C,D) & ABDC est un parallélogramme.

Il s’agit d’'une relation d’équivalence. Que représentent les classes d’équivalence de cette
relation ?

Correction
Les classes d’équivalence sont données par I'ensemble de tous les vecteurs (pas d’origine).

Définition - Systeme de représentants
On appelle systeme de représentants de la classe d’équivalence %, un
ensemble S c E, tel que :

pour tout élément x € E, il existe un unique s € S tel que x%s.
On note souvent Sg\g un tel systéme

Remarque - Notation floue

La notation Sg\ g est tres imprécise (pas de différence entre un systéme et un autre).
Souvent ce qui compte pour les démonstrations est d'un considérer un systeme
quelconque, sans précision

5.3. Partitionde E

*Heuristique - Classe d’équivalence : partition de E
Avoir une relation d’équivalence, c’est faire I'assimilation entre différents objets a priori
différents et finalement identique (ou plutdt équivalent) du point de vue de la relation.
Lensemble du départ est alors réduit en partie plus petite, ces éléments sont les classes
d’équivalence. Elles forment une partition de I’ensemble initial.

. ~
Définition - Partition d’'un ensemble

Une partition de E est un ensemble de sous-ensembles (non vides) de E tel
que:

— leur réunion fait E
L — leur intersection 2 a 2 est vide

Proposition - Partition de E

Si Z est une relation d’équivalence sur E, alors ses classes d’équivalence
forment une partition de E.

Démonstration
On note O;, la famille des classes d’équivalence (la notion de famille est vue en fin de chapitre).
Pour tout x € E, x appartient a sa propre classe d’équivalence, donc x € U 0;,

i

donc Ec|JO;.

l
Réciproquement, toutes les classes d’équivalences O; sont des parties de E.
Donc| JO; cE.

1
Finalement E = JO;.

1
Soit O; et O deux classes d’équivalence.
Six€ 0;nOj, alors tous les éléments de O; sont en relation avec x donc O; = C(x).
De méme tous les éléments de O; sont en relation avec x donc Oj est la classe de x.
Donc ou bien O; = Oj(: C(x)), oubien O; N Oj =@. O
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Remarque - La réciproque est vraie
Etant donnée une partition sur E : E = U 0;.
iel
Considérons alors Z : (xZy) ssidieItelque x€ O; ET y€ O;.
Z est une relation d’équivalence sur E.
Remarque - Classes d’équivalence et dénombrement
Si E fini se décompose en classe d’équivalence (O;) ¢, alors #E = Z #0;.
iel
11 arrive souvent que E se décompose en n classes d’équivalence toutes de méme
cardinal c. Dans ce cas: #E = ¢ x n.
Application - Dénombrement et classe d’équivalence
La relation £ définie sur F x G par:
(a,b)Z(c,d) <= a=c
est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont en nombre de #F. Et chacune des classes possede
exactement #G éléments.
Donc#(FxG) =Y ;e #0; =X 4 #G=#G x Y qep 1 =#G x #F.
Il s’agit vraiment de la formalisation du premier résultat de dénombrement...
il
6. Bilan
Synthése
~~ Les ensembles, dont on a vu qu'ils étaient a la base des raisonnements
mathématiques, peuvent étre « travaillés ». Ils peuvent étre coupés en
morceaux, avec des classes d’équivalence ou bien structurés visuelle-
ment avec une relation d’ordre.
~» Selon chaque situation, on fait évoluer notre regard!
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre
— Savoir-faire - Montrer que Z est une relation d’ordre
— Savoir-faire - Montrer que a = sup E
— Savoir-faire - Montrer que £ est une relation d’équivalence
Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
def.
= Egalité, par définition (du terme de gauche) autre notation : g =
o, ~, =, . Relations d’équivalence variées Réflexive, Symétrique, Transitive
% Ensemble des classes d’équivalence sur E  Les classes d’équivalence forment une par-
pour la relation d’équivalence 2 tition de E
Se\% Systeme de représentants de % Spvg cEetVxeE, lse S% tel que xZs.
=>,5,G,,... Relations d’ordre variées Réflexive, Antiymétrique, Transitive
max E Plus grand élément de E pour UNErelation maxEe€ EetV x€ E, x<maxE (ouc.....) Si la relation est totale, max E est
d’ordre fixée a priori au plus unique.
min E Plus petit élément de E pour UNE relation minE€ EetV x€ E,minE<x (ouc.....) Si la relation est totale, min E est
d’ordre fixée a priori au plus unique.
supE Plus petit des majorants de E VxeE x<supEet[Vxe€ Ex<s<y=  Auplusunique.
supEs<y
infE Plus grand des minorants de E VxeE inffE<xet[VxeEy<x=ys< Auplusunique.

infE

Retour sur les probléemes

54. Voir cours

55. Voir cours

56. Voir cours

57. Pas de plus grand élément a [0, 1[. Mais un plus petit élément a tous
ses majorants : sup(0, 1[= 1, on I'appelle la borne supérieure.
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58. Siles applications sont bien définies.
Alors une relation £ est une application f de E? dans {0, 1}, avec
fW(a, b)) =1ssiaZb.
Si les relations sont bien définies.
Alors une application f de E sur F est définie par f(a) = b ssi aZb.
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Groupes

Résumé -

Comme structure algébrique, nous devons étudier les groupes (une seule loi, in-
terne), les anneaux et corps (deux lois internes) et les espaces vectoriels (deux lois
internes et une externe). Nous parlerons stirement a l'occasion d'algebre et stire-
ment d’espace affine.

Le chapitre qui suit est assez court, et se concentre sur la structure de groupes.

La notion de groupe a été formalisée au début du XIX-ieme siecle mais na trouvé
toute sa force qu'a la fin du siecle. Nous préparerons quelques notions de seconde
année. Et nous reprendrons cette notion en étudiant au second semestre le groupe
des permutations, et ensuite nous verrons agir des groupes sur les matrices carrées.

— Michaél Launay - Structure algébrique - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=RaqlxOihGxw
— PoincareDuality - « Les maths ne sont qu'une histoire de Groupe » Poincaré

par Etienne Ghys - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=dLwi_opxLxs
— Interview Cirm - Claire voisin - https ://www.youtube.com/watch 2v=vcwMTpgNIQA
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Groupes

-
[Z\ Histoire - Evariste Galois

. J NN A |
La vie (tres courte et tres romantique) d’Eva-
riste Galois (1811-1832) pourrait faire la base
d’un excellent film. ..

On le présente souvent comme le premier, avec
de nombreuses années d’avance, qui a com-
pris le role fondamental de la structure de lois
internes et de groupe. Il a ainsi démontré que
pour = 5, il n’existe pas de formule explicite et
avec des racines n¢ exprimant les racines d’un

\polynéme quelconque de degré n. )

1. Problemes

? Probléme 59 - Structure
En MPS], la recherche de la démonstration, optimale la plupart du temps
conduit a réfléchir précisément sur les hypotheses qui permet d’obtenir
les résultats. Ainsi les objets sont épurés sur les hypothéses principales.
De quel ensemble et avec quelle loi (structure) minimale doit-on partir
pour 'essentiel de nos théoréemes a l’origine?

? Probléme 60 - Résolution des équations polynomiales
Comment démontrer qu’en régle générale, un polynéme de degré 5 n’ad-
met pas de formules explicites des racines du polynéme?

C’est I'une des questions qui a conduit GALOIS a créer (inventer, décou-
vrir) lanotion de groupe. .. Quel chemin I’a conduit a cette construction?

? Probléme 61 - Groupe de Poincaré

En physique relativiste, les éléments de I'espace sont des quadruplets
(x,y,2,1).

On appelle groupe de Poincaré I'ensemble (G,o) des transformations
¢ : R* — R* € G tel que pour tout paire de quadruplets (x,¥,z,1) et
(x',y',2,t"), 1a distance est conservée :

=32+ -2 +(z-2)-Ru-1)=X-X)P+Y-Y)V+Z-2V2-AT-T)?
oupx,yzt)=(X,Y,Z,Netox',y,z,t)=(X",Y',Z',T.

Montrer qu’il s’agit bien d'un groupe.

2. Lois de composition internes

2.1. Définitions

- N
Définition - Loi de composition interne (Magma)

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de
ExEdansE:® :ExE—E,(x,y)— x%}.
On note, pour (x, y,2) € E3,
(x*xY) *z=D(DP(x,)),2) et x % (y x 2) = D(x,D(y, 2)).
Un tel couple (E, x) est appelé un magma.
Quand la loi interne est clairement identifiée, par abus, on peut dire que E

est un magma sans précision supplémentaire.
& J

(Déﬁnition - Caractéristiques
On dit que le magma (E, %) :
— est commutatifsiV(x,y)) EEXE, xxy=y*xXx
— estassociatifsiV(x,y,z2) EEXEXE, x*x (y*xz)=(xxy) *xz
— est unifere ou possede un élément neutre s'il existe e € E tel que
VxeE, exx=x%e=Xx (eestalors'élément neutre.)
Pour x élément de E, on dit qu'un élément y de E est un symétrique ou un

inversede x pour * si x x y = y x x = e, (e neutre de E)
g

J/
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Définition - Monoide
Un magma (M, x) associatif et unifére est appelé un monoide.

Remarque - Notations
Plusieurs remarques

1. Les lois de composition interne sont usuellement notées x, L, T, +, x, en
notation multiplicative x x y = xy.

2. La notation additive est usuellement réservée a une loi commutative et asso-
ciative, dans ce cas le symétrique de x (s'il existe) est noté —x.

3. Lorsque la loi est commutative et associative, on peut écrire :

n

™=

i=1 i=1

4. Silaloi * est associative, on peut écrire x*"* = x x --- % x (1 termes x).
En notation multiplicative on obtient ainsi x” et en notation additive nx.

Définition - Distributivité
Supposons que 'ensemble E est muni de deux lois internes x et T.
On dit que * est distributive par rapport a la loi interne T si:
Y (x,7,2) € K3, x % (yTz) = (x* y) T(x x 2) (distibutive 4 gauche)
Y(x,y,2) € K3, (xTy) % z= (xx 2) T(y % 2) (distibutive a droite)

2.2. Propriétés directes

Proposition - Unicités (éléments neutres, symétrique)... si existence
Soit (F, T) un magma.
Si F est unifere, I'élément neutre pour T est unique.
Soit (E, x) un monoide.
Si x € E admet un symétrique alors celui-ci est unique;
Si x, y € E admettent des symétriques x ! et y~!
alors x * y admet un symétrique : y~! * x71.
Si x est symétrique alors x est régulier (a gauche et a droite) :
VyzeE,xkxy=x*xz>y=zetyxx=zxx=>y=2z.

Démonstration
On va faire chacun des cas
— Supposons que e] et e soit deux éléments neutres de (F, T).
Alors comme e» est neutre: ey =ejTex ete; Tex =eo
car e] est neutre.
Donc ej = e;. Il y a au plus un élément neutre.
— Siyj et yp deux symétriquesde x:y; =y1 xe=y1 x(x*ky2)=(y1 *xX) kYo =e*xy2 =)o
— (y_1 *x‘l)*(x*y) :y_1 *(x7! ak)c)aky:y_1 *ea&y:y‘1 *xy=e

car x est associative. De méme : (x*y)*(y‘1 *x‘l) = x*(y*y‘l)*x_l —xxexx l=e.
— Si x %y = x % z, alors en starisant par b (x symétrique) a gauche : y = x L xxx y=
xlxxxz=2z.

De méme a droite.

2.3. Induction

Définition - Loi induite

Soit A c E, avec (E, T) magma.

Aest stable par T (loi de composition interne sur E) si Vx,y€ A, xTy € A.
T a=Taxa sappelle la loi induite (par T sur A).

X; = X1+ -+X5 (notation additive) ou H X; = X1 ... X (notation multiplicative).
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( . . . . \
|\ Histoire - Plusieurs naissances

En fait, cela est comme toujours plus subtil.
Il semble que I'idée de groupe est en germe a
la fin du XVIII siécle (en particulier chez La-
grange) et donc le concept apparait clairement
ensuite mais a plusieurs endroits en méme
temps : chez Galois en France, dans les écrits
de Cayley en Grande-Bretagne ou dans les
oeuvres de Dedekind en Allemagne.

Les définitions étant  parfois lé-
gérement différentes. .. (citation
http ://images.math.cnrs.fr/
Un-concept-mathematique-trois)
\ J

Remarque - Transmission des propriétés

T a4 est alors une loi interne sur 4, i.e. (A, T 4) est un magma (induit).

Si T est commutative (resp. associative), T 4 est nécessairement commutative (resp.
associative).

En revanche I'élément neutre de T ou I'élément symétrique de x € A pour T (s'ils
existent) ne sont pas nécessairement dans A.

3. Structure de groupe

3.1. Définition et propriétés

Un groupe est un monoide dont tous les éléments sont inversibles :

(Déﬁnition - Groupe )

On appelle groupe un ensemble G muni d'une loi de composition interne
T vérifiant :

— laloi T est associative;

— G possede un élément neutre pour T ;

— tout élément x de G posséde un symétrique pour T (ou tout élément

de G est inversible, est symétrisable).

Si de plus la loi T est commutative, on dit que le groupe est abélien (ou
\commutatif ).

J

4 Exemple - Groupes des racines de 'unité

Lensemble (U, x) est un groupe.

« En effet, (C, x) est associatif donc en prenant trois éléments z1, zp, z3 de U, donc de
C,ona z1 x (22 x z3) = (21 x 22) x z3). Ainsi (U, x) est associative

¢ Sizy1,2p €U, alors |z1 22| = |z11lz2] = 1 donc z1 zp € U.
eleUestunélémentneutredeU:1xz=2zx1=z.

¢ Soit z € U, alors % =z € U. Pour les mémes raisons, puisque si z € Uy, z € Uy, on peut
dire que (Uy, x) est un groupe.

Remarque - Sous-groupe

Finalement, on a utilisé ici le fait que (C, x) était lui méme un groupe, que U est stable
par la loi induite, que 1¢ € U et pour tout z € U(c C), %(E C)el.

On reviendra sur ces propriétés plus loin.

Proposition - Régularité
Dans un groupe tous les éléments sont réguliers a gauche et a droite

Démonstration
Tous les éléments sont symétriques donc réguliers d’apres un point précédent O

Comme des groupes sont des magmas uniféere, ol tous les éléments sont
inversibles par définition :

Théoréme - Existence et unicité
Soit (G, T) un groupe. Alors :
— Lélément neutre est unique.
Tout élément possede un unique symétrique.
En notant x~! le symétrique (l'inverse) de x, on a (xHl=x
xTy) =y tTx L
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3.2. Exemples

Groupes triviaux

7 Exemple - Avec 'addition

Les ensembles de nombres munis de I’addition : (Z,+), (Q,+), (R,+), (C, +) sont des
groupes commutatifs.

9’7{ Exemple - Avec la multiplication

Les ensembles de nombres munis de la multiplication : (Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont
des groupes commutatifs.

Moins trivialement : (Up, x) est un groupe.

z
Ensemble =

s N
Définition - Ensemble des classes d’équivalence modulo
Soit n e N, fixé.
Larelation =, ou encore - = -[n] est une relation d’équivalence sur Z.
Zz
Lensemble des classes d’équivalence associées est noté 1
Un systéme de représentant est [[0, 7 — 1]]], puisque 7 ={0,1,...n—1},
ol pour tout k € [[0,n — 1]],%: {k,k+nk+2n..k—n...}={k+rn,re?z.
On peut alors définir sur - les lois + et X par :
n
L h¥k=h+k hxk=hxk )

Remarque - Le plus dur dans ce qui suit

est de démontrer que les lois + et X sont bien définies.

C’est-a-dire qu’elles sont indépendantes des représentants de k et h choisis.
Nous ferons cette démonstration dans le cours d’arithmétique

7 _
Proposition - Groupe (—, +
nz

7 _
Pour tout entier 7, (_Z’ +) est un groupe commutatif.
n

Son élément neutre est 0, et 'opposé de kestn—k.

Démonstration

Pour tout h, k€ Z, h¥k = h+k=k+h=k+h.

k+0=k k¥n-k=k+n-k=m=0.0

Pour tout k€ Z, k+0

Lo Analyse - Et pour la multiplication x 2

En revanche, il existe des diviseurs de 0, donc des éléments non inversibles, pour la
multiplication modulo 7 : les diviseurs de n.

Mais si k est premier avec n, alors d’aprés le théoreme de Bézout :

JuveZ|uk+vn=1 TUxk=uk=uk+vn=1

7z _
Proposition - Groupe (ﬁ’ X) avec p premier

7z _ ]
Pour tout nombre premier p, (—Z, x) est un groupe commutatif.
P

Son élément neutre est 1, et 'opposé de p est obtenu en exploitant le
théoréme de Bézout.
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Pour aller plus loin - Au début d’année...

Nous avons vu apparaitre a plusieurs reprises
des calculs avec {1, j, j%} (expression des ra-
cines d’'un polynoéme de degré 3 ou bien calcul

n (n
de la somme S, = ) ( )
i=k[3I\!
cessaire, car il s’agit de la meilleure incarnation

du groupe (unique) a trois éléments

)...). Cela était né-

Pour aller plus loin - Groupes a 4 éléments

II existe deux groupes a 4 éléments : Dy =

{1,i,-1,-i} = é et Vy le groupe de Klein.
(Zilalblc]d]

a al|lb|c|d
Va:=| b blal|d]|c
c cld|al|b
d d|lc|b|a

Il s’incarne par exemple dans le groupe des sy-
meétries par rapports aux médiatrices d'un tri-
angle équilateral et de la transformation iden-
tité.

a: [BCD] — [BCD], b: [BCD] — [BDC], c:
[BCD] — [DCB] etd:[BCD] — [CBD]

On peut donc obtenir I'inverse de k en exploitant I'algorithme d’Euclide.
Exercice
A démontrer

Correction
Pour tout b, k€ Z, hxk=hx k=kx h=kxh.

Pourtout ke Z, k¥1=kx1=k.
Pour I'existence de l'inverse, voir 'analyse précédente.

e Remarque - Autre point de vue

7z * _
Dans le cours sur les anneaux, nous définirons le groupe (_Z , x), valable pour tout
n

entier n, en ne considérant que les classes inversibles, modulo 7.
Dans le cas ol n est premier, on retrouve le groupe précédent.

«Petits » groupes

Comme les groupes sont réguliers, il ne peut y avoir chaque lettre ne peut ap-
paraite plus d’'une fois par ligne et par colonne.

Remplir ces tableaux, c’est comme remplir un carré latin (nom mathéma-
tique des sudoku).

L Analyse - Groupe a deux éléments

Essayons de construire un groupe a deux éléments : a et b.

Lun des deux éléments est le neutre, supposons qu’il s’agisse de a.

Onadonc a® = aetab=ba=b.

b est inversible, nécessairement b’ =a.

Ce groupe se résume dans le tableau :

/ST lalb
a al|b
b b|a

C’est le seul groupe a deux éléments. Notons qu’il est commutatif.
Mais surtout remarquons qu'’il s'incarne ou a de nombreux avatars :
— a = fonction croissante, b = fonction décroissante et T = o
— a=1 (ouclasse des nombres positifs), b = —1 (ou classe des nombres négatifs)
etT=x
— a=0 (ouclasse des entiers pairs), b = 1 (ou classe des entiers impairs) et T = +
dans é
— a=id¢ et b = symétrie (ou involution quelconque) et T = o
Exercice
Construire un (le) groupe de 3 éléments

Correction

Par essais/erreurs, il s'agit de
/ST lal|lb]|c
a al|b|c
b | blc|al
c clal|b

Dans la construction, on voit une notion importante : a cause de la régularité, il n’est pas possible de
trouver sur une méme ligne ou une méme colonne deux valeurs identiques.

Par suite, dans chaque ligne et chaque colonne, on retrouve toutes les valeurs de G.

Une incarnation possible est %.

Groupes matriciels

L'ensemble des matrices (., (K), +) est un groupe. Il nous intéresse assez

peu.

Lensemble (4, (K), x) n'est pas un groupe! (c’est un monoide) Tous les

éléments ne sont pas inversibles.

En revanche

— (GL,(K), x), ensemble des matrices inversibles est un groupe appelé,

le groupe linéaire. Par définition : GL,(K) = {M € #4,(K) | AN €
Mu(K)telque M x N=Nx M = I}
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— (0, (K), x), ensemble des matrices orthogonales est un groupe appelé,
le groupe orthogonal.

Par définition : @,(K) = {M € ,,(K) | MT x M = I;}

Groupes des permutations

Un groupe tres important, on reviendra sur cette notion plus tard. ..

Proposition - Groupe des permutations d'un ensemble

Soit X un ensemble non vide. On note Sx 'ensemble des permutations
de X (c’est-a-dire des bijections de X dans X). Alors (Sx, ) est un groupe,
généralement non commutatif, appelé groupe des permutations de X.

Remarque - Permutation
Qu’est-ce qu'une permutation de X ?
1 s’agit, par o de changer «1’ordre » ou notre regard sur tous les éléments de X.
Donc cela signifie que
fox), xeX}=X

et donc o est surjective. Il suffit de montrer que o est injective: 0 (i) =o(j) =>i=j..

Démonstration
Point par point :
— Pourtoutoy,op € Sy,

VxeX, (01002)(x)=01(02(x) € X
~——
eX

Donc o est bien une loi de composition interne de Sx.
— Puis cette loi est associative.
Pour touto,02,03 € Sy,

VxeX,(010(02003))(x) =01(02(03(x))) =((01002)003)(x)

— Sx posséde un élément neutre : idy : x— x:
ide Sy etpourtouto e Sy :VxeX,id(ox)=0(x)=o(id(x).
— Last but not least : on note pour tout o € Sy,

o' :x— ytelque x=0(y)

Clairement Lo (cy) = oL (x)=yetoo o1 (x)=0(y) =x,

donc o est bien inversible et d’inverse o~ 1.

Mais il faudrait vérifier que o~ 1 ainsi définie existe bien. Pour cela, il est nécessaire que
tout x € X soit aussi 'image d'un y par o, ou encore que o (X) = X.

Or o est une permutation de X, donc cette hypothése est bien vérifiée (cf. remarque).
[m}

Ce groupe non commutatif sera longuement étudié plus tard dans 'année.

Groupes et géométrie

Proposition - Groupes des similitudes directes du plan C

Lensemble des similitudes directes est un groupe pour la loi o. @ Pour aller plus loin - Programme d’Erlan-
L'élément neutre est I'identité. gen L
Linverse de la similitude de centre Q, d’angle 0 et de rapport k est la izhx Kle(11n (1849-1925) ef; un Ilnathemanaen
similitude de centre Q, d’angle —6 et de rapport % ,cmana qui proposa dans ‘¢ b rogramime
e . — . = d’Erlangen de re«voir » toute les géométries en
Linverse de la translation de vecteur i est la translation de vecteur — . PR PR
étudiant les groupes de symétrie qui agisse sur
I'espace en question. ..
I1a eu une grosse influence sur Henri Poincaré.

.

Démonstration

Nous sommes bien obligé de considérer les translations car la composition de deux rotations de
centre A et B respectivement, d’angle 6 et 27 — 6 et de rapports 1 est la translation de vecteur
24B.

Rappelons que la similitude de centre Q(w), d’angle 6 et de rapport k est z— kel (z—w) +w.

A partir de cette notation, on peut tout démontrer. O
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4. Sous-groupe
4.1. Définition et caractérisations
Par la suite, on considérera (G, T) un groupe.
N

p
Définition - Sous-groupe
H c G (non vide) est un sous-groupe de G si H est stable pour la loi interne
et si la loi induite (restriction de la loi a H) munit H d’une structure de

L H<
 groupe On note G )

Proposition - Elément neutre et symétriques

Soit H un sous-groupe de G.

Alors I'élément neutre de H est]’élément neutre de G.

Si x € H, le symétrique de x dans H est le symétrique de x dans G.

Démonstration
Soit e1 I'élément neutre de H et e celuide G.e1 Te; =ej=eTep

€H €G

Et comme e; est régulier (dans G) : e] =e.
Puis si on note x' 'inverse de x dans H, xTx' =e=xTx !
Par régularité :

en « composant a gauche » par x71

, inverse de x dans G (par la suite, tout se passe dans G)

X =x ITaT = x 1 TxTx =57t

Théoréme - Caractérisation 1

Soit H c G. H est un sous-groupe de G si et seulement si il vérifie :
— H#¢
— V(x,y)e H?, xTye H
— VxeH,xleH

Pour aller plus loin - Le « monstre »

Il s’agit du plus gros groupe fini « connu ».
On l'appelle le Monstre M ou groupe de
Fischer-Griess Fj. Son ordre (= son cardi-
nal ici) est 246 x 320 x 59 x 76 x 112 x 133 x
17 x 19 x 23 x 29 x 31 x 41 x 47 x 59 x 71
808017424794512875886459904961710757005

754368 000000000 = 8 x 1053,

C’est bien un nombre fini (mais c’est gros).
Il a été découvert (est-ce le bon verbe?) ou
construit en 1980

Théoréme - Caractérisation 2
Soit H c G. H est un sous-groupe de G si et seulement si il vérifie :
— H#9
— Y,y eH*, xTy 'eH
(en notation multiplicative : V(x, y) € H, xy~! € H;
en notation additive : V(x, y) € H?, x— y e H)

/Savoir faire - Démontrer que H est un (sous-)groupe
Dans la pratique, lorsque H est une partie de E, groupe. On démontre

Pour aller plus loin - Action de groupe et
représentation
FEtant donné un groupe G, dont Ia loi est notée
multiplicativement et dont I'élément neutre
est noté e, on peut définir une action (ou opé-
ration) de G sur un ensemble E par une ap-
plication : G x E — E, (g,x) — g -x vérifiant
les propriétés suivantes : Vx € E, e-x = x et
Vg gleGVxeE gl (g.-x)=(gTFg)e

qu’il s’agit d'un sous-groupe de E
— avec la caractérisation 1, lorsque H et E sont explicites
— avec la caractérisation 2, lorsque H et E sont théoriques

Démonstration
On a trois propositions équivalentes a démontrer, nous allons faire en trois temps

Al = Ay = A3 = Ay

1. Supposons que H est un sous-groupe de G.
— Nécessairement H n’est pas vide.
— H est stable pour la loi interne donc V(x, y) € H2, xTyeH
— Etledernier point: Vx € H, x~! € H a été démontré dans la proposition précédente.

2. Supposons que H vérifie les trois assertions de la caractérisation 1.

BN SR B Y €

De (trés) nombreuses situations de pré8dhce
de groupe sont de cette forme la, avec un en-
semble E donné.

Réciproquement, si on connait trés bien E sur
lequel agit G, alors on apprend a connaitre G.
La notion d’orbite, de permutations de E,
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— H#¢

— Y(x, )€ H? z= y~1 € H, d’apres la troisiéme assertion.
Puis xTz = xTy~! € H d’apres la seconde assertion.
Donc V(x,y) € H2, x'l'y_1 € H.

3. Supposons que H vérifie les deux assertions de la caractérisation 2.

— Hn'est pas vide, on doit montrer qu’il est stable pour la loi interne.
Laloi T est nécessairement associative sur H c G.
Soit x€ H,alors x€ G,ete= xTxten d’apres la seconde assertion.
En outre, tout élément x € H c G posséde un symétrique x~1 dans G, qui est aussi
dans H:

e,er:eTx_1 =xleH
O

4.2. Intersection

Théoréme - Intersection de deux sous-groupes
Soit H et K deux sous-groupes de (G, T).
Alors HnN K est un sous-groupe de G.

Démonstration
e€ Hetee K, donc Hn K n'est pas vide.
Soit x,y€ HnK,alors xy ' e Het xy™ 1 e K,donc xy ' e HnK.O

Lexercice suivant donne TOUS les sous-groupes de (Z, +) :
Exercice

1. Soit a € Z. Montrer que aZ est un sous-groupe de (Z, +).
2. Soit G un sous-groupe de (Z,+), G # {0}.
Justifier que GNN* a un plus petit élément a > 0.
Montrer que G = aZ (utiliser la division euclidienne).

Correction

1. 0OeaZetsix,yeaz, alorsx—y=ka—-ha=(k—h)ac aZ.

2. GnN* «N*, donc il a un plus petit élément, noté a > 0.
On a nécessairement aZ < G Soit x € G, on applique la division euclidienne : x = pa+ q.
Or g = x— pa € G, par stabilité et donc g € G, mais g € [0, a[, donc g = 0, sinon, on a une
contradiction avec la définition de a.
Donc x=paetGecal.

La démonstration s’adpate a une infinité de sous-groupe.

Théoréme - Intersection de sous-groupes
Soit (H;)ie; une famille de sous-groupes de (G, T). Alors Njey H; est un
sous-groupe de G.

Démonstration
\4 iEI, Hi <G, dOI’lCﬂiEIHiCG.
Vi€l e€ Hj, car H; est un groupe. Donc e € ;¢ H;, qui n'est pas vide, donc.
Soit x, y € N;es H;, alors pour touti€ I, x,y € H; et xy’1 € H;
Doncxy_1 €Njer H;.O

4.3. Sous-groupe engendré

Définition et caractérisation

L2 Analyse - Plus petit groupe contenant une partie Ade G

Considérons une partie A (ensemble) d'un groupe G.

Onnote o = {H < G| Ac H}, I'ensemble de tous les sous-groupes de G contenant A.
Alors o/ est non vide car G € <.

o admet un plus petit élément: (| H,noté < A>.
Hedf
Cet élément appartient a H, donc c’est un sous-groupe de G (contenant A nécessai-

rement).
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s N
Définition - Groupe engendré

Soit (G, T) un groupe. Soit A une partie de G.
On appelle groupe engendré par A, le plus petit sous-groupe de G, parmi
les sous-groupes de G contenant A.

Onlenote < A>.Onadonc<A>= (| H=ming«/
Heol

(ouef ={H< G| Ac H}). )

1 faut démontrer que (| H est bien le plus petit sous-groupe de G conte-
Hedl
nant A.

Démonstration
Comme, pour tout H € o/, Ac H,onabien Ac ﬂ H.
Hed
Par ailleurs, (| H est une intersection de sous-groupes de G. Donc il forme bien d’un sous-
Hed

groupe de G.
Il reste a démontrer que c’est le plus petit.

Soit K, un sous-groupe de G contenant A. Alors nécessairement K € <.

Donc K fait partie des sous-groupes donc l'intersection définie < A >,

0nad0nc<A>:Kn( N H)CK.D
Hed\K

Proposition - Croissance de 'engendrement
Si A c B sont deux parties d'un groupe G.
Alors < A>c< B>

Démonstration

< B > est le plus petit sous-groupe contenant B donc A car Ac B.

Donc < B > est un sous-groupe de G contenant A.

Mais < A > est le plus petit des sous-groupe contenant A, donc il est plus petit que B: < A>c<
B>. 0O

4 Application - Réflexes

Si A est un sous-groupe de G qui est contenu dans B, alors nécessairement
<A>=Ac<B>.

Si B est un sous-groupe de G qui est contient A, alors nécessairement < A >c< B >=
B.

V/ Exemple - Groupes engendré par p dans Z.
On consideére le groupe (Z,+). Le groupe < p > contient nécessairement tous les
nombres de la forme: p+p+---+ p =rp, c'est a dire les multiples de Z.

—— ——

r fois
DoncpepZc<p>.

Par ailleurs pZ est un sous-groupe de Z. Donc < p >= pZ.

/~Savoir faire - Comment trouver le sous-groupe engendré par une partie
A?
Il faut
1. Pré-sentir la bonne description (efficace) de ce sous-groupe.
On donne alors un nom a cet ensemble K.

2. Montrer que K est bien un groupe, qui contient A

3. Montrer que K est nécessairement entierement inclus dans < A >
ou dans tout sous-groupe de <.

Comme < A > est le plus petit sous-groupe contenant A, propriété véri-
fiée par K, alors < A>=K
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Exercice
Quel est le sous-groupe engendré par {p, g} dans (Z,+) ?

Correction
On pense qu'’il s’agit du sous-groupe engendré par le PGCD de p et g, donton adéjaunnom: (pAg)Z.
On sait déja que c’est un groupe.
Comme p A g estundiviseurde petde g, pe(pAg)Zetge (pAq)Z.Donc {p,qtc(pAqg)Z.
Le groupe < {p, g} > contient tous les nombres de la forme up + vqg ol u,ve Z.
D’apres le théoréme de Bézout, il contient donc p A g, le PGCD de p et q.
Comme il s’agit d’'un groupe, il contient également tous les multiples de p A g, donc tout (p A q)Z.
Donc (pAq)Z c<{p,q}>.
Et comme < p A g > est le plus petit sous-groupe contenant {p, g} : <p,q> (=<{p,q} >) = (pAQZ

Groupe monogene

Définition - Groupe monogene
On dit que G est un groupe monogene, s'il existe x € G tel que G =< x >.
Dans ce cas G = {xX, k € Z}.

/“Savoir faire - Etudier des groupes monogénes
Si G est un groupe que l’on sait monogene, alors il existe x € G (référence,
que 'on fixe) tel que G =< x >.
Lapplication ¢ : Z — G, k — x* est bien définie, surjective. Elle peut étre
injective ou non (cas fini).
On transfére ensuite par ¢ (ou ¢~ ') I'étude de G, a partir de propriétés
de Z.

Exercice
Montrer qu’un groupe monogene est nécessairement abélien

Correction

Soit (G, x) monogéne, donc il existe x € G tel que G =< x >.
Soient a,b € G, alors il existe n,m € Z tel que a= x" et b= x".
Ainsiaxb=x"xxM=x""M=x"xx"=bxa

Exemples a partir de U

Lexercice suivant nous aide a faire le point.
Exercice
On considére le groupe (U, x).
2in
1. Soit zx =e k . Que vaut le groupe <z >?
2. Avec les mémes notations, que vaut le groupe < zy, zs > ?

3. A-t-on pour tout n € N, pour tout z€ Uy, Uy, =<z >7?
Sinon, a quelle condition sur z, a-t-on : Uy, =<z>7?

4. Quel est le groupe Uy, NUy, ?

5. U est-il monogene ?

Correction

1. <z > continent toutes les puissances de zj., donc tous les nombres complexes erc de Ug.
Donc Uy < zj. > et Uy est un groupe, ainsi < zj. >=Uy.

w o v . us+uvr
2. Tous les nombres complexes de la forme z; x zg = exp2in

appartiennent a <

Zr,2s>,avec u,Ve Z.

D’aprés le théoreme de BEZOUT, il existe u, v € Z tel que us+vr = sAr, puis st = (SAT)(sVT)

donc zgyr €< zr, 25 >.

Etdonc < z,ys >C< 2y, 25 >.

Par ailleurs, r|(r V), donc il existe r’ tel que rvs = rr’ et donc z{i,s =z, donc zy €< zZpys >.
De méme z5 €< z,ys > etdonc {z;, 25} €< zrys >, donc < zr, 25 >C< Zpys >.

Par double inclusion < zy, zg >=< zyys >.

Pour aller plus loin - De qui parle Felix
Klein?

« Depuis longtemps déja, il s'occupait a étudier
des groupements de racines complexes de l'unité
sur la base de sa théorie des racines primitives.
Et voila que ce matin-la (le 30 mars 1796) en se
réveillant, il lui apparut clairement qu'a partir
de sa théorie, on pouvait construire un polygone
al7cotés|... |. Cet événement marqua un grand
tournant dans sa vie : c'est précisément ce jour-
la qu'il décida d’abandonner les langues pour se
consacrer exclusivement aux mathématiques ».
Les mathématiques y ont beaucoup gagné!
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3. Non, clairement. En effet, pour tout neN, 1 e Uy, et <1 >= {1} #Uj,.
Lorsque z € Uy, veérifie < z >= Uy, on dit que z est une racine primitive premiére de l'unité.
On sait que z € Uy, signifie qu'il existe k € [0, n —1]] tel que z = exp %
Si kA n=1. Alors d’'aprés BEzOUT (toujours) : il existe u, v € Z tel que uk+vn=1
et donc z% = exp % x exp2i v = exp zm‘k%”)”
Donc z; c< z> etdonc Uy, =< z;; >c< z>.
Comme ze€Uy. Onadonc < z>c< Uy >=Ujy.
Par double inclusion U, =< z >.
Réciproquement, si U;, =< z >, alors il existe u € Z tel que z% = z;, (e U)
etdonc uk =1[n] i.e. k An=1 (réciproque de BEZOUT).

=2zp.

4. Soit z€ Upam, alors 2"\ = 1. Et comme n A m|n,
on adonc z" = (£ (nAM) = 1 donc z € Uy,. De méme z € Upy,.
Par conséquent : Upam < Up NUpy,.
Evidemment, si z € Uy, NUpy,, alors pour tout u, v € Z, z4"VP = (2% (z™M)V =1,
Donc 2™ =1 et ze Upypam.
Par double inclusion Uy NU;; =Upam

5. Non.

4.4. Démontage d’'un groupe

Théoréme de Lagrange

Proposition - Relation d’équivalence modulo un sous-groupe
Soit (G, *) un groupe et H < G, un sous-groupe de G.
On note %y, la relation définie sur G par :

aRRpyd — a 'xd e H

Alors Z p est une relation d’équivalence.

Démonstration
Ry est:
— réflexive : pour tout a € G, ala=eeH DoncVae G, aZya.
— symétrique : sia®pya’, alors a™ ! + a’ € H.
Mais H est un groupe donc (a~1a’)"! = a’ 'ae Hdonc d Zga
lvd ad ' xd'eH.
1

— transitive : si aZya’ eta' Zya’, alors a”
Mais H est un groupe donc (a~! * a') * (@ Y«a"=a"'+a" e Hdonc aRya

O

Remarque - Lien relation d’équivalence et sous-groupe

On voit sur cette démonstration le lien trés étroit qui unit les caractéristiques d'un
sous-groupe et les propriétés d'une relation d’équivalence. Plus précisément : I'é1é-
ment neutre a la réflexivité, I'inversibilité a la symétrie et la stabilité a la transitivité
Quand on a une relation d’équivalence, on a naturellement une décomposi-
tion en réunion disjointe

Proposition - Décomposition de G
Soit H un sous-groupe de G.
On note S:= S ¢ un systeme de représentant des classes d’équivalences

RH
de %H-
Alors G = Wuesa, la réunion disjointes des classes de a.
an’est pas un groupe, mais il est en bijection avec H.
Par la suite, on notera aH, cet ensemble. Onadonc aH = a'H < aZpya' <
aldeH
Le produit cartésien H x S et le groupe G sont en bijection (c’est la décom-
position).
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Démonstration
La premiére partie de la proposition a été donnée dans le cours sur les classes d’équivalence.
Soit¢: H— a, x— ax.
Montrons que ¢ est bien définie a valeurs dans a.
On a, en effet, a%Z gax = ¢(x), car alxax=xeH.
¢ est bijective car elle admet une application réciproque ¢! : b(€ @) — a~1b(e H).
Onabien ¢l (b)=a"'be H, car be G, donc aZ%yb,i.e.a 'be H.
Pour I'équivalence.
On considere g € G, alors il existe un unique a € S tel que g =a,
i.e. il existe un unique h € H tel que g = ah.
On a alors une bijection naturelle (a, h) — g = ah
dont la réciproque est donnée sur la ligne précédente. O

En fait, les ensembles a sont comme des sous-groupes affinesde G. ..

Proposition - Théoréme de LAGRANGE
Si H un sous-groupe de G, groupe de cardinal fini, alors card H|cardG.

Démonstration
G = Wgega. Laréunion est disjointe, donc en terme de cardinaux :

card(G) = )_ card(aH) = ) card(H) = card(H) x ) 1 = card(H) x card(S)

aes aes aes

ol on a exploité que H et aH sont en bijection, donc ont méme cardinaux.
On aurait pu aussi exploiter le fait que card(G) = card(H x S) = cardH x card(S). O

Sous-groupe distingué

§e Analyse - S comme un groupe?
On a dit et redit que sauf pour a = H (exemple : a = e, mais pas uniquement), a = aH
n’est pas un groupe et donc ¢ n’est pas un morphisme de groupe (cf partie suivante).
Néanmoins, on peut se demander si S, I'ensemble des représentants ne pourrait pas
étre un groupe. Sous quelles condition?
Pour que cela ait du sens, on devrait pouvoir créer I'opération * sur S de la fagcon
suivante :

aH*bH = (a*b)H
Dans ce cas, il faudrait que pour tout @’ = ax € aH (avec x € H) et b’ = by € bH (avec
y€ H),onait: a’ x b’ € (axb)H, c'est-a-dire axby € (ab)H.
11 suffit alors que pour tout x € H, xbe€ bH, ce que 'on note Hb< bH < Hb = bH.
Cette condition est également nécessaire : car elle doit étre vérifiée pour tout a € G et
donca=e(ety=-e)aussi: xbe bH.

s N
Définition - Sous-groupe distingué
On dit que H < G est un sous-groupe distingué (ou normal) de G si
VaeGVxeH a'xaeH
On peut retenir que pour tout a€ G, aH = Ha.
 On note alors H<G )

Démonstration
Montrons que: V a € G, x € H,a” ' xa € H correspond bien a ce que I'on souhaite.
Supposons doncque V a€ G,x€ H, alxae H.
Soit ye aH.Alors 3 x € Htel que y = ax.
Alors ya’l =axale H,doncy= (axa’l) a€ Ha.Ainsi aH < Ha.
N——
zeH
Soit y € Ha. Alors 3 x € H tel que y = xa.
Alors u’ly =alxae H,doncy= a(a_lxa) €aH.Ainsi Hac aH.
N —
zeH
Supposons que pour tout a€ G, aH = Ha.
Soita€ G, x € H. Alors xa€ Ha=aH, donc3ze Htel que xa= azetdonc z=a 'xac H.
O
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Proposition - Groupe quotient
Soit (G, *) un groupe.

G G
Si H<G est un sous-groupe distingué de G, alors S = B souvent noté i

H
est un groupe pour la loi * définie par aH*bH = (a * b)H.

Exercice
A démontrer! (Attention, ce n’est pas un sous-groupe. |l faut donc tout redémontrer a com-
mencer par la bonne définition de la loi. . .)

Correction

7 Exemple - Groupe trivial
H = {e} est un sous-groupe distingué. Mais cela n’a pas beaucoup d’intérét.
Sauf si on I'associe avec la réciproque d’'un morphisme (cf partie suivante).

4 Exemple - G abélien

Si G est abélien, alors tout sous-groupe H est distingué.

1

En effet, pourtoutae G, xe H: alxa=alax=xecH.

7 _
Ainsi, pour tout n €N, nZ <Z et donc (—Z, +) est un groupe.
n

Pour aller plus loin - Théorie de résolution
par radicaux

Comme écrit wikipédia : « Pour n supérieur ou

égal a 5, le groupe alterné sur n éléments </,

est simple. Ce résultat est a la base de la théorie

de la résolution par radicaux. »

Définition - Groupe simple
On dit qu'un groupe est simple lorsqu’il ne posseéde pas de sous-groupe
distingué autre que {e} et lui-méme

Cela ne vous rappelle pas une autre définition?
Exercice

Soit G un groupe de cardinal p, premier.
Montrer que G est simple

Correction

Soit H<G. Alors card H|cardG, donc cardH € {1, p}, i.e. H ={e} ou H = G respectivement.
Donc G est nécessairement simple

5. Morphismes de groupes

5.1. Définition et propriété immédiate

Soient (G, ) et (G, T) deux groupes.

(Déﬁnition - Morphisme de groupes )
Une application f de G dans G’ vérifiant :
Y(x,y)€G?, fxxy)=fFOTFW).

\est appelé morphisme (de groupes) de (G, ) sur (G, T). )

Proposition - Conservation du noyau
Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors f(eg) = eg'.

Démonstration
Soient x € G,

fO)Teg = f(x) = fxxeg) = f(X)T fleg)
Puis par régularité: e = e O
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Proposition - Image de I'inverse
Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.
Alors pour tout x € G, f(x~!) = (f(x))_1

Démonstration
Soient x € G,

FEDT @ =f % x) = fleg) =eqr = fF0 T TF(x)

-1

Donc par régularité : f(x™1) = (f(x))” O

7 Exemple - exp
Le morphisme du groupe (R, +) vers (R*, x) est I'application :

VabeR, fla+b)=f(a)xf(b)
On a nécessairement f(0) = 1.
On montre :
1. parrécurrence:V neN, f(n) = (f)"

2. par passage au symétrique:V neZ, f(n) = (f(l))"

3. pour@:pourtoutmeZ,neN*,
(Fa™=fim) = fnx )= fF(2 +... 4 By = (F( )",
donc pour tout V g € Q, f(q) = (f(1))*

4. si f est continue ou croissante, alors on peut passer a la limite f : x — a* avec

a=fQ1)

5.2. Image et noyau d'un morphisme

Proposition - Sous-groupe

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

Soit A un sous-groupe de G, alors f(A) est un sous-groupe de G'.
Soit B un sous-groupe de G', alors f~!(B) est un sous-groupe de G.

En particulier :
— Im f = f(G) = {f(x), x € G} est un sous-groupe de G, appelé image
de G
— Kerf = fl(eg) = {x € G| f(x) = e} est un sous-groupe de G,
appelé noyau de f.

7 Exemple - Z — U,
f:(Z,+) — (Up, x), k— ek est un morphisme de groupe.
Son noyau est %.

Démonstration
f(A) =G, nonvide (e € A, donc ey = f(eg) € f(A)).
Soient y1, 2 € G, il existe x1, xp € Atel que f(x1) = y1 et f(x2) = ya.

J/ITJ/El = faDTfl) ™ =f(x1)Tf(xg1) = f(x *xz’l) € f(A)

Donc f(A) est bien un sous-groupe de G'.
f~1(B) G, non vide (egr € B,donc e € FYB) car fleg) = egr).
Soient x1, x2 € G', alors f(x1) € B et f(xp) € B.

feaxxh=fanTfx) ' eB

Donc f~1(A) est bien un sous-groupe de G. O

Exercice

Montrer que f : G — G’ morphisme de groupes est :
— surjective ssiIm f =G’
— injective ssi Ker f = {eg}
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Correction
La premiére équivalence est évidente, simple écriture.
Pour la seconde,
on asi f injective,
pour tout x € Ker f, f(x) = e = f(eg), donc x = eg et Ker f < {eg}.
Linclusion réciproque est triviale, donc Ker f = {eg}
Réciproquement, si Ker f = {eg}.
Si f(x) = f(x), alors eqr = FOOTF(x)™L = flxx x'™1), done xx x' ! e Ker f = feg}.

=1

Ainsi xx x'"" =eg, i.e. x = x'. Et f est injective

4 Exemple - Ker f est un sous-groupe distingué

On sait que Ker f < G.
Soitae Get xeKerf,

faxa=faHfwf@=f@ f@=fa'la=rfle=eqz
——

iZed

1

Donca ‘xacKerf.

6. Bilan

Synthése

~+ La notion de groupe est la brique élémentaire des théories mathé-
matique. C’est une notion primitive : un ensemble et une loi in-
terne associative, uniféere et dont tous les éléments sont symétriques.
Cette structure est naturellement comparable a une relation d’équi-
valence : associativité«— transitivité, élément neutre—reflexivité et
inversion—symétrie.

~> On peut réduire des (sous-)groupes par intersection, ou bien générer
des (sous-)groupes par engendrement de parties. Ces deux méthodes
sont tres classiques en algebre ou en topologie.

~» On décompose ensuite les groupes en produit de sous-groupes a
condition que le premier de ce produit soit un sous-groupe distingué.
Finalement les sous-groupes distingués (ou normaux) sont comme
des nombres premiers.

~» On peut aussi déplacer des structures avec des morphismes de
groupes, voire comparer des groupes (est-ce que ces morphismes
sont bijectives (isomorphisme) ?)

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Démontrer que H est un (sous-)groupe

— Savoir-faire - Comment trouver le sous-groupe engendré par une par-
tie A?

— Savoir-faire - Etudier des groupes monogenes

Notations
Notations Définitions Propriétés
H<G H est un sous-groupe de G eceEHetVx,yeH, xy_1 €H
H<G H est sous-groupe distingué de G H<GetVxeG,xHx ' cH
% Ensemble des classes d’équivalence sur G Les classes d’équivalence sont chacune en
pour la relation d’équivalence aZyb <  bijection avec H.
ab-'e H
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Retour sur les problémes

59. Groupes, anneaux, COIps...

60. Pas facile. Il faut plonger dans un cours sur le corps de Galois. Lors-

61.

qu’on aura fait le cours sur le groupe symétrique (= groupe des permu-
tations d'un ensemble a n éléments), cela sera peut-étre plus simple...
En gros une formule de résolution, c’est une décomposition du groupe
des permutations (qui agit sur 'ensemble des racines) en sous-groupe
distingué x groupe quotient. Si une telle décomposition n’est pas pos-
sible (le groupe est simple), nous sommes bloqués. Or pour les équa-
tions de degré 5, on regarde S5 (cf second semestre), il se décompose
en Ast x {—1,1}, mais As ne se décompose pas plus...

La composition conserve nécessairement la distance.

La question fondamentale est dans 1'existence de la transformation
inverse (bijectivité de ¢).

A noter qu'il s’agit d'un groupe continue (ou de LIE) par opposition
aux groupes discrets (et souvent finis comme S;,).
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Construction d’ensembles
numeériques : des entiers a la
droite réelle (achevée)

Résumé -

Ce chapitre est comme une application du chapitre e sur les relations pour donner
une assise mathématique satisfaisante aux ensembles bien connus des éléves car
largement utilisés. Dans Uhistoire, ces constructions se sont passés a la fin du XIX
siecle. Cela faisait des siecles (voire des millénaires) que certains de ces ensembles
étaient exploités. ..
Il n'y a au fond qu'un seul probleme : comment donner du sens aux ensembles : N,
Z,D,Q,RetC?
Quelques vidéos sur internet :
— Yvan Monka - Ils sont fous, ces nombres! - Classification - https ://www.youtube.com/watch ?v=kL-
eMNZiARM
— Exo7Maths - Nombres réels - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=NCWWVven9Cs
— Sciencedall - La diagonale dévastatrice de Cantor - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=xqSKawORrPo
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Construction d’ensembles numériques : des entiers a la droite réelle (achevée)

1. Problemes

? Probléme 62 - Construction des entiers naturels
Au milieu du XIXieme siecle, les mathématiciens se sont rendus compte
que leurs sens leur faisaient défaut lorsqu’ils ont découvert les géomé-
trie non euclidienne. 1l a fallu tout reconstruire sur des bases tres solides.
Comment construire 'ensemble des entiers sans équivoque!

? Probléme 63 - Construction des entiers relatifs, des ration-
nels

Une fois que les entiers 1,2,3... sont définis, ainsi que le 0, comment
définir proprement les nombres entiers négatifs.

A savoir que dans I'histoire, les fractions sont apparues bien avant les
nombres négatifs!

Nous verrons en algebre générale qu'il est souvent préférable d’avoir un
corps plutdt qu'un anneau (tous les éléments sont inversibles).
Comment définir alors proprement I'ensemble des fractions § et justi-
fier 'égalité = 5, alorsque a# cet b # d?

Une fois que la construction est acquise (avec les lois + et x), comment
généraliser sur Q la relation d’ordre < définie sur Z?

? Probleme 64 - Construction des réels

Pour le familier de la calculatrice (ou de Python), les nombres réels sont
obtenus en écrivant les nombres décimalement quitte a ce que cette
écriture soit infini. Cela marche bien; la preuve : le sur-développement
des ordinateurs et autres objets numériques.

Comment faire cette construction et surtout comment gérer la problé-
matique 1-0,999...9--- =0, donc la non unicité d’écriture de certains
nombres réels.

La aussi : comment définir la relation d’ordre?

? Probléme 65 - Construction des réels
Une autre possibilité : exploiter le principe de la dichotomie. Cela rap-
pelle la méthode des coupures de DEDEKIND, en séance de cours-TP.
Pouvons-nous dés maintenant anticiper cette méthode?

? Probleme 66 - Densité de ) dans R

La construction de R conduit a voir tous les éléments de R comme limite
d’éléments de Q.

On dit que Q est dense dans R (associé a la continuité, c’est une propriété
tres forte!).

Et pourtant, les cardinaux de Q et R sont-ils comparables ? Existe-t-il une
bijection de N sur Q? de @ sur R?
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2. Nombres algébriques

2.1. Nombres entiers

Nombres entiers naturels

On commence par admettre la construction de I'ensemble des entiers natu-
rels N.

«*Heuristique - Nombres entiers naturels

La construction suivante est die a Péano. Soit E un ensemble non vide, possédant un
élément de référence et dont tous les éléments ont un unique successeur (différent de
I'élément de référence).

Cet élément de référence se note 0 (ou 1, selon). Puis on définit I’addition +1 comme le
passage d'un nombre a son successeur.

On a ainsi les bases pour un raisonnement par récurrence et 'ensemble des entiers.

Ce qui suit est en fait assez naturel, méme si cela peut paraitre un peu compliqué la
premiere fois qu’on le voit...

Théoréme - Construction de PEANO
Il existe un ensemble N non vide, munie d'une loi s (comme successeur)
telle que :

— N étant non vide, il admet une élément premier noté 0.

— Pour tout élément a € N, il existe b € N* tel que b = s(a).

— sestinjective (s(a) = s(a’) = a=a’)

Remarque - Addition +1

s(a) correspond a la classique addition +1.

Lhabitude consiste a associer al’élément soso---s(0), le nombre n égal au nombre de
fois que s est utilisé

Proposition - Opérations sur N

On définit I'addition sur N par : a + b = s%(0) + s (0) = s%*2(0).
Onaa+b=b+a.

La multiplication est alors la répétition de 'addition: axb=a+a+---+a

b fois
Onaaxb=bxa.

Proposition - Relation d’ordre

N est naturellement ordonné (récursivement) :
VabeN*, ashb< s !(a)<s (D).

Lordre est total.

Et il existe un algorithme, qui termine, permettant de connaitre le plus petit
entreaetb:
Informatique - Ordre

1 def petit(a,b):

2 c,d=a,b

3 while ¢>0 and d>0
4 c,d=c-1,d-1

5 if c==0:

6 return(a)

7 else

8 return (b)
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Nombres entiers naturels

Ensuite on construit 'ensemble des entiers relatifs. On propose ici un exer-
cice.

~*Heuristique - Problématique
La problématique : 'addition a trou (ou recherche d'une opération réciproque) n'est qu’a
moitié possible. En effet, elle dépend de la relation d’ordre entre les nombres soustraits.
11 faut donc créer un premier ensemble, afin que toute soustraction de nombres entiers soit
possible.

Mais certaines soustractions peuvent conduire a un « méme » résultat

Exercice
Sur N2,

1. Montrer que ~1 définie par :
(a,b)~1(c,d) << a+d=c+b

est une relation d’équivalence.

2. Montrer que tout couple (a, b) est dans la classe d’un couple (0, d) ou (d,0) selon
queas<bouazb

2
3. En déduire la construction de Z comme équivalent a 'ensemble —
~1

Correction

1. Elle est bien réflexive, symétrique et transitive (déja démontré)

2. Sia<b,alorsb—a=0etdonc (a,b) ~1 (0,b—a) cara+(b—a)=Db+0.
Sia= b, alors a—b=0etdonc (a,b) ~1 (a—b,0) cara=b+ (a—Db).

3. Aucun des couples (0, ¢) ou (d,0) n'est en relation avec un autre si les nombres ¢ ou d sont
différents.
On a donc trouvé un représentant de chacune des classes d’équivalences de N2 pour la
relation ~7.
On peut noter +c¢ = (c,0) et —c = (0, ¢). En on construit ainsi Z.

4 Exemple - Le nombre -2

Selon cette construction, le nombre habituellement noté —2 correspond a la classe
d’équivalence des nombres (0,2), (1,3),... (n,n+2)...

Etle nombre +3?

Proposition - Opération sur Z
N2

Lensemble Z est I'ensemble — (des classes d’équivalence sur N? de la loi
~1

=)k

On définit alors la relation d’ordre <z par :

(a,b)<z(c,d) = a+d<nc+b

Laddition est alors simplement : (a, b) +z (¢,d) = (a+n ¢, b+n d)
La multiplication est plus compliquée :
(a,b) xz (¢,d) = (axnc+nbxnd,bxnc+naxyd)

Remarque - La difficulté : 'indépendance au représentant
1l faut bien vérifier que chacune de ces définitions est indépendantes du représentant
de la classe d’équivalence.
Ainsi: si (a,b) = (@', b)) et (c,d) + (c',d"),
alors (a+o)+ (W +d)=(a+b)+(c+d)=@ +b)+(+d)=(d +)+(b+d).
donconabien: (a+c,b+d) ~1 (@ +c',b +d").
Ainsi la définition de +7 est bien indépendante des représentants choisis.
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4 Exemple - Multiplication
Vérifions sur un exemple que la multiplication donne le résultat attendu :

-3x4=(1,4)x(6,2)=(1x6+4x2,1x2+4x6)=(14,26) =-12

Démonstration
1 s’agit bien d'une relation d’ordre. Il faudrait montrer aussi qu’elle est indépendante des
représentants choisis.
C’est'opération d’ordre naturelle associée a une relation d’équivalence.
— Reflexive: (a,b) <z (a,b) cara+ b<y a+b.
— Antisymétrique : (a,b) <z (c,d) et (c,d) <z (a,b) alorsa+d sy c+betc+bsya+d,
donc a+d=c+d,donc (a,b) ~1 (c,d).
— Transitive : (a,b) <z (c,d) et (c,d) <z (e, f) alorsa+d sy c+betc+ f<ye+d.
Dongc, par transitivité de sy :a+d+ fsyc+b+ f=c+f+b<e+d+D,
doncavec s % : a+f<ye+b.
Ainsi (a,b) <z (e, f)
Laddition et la multiplication sont indépendants des représentants choisis.
O

Exercice
Montrer que I'ordre est total

Correction

Lordre est total sur N. Soient (a, b), (¢,d) € Z.
Alors on a ou bien a+d <y b+ coubien b+c<ya+d.
Donc I'ordre <7 est bien total

2.2. Nombres rationnels

La construction de Q est en tout point équivalente a la construction de Z,
mais pour un probléme lié a la multiplication (et donc division) au lieu de
I'addition (et donc la multiplication).

Exercice
Sur Z x N*¥,

1. Montrer que ~» définie par :

(a,b) ~3 (c,d) <= axzd=cxzbh

est une relation d’équivalence.

x N

~2

3. Montrer que <q définie par (a,b) <q (¢, d) ssi a xz d <z b xz ¢ définie bien une
relation d’ordre sur @

i . z
2. Montrer la construction de Q comme équivalent a 'ensemble

4. Comment définir +Q et xQ

Correction

1. Elle est bien réflexive, symétrique et transitive (déja démontré)

2. Supposons que (a, b) ~2 (c,d) et b = d (on ne perd pas de généralité).
Si il existe k € N tel que d = bk, alors abk = cb et donc ¢ = ak. On notera alors que k divise
aeth.
On appelle couple irréductible un couple (a,b) € ZxNtel que V k€N, k fa ou k }b.
Chaque classe d’équivalence a un unique représentant irréductible, que I'on note habituelle-
ment £.
En on construit ainsi Q.

3. Clest la relation d’ordre qui découle naturellement de la relation d’équivalence sur 'ensemble
ordonné Z

4. On peut imaginer : (a,b) +0 (c,d) = (axzd+zbxzc,bxzd et (a,b) XQ (c,d) =

(axzc,bxzd
11 faudrait vérifier que Q est bien un corps (addition, multiplication inver-
sible) compatible avec <. Cela se fait sans grande difficultés. ..

@Pour aller plus loin - Comment définir n
simplement ?
Nous savons que le périmétre d’'une forme
réguliere est proportionnel a son agrandisse-
ment.
Donc pour un cercle, il existe une constante
telle que son périmétre est égale au produit de
cette constante par le diamétre : p = C x d.
Par définition, on peut appeler pil m cette
constante.
Ou bien, de méme nous savons que la sur-
face d’'une forme réguliere est proportionnel
au carré de son agrandissement.
Donc pour un disque, il existe une constante
telle que son aire est égale au produit de cette
constante par le carré durayon: S = C' x r?. Par
définition, on peut appeler iy cette constante.
Lenjeu : montrer que ] = my...

Pour aller plus loin - Généralisation

Ce principe qui permet de passer de I'anneau
Z au corps des fractions Q est un principe ré-
guliérement repris en mathématiques.

On suivra exactement ce méme principe pour
décrire le corps des fractions de polynomes
K(X) a partir de I'anneau des polynémes : K[X]
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@Pour aller plus loin - Nombres irrationnels
Ce fut un choc dans I'antiquité lorsqu’on com-
pris que V2, qui existe bien (longueur de la
diagonale du carré de co6té 1), n'est pas une
nombre rationnel. Quel type de nombre est-
ce?

Si I'on considére des nombres irrationnels (i.e.
non rationnels) dans leur singularité, on n’en
trouve pas beaucoup, ils sont en effet difficile a
définir.

Pour aller plus loin - Probléme ouvert
Est-ce que y est un nombre transcendant ou
algébrique?

n
1
Par définition, y = lim( Z Z —Ilnn)
k=1

Pour aller plus loin - Autre complétion
L'ensemble R est I'ensemble que 'on obtient
naturellement, a partir limites de suites de
rationnels (éléments de Q), limites définies a
partir de la distance d(a,b) = |a— b| ot 'on
retrouve la valeur absolue classique.

Mais il existe une (seule) autre facon

Proposition - Opération sur ()

*

Lensemble Q est 'ensemble

(des classes d’équivalence sur Z x N
~2

delaloi ~5).

On définit alors la relation d’ordre <g par:

(a,b)<g (c,d) = axzd<zcxzb

La multiplication est alors simplement : (a,b) xg (¢,d) = (axzc,bxgd)
L'addition est plus compliquée : (a,b) +¢ (¢,d) = (axzd+z b xz ¢c,bxz d).
Lordre est total (démonstration comme pour comme pour < Z).

2.3. Nombres algébriques

La plupart du temps les nombres se définissent par une phrase, qui elle
méme se traduit en une équation (polynomiale).
On définit alors :

Définition - Nombre algébrique

Un nombre r est un nombre algébrique si il existe une fonction polyno-
miale P a coefficients entiers telle que P(r) = 0.

Si n estle plus petit degré d’'un polynéme vérifiant cette relation, on dit que
r est algébrique d’ordre n

4 Exemple - Nombres rationnels
Les nombre rationnels sont des nombres algébriques d’ordre 1.

% est racine du polyndéme x — gx — p.

¢/ Exemple - Nombres quadratiques

Les nombre quadratiques sont les nombres algébriques d’ordre 2.

-1++v5
V2, racine de x2 —2 ou @ = v5

tiques.

D’une certaine facon, on peut également dire que i est quadratique.

D’autres nombres, toujours « naturels » ne s’expriment pas a partir d’'une
équation polynomiale a coefficients entiers. C’estle cas de 7 ou de e.

, racine de x2 + x — 1 sont des nombres quadra-

Définition - Nombre transcendant
Si r n'est pas algébrique, on dit qu'il est transcendant.

Démontrer qu'un nombre donné est transcendant n'est pas une mission
évidente.

3. PropriétésdeR

3.1. Principe de construction de R

<*Heuristique - Un principe : les coupures de DEDEKIND. Rappel
@Q est un ensemble, relativement naturel, muni d'une relation d’ordre totale <.
R ~ €(Q) est'ensemble des sections ouvertes commencantes sur Q.

CQ={TcQ|VaeT,b<a=>beT&AmeQtelque T={xeQ|x<m}}

Laddition est assez naturellement prolongée, ainsi que la relation d’ordre totale.

La multiplication par des positifs est simple, ensuite c’est la régle des signes.

On obtient ensuite quelques résultats topologiques, nouveaux principes de bases ici. Cela
est fondamentalement lié au fait qu'il existe des rationnels infiniment proches.

de faire. On fixe un nombre premjip p
17 82

pvp(31)+vp(32)7up(r1527"231) ou pour a € Z,

vp(a) = max{a | p%|a}.

A partir de cette distance, en complétant Q de

1341 A cv11t4m (A Catiecrhhyry) vafimnrminallac  ~

et on mesure la distance d(;—l 2) =
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3.2. Fonctions classiques associées a R

Valeur absolue

p
Définition - Valeur absolue
X six=0

Pour x € R, on pose |x| = max(x,—x) = .
» on pose |x| (%, =) -x six<0

deux réels x et —x).

(plus grand des

\d (x,y) = |x—y| mesure la distance entre deux réels x et y de la droite réelle.)

(Déﬁnition - Partie positive, partie négative

Pour x € R, on pose x* = max(x,0) (partie positive du réel x)
et x~ = max(—x,0) (partie négative du réel x).

| Ces deux réels sont POSITIFS.

Exercice

Ecrire | x| en fonction de x* et x™.
Ecrire x™ en fonction de |x| et de x.

Correction

- _ lx|=x
etx = 3

Ix|=xt—x",x" = 7|x|2+x

Proposition - Encadrements a connaitre
x| <M< -M<x<M

X Z2M<<— (x=Moux<-M)
V(x,y) eR?,  lxyl=Ixllyl
Vo) R, [l = 1yl| < lx+ yl <l + 1yl

V(x,y) € R, d(x,) > d(lx], lyD) ou 1x = y1 > |1x1 - Iy|

Démonstration
Premiére proposition :
Supposons que |x| < M.
e Six=0,|x|=xetdonc|x|<M—=>0<xsM—>-M<x<M.
e Six<0,|x|=—-xetdonc|x|<M=—=>0<-xsM=—=>-M<x<0=-M<x<M.
Réciproquement si —-M < x< M,
alors M = —x = —M, et donc x et —x appartiennent a [-M, M].
Comme | x| est]'un des deux nombres x ou —x, alors | x| € [-M, M].
La seconde proposition est la contraposée de la premiere proposition.
Troisieme proposition, par étude de cas :
e six,y=0,alors |xy|=xy=|x||yl

e six=0,y<0,alors |xy|=—xy=xx(—y)=|x||yl|

e six<0,y=0,alors |xy|=—xy=(—x)xy=|x||yl

e six,y<0,alors |xy|=xy=(—x)x (—y) =|x||yl
Quatrieme proposition :

x+ys<|xl+lylet—(x+y)=—-x+-y<|x|+Iyl,

donc |x + y| = max(x + y,—x— ) < |x| + |yl
On en déduit que [x| =[(x+ y) + (=) < |x+ y| +|yl, donc x| — |yl < |x + yI.

De méme |y| - |x| < [x+ y.

Ainsi : [|x| = |yll = max(lx| = |yl, |yl = |x]) < [x + y|. Cinquiéme proposition :
Onasimplement: |[x| = |yl =|lx|-|-ylI<|x+(=y)=]x-y| O

Partie entiere

Proposition - Corps archimédien
Comme Q, R est archimédien :

V(a,AeeRi xRy, 3TneN,telquena= A
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Avec a = 1, cela conduit a la définition :

Définition - Partie entiére
Soit x € R. Il existe un unique n € Z vérifiant n < x < n+ 1.
n s’appelle la partie entiére de x, on la note [x]. On a donc

x| <x<|x]+1 et x-1<|x]<x

Démonstration

e SixeZ,alors n=x fonctionne.

e Six>0.
Lensemble Ex = {m e N | m < x} est borné par k.
Tout sous-ensemble non vide et majoré de N admet une borne supérieur n.
Onaalorsn<xetn+1¢ Ex,doncn+1>x.

e Etsix <0 (avec x ¢ Z).
Alors il existe n’ eNtel que ' < —x<n' +1.
Donc-n'=x>-n'-1,etcomme x¢ Z, x#-n'.
Ainsiavecn=-n'-1,onan<x<n+1cequiimpliquen<x<n+1

O

Exercice
Pour tout entier n = 1, montrer :

1 1
n+1<2(\/ﬁ—\/ﬁ)<\/—ﬁ

1 1
En déduire la partie entiéreduréel A=1+ —+ —+--- 4+ ——.
V2 V3 V10000
Correction
On peut faire une étude de deux fonctions.
On peut aussi penser a la quantité conjugué :

Wn+1-vn)(Vn+l+yn)  n+l-n 1
Vin+l-vn=
Vn+l+yn) T Wnrl+ym  (nrlevi)
Etcomme 2yn<vn+1l+yn<2vn+l,ona
1
<2(vn+1- J—
i <2lvrei-va) < f

On peut alors sommer ces inégalités, par télescopage :

10000

10000
198=2(100-1) <2(vVI0001 - V1) = Y 2(vVa+l-va)< ¥ %:
n=1 n=1 n

Et de méme :
9999 9999
A=1+ ) <1+Zz(\/n+ V) =1+2(100-1)=199
n=1

Donc la partie entiére de A vaut 198.

/~Savoir faire - Travailler avec la partie décimale
Fréquemment, on exploite également la fonction partie décimale 0 :
O(x)=x—|x].
On voit que O (x) € [0, 1], pour tout x € R

Exercice
lx] +[2x] +---+ | nx]

Pour tout réel x, déterminer la limite lim
n—oo n2
Correction
On sait que kx = | kx| +0(kx), avec O(kx) € [0, 1].
Donc [x] + 12x]+ -+ |nx] =x+2x+---+nx—-0(x)—0(2x)—...0(nx) = mx—@(x, n) avec
O(x, n) € [0, n].
Donc

lx] + [2x] +---+ |nx] X

n2 2

x
2n2 2

X 1
- <1+ -
2n n

n2

7(n2+n 1) O(x)

Et donc par encadrement, ceci tend vers 0 et donc la suite a pour limite %
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4. Parties de R et topologie

4.1. Bornes supérieure et inférieure

On commence par quelques rappels de définitions, mais adaptés ici au cas

réel :

(Déﬁnition - Sous-ensemble majoré, minoré, borné
Soit A un sous-ensemble de R. On dit que :
— A est majoré sil existe un réel M tel que, pour tout x de A, on ait
x < M.
M est alors un majorant de A.
— A est minoré s'il existe un réel m tel que, pour tout x de A, on ait
ms<x.
m est alors un minorant de A.

— Si A est majoré et minoré, on dit qu'il est borné.
& J

Remarque - Ensemble N
Pour I'ensemble N, on a quelques propriétés :
— Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément.
— Tout sous-ensemble non vide et majoré de N admet un plus grand élément.
Ce résultat n’est pas vrai si 'on remplace N par R.
Rappels :

(Déﬁnition - Borne inférieure, borne supérieure
Soit AcR.
— Sil’ensemble des majorants de A est non vide
et siil admet un plus petit élément a,
alors a est appelé borne supérieure de A, on note a = sup A.
Formellement :

supA:=min{M eR |V a€ A, a < M} (si non vide)

— Sil’ensemble des minorants de A est non vide
et siil admet un plus grand élément b,
alors b est appelé borne inférieure de A, on note a = inf A.
Formellement :

infA:=max{meR |V a€ A, a= m} (sinon vide)

[ Attention - Borne supérieure
Comme son nom ne I'indique pas, la borne supérieure est par définition
le plus petit élément d'un certain ensemble (celui des majorants).

Lexercice suivant donne des exemples a toujours bien garder dans un coin
de sa téte...

Exercice

Déterminer, s'ils existent, le plus grand élément, le plus petit élément, la borne supérieure,
la borne inférieure (sur R) des parties suivantes :

A=10,1], B=1[0,1], C:{%lner\l*}

Correction

— A admet 1 comme plus grand élément, 0 comme plus petit élément.
Les majorants de A forment 'ensemble [1, +ool[ et donc 1 est également la borne supérieure
de A. Les minorants de A forment 'ensemble ] —o00,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de A.

Pour aller plus loin - Rappels

Un majorant M est le plus grand élément de A
si et seulement si il appartient également a A.
Un minorant m est le plus petit élément de A si
et seulement si il appartient a A

Pour aller plus loin - Récurrence

C’est la premiére propriété ici (avec un raison-
nement par I'absurde) qui permet de montrer
I'exactitude du raisonnement par récurrence
(et aussi de la descente infinie) et aussi la mé-
thode du variant de boucle en informatique.
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— B n’admet pas de plus grand élément, mais bien 0 comme plus petit élément.
Les majorants de B forment 'ensemble [1, +oo[ et donc 1 est également la borne supérieure
de B. Les minorants de B forment I'ensemble | —o00,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de B.

— C n’admet pas de plus petit élément, mais bien % =1 comme plus grand élément.
Les majorants de C forment I'ensemble [1,+oo[ et donc 1 est également la borne supérieure
de C. Les minorants de C forment I'ensemble ] —o0,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de C.

Proposition - Condition d’existence de la borne supérieure

Soit A < R non vide. On suppose que A possede un plus grand élément a
(resp. plus petit élément b).

Alors A possede une borne supérieure (resp. inférieure) et sup A = a (resp
infA = b).

/~Savoir faire - Etudier une borne supérieure
En regle générale, pour obtenir une égalité sur la borne supérieure, on
exploite deux inégalités :
— VY ae€ A, a<supA (minoration de sup A)
— VMeRtelqueV ae A, a< M, alors M =sup A
(majoration de sup A, par tous les majorants de A)

On a évidemment des relations symétriques pour la borne inférieure. ..
Exercice
Soient A et B deux parties de R admettant des bornes supérieures. Montrer que

Ac B=supA<supB.

Donner un résultat similaires avec les bornes inférieures.

Correction
Il s’agit de majorer sup A.

On exploite donc la deuxieme inégalité du savoir-faire (pour sup A). On démontre donc que
sup B est un majorant de A.

Et pour cela, on exploite la premiére inégalité du savoir-faire (pour sup B) On «remonte » : V a € A,
a€ Bcar Ac B, donc a <supB.
Donc sup B est un majorant de A et sup A est le plus petit des majorants.
Ainsi sup A< supB

Les deux propositions suivantes donnent des caractérisations opératoires
(avec lesquelles travailler dans les démonstrations) et donc un nouveau
savoir-faire :

Proposition - Caractérisation de la borne sup.
Soit AcRetx€eR
Alors x = sup A si et seulement si

VaceA a<x
Ve>0,3a.eAl, x—€e<ac

Proposition - Caractérisation de la borne inf.
Soit AcRet xeR
Alors x =inf A si et seulement si

Vae A x<a
Ve>0,3a.€ Ala. < x+¢€
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Démonstration
Si A admet une borne supérieure a.
Alors 'ensemble M4 = {M |V x € A, x < M}, des majorants de A est non vide
et admet a comme plus petit élément.
Ainsiae MyetdoncVxe A x<a.
Ensuite, considérons € > 0, alors a—€ ¢ My, et donc 3 x. € A tel que a—e€ < x¢ (absurde).
Réciproquement, siil existe atelque V x€ A, x<aetVe>0,3x,€A|,a—€< Xe.
Alors A est majorée et ’ensemble des majorants de A (My4) estnonvide: ae€ My.
Soit m € M 4, un majorant de A. Supposons que m < a.
Soite = 451 > 0.
Onaalorsa—e<xe<metdoncasm+e=m+ 451 = &5 < &d — g
Ceci est contradictoire. Donc si m est un majorant, alors m = a. O

Le théoreme suivant est parfois pris comme caractérisation de R. Nous en
avons vu la démonstration dans le cours-TD (il faut une défintion pour R)

Théoréme - Existence de la borne supérieure
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

M\ Attention - Propriété non vérifiée par Q
Cette propriété différencie Ret Q:
— {x € R|x? < 2} admet une borne supérieure (dans R), que I'on
notera: v/2
— mais {xe Q] x% < 2} nadmet pas de borne supérieure dans Q
(non existence d’'un plus petit élément dans Q de 'ensemble des
majorants rationnels).

< Heuristique - Manipuler ’ensemble des majorants et non 'ensemble E
lui-méme

1 1 1 1
Lensemble E peut étre trés compliqué, un ensemble a trous par exemple | [(1 + ;)n - a+=)"+ = |-

neN
1 vaut mieux raisonner sur I’ensemble des majorants .# : celui-ci est nécessairement un

intervalle :
Mieux (mais on ne le sait pas encore) il s’agit de I'intervalle fermé [sup E, +oo].

Exercice
Soit A une partie de R. On note .# (A), 'ensemble des majorants de A.
A quoi ressemble .4 (A) ?

Correction
Si A n’est pas majoré alors 4 (A) = @.
Sinon, alors A admet une borne supérieure, notée sup A. Nécessairement sup(A) € . (A).

Si m = sup A, alors par transitivité, V a € A, a < sup A< m, donc m € 4 (A). Ainsi [sup A, +oo[c
M(A).

Réciproquement si m € .4 (A), alors par minimalit¢ de supA, m = sup A. Donc 4 (A) c
[sup A, +ool.

Dans ce cas # (A) = [sup A, +ool.

n n

Corollaire - Critere de nullité d'un nombre
Un réel a vérifiant Ve > 0, |a| < € est nul.

Démonstration
Si a vérifie Ve > 0, |al <€, alors |al| estla borne supérieur de {0}.
Or cette borne supérieur est 0, donc a=0. O

On avait déja fait une démonstration ici par contraposée.

Pour aller plus loin - Démonstration de ce
résultat
E = {r € Q* | r? < 2} n'admet pas de borne

supérieure dans Q en considérant s = % —
3p+4q

2p+3q-

Sis=LcE, alors 7y <2 et s’ = 3244

is= g€ ,aors?< es—2p+3qe@.

Par ailleurs, s2<s 2 2.

Eneffet:s'>0ets<s © pR2p+39)<qBp+
4q) ©2p® <4q® & Z—z <2

ets'? <2 Bp+4g)? <22p+3q)? & 9p* +
16g% +24pqg <8p® +18qg% +24pqg o ’;’—z <2
Par conséquent, si s = % est le plus petit des
majorants de E, alors nécessairement s ¢ E.
Mais de méme si s = % ¢ E, alors 2—; > 2 puis
s'= 35:;3 ¢ E est un majorant plus petit!

Il n’est donc pas possible de trouver un majo-
rant, le plus petit, de E dans Q.
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4.2. Densité de D ou Q dans R
Ensemble D

Définition - Ensemble des décimaux
Soit x e R.

On dit que x est un nombre décimal s'il existe p € Z, n € N tels que x =

107
On note D I'’ensemble des nombres décimaux. Ona Z cD c Q.

e Remarque - Un nombre décimal...

... C'est tout simplement un nombre qui s’écrit avec une virgule et une fin dans le
développement.
25456394

Par exemple : 25,456394 =
106

(Déﬁnition - Valeur décimale approchée )
p+1
107

)

SipeZesttelquelinsx<

+1
’1 oR ) est une valeur décimale approchée par défaut
\(resp. par exces) de x a la précision 107".

g p
on dit que T (resp.

J/

Proposition - Obtenir la valeur décimale approchée

. [10" x| [10"x] +1
Soit x € R. Pour tout n € N, 1o (resp. Ton ) est une valeur appro-

chée de x par défaut (resp. par exces) a la précision 107".

Démonstration
On fait le calcul p = [10"x] € Z,onadonc p<10"x<p+1,
puis en divisant par 10" : L x < prl

“10m 10"

D (et Q) denses dans R

~*Heuristique - Une partie dense?
Une partie X est dense dans R si elle peut toucher (a € > 0 pres - choisi par avance, aussi
petit qu’on veut) tous les éléments de R avec les propres de X.

VxeR, Ve>0,3re X, |x—r|<e

L Analyse - Vers une définition équivalente
Si X est dense dans R, alors,

pour tout xe Rettoute >0,3re Xtelque|x—r|<e,doncx—e<r<x+e.
pour tout x e Rettoute >0, ]Jx—€,x+€e[NX # .

Ainsi pour tout a < b € R, en prenant x = %b ete= %, onala,bnX # @.
Réciproquement, si pour tout a<beR,onala, binX # @,

alorspourtouth[R,e>O,enprenantazx—eetb:x+e,0nax—e<r<x+e.

(Déﬁnition - Partie dense dans R )
Une partie non vide X de R est dite dense dans R
si elle rencontre tout intervalle ouvert non vide,
c’est-a-dire si pour deux réels a et b, a < b, il existe x € XN]a, b|.

Théoréme - Parties denses dans R
D, Q et R\ Q sont denses dans R.
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Démontrons la densité de D et celle de R\ Q. Comme D c @, on en déduira la
densité de Q

Démonstration
Soient x € R. Soite > 0.
IlexistenENtelquee>10_”.PuisilexistepEZtelqueLsxsp+l.
107 107
Puisona%elﬂ)et
+1 _
)x—min‘:x—mln<%—mln:10 "<e

Donc D est dense dans R.
Puis comme D c Q, on a donc aussi Q dense dans R. Enfin, on sait que v/2 ¢ Q (raisonnement par
I'absurde). DoncsireQ, vV2+r¢ Q

Soit x e R et e > 0. Il existe r € Q tel que [(x=v2)—r|<e.

Donc |x— (r +v2)| <e.

Ainsi v2 + Q< (R\Q) est dense dans R, donc R\ Q aussi. O

Par I’absurde :

Corollaire -

Tout intervalle de R contient donc au moins un rationnel et un irrationnel.
On en déduit qu’il y a un rationnel (ainsi qu'un irrationnel) « aussi proche
que 'on veut» d'un réel x donné :

Soit x € R : Ve>0,3reQ,|x—rl<e, 3AEeR\Q,|x-¢|<e
5. Bilan
Synthése

~> Les ensembles numériques classiques (de N a R), se déduisent les uns
des autres a partir de relation d’équivalence, qui permet d’étendre la
relation d’ordre < toujours totale sur chaque ensemble. Au commen-
cement, 'ensemble N est la répétition (récursive) de 'addition +1.

~+ Nous proposons ici une construction originale et compléte de R, a
partir de suite de bissecantes de rationnels. Le processus n’est pas
nécessairement a retenir, mais il permet de TOUT démontrer, 1a ou le
programme demande d’admettre le théoreme de la borne supérieure
sur R.

~+ On termine par définir la fonction valeur absolue, la partie entiére sur
R. On étend aussi la notion d’intervalle numérique en sur-ensemble et
sous-ensemble de R.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Manipuler des nombres réels
— Savoir-faire - Travailler avec la partie décimale
— Savoir-faire - Etudier une borne supérieure

Notations

Notations Définitions Propriétés Remarques

| x| Valeur absolue de x, | x| = max(x, —x), |x|=0 On note x4y = max(x,0), x- =
max(—x,0).Alors | x| = x4+ +x—, x =
X+ —X—etxy=0,x-20

Lx] Partie entiere de x. |x] =sup{neN| n < x} lx]eNet|x]<x<|x]+1 On note 0 = x — |x] € [0,1], partie
fractionnaire ou décimale de x.

sup A Borne supérieure de A. Le plus PETIT des éléments plus grand que  m = sup A &

TOUS les éléments de A VYaeAa<m

{

M=zaVacA=>M<m
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Retour sur les problemes

62.
63.
64.
65.
66.

Par récurrence. ..

Vu en cours (avec deux relations d’équivalence)
Vu en cours (avec une relation d’équivalence)
Vu en TD-cours

Bien que Q = R, on a une bijection de N sur Q, mais pas de N sur R.
D’apres un théoreme de Bernstein, il suffit de montrer qu'’il existe une
injection de Q sur N.

On peut prendre @ — N, (§) — 2[4>013l4l5P injective (non surjec-
tive),

on voit qu’'en fait pour tout g € N, N7 s’injecte dans N (infinité

de nombres premiers).
Par ailleurs, si il existe ¢ : N — [0,1] bijective. On note ¢(i) = x; =
0, x{ xé ...x5-+-€[0,1] (écriture décimale)

Considérons alors le nombre X = 0,X;X>,...X,,... tel que X; =
@(i); +5[10].

Nécessairement, pour tout i € N, ¢(i); # X;, donc (i) # X.

Ainsi ¢ n’est pas surjective. Contradiction.
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Divisibilité et congruence sur
Z.PGCD & PPCM

Résumé -

Nous plongeons ici dans une des parties mathématiques les plus ancestrales : la
théorie des nombres (entiers) ou arithmétique. Beaucoup de résultats présentés
ici datent (au moins) d’Euclide (3-iéme siecle avant notre ere) : la notion de
divisibilité, associée a la division euclidienne.

Etonnament, le meilleur point de vue sur la question est assez récent : il date des
Disquisitiones arithmeticae de GAUSS, publié a l'aube du XIX siécle. Ce point de
vue insiste sur les congruences (modulo n) comme des nouvelles égalités.

Nous nous concentrons ensuite, dans ce chapitre sur la notion de PGCD de deux
(ou plusieurs nombres) et l'algorithme d’Euclide pour l'obtenir. Un théoreme clé,
ignoré des mathématiciens grecs, est la décomposition de (Bachet-)Bézout. C'est le
théoreme clé de ce chapitre.

On termine par l'étude du PPCM (sorte de complément symétrique du PGCD)
Youtube (parodies?) :

— Canal Universaitaire - Arithmétique dans Z - https :Jlwww.canal-
u.tv/chaines/canal-unisciel/arithmetique-dans-z/chapitre-arithmetique-
partie-1-division-euclidienne-et

— Optimal sup-spé - Arithmétique modulaire - https ://www.youtube.com/watch ?v=jZoOGBIWUms
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1. Problémes

? Probléme 67 - Pairs, impairs et ...

L'addition de deux nombres pairs ou de deux nombres impairs donnent
toujours un nombre pair.

L'addition d’'un nombre pair et d'un nombre impair deux toujours un
nombre impair.

Une multiplication donne un nombre impair si et seulement si les deux
nombres multipliés sont impairs.

Comment démontrer ces résultats? Existe-t-il un résultat équivalent
pour des multiples de 3, 4, 5, n?

A propos de multiples, on sait que les nombres divisibles par 9 (et 3) sont
exactement ceux dont la somme des chiffres est divisible par 9 (respec-
tivement par 3). Est-ce vrai? Pourquoi? Existe-t-il d’autres regles équiva-
lentes?

? Probleme 68 - Table de multiplication modulo n

Lorsqu’on trace les tables des multiplications modulo 5 ou modulo 6, on
trouve les deux tableaux suivants :

X6l
1

X[5]
1

B W N | =
W = = NN
N B = Wl W
— DN W R

2
3
4

=N O R NN
— N W s o,

QL W N ==
w o W o wWw
N s O N

[S2I- G V]

on voit que sur certaines lignes, on retrouve tous les nombres possibles
et pas sur d’autres. Pourquoi?

Existe-t-il des tableaux ou sur toutes les lignes on retrouve tous les
nombres (comme celui de la multiplication modulo 5)?

? Probléme 69 - Représentation sous un treilli

Y2

La divisibilité est 'exemple typique d'une relation d’ordre non totale.

Le treillis est le bon outil pour visualiser les relations d’ordre non totales.
Est-il possible de convertir tous les théoremes qui suivent en un schéma
visuel basé sur des treillis?

? Probléme 70 - Division euclidienne et PGCD

Si la division de a par b donne combien de fois on peut placer b dans a
(quotient) et la place qui reste (reste), on peut continuer ’algorithme en
placant ensuite r dans b...

On crée ainsi l'algorithme d’Euclide. Est-ce que cela (se) termine?
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. Qu’est-ce qu’on obtient au bout du compte

? Probleme 71 - Monde fictif
Dans un monde o1 il n’y aurait que des pieces de 3 euros et 5 euros, quel
montant pourrions-nous payer? (Sachant que le vendeur pourrait nous
rendre la monnaie).
Ets’ily a des pieces de 6 et 9 euros?
Et des pieces de 6, 10 et 15 euros?

2. Divisibilité dans Z

2.1. Intégrité de Z et régularité

Proposition - Intégrité de 'anneau Z
Z est un anneau integre.
Formellement :

YabeZ, axb=0—a=0oub=0

Démonstration
On raisonne par contraposée.
Si a et b sont non nuls.
On suppose que a>0et b>0.Donc aeN.
Par récurrence: ax b= b>0.Doncax b #0.
Sib<0,demémeaxb<b<0.Doncaxb#0.
Si a <0, alors —a > 0 et avec le méme raisonnement a x b #0. O

Comme pour tout anneau integre :

Proposition - Régularité
Les éléments non nuls de Z sont réguliers. Formellement :

VaeZ, a#0, VbceZ axb=axc=>b=c

Démonstration
Si ab = ac, alors par distributivité : a x (b—c¢) = 0.
Puisa#0doncb—-c=0ie. b=c. O

Remarque - A quoi sert cette propriété?

Ce résultat assure I'unicité de la décomposition, si a divise d, il n’y a qu'une décom-

position possible de d sous la forme a x b.

Par ailleurs, on remarque aussi, qu’a ce stade, n’avons pas besoin de plonger dans Q

I'inégalité a x b = a x ¢ en faisant une division par a. Cela est rassurant.

2.2. Diviseurs, multiples

Pour aller plus loin - Anneaux, Corps...
Nous reviendrons sur ces propriétés formali-
sées lorsque nous étudierons les anneaux (eu-
clidiens).

On a vu dans le cours sur les groupes, que I'in-
versibilité entraine la régularité. On voit ici que
la réciproque est fausse.

Il existe donc des anneaux intégres qui ne sont
pas des corps

Définition - Diviseur, multiple

Soit (a, b) € Z2. On dit que b divise a s'il existe k € Z tel que a = kb et on
note bla.

On dit aussi que b est un diviseur de a, ou que a est un multiplede b.

On note bZ = {b x k; k € Z} 'ensemble des multiples de b.
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/~Savoir faire - Montrer que b divise a
(Sous-entendu en arithmétique entiere) Le plus important n'est pas de
montrer I'existence de k tel que b divise a, mais bien montrer qu’il s’agit
d’'un nombre entier.

Définition - Ensemble des diviseurs
On notera par la suite 2(a) 'ensemble des diviseurs de a. Pour a # 0, cet
ensemble ne contient qu'un nombre fini d’éléments puisque

dla=\d| <|al.

-4 Application - Majoration du cardinal
On a donc Card(Z2(a)) < 2a. Le pire étant 2(2) = {-2;-1;1;2}.

@ Remarque - Le casde O et 1

— 1 et —1 divisent tous les entiers mais ne sont divisibles que par 1 et —1.
— 0 estun multiple de tous les entiers mais n’est diviseur que de lui méme.

- - N
Définition - Nombres associés

Soit (a,b) € Z2. on dit que a et b sont associés si alb et bla. On a la
caractérisation suivante :

(alb et bla) © |al = |b|

Proposition - Division de combinaison linéaire
Soit (a, b) € Z2. Pour (u,v) € 7%, neZ, n#0ona :

(dlaetd|b) = d|au+ bv

an|bn < alb

Démonstration
Sid|aetd|b, alors il existe aj, by € Ztelsque a=da; etb=db;.
Donc au+ bv =d x (aju+ byv), et donc d divise au + bv.
Si a|b, alors il existe k € Z tel que b = ka, donc nb = nka, donc nalnb.
et si nalnb, alors il existe k’ € Z tel que nb = k' na, donc b= k’a, donc alb O

Exercice
Montrer que la relation « divise » est une relation d’ordre

Correction

Elle est clairement réflexive : ax 1 = a.

Elle est antisymétrique ce qu’on a vu sur les nombres associés.

Elle est transitive : si a|b et bc, alors b = ka, ¢ = krb, donc ¢ = k' ka, donc alc.

2.3. Division euclidienne de a par b

Théorie

«*Heuristique - La division euclidienne : des soustractions!
A cause de I'algorithme de la division présentée au XIV-ieme par Fibonacci, tres efficace,
on a tendance a considérer la division euclidienne comme une vraie division de a par b,
qui s'arréte avant d’écrire les chiffres derriere la virgule.
Mais il est souvent beaucoup plus efficace de considérer I'algorithme d’Euclide comme une
succession de soustraction de a par b (ou d’addition de b a a si a <0).
Lalgorithme suivant le précise.

#k Représentation - Premiére représentation

dela division euclidienne
sur l'exemple de 15 divisé par AR - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Théoréme - Division euclidienne
Soient a € Z, b e N*. 1l existe un unique couple (g, ) € Z x N tel que

a=bqg+ret0<r<b.

g et r sont appelés respectivement quotient et reste de la division eucli-

dienne de a par b.
Dans ce cours, nous noterons comme en Python : a//b pour désigner g et

a%b pour désigner r.

Démonstration

Démontrons ['existence. On note R = {a— bk, k € Z}.

Alors R c Z, et donc RN N est un sous-ensemble de N.

Ce dernier ensemble admet une valeur minimale : r = 0.

Il existe donc g € Z telque r = a— bq.

Sirzb,alorstT=r—-b=0,etr=a-b(g+1)e RnN.
on a donc un nouvel élément de R NN plus petit que r.
Cela est impossible, donc r < b.

Démontrons l'unicité. Sia=bg+r=bq' +r'.

Onadonc b(g—¢q') =r' —r. Ainsi b divise r’' —r.

Oorrr'€{0,1,...b—1},onadoncr’' —re{-b+1;-b+2;...;-1;0;1;...b—2; b — 1}.
Et le seul nombre de cet ensemble divisible par b est 0.
Doncr—r'=0ie r=r,puisbg=bq' =a-r0O

Proposition - Critére de divisibilité et division euclidienne
Soient a€ Z, be N*.
bla si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b vaut 0.

Démonstration
Si le reste vaut 0, alors avec le quotient g : a = bq donc b divise a.
Réciproquement, si b divise a,

il existe g € Z tel que a = bq = bq +0.

Par unicité de la division euclidienne, on peut identifier: r = 0.0

Algorithme

Cette démonstration n’est pas explicite. On préferera le programme suivant :
Informatique - Division euclidienne

1 def div_eucl(a,b):

2 """division euclidienne de a par b"""

3 #Principe : on soustrait b autant que necessaire a a
4 d,k:a,O

5 if a<0

6 c,eps=-b,-1 # si a<0, il faudra additionner b
7 else

8 c,eps=b,1

9 while d>=b or d<0:

10 d=d-c

1 k=k+eps #k = nbre de soustractions = quotient
12 return (k,d)

-4 Application - Déroulementdediv_eucl (12, 5) etdiv_eucl (-12, 5)

Pour suivre un algorithme, on fait un tableau :

k
d | k|c|eps test Ullz 0 C5 epls 12 ie(s)t-vr i
1205 1 12>5:vrai -vra
. -7 | -1|-5] -1 —7<0:vrai
7 1|5 1 7 >5:vrai .
2 l2|5] 1 |2<5et2>0:faux 2|72 5 -1 ~2<0:vrai
. 3 -3 | -5| -1 | 3>0et3<5:faux
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Pour aller plus loin - Démontrer qu’un pro-
gramme fait bien ce qu’il faut...
Pour démontrer qu’un programme fait bien ce
qu’il faut, on a besoin :
— d’un variant de boucle.
Il nous assure la terminaison du pro-
gramme.
Ici on prend d
— d’un invariant de boucle.
Connaissant sa valeur initiale et finale,
on obtient le résultat final donné par
l'algorithme. On compare avec le résul-
tat attendu.
Ici, on consideére kb+d=a

£k Représentation - Voir les congruences mo-
dulo n
Si on prend I'habitude de regarder les
congruences modulo n dans un damier
(comme lors de la premiére représentation).
Alors a = b[n] ssi le denier carré de a et de b est
dans la méme colonne. Ici 15 = 7[4].

b

La premiere application du programme renvoie (2,2). C’est correct: 12 =2 x5+ 2

La seconde application du programme renvoie (-3, 3). C’est correct: =12 =-3 x5+3
Informatique - Récursivité

Une autre possibilité est d’exploiter la récursivité :

1 def div_eucl_rec(a,b):

2 """calcul de la division euclidienne de a par b, par rec
3 if a<b and a>-1:

4 return (0,a)

5 elif a>b :

6 m,n=div_eucl_rec (a-b,b)

7 return (im+1,n)

8 else

9 m,n=div_eucl_rec (a+b,b)

10 return (im-1,n)

2.4. Arithmétique modulaire

Relation d’équivalence

Définition - a congru a b modulo

SoientneN, a,be Z.

On dit que a est congru a b modulo n si n divise a— b (< a— b€ nZ),
c’est-a-dire s’il existe k € Z telque a = b+ kn.

On note a = b[n].

Pour tout n € N*, la relation de congruence modulo 7 est une relation d’équi-
valence (nous I'avons déja vu).

Remarque - U,

Le groupe des racines n-ieme de I'unité (avec la multiplication) est bien un lieu ou les
congruences modulo 7 sont naturelles.

Zr,f”, onaéy=¢&pssir=r'[nl.

Puis, si on considere ¢ x {5, on trouve §r+5 =& (r 4 5)%n-

La proposition suivante donne un systéme de représentant naturel (et donc
le nombre de classe d’équivalence)

En effet, si on note ¢, = exp(

Proposition - Reste
Soit n € N*. Pour tout a,be Z
a=b[n] < a%n = b%n.

Ainsi, [[0, n —1]] est un systeme de représentant de —

E ensemble pos-

sédant donc n éléments

Démonstration
Pour tout a,be Z, a= (alln) x n+ (a%n), et b= (b//n) x n+ (b%n),
donc a = (a%n)[n] et b= (b%n)[n].
Par transitivité :
a=b[n] < (a%n) = (b%n)(n]
Or (a%n) — (b%n) € [[-(n—1),n—1]] et donc n| ((a%n) — (b%n)) = (a%n) — (b%n) = 0.
Etdonc a = b[n] < (a%n) = (b%n) O

Arithmétique modulaire

Proposition - Opérations : arithmétique modulaire
Soit 7 € N. La congruence modulo rn est compatible avec I'addition et la
multiplication :
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Pour a,d’, b, b’ entiers relatifs on a

a=a'ln] a+b=a +b'[n]
b=Db'[n] axb=ad xb'[n]

Démonstration

Sia=da +kn, b="0b"+hn.

Alorsa+b=a +b' +(k+hnetaxb=a'b' +n(a@ h+b'k+nhk).
O

*¢* Truc & Astuce pour le calcul - Réduction modulo 7
La réduction modulo 7 réduit les calculs : les nombres ne dépassent pas
la valeur n.
En revanche, on perd des informations ou bien parfois, on supprime les
informations inutiles (a quoi sert de connaitre exactement un nombre,
alors que seul son dernier chiffre est demandé?)

Remarque - Vérifier un calcul
Dans l'art de calculer, nous avons vu I'importance d’avoir des clés de vérification de
calcul.
Ainsi d’apres la formule précédente, si a = a’[n], alors ak = a’k[n],

et par linéarité, pour tout polynéme P : P(a) = P(a’)[n].
Par exemple, montrer qu'une racine entiére x d'un polynéme P = ag + a1 X +--- +
adXd € Z[X] vérifie : x|ag.

Il suffit d’écrire: P(x) =0=ap+ a1 x+---+agx
Exercice
Avons-nous I'équivalence a = b[n] < ca = cb[n]?
Quelle est l'implication. Donner un contre-exemple de I'implication réciproque. Une condi-
tion pour I'équivalence ?

dsao[x].

Correction

On a d'apreés la proposition précédente : pour tout c € Z, a = b[n] = ca = cb(n].
La réciproque est fausse : 0 x 1 = 0 x 2[3], mais 1 # 2[3].

SicAn=1,alors ca=cbln] = n|c(a—b) = n|(a- b) (Gauss) = a = b[n].

Remarque - Réduction modulo p, p € &

Si p est premier, donc premier avec tous les nombres, pour tout a€ Z, an p =1, donc
d’apres le théoreme de Bézout il existe u, v € Z tels que ua+ vp = 1, donc modulo p :
au=1[pl.

Ainsi, a est inversible. Donc % est un corps (tous les éléments sont inversibles, donc
régulier.

3. Plus Grand Commun Diviseur de deux nombres

3.1. PGCD de deux nombres. Définition « naturelle »

11 s’agit du plus grand pour la relation d’ordre classique : <.

Lo Analyse - Construction du PGCD

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Lintersection des deux ensembles des diviseurs de a et de b : 2(a) N2 (b) est non vide.
En effet, 1 appartient a ces deux ensembles.

Puis, 'ensemble des diviseurs entiers de a et de b : 2(a) N 2(b) NN est un sous-
ensemble de N, non vide majorée par |al (et/ou |b|).

Cet ensemble admet donc un plus grand élément, c’est le plus grand diviseur com-
munaaetb.

@Pour aller plus loin - Treillis des diviseurs
Il est possible de représenter sous forme de
treillis les diviseurs de 30 et 36 et chercher le
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gk Représentation - Illustration de Ialgo-
rithme d’Euclide (Wikipedia)

pour a =21 etb=15. On compléte les trous par

des carrés horizon taleglnen t—verticalement :

(Déﬁnition -PGCDdeaethb )

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) de a et b, le nombre
PGCD(a,b) =max(2(a) n2(b) NN).

On le note également a A b.

On aclairementbAa=anb=|a|A|b|.

\Par convention on pose pour a € Z, a A0 = |al (y compris si a = 0).

4 Exemple - a =36, b =30

9(a) ={-36,-18,-12,-9,-6,-3,-2,-1,1,2,3,4,6,9,12,18, 36}.

2(b) ={-30,-15,-10,-6,-5,-3,-2,-1,1,2,3,5,6,10, 15,30}.
P(a)Nn2(b)nN={1,2,3,6},

et donc PGCD(36,30) = max(2(a) n2(b) NN) = max({1,2,3,6}) =6

e Remarque - Divisibilité des nombres de 2/(30) N 2(36)

6,le PGCD(36,30) est divisible par tous les éléments de 2(30) N 2(36).

Et c’est le seul (avec son associé : —6)!

Remarque - Algorithme des facteurs premiers

Plus jeunes, les étudiants exploitaient ’algorithme de la décomposition en facteurs

premiers.

11 s’agit de faire deux listes : celles des facteurs premiers de chacun des deux nombres.

Puis on multiplie tous ceux qui sont en commun (avec leur multiplicité) pour obtenir

le PGCD.

Tant que nous ne savons pas ce qu’est un nombre premier, cet algorithme attendra. ..

3.2. Algorithme d’Euclide

Algorithme des divisions successives pour obtenir le PGCD

Lemme - Stabilité par division euclidienne
Soit (a, b) € Z x N*.
Sia=bg+r,alors2(a)NP(b) =2(r)Nn2(b) etdoncarnb=DbAr.

Démonstration
Supposons que a = bq +r.
Side2(a)n2(b),

dlaetd|b, alors d|la—gb=r,doncd e 2(r)n2(b).
Réciproquement, sid € 2(r)Nn2(b),

d|retd|b, alors d|qgb+1r = a,donc d € 2(b) N2 (a).
Donc2(a)N2b)NnN=2(b)Nn2(r)nN

et nécessairement, par égalité des maximum: aAb=bAr O

«*Heuristique - Algorithme pour obtenir le PGCD de deux nombres
La proposition qui donne un algorithme qui exploite une suite de division euclidienne pour
trouver le PGCD(a, b).
1l permet également d’obtenir les coefficients de Bézout des nombres a et b.
On notera qu'il s’applique a deux nombres a et b vérifiant : 0 < b < a. Toute recherche de
PGCD(a, b) se rameéne a ce cas la, en effet :

— Sib=0alors PGCD(a,b) = |al

— Si b #0, notons alors que PGCD(a, b) = PGCD(lal,|b|) = PGCD(|b|,al),

on peut donc supposer que les deux nombres sont positifs et que le premier
est le plus grand.

Proposition - Algorithme d’Euclide
Soient a, b € N*. Supposons que 0 < b < a. L'algorithme d’Euclide consiste
en un succession de division euclidienne :

— On commence par poser 1o = aetr, =b;

— ensuite, k désignant un entier naturel non nul (étape de 1'algo-
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rithme),
tant que iy #0,
on note 1., le reste de la division euclidienne de r par 741
(onadonc rig;p < ris1)-
Il existe N € N* tel que ry =0,
rn—1 est alors le dernier reste non nul de la suite (ri), et: anb=ry_1

Démonstration

11 faut démontrer qu'il existe bien N tel que r = 0.

En fait, a I'issue de I'algorithme, on crée une suite strictement décroissante d’entiers : ro = r] >
ry > 20,

Une telle suite est nécessairement nulle a partir d'un certain rang : il existe N € N* tel que ry =0.
(Mieux : ce rang maximal N < rp).

Il reste ensuite a appliquer le lemme stabilité par division euclidienne :

PGCD(a,b) = PGCD(rg,r1) = PGCD(ry,12) =--- = PGCD(rn-1,7N)

=PGCD(rN-1,0)=rn-1
O

# Application - PGCD(1542,58) = 2

On calcule une succession de division euclidienne, le diviseur et le reste de la division
euclidienne k deviennent respectivement le dividende et le diviseur de la division
euclidienne k+1:

1542 =26x58+34, 58=1x34+24, 34=1x24+10, 24=2x10+4, 10=2x4+2,

d’ot

4=2x240

PGCD(1542,58) = PGCD(58,34) = PGCD(34,24) = PGCD(24,10) = PGCD(10,4) = PGCD(4,2) = PGCD(2,0) = 2.

La division euclidienne s’exploite en pratique, c’est-a-dire avec un calcul
réel, a savoir-faire (on fait plutot des divisions que des soustractions). Ou bien

/~Savoir faire - Exploiter la division euclidienne (théorie)
Sif: 72 - E(E quelconque) tel que f(a, b) = f(b,a%b), alors f(a,b) =
flanb,0).

¢ Truc & Astuce pour le calcul - Trouver son erreur dans un algorithme
d’Euclide
Une fois I'algorithme terminé, il est important de vérifier que le dernier
reste non nul est bien un diviseur de a et de b.
Si ce n'est pas le cas, il faut revenir a la ligne de calcul ol le reste obtenu
n’est pas divisible par le PGCD-candidat.

Informatique - Division euclidienne
On peut écrire I'algorithme d’Euclide sous Python. Remarquons que dans le pro-
gramme ainsi écrit, on tient compte des cas b =0 et a ou b négatif.

1 def alg_eucl(a,b):

2 """pged(a,b) par algorithme d'Euclide"""

3 if b==0:

14 return(a)

5 al,a2=max(abs(a),abs (b)) ,min(abs(a),abs(b))
6 ra,rb=al, a2

7 while rb!=0:

8 rc=div_eucl(ra,rb)[1]

9 ra,rb=rb,rc

10 return(ra)

Pour aller plus loin - Fractions continues
Lalgorithme d’Euclide a une autre applica-
tion importante : la décomposition en frac-
tions continues. C’est clairement le cas concer-
nant les fractions comme le montre I'exemple :

1542
? =26+ 1
1+
1+
2+

1
1

1
24—
2

Mais c’est aussi le cas concernant les nombres
irrationnels
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-
|5\ Histoire - Bézout
Etienne  Bézout  (1730-1783)
frangais. I généra-
de Bachet, c’est pour-
est couramment attachée.

est un

mathématicien
lisa
quoi

l'identité
elle Iui

H1'st01're - Bachet de Méziriac ou Bézout

Le théoreme de Bézout est en fait obtenu
pour la premiére fois par Gaspard Bachet
de Meéziriac (1581-1638). C’est un mathé-
maticien, poéte et traducteur francais. Il
a en particulier traduit l'arithmetica de
Diophante—(la—otr—Fermat—a—éerit1'énoneé
de son grand théoréme), et est I'auteBP de
Problémes plaisants et délectables qui se font
par les nombres

3.3. Couple de Bézout

Exploitation plus fine de 'algorithme d’Euclide

L Analyse - Exploitation plus approfondie encore de 'algorithme d’Eu-
clide

Lorsqu’on applique I'algorithme d’Euclide, on se trouve avec une suite de relations :
Tk = qkTh+1 T Thw2 0<Thi2 <Tk+1

Avecrgo=a>b,r1=b>0,ry=0etry_1=anb.
On peut alors affirmer (constructivement) qu'il existe uy et vy € Z tels que
VkeN rip=ura+vib

On a, en effet :
— ro=a,doncug=1et vy =0,
— rp=b,doncu; =0etvy) =1,
— sirg=uga+vibetri,] = Ugy1a+viy b, alors

k42 =Tk = Gk Tk1 = Uk — Grs1 Uk 1) A+ Wk — Grr1 Vi)

Et en particulier pour k=N-1:
Ju,veZ|lanb=ua+vb

Sia< b, oua<0...,onapplique I'algorithme a |a| et |b| et si nécessaire on multiplie
uetvpar-—1.

Théoréme - Coefficients de Bézout
Soit (a, b) € Z2. 1l existe des entiers u et v tels que au+bv=aAb.

Un tel couple (u, v) est appelé un couple de coefficients de Bézout de a et
b.

/~Savoir faire - Pas unicité du couple de Bézout. Les obtenir tous
I n’y a pas unicité du couple (i, v) :

si (ug, vp) est un couple de Bezout, en divisantparéd =aAb:

=

a b a
ua+bv:u0a+vob:>g(u—uo)=E(vo—v) E|(U—l/0)...

lemme de Gauss

Alors pour tout n € Z, (ug + nk, vo—n%)enestaussiun.
5 5

Informatique - Division euclidienne
En étendant la division euclidienne (elle garde en mémoire les calculs des quotients),
on peut obtenir les coefficients de Bézout

1 def Bezout(a,b):

2 """pged(a,b)+coefficient de Bezout"""
3 if b==0:

4 return (a)

5 al,a2-max(abs(a),abs(b)) ,min(abs(a),abs(b))
6 u,uu=1,0

7 v,vv=0,1

8 ra,rb=al, a2

9 while rb!=0:

10 q,rc=div_eucl(ra,rb)

1 ra,rb=rb, rc

12 u, uu=uu, u—-g*uu

13 V,VV=VV,V-Q*VV

14 return(ra,u,v)
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“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Obtenir un couple de Bézout
En pratique, il y a deux stratégies.
¢ Celle plutot vue en terminale, assez naturelle et peut-étre bien ancrée
en vous. On trouve (u, v) en EN REMONTANT I'algorithme d’Euclide.

(a la main, il vaut mieux partir des valeurs numériques,

elles n’arrivent qu’en fin d’algorithme).
Par exemple pour 1542 et 58 on a (en remontant les division eucli-
dienne) :

=5x34-7x24=5x34-7x(58-34)=-7x58+12x34
=—-7x58+12x (1542—-26x%x58) =12 x 1542 —-319 x 58

Donc 1542u + 58v = 2, avec (par exemple) : u =12 et v = —-319.
e Celle qui découle ici, avec un tableau a remplir directement :
On rappelle qu’a chaque étape k € N* : i1 = giT'x + gi—1 €t (ug) et (vg)
vérifient la méme relation de récurrence Xy = — G Xg + Xp—1.

k Tk qr | Uk Uk 1542 x up +58 x v =1y
0 | 1542 1 0 1542

1 58 | 26| 0 1 58

2| 34 1 1 —26 34

3| 24 1| -1 27 24

4 10 2 2 -53 10

5 4 2 | -5| 133 4

6 2 0 |12 | =319 2

Algorithme d’Euclide, arithmétique modulaire et carrelage

§e; Analyse - Relation de Bézout modulaire
Siona ua+ bv = aA b, on pourrait passer cette relation modulo a :

bv =anblal

Si la relation modulo a permet de trouver a A b et v (et u), cela peut valoir le coup de
représenter I'algorithme d’Euclide.

Exercice

Donner une représentation théorique de la recherche du PGCD de a et de b, par algorithme
d’Euclide dans un carrelage.

On pourra appliquer la méthode pour donner le PGCD et les coefficient de Bézout pour les
couples (13,7) et (12,6)

Correction

On cherche le PGCD de a et de b.

On se place sur un carrelage de taille @ x b et on repére les carreaux tous les b déplacements. Ainsi

on trouve les restes k x b divisé par a, pour k de 1 a a.

Le figure obtenu nous donne des informations. Voici trois exemples avec a = 36 et b = 30
a=13etb=7 et a=12etb=6.

2 =10-2x4=10-2(24-2x10)=-2x24+5x10=-2x24+5x (34— 24)
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Soient a et be N.
Pour tout u,v€ Z, ua+ vb=c= vb=clal
et donc la v-iéme case noircie sur le carrelage se trouve en colonne c (reste de la division).
Or on sait que a A b=min{au+ bv,u,v € Z}.
Donc le numéro de la colonne ayant la case noircie la plus a gauche indique le PGCD de a et b.
(Il faut montrer que {au + bv,u,ve€ Z} = {au+bv,u€ Z,ve€ [1, al}, mais c’est possible. . .).
Puis v, le facteur devant b, donne le numéro de la case noircie (c’est la v-iéme case noircie).
Enfin, siua+bv=c,onabv=-ua+c
et donc —u = g est le quotient de la division euclidienne de vb par a.
Or ce quotient est exactement égale a £, le numéro de laligne —1.Donc u =—g=—-(¢-1)=1-¢
On remarque ainsi que le PGCD des deux nombres a et b est toujours égal au numéro de la colonne
noircie la plus a gauche. On trouve alors u et v en faisant :
— u (coeffcient de a) : est 'opposé du numéro de la colonne de la case noiricie indiquant le
PGCD +1.
— v (coefficient de b) : est le numéro de la case noircie, rappelons que I'on va d’abord de gauche
a droite, puis de bas en haut.
Sur le premier exemple, la case noircie la plus a gauche, puis la plus basse se trouve en (6,5). Donc
36 A30=6.
Puis u=-5+1= -4 et v =5, car c’est case noircie est la 5-iéme.
Et en effet: =4 x36+5x 30 =—144+150=6 On le lit sur le schéma :
— 13A7=1letona—-1x13+2x7=1.
— 12A6=6etonal0x12+1x6=6.

3.4. Deux caractérisations essentielles du PGCD

Caractérisation par divisibilité

En fait la définition de plus grand diviseur commun peut s’entendre d’'une
seconde fagon : plus grand pour la relation d’ordre de divisibilité.

e Remarque - Relation binaire

La relation binaire "est un diviseur de”, définie par a%Zb < alb, est une relation
d’ordre partiel sur N.

Pour cette relation d’ordre 2(a) N 2(b) admet un plus grand élément qui est a A b.
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Proposition - Caractérisation essentielle du PGCD
Soit (a, b) € 7.

diviseurs communsa aet b :

D(anb)=2(a)n2(b)

autre fagon de I'écrire :

VdeZ, (dlaetd|b) < dlanb

Alors a A b est le seul entier naturel dont les diviseurs sont exactement les

Remarque - Force de cette propriété

Dans I'équivalence trouvée (ou la double inclusion d’ensemble),
une équivalence est triviale : dla A b= d|a et d|b.
Lusage fréquent que I'on fera donc de cette proposition est: dla et d|b = d|a A b.

Démonstration
D’apres le lemme de stabilité :
2@NDb)=2)ND(r)=-=D(rny-1)ND(rN)

(avec les notations de I'algorithme d’Euclide.
Or ry+1 =0, donc ryy divise ry—1, et 2(ry-1) N2 (ry) = 2(ry).
Et comme ry; = a A b, on en conclue :

D(anb)=2(a)nD(b)

En ce qui concerne I'équivalence :

dlaetd|b) <= deP2a)nDb)=2(anb) << dlanb.
Autre démonstration possible :
Sid|aA b, alors comme a = a’(a A b), alors d|a, de méme d|b.
Si d|a et d|b, alors pour tout u, v, d|au+ bv, en particulier avec le couple de Bézout. O

/~Savoir faire - Trouver un PGCD. Exploiter un PGCD.
Onnoted=anb.

Pour trouverle PGCD de aet b :
on démontre que si m|a et m|b, alors nécessairement m|6.
Puis on cherche m le plus grand possible.
(si m =1, a et b sont premiers entre eux).
Pour exploiter le PGCD de aet b:
on exploite le fait que si m|9, alors m|a et m|b.
Et on travaille sur cette co-divisibilité.

Caractérisation par combinaison linéaire

Proposition - Combinaison linéaire

Soient a,be Z.

On note aZ +bZ 'ensemble {au+ bv, (u, v) € Z} des combinaisons linéaires
de a et b.

Alors

aZ+bZ = (anb)Z

Démonstration
Notons 6 = a A b. D’apres le proposition de Bézout, il existe ug, vy € Z tels que § = aug + bvy.
Comme 6|a et §|b, alors pour tout u, v € Z, §|lau+ bv,
donc pour tout u,veZ au+bv=0wedZ.
Ainsi aZ +bZ c 6Z.
Réciproquement, pour tout w e Z, Sw = a(ugw) + b(vow) € aZ + bZ.
DoncdéZcazZ+bzO

Pour aller plus loin - Construction clas-
sique

La tradition mathématique utilise donc une

autre stratégie pour définir le PGCD de a et b :

1. on s’intéresse a I'ensemble aZ + bZ =
{ua+vb,u,ve 7}

2. on démontre qu'il existe § € N* tel que
aZ +b7 =8
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/~Savoir faire - Combinaisons linéaires (entiéres)
Des que I'on a des combinaisons linéaires d’entiers (on appelle cela un
réseau d’entiers), il faut penser que la maille élémentaire est donnée par
le PGCD des nombres. C’est par exemple, le cas du probleme « monde
fictif »

4. Entiers premiers entre eux. Factorisation

4.1. Définition et critere de Bézout

Définition - Couple d’entiers premiers entre eux
a et b sont dits premiers entreeuxsianb=1.

J

On note que pour le théoreme suivant, nous avons bien une équivalence :

Théoréme - Théoréme (ou identité) de Bézout
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors

a/\b:lmﬂ(u,v)ezztelqueau+bv:1

Démonstration
On applique la décomposition de Bézout : si a A b =1 alors 3(u, v) € Z2 tel que au+ bv =1.
Réciproquement si au+ bv =1alors dlaetd|b= dlau+bv=1doncd=1.0

Comme il est plus simple de travailler avec des nombres premiers entre eux,
on exploite souvent le savoir-faire suivant :

/~Savoir faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (1)
Soienta,be Z.Onnoted = aAb.
Alors, a=6a' etb=6b',aveca Ab =1.
Puis on travaille avecles @’ et b’

4.2. Lemme de Gauss et décomposition en facteurs relative-
ment premiers

Enoncé

Histoire - Disquisitiones Arithmeticae
En 1801, Gauss 4gé de 24 ans publie les
Disquisitiones  Arithmeticae  (recherches
arithmétiques) et révolutionne totalement
le genre. Pour la premiére fois, on pense les
nombres a I'aide de I'arithmétique modulaire
(congruence - voir fin de chapitre) !

Théoréme - Lemme de Gauss
Soient a, b, c € Z. Alors

(anb=1etalbc)= alc.

Démonstration

Sianb=1alors3(u,v) € 72 tel queau+bv=1
d’olt acu+ bcv =cet albc = albcv = alc— acu.
Or alacud’ ot alc = (c—acu) +acu.Od

Facteur relativement premier

Proposition - Facteur relativement premier
Soient a, b, c € Z. Alors

(anb=1letanc=1)= aAbc=1 (réciproque vraie)
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(anb=1,alc, blc) = ab|c

Démonstration
D’apres I'identité de Bézout il existe u, v, u/, v’ tels que au+bv=1et au’ +cv' =1,
d’ot1 par produit a(u(au’ +cv)) + a(bu'v) + bevv' =1,
ce qui peut s’écrire aU + bcV =1 avec (U, V) € Zz,
et par réciproque de I'identité de Bézout a A bc = 1.
Pour la seconde implication : a|lc donc c = aq; blc=aqgetbrna=1
donc blq; qg=bp etc=abp douablc.O

Exercice
On note &, 'ensemble des nombres premiers avec a et aZ, les multiples de a.
Ré-écrire les théoremes de GAUSS avec ces ensembles.

Correction

Le lemme de Gauss : be P,. bce aZ = c€ aZ.

Facteur (1) : be Py, c€ Py = bce P,.

Facteur (2) : be Py(= a€Py) ,ceaZnbZ= ceabZou a,bePD(c) = abe D(c).

Plusieurs facteurs (relativement premiers)

Corollaire - Facteurs premiers
Soient a, ¢, by,..., b, des entiers relatifs.

n
(Viel[l,nl,anb;=1)=an[][b;i=1

i=1

n
(Y@, j)ell,nl?i#j=b;Abj=1etVie[l,n], bilc) = [] b
i=1

c

Démonstration
11 suffit de faire une récurrence sur n = Card({b;} O

Corollaire - Forme irréductible d'un rationnel
Soit r € Q. Il existe un unique couple (p, q) € Z xN* tel que r = p ettel que

p et g soient premiers entre eux.
Cette écriture est appelée la forme irréductible de r.

- . . Ap .
Les autres écritures fractionnaires sont de la forme r = 10 avec A eZ*.

Démonstration

d
— existence:r = % = —2 avec d = PGCD(a,b) etdonc pAg=1.

!
— unicité : S = % avec pAqg=p' Aq' =1implique pg' = p'q et donc p|p’ (car pAg=1)

etplpcarp’aqg' =1),doup=p'etqg=q".

5. Généralisation a plusieurs entiers

5.1. PGCD d’un nombre fini d’entiers relatifs
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*Heuristique - Définition
Au lieu de construire le PGCD de k nombres en prenant :

6 =max(2(a1) ND(az) - D(ay) NN))

nous allons prendre pour définition, une méthode récursive.
On notera ensuite I'extension de la caractéristique vue par la suite :

dlaetd|b—= d|6

Dans ce cas le terme « plus grand » ne doit pas étre pris pour la relation d’ordre n < n, mais
pour la relation d’ordre n|m.

Pour aller plus loin - Lien PGCD et inf
infE est le plus grand des minorants de E.
— Vx€eE, infE<x
— VmtelqueV x € E, m < x, alors m <
infE.
PGCD(E) est le plus grand des diviseurs de E.
— Vx€E, PGCD(E)|x
— Vm tel que Yx € E, mlx, alors
m|PGCD(E).
Ce n’est pas la méthode la plus naturelle
(compte-tenu du nom PGCD), mais la plus
pratique pour les démonstrations. ...

Définition - Définition par récurrence
Soient ke N*, k=2, et (a1, ay,...,ax) € Zk. Alors, on définit récursivement :

k k-1
/\ a; = /\ a; | N\ ag
i=1 i=1

Lidentité de Bézout se généralise également :

Proposition - Décomposition de Bézout
Soient ke N*, k =2, et (a1, ap,...,a;) € zk,

k k
Auy, ..., up) € Z* | Aai=) uia;.
i=1 i=1

Démonstration
1l faut faire une récurrence sur k.
Notons, pour tout ke N*, k=2
Py 1 «Pour (ag,ay,...,ar) € Zk, I (ug,...,ug) € zk | /\Z.C:1 a; = Z;C:I
— 27 est vraie. C’est le théoréme de Bézout vu plus haut.
— Soit k€N, k = 2. Supposons que 2. est vraie.
Soient (ay, ay,...,a, A1) € A
Notons 61 = /\i.‘:1 ajetd= /\1.‘:11 a;.
Par définition de §, 6 =01 A ag,q-
D’apres I'identité de Bézout, il existe u, v € Z tel que 6 = ud1 + vay,.
Puis on applique %, a (ay, az,...,a) : 61 = ujaj + -+ upag.

uidai.»

!

k+1
Finalement§ = Y u;.a,-, avec iy |

i=1
Donc 2,41 est vraie.
Notons qu’on aurait pu commencer a k = 1, mais le résultat obtenu n’a pas d’intérét O

:vetu}:ujxupourjsk.

Proposition - Avec 'ensemble des diviseurs

Pour tout j € N, /\5.‘:1 a; est un diviseur de a;.
Mieux : /\i.‘:1 a; =max(2(a1) ND(a) - D(ar) NN),
au choix pour max : au sens de la relation d’ordre | ou <.

Ona2(\X a;) = ﬂle 2(a;).

Démonstration
On fait la démonstration par récurrence sur k.
Le résultat est vrai par définition pour k = 2.
Supposons que le résultat soit vrai pour un nombre ke Net k = 2.
Soit ay,ay,...aj+q €N
Alors par définition du PGCD a deux éléments : /\i.‘:ll a; divise a1,

et /\i?;’l1 a; divise /\if=1 a;.
Mais par récurrence, /\Z.C:1 a; divise aj, pour tout j < k

et par transitivité de la divisibilité : /\l.;’l1 a; divise donc aj, pour tout j < k.
Ce qui permet de montrer I'hérédité.

Cela montre également que /\i?zl a; € ﬂ;?zl @(aj), donc 9(/\1?:1 a;)c ﬂlj?:l @(aj).
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Il reste a montrer la maximalité du PGCD.
SoitneP(a1)NP(ap)---2(ar) NN, alors n|ay, nlay. .. nlay et n est positif.
Donc n divise toute combinaison linéaire de ces nombres,
et en particulier /\5?:1 a;, d’apres la décomposition de Bézout généralisé.
Mais on vient de voir que /\g.C:1 a; €2(a1)ND(az) -2 (ax) NN, c’est donc bien le plus grand
élément pour la divisibilité et pour la relation d’ordre classique.
Et on a également ﬂj.‘zl @(aj) c @(/\;‘:1 a;) O

5.2. Deux caractérisation du PGCD(ay, ap,...ay)

Réécriture de la propriété précédente :

Proposition - Critere caractéristique du PGCD(ay, ay, ... ax)

Soient ke N*, k=2, et (a1, ay,...,ax) € zk.

(/\i?:1 a;) est I'unique entier naturel d dont les diviseurs sont exactement
les diviseurs communs a tous les a;, c’est-a-dire tel que

VneZz, (Viell,kl, nla;) < nld.

Démonstration
Notons 6 = /\i.‘:1 a;,
Pour tout i e Ny, § € D(a;), i.e. 0la;.
Si m|9, alors, par transitivité pour tout i € Ny, m|a;,
Réciproquement, si pour tout i € Ny, m|a;. (On suppose aussi que m = 1)
alors m divise toute combinaison linéaire entiere des a;.
0 est une de ces combinaisons linéaires (Bézout), donc m|5. O

Cela donne bien une caractérisation

/~Savoir faire - Démonter/utiliser le PGCD de (a;, az, ... ai)
Tout diviseur du PGCD, divise chaque a;.
Toute diviseur de tous les a; est un diviseur de leur PGCD.
Et le PGCD est le plus grand de tous les diviseurs au sens de la relation
d’ordre de la division (c’est une borne inférieure).

Proposition - Linéarité absolue
Le PGCD de (xay, xay, ... xa;) est x| x /\f:1 a;

Démonstration
k
Notons d’abord qu'il existe uy,...uy € Z tel que /\i?:1 a; = Z u;ja;.
i=1

1. Notons que | x| x /\;.‘:1 a; est un entier naturel.

2. Puis pour tout j € Ny, /\iY:1 a,-laj, donc | x| x /\i.‘:1 ailxaj.

3. Enfin, si pour tout j € N, z|xaj, alors lei.‘:l ujxa; = x/\é‘=1 a;, donc z||al /\;?:1 a;.
(Attention, ce qui compte au point 3., ce sont bien les implications!!).

Donc x| x /\Z.C:1 a; est bien le plus grand des diviseurs communs des (xa;);<j<k O

Proposition - Sous-groupe a1 Z + ayZ +--- + ayZ
Soient ay, ay,...a € N.
Alors a1Z + apZ + --- + ayZ est exactement le sous-groupe de (Z,+) :

(AF ai)z.
Autrement écrit, le groupe engendré par {a),ay,...ai} est le groupe
k
(/\l.:lai) Z.
k
<ay,,a,..aip>z= /\d,‘ Z
i=1
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Démonstration

Laddition de sous-groupes est un sous-groupe de Z.

Comme 6 := /\i.“:1 a; est une combinaison linéaire entiére de ay, ay, ... a; (Bézout),
onadoncdeaiZ+axZ+---+ayZ,
Par stabilité de groupe:6Z c a1 Z+ apZ +---+ aiZ.

Réciproquement, puisque d|a;, alors pour tout i € Ny, a; € 6Z.
Par stabilité de groupe: a1 Z+axZ + -+ apZ <672 O

5.3. Entiers premiers entre eux dans leur ensemble

Définition - Entiers premiers entre eux dans leur ensemble
Les entiers aj, ..., ay sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si leur
PGCD vaut 1.

M Attention - Ne pas confondre « premiers entre eux dans leur ensemble »
et « premiers deux a deux »
I ne faut pas confondre « premiers entre eux dans leur ensemble » et
« premiers deux a deux».
Par exemple a = b= ,C=
sont
ne sont pas

Tous les savoir-faire donnés précédemment sur les PGCD se généralisent a
plusieurs nombres. Nous ne les ré-écrirons pas mais il faudra savoir y penser.
Voici un exemple

/~Savoir faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (2)
Soient ay, ay,...ar € Z. Onnote § = /\5.‘:1 a;.
Alors pour tout i € [1, k], a; = 5a;., avec (ay, ay, ..., a;c) premiers entre eux
dans leur ensemble.
Puis on travaille avec les a;

Proposition - Théoréeme (identité) de Bézout
Soient ay,..., a; des entiers relatifs. Alors

k k
Nai=1=3u,...,u) €ZF1 Y wa;=1
i=1 =1

Démonstration
Si /\i?:1 a; = 1, alors d’apres la décomposition de Bézout, I(u1,...,u) € Zklzgczl uja; =
k 4. =
Ai:l a;=1.
Réciproquement, si I(uy,..., ux) € Zkl Zf:l uja; =1,
alors si pour tout i € [1, k], nla;, ona ani?:1 uja; =1,donc n|l,ie.n=1.
Par définition du PGCD: AK_ a; =1 O

Selon que 'on cherche a montrer que des nombres sont premiers entre eux,
ou utiliser cette connaissance, on exploite ce I'identité de Bézout de 'une ou
l'autre de ces facons :

/“Savoir faire - Exploiter 'identité de Bézout
Pour montrer que (a,,...a,) sont premiers entre eus, ils arrivent, qu'on
montre :
n
Juy, up,...upn € Ztelsque Y uja; =1
i=1
Quand, on sait que (ay,...a,) sont premiers entre eux, on génere alors
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n
| Ui, Uy,... Uy € Z tels que Z u;a; =1 et on exploite ces (u;).
i=1

6. Plus Petit Commun Multiple

6.1. Construction

On considére une borne supérieure. ..

L Analyse - Construction du PPCM

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

aZn bZNN* est une partie non vide de N*.

En effet, elle contient au moins|ab|, donc elle admet un plus petit élément non nul.
Ce plus petit élément estle PPCM de a et b

(Déﬁnition -PPCMdeaetdeb
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On appelle PPCM (Plus Petit Commun Multiple) de a et b, le nombre

PPCM(a,b) = min(aZ nbZNN*)

On le note également a v b.

\Onaclairementbvazavbz|a|v|b|. )

Les deux caractéristiques du PGCD se fusionne en une seule, concernant le
PPCM :

Proposition - Caractérisation essentielle du PPCM
Soit (a, b) € Z2. Alors a Vv b est le seul entier naturel dont les multiples sont
exactement les multiples communs a a et b

aZnbZ=(av b)Z
c’est-a-dire tel que

VYmeZ, (almetblm) < aVv blm

Démonstration
Si alm et blm, alors m est un multiple commun de a et de b.
1l est a priori plus grand que a v b, le plus petit de tous.
La division euclidienne donne : m=g(av b)+r avecr <aV b.
Donc r = m—q(av b) et divisible par a et par b. C'est un commun multiple de a et de b.
Or r < aV b, la seule possibilité est r =0 et donc a v b divise m.
Réciproquement, si a v b divise m.
Alors m=aVvbxk.Maisavb=aa =bb'
Donc m = a(a’'k) = b(b' k). Ainsi m est un multiple de a et de b. O

/~Savoir faire - Trouver un PPCM. Exploiter un PPCM.
Onnotepu=avb.
Pour trouver le PPCM ,
on démontre que si a|lm et b|m, alors nécessairement | m.
Puis on cherche le m le plus petit possible.
Pour exploiter le PPCM,
on exploite le fait que si u|m, alors a|m et b|m.
Et on travaille sur cette co-divisibilité.
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Proposition - Linéarité
Soient a,b, A € Z, alors Aav Ab = |A|(aV b).

Démonstration
Si Aa|m, alors A|m, donc % €Z.
On a donc les équivalentes :

Aalm,ﬂb\m@al%,bl% @avbI% < Alavb)m

On peut identifier, en faisant attention a la positivité : lav Ab=A(aVv b). O

6.2. Relation PPCM et PGCD

Proposition - Relation PPCM et PGCD
Soient a,be Z.
— sianb=1alors |ab|=(aV b).
— dansle cas général, |ab| = (aA b) x (aV D).

Démonstration

— ab est un multiple commun a a et b.
Soit n un autre multiple commun. Alors n = ga et b|qa, donc b|q et ab|n.
Tous les autres multiples de a et b, sont des multiples de ab.
— Soitd=anb,a=da’,b=db' aveca nb' =1,
dotta' vb' =|a'b|etavb=da vdb =d(a vb')=|da'b'| dottle résultat.
O

Remarque - Généralisation a un nombre fini d’entiers

On peut également généraliser la notion de PPCM a un nombre fini d’entiers relatifs.
11 existe un unique entier naturel m dont les multiples sont exactement les multiples
communs a tous les a;, c’est-a-dire tel que

VneZ (Yiell,kl, ajln) < m|n.

k
Onl'appelle PPPCM de ay,ay,...,a; etonlenote a; Vaz V...V a; ou \/ a;.
i=1

7. Bilan

Synthése

~ Les nombres entiers relatifs sont les premiers objets reconnus comme
mathématiques rencontrés. Ils sont donc comme a la base du senti-
ment mathématique de tout apprenti mathématicien.

~» Comme un jeu, leur manipulation est ludique. On travaille unique-
ment avec addition et soustraction, puis multiplication ou division eu-
clidienne (soustractions répétées). Pour deux (voire n) nombres quel-
conques, le commun est le PGCD. C’est comme la plus grosse molé-
cule constitutive de chacun de ces nombres; avec ces deux nombres,
il n'est pas possible de dégager des nombres plus fins que cette mo-
lécule. De 13, de nombreux lemmes, théoremes découlent dont les es-
sentielles : théoreme de Bézout et lemme de Gauss.
On peut également réfléchir en terme de PPCM.

~» Reprenant une idée fondamentale simple et simplifiante de GAUSS,
nous pouvons étudier les nombres entiers réduits modulo n. La plu-
part des propriétés arithmétiques se prolongent bien lors de cette ré-
duction : addition et multiplication (pas trés bien pour la division, car
tous les nombres ne sont pas nécessairement inversibles.. .).
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Montrer que b divise a

Truc & Astuce pour le calcul - Réduction modulo n

Savoir-faire - Exploiter la division euclidienne (théorie)

Truc & Astuce pour le calcul - Trouver une erreur dans un algorithme
d’Euclide

Savoir-faire - Pas d'unicité du couple de Bézout. Les obtenir tous
Truc & Astuce pour le calcul - Obtenir un couple de Bézout
Savoir-faire - Trouver un PGCD. Exploiter un PGCD.

Savoir-faire - Combinaisons linéaires (entiéres)

Savoir-faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (1)
Savoir-faire - Démontrer/utiliser le PGCD de (a4, ay, ... ay)
Savoir-faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (2)
Savoir-faire - Exploiter I'identité de Bézout

Savoir-faire - Trouver un PPCM. Exploiter un PPCM.

Notations
Propriétés Remarques
es diviseurs de a
es multiples de a
reste (resp.) dela division eucli-  a = (a//b) x b+ (a%b) avec a%b € [[0,b—1]| Notations Python. Non officielle.
 par b
>3JkeZtelquea=b+nk Relation de congruence modulo 7 (relation VYV a€Z, neN, a= (a%n) [n]
d’équivalence)
et b (généralisable) aAb=max(Z(a)N2(b) aZ+bZ=(aAb)Z
dlaetd|bssidlanb
et b (généralisable) aVvb=min(aZn bz) azZnbZ=(avb)Z

almetblmssiav blm

es nombres premiers avec a bePs<—=anb=1 Equivalent a a € 27}, (symétrie)

Retour sur les problemes

67.
68.
69.

70.

71.

Oui, on peut tout faire. Sinon, on rajoute le nombre dans les premiers.
C’est les congruences.

Par exemple, les nombres premiers sont les nombres au premier étage
du treillis des diviseurs.

Le PGCD de deux nombres a et b est celui situé le plus haut dans les
racines communes de a et de b.

Le PPCM de deux nombres a et b est celui situé le plus bas dans les
décédants commus de a et de b...

Oui cela termine (suite d’entiers naturels, strictement décroissantes).
On obtient en dernier reste non nul, le PGCD.

Avec 3 et 5 euros, on peut obtenir tous les nombres entiers d’euros.
Avec 6 et 9 euros, on peut obtenir tous les multiples de 3 euros.

Avec 6, 10 et 15 euros, on peut obtenir tous les nombres entiers d’euros
(6+10-15).
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Nombres premiers

Résumé -

Nous continuons notre plongée dans la reine des mathématiques : Uarithmétique.

Euclide s’est particulierement concentré sur l'ensemble des nombres premiers. C'est

le but de ce chapitre.

Nous verrons que cet ensemble reste toujours le graal des mathématiciens.

Ces dernieres années, les nombres premiers sont revenus au centre des mathéma-

tiques comme le coeur des applications numériques de codes secrets (internet. . .).

Cela nous permettra d'étudier I'énoncé et des applications du petit théoreme de

Fermat. Nous prendrons le temps de comprendre les idées du plus grand mathé-

maticien toulousain!

Youtube (parodies?) :
— Panpan1963 - Petit théoréme de Fermat - https ://www.youtube.com/watch 2v=Ei4PMxddm9Q
— ScienceEtonnante - Les nombres premiers - https ://www.youtube.com/watch 2v=R37JHiA-

HOg
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Pour aller plus loin - Nombres premiers
Dans un anneau euclidien (muni d’une divi-
sion euclidienne), un nombre premier est un
nombre qui n’est divisible que par des inver-
sibles de I'anneau : si p = a x b, alors a ou
be A*.

Ici z* = {-1,1}. Et pour les polynémes, un
polynéme premier n’est divisible que par des
constantes : (K[X])* =K, c’est un polynéme ir-
réductible.

Un autre anneau euclidien bien connu est
Zlil ={a+ib | a,b € Z}, I'anneau des entiers
de GAUSS.

1. Problemes

? Probléme 72 - Produit de premiers
Est-ce qu’'on peut vraiment tout faire (multiplicativement) qu’avec des
nombres premiers?

? Probléme 73 - Construction du cours

e 2

tique d’entiers.

Puis, ici nous avons choisi (selon le programme officielle) un cours sous
la forme : PGCD (et PPCM) = Nombres premiers = congruence.
Dans son cours, GAUSS avait choisi : congruence = PGCD (et PPCM)
= Nombres premiers. Quant a EUCLIDE, il commence par les nombres
premiers.

Quel est le choix qui vous semble plus naturel? Comment les démons-
trations en sont-elles changées?

? Probléme 74 - Fonctions arithmétiques
Si une fonction f : N — Z est un morphisme : f(ab) = f(a) x f(b) ou
f(ab) = f(a) + f(b), que peut-on dire de f, en particulier concernant
son image sur 22, 'ensemble des nombres premiers qui génerent N par
multiplication?

2. Théoremes d’Euclide

2.1. Définition

Il ne s’agit plus d'une notion relative comme précédemment (a et b sont
premiers entre eux). Ici, il s’agit d'une notion absolue.

Définition - Nombre premier
Soit p e N*.
On dit que p est (un nombre) premier
si p # 1 etsiles seuls diviseurs de p dans N sont 1 et p.
On note souvent &2, 'ensemble des nombres premiers.

Le premier théoreme d’Euclide est la version « nombre premier » du lemme
de Gauss.

2.2. Lemmes d’Euclide

On reconnait le lemme de Gauss et ses corollaires, mais associés a des
nombres premiers.

Proposition - Premier théoréeme d’Euclide

Un nombre premier est premier avec tous les entiers qu'il ne divise pas.
Un nombre premier divise un produit si et seulement si il divise 'un des
facteurs.
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Démonstration
Soit p un nombre premier et a € Z.
Notons 6 = p A a. Alors §|p, donc § =1 ou p.
Sid = p, alors pla.
Etsid =1, alors a et p sont premiers entre eux.
Supposons pla x b.
Ou bien pla,
ou bien p ne divise pas a, alors p A a =1 et d’apres le lemme de Gauss p|b. O

Lintérét des nombres premiers est d’étre des briques élémentaires multipli-
catives de Z, on ne peut la couper en deux.

La remarque suivante est un savoir-faire, puisqu’elle donne un truc de ma-
nipulation de nombres premiers. Mais c’est aussi un ATTENTION, car il y est

associée une erreur fréquente, dans le cas de nombres non premiers.

/~Savoir faire - Trouver un facteur premier avec un nombre premier
Soit p € 22 tel que plab alors p divise a ou p divise b.
Ce n'est pas le cas de p = 12 qui divise 6 x 4 avec a = 6 et b = 4, par
exemple

Théoreme -
Tout entier naturel n = 2 posséde au moins un diviseur premier.

Démonstration
Soitn =2.
Lensemble 2(n) NN = {d € N;d|n, d = 2} est une partie non vide de N,
donc admet un plus petit élément p = 2.
Orsi k = 2 est tel que k|p alors k|n d’oli k = p et finalement k = p donc p est premier. O

Corollaire - Critére de primalité entre deux entiers

Soient a,b e Z.

Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement s’ils n‘ont aucun
diviseur premier en commun.

Démonstration
On raisonne en contraposée. Le théoréme est équivalent a :
aAb#1sietseulementsi3 p, premier tel que pla et p|b.
Cette équivalence est vraie en prenant p, un facteur premier de a A b.
(c’est possible d’apres le théoreme) O

2.3. Théoreme fondamental

Puis le théoréme fondamental de I'arithmétique :

Pour aller plus loin - Idéaux premiers

On retrouve aussi la méme notion dans la dé-
finition des idéaux premiers d’un anneau in-
tégre (vu en seconde année).

De méme un groupe simple est un groupe qui
ne peut se décomposer en produit de sous-
groupes (distingués). La décomposition d’'un
groupe en produit de sous-groupe simple suit
a la méme philosophie. ..

Théoreme - Décomposition en produit de facteurs premiers
SoitneN, n=2.

Alors il existe r € N, p1, p2,...py, r nombres premiers et ay,...a; € N* tel
que

)
n=[]pf
i=1

Cette écriture est unique.
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#k Représentation - Deux visions de &
Sans commentaires :
Spirale d’Ulam :

W

Crible de Matiyasevich

5
4
3
2
1
04
1
2
3
4
5

¥

Démonstration
On démontre d’abord 'existence (récurrence) de la décomposition puis son unicité.
— Posons, pour tout n €N, n = 2, # «tout entier compris entre 2 et n admet une telle
décomposition. »
— A estvraie car 2 est premier.
— supposons %, vraie pour un certain n = 2.
aurang n+1:sin+1 est premier, c’est fini,
sinon n+1 = pq avec p premier et 2 < g < n et on applique ., a q.
— Si

:w

n=
i=1

a; 15 Bj
p; t= l_[ pj
j=1
alors pour tout i p;|n d’ou il existe j tel que p;|q; (p; premier) soit p; = q; (q; premier),

donc en fait on ales mémes polyndomes irréductibles dans les deux décompositions.
Reste a prouver que les puissances sont les mémes.

Supposons pour un i que I'on ait alors a; > ;, en simplifiant par pff ona

_B; a
p?I Bi H pkk — H pgk
k#i k#i

d’ou p;| H pgk ce qui est absurde car p; premier et p; Apy =1 pour k #i.D'oua; = ;.
k#i

3. Lensemble des nombres premiers

3.1. Ensemble infini

Proposition - Théoréeme d’Euclide
Lensemble des nombres premiers, noté & (parfois [P) est infini.

Démonstration
Par I'absurde :
Supposons qu'’il n'y ait qu'un nombre fini de nombres premiers p; < p2 <--- < py (ordonné).
Posons N=p1ps...pn+1.
Ona N =2 donc N possede un diviseur premier p, et il existe j tel que p = p;

alors p|p1p2...pn et pIN donc p| = N—l_[;?:1 p;i =1let p=1, ce quiestimpossible.
Donc I'ensemble des nombres premiers est infini. O

Cet ensemble mystérieux représente une sorte de graal du mathématicien.
Remarque - Ensemble dénombrable

Comme tout ensemble inclus dans N et infini, & est dénombrable, c’est-a-dire il
existe une bijection de N dans Z2. Et cela signifie qu'on peut donc écrire & =
{p1,p2,..-pr,...}, ol p1 =2 est le premier des nombres premiers, p» = 3, p3 =5...,
pr estle r-ieme nombre premier.

Proposition - Enumération des nombres premiers
1l existe une bijection p : N* — &2, i — p;, le i-iéeme nombre premier

Exercice
Que vaut p1o ?

Correction
On n’a pas d’autre option que de faire la liste des 20 premiers nombres premiers.
P1=2,p2=3,p3=5ps=7,p5=11, pe =13, p7 =17, pg =19, pg =23 et p19 =29

Démonstration
On construit par récurrence une suite d’ensembles P; et une suite d’éléments (p;) ot p; €P; :
— Aurang1:P; =2 et p; = p(1) =minPy, on a bien p; € Py
— On suppose qu'au rang n, Py, et p,, sont bien définies (avec py € Py).
On définit alors Py,+1 =Py \ {pn} et pp+1 =p(n+1) =minPy4q.
Onabien py+1 € Pyl
La construction ne s’épuise pas car £ est infini, et qu'a chaque étape, &, reste infini. O
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3.2. Crible d’Eratosthéne

Informatique - Crible d’Eratosthéne

Pour obtenir la liste des nombres premiers, nous n’avons pas trouvé beaucoup mieux
que le crible d’Eratosthéne (3-ieme siecle avant J-C).

11 s’agit d’écrire la liste des entiers de 1 a n. Puis d’enlever les multiples des nombres
qui restent. Une fois terminée (deux boucles), il ne reste que la liste des nombres
premiers plus petit que n.

1 def Eratosthene(n):

2 """Crible d'Erathostene adapte"""
3 L=[1]#*n

4 for k in range(2,n):
5 if L{k]==1

6 h=2xk

7 while h<n :
8 L[h]=0

9 h=h+k

10 P=[]

1 for k in range(1,n):
12 if L{k]==

13 P=P+[k]

14 return (P)

Remarque - Conjectures

Lensemble £ est infini, mais une question résiste : contient-il une infinité de
nombres premiers jumeaux?

On dit que (p, p +2) est un couple de nombres premiers jumeaux si ils sont tous les
deux premiers. Par exemple (3,5) ou (11, 13) sont des nombres premiers jumeaux.
Ben Green(1977-) et Terence Tao (1975-) ont démontré ce qui est désormais connu
sous le nom de théoreme de Green-Tao (pré-publié en 2004 et publié en 2008). Ce
théoréme établit qu'il existe des progressions arithmétiques de nombres premiers ar-
bitrairement longues.

Un résultat culturel (mais pas nécessairement a retenir)

Théoréme - Hadamard - De la Vallée Poussin (1896)
Notons 7(n), le nombre de nombres premiers plus petit que 7. Alors

n

n(n) ~
n—+oo Inn

Le livre Merveilleux nombres premiers de Jean-Paul Delahaye donne une

foule d’informations et d’anecdotes concernant les nombres premiers (par
exemple : I'histoire des jumeaux John et Michael qui voient les nombres
premiers.. .).

Exercice

En exploitant le théoréme de Hadamard-De la vallée Poussin, donner une valeur approchée
du 1000 nombre premiers (i.e. de p1000)

Correction
On a m(p1000) qui est le nombre de nombres premiers plus petit que p1ggo, par construction, il y en a
exactement 1000.
Donc si n = pjpgo, on a — =1000.
Inn

Il faut inverser la fonction n— # Ce qui est difficile.

Nécessairement, n = 1000, on peut penser que si n = 1000a, on a Inn =1n1000 + In a et donc
1000a B
In1000+Ina

Donc n = 6900

0> —&  ~1=a~In1000=6,90775
In1000+Ina
4. Valuation (p-adique)

4.1. Fonction valuation (en base p)

( . . . . \
|2\ Histoire - Conjecture de Riemann

Parmi les problémes qui résistent aux ma-
thématiciens, ce trouve la fameuse conjecture
de Riemann. Elle concerne directement les
nombres premiers méme si elle s’énonce avec
des nombres complexes. L'esthétisme de cette
conjecture réside en partie dans le lien mira-
culeux entre 'arithmétique a I'ensemble des
fonctions de la variable complexe. L'énoncé
est:

Les zéros non triviaux de la fonction

cC - C
+00 1
( S e —_
n=1 ns

ont une partie réelle exactement égale a %
A lire : la symphonie des nombres premiers de

Marcus du Sautoy
. J
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Définition - Valuation p-adique

Soit p un nombre premier. Pour n € N, on appelle valuation p-adique de n
le plus grand entier k € N tel que p* divise 7. On le note vp(n).

Donc pour p premier, p|n < vy(n) = 1.

On a les caractérisations suivantes, qu’il faut savoir exploiter comme savoir-
faire :

/~Savoir faire - Caractérisations de v, (a).
phla > vpla) = h.
plg=aetprg=1 < vp(a)=h.

Démonstration
* vp(a) = maxih | phla} etainsi {& | phla} = [0, vp(a@)]].
Donc phla = hel0,vp(@]l <= h<vpa).
o Si ph x q = a, alors phla, etdonc h < vp(a).
Notons r = vp(a) - h€N, onadonc p"p” = pUP@|g = phgdonc p'lq.
Orpag=1doncp” Ag=1etdoncp” =1,doncr=0eth=vp(a).
Réciproquement, si vy (a) = h, alors phla. On note g € N tel que phq =a.
Soit § = p A g, alors O p, et p premier, doncd =10oué = p.
Sid = p, alors plq et donc p"*1|a, impossible. Donc § = 1.0

Exercice
Montrer que vp(pb) =1+ vp(Db)

Correction

pUr PP pb = p'r "L p = v, (b) = vy (ph) - 1
pUr O b= ptr O+ ph = v, (ph) = vy (b) +1.
Par double inégalité : vy, (b) = vp(pb) — 1.

Remarque - Réécriture du théoréeme fondamentale de I'arithmétique
Pour tout n e N,

0 4
n=[]p,""m=[] p"r(n)
i=1 peZP
le produit en réalité, nécessairement (a support) fini puisqu’a partir d'un certain rang,
Upy (n)=0.

4.2. Morphisme (de monoide)

Proposition - Valuation, fonction logarithmique
Pourtouta,beZetpe 2P, vy(axb) =vy(a)+vy(b)

Démonstration

Sion décompose aetb:a=p
Donc ab = p’p@+vp® g

Et comme d’apres le lemme de Gauss: p A gr =1, on a donc vp(ab) =vpl@+ vp(b). O

vp(a vp(b)

]qetb:p ravecgAp=letrap=1.

4.3. Factorisation en produit de premiers

Proposition - Liste des diviseurs
Soient a, b € N non nuls. Si

a=pi'py?...pk etb:pllpzz...pllj’C

ol les p; sont des nombres premiers distincts deux a deux, a;,; € N
(éventuellement nuls), alors

alb<=Viell,kl, a;<B;
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koo
anb=PGCD(a,b) =[] p""@F?

] 1
i=1

k
avb=PPCM(a,b) =[] p;nax(ai:ﬁi)
i=1

Ce qui peut aussi s’écrire :

Corollaire - Liste des diviseurs, avec la valuation
alb < Y p premier, vy (a) < vy (b)
Vp premier, vy (aA b) = min(vy(a), vy (b)) et vy(aV b) = max(vy(a), vy(b))

anb= H pmin(vp(a),vp(b) avhb= H pmax(vp(a),vp(b)
peP? peP

Cette derniére formule se généralisant sans difficulté au cas de k entiers
distincts.

4 Application - Algorithme de recherche du PGCD

On retrouve un algorithme bien connu pour réduire les fractions (simplifier par le
PGCD):

il suffit de chercher la liste des facteurs premiers du numérateur et dénominateur. ..

Démonstration
Si a divise b, alors p;.x’ divise b et donc «; < B;.

La réciproque est trivial, avec ¢ = p’fl_w1 pzﬁz_w2 ...p

d|a, et d|b,
alors d = pfl pgz ...pik, avec ) < ay.
de méme 0 < . Donc 6} < min(ag, fy).
C’est le cas pour d =aAb.
Par ailleurs : [T;_, p;nm(ai’ﬁi) divise a et b, donc divise a A b.

On peut donc assimiler: aA b = Hif:l pr.mn(ai’ﬁi)

l
laissé en exercice. O

lzk_ak, ona axc=b Supposons que

La démonstration pour le PPCM est

Exercice
Soit n€ N*. Donner une expression de card?(n), utilisant les valuations vy (1)

Correction
D’apres la proposition : m|n <=V p, premier vp(m) <vp(n).
Il'y a donc pour chacun de ces facteurs p tel que pln, vp(n) + 1 choix possibles (de 0 a vy (n)).
Puis d’aprés le principe de décomposition, il faut tenir compte du produit de ces nombres. Ainsi
card2(n) = [ [ (wp(n) +1)

pln

4.4. Formule de Legendre

On termine par un exercice

Exercice

Soit p un nombre premier.
+00 n

Montrer que vp(n!) = Z — 1 (la somme étant en réalité finie).
k=1 P

On pourra s'intéresser aux ensembles Ny = {k € N, | p?|k}.

Correction
n
Par morphisme : vp(n!) = Z l/p(k). Considérons N, = {k € Ny, | p?|k}. Cet ensemble se décrit
k=1

facilement :

Na=1{p®,2p%,3p%,...rap™
olrgpi<net(rg+1)p?>n,doncr,= LP%J = cardNj.
Notons maintenant M, = {k € N, | vp(k) = a}.
OnakeMg<=keNgetké¢ Ngy1.
Donc comme Ng41 © Ng, on a exactement : Ng = Mg w Ng1.
Ainsi, en terme de cardinal : card(M) = card(N,) — card(Ng+1)-
Enfin, tous les nombres plus petit que 7 ont une et une seule valuation p-adique,

Ny =l Mg (réunion finie)
aeN
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@Pour aller plus loin - Plus grand nombre
premier connu (janvier 2016)
C’est un nombre de Mersenne : 274207281 _1 j]

contient plus de 22 millions de chiffres.

On note s, la plus grande puissance de p qui divise un nombre plus petit que n : donc p¥ < n < p“l

ie.s= Ll“"J Ainsi (par sommation par paquets) :

vpn) = Y v é( > up(k)

keNy keMyg
N

[\/Jen

s
( Z 1) Z (acard(My))
0\ keM, a=0

s
= Z a(card(Ng) — card(Ng+1)) = Z acard(Ng) — Z acard(Ng+1)
a=1 a=1 a=0
s+1

N
Z acard(Ng) — Y (a—1)card(Ng) = Z (a—(a—1))card(N,) + scard(Ng41)
a=1

i card(Ng) +0 = Z {p“J

a=1

S
A

5. Garantir que des nombres sont premiers

5.1. Motivations

*Heuristique - Décomposable vs. décomposition
Lanalyse de la primalité éventuelle d'un nombre n entier peut déboucher sur quatre
questions de complexités différentes :

1. Prouver que n n’est pas premier

2. Si nn’est pas premier, le décomposer

3. Garantir, avec un risque d’erreur faible que n est premier
4. Certifier que n est premier

Cela semble comparable, mais le petit théoréme de Fermat permet de répondre « aisé-
ment » aux questions 1 et 3. Les deux autres questions qui semblent équivalentes sont bien
plus compliquées. ..

e Remarque - Obtenir des nombres premiers

Larithmétique et avec la géométrie la plus vieille branche des mathématiques. Pen-
dant deux millénaires, on s’y intéresse « pour le plaisir ». Mais avec le renouveau de
I'algorithmique et la développement exponentielle des ordinateurs, se sont dévelop-
pés deux branches :

— la cryptanalyse

— les codes correcteurs.

Dans ces disciplines, on a trés largement besoin de grands nombres premiers. C’est
le cas du codage RSA, grand consommateur de nombres premiers qui permet de
coder et décoder les messages numérisés (internet, banque...). Il faut trouver des
nombres premiers, savoir les reconnaitre. Peut-on faire mieux qu’avec le simple crible
d’Eratosthene? O Analyse - Et pour Fermat?

Pierre de Fermat était fasciné par la proposition de Diophante :

«sis(n) = 1+2+---+2""1 est un nombre premier, alors 2"~ 1s(n) est un nombre
parfait »

Or s(n) = 2" — 1. 1l fallait savoir si ce nombre est premier. Les nombres premiers de
cette forme sont appelés les nombres de Mersenne.

En 1640, Frénicle de Bessy défie Fermat et lui demande de trouver un nombre parfait
de 20 chiffres environ.

Pour Fermat, il s’agit de trouver un nombre parfait compris entre 1029 et 1022, et donc
un nombre premier s(n) = 2" — 1 avec 1020 < 2771 (2" — 1) < 1022

Donc 1020 < 22771 271 <1922,

Or on sait qu’approximativement 210 =103,

Cela donne donc 1020 = 103° x 100 ~ 260 x 100 > 266 et 1022 = 1037 x 10 < 274,
Comme le premier ordre est donné par 22n=1 on trouve 66 < 2n—1 < 74, 33,5<n<
37,5.

Etdonc:34 < n<37.llya4 nombres 2" — 1 avec n € {34,35,36,37} et il faut savoir s'ils
sont premiers.
Remarquons d’abord que si n = ab n’est pas premier, par télescopage :

b-1
2ah_1:2ab_lh:(2a_1) Z 2ak

Ainsi, le seul possible serait 237 — 1.
Fermat affirme qu'il n’est pas premier! Comment s’y est-il pris?

[} Histoire - Nombres parfaits AP - |Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

Depuis I'antiquité, de nombreux mathémati-
ciens se sont intéressés aux nombres parfaits.
Ce sont les nombres égaux a la somme de leurs
diviseurs stricts (sans eux-mémes).

Ainsi 6 = 1+ 2 + 3 est parfait. C’est aussi le cas
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5.2. Enoncé et applications

Théoréme - Petit théoréme de Fermat (1640)
Pour p premier et n € Z, on a n” = n[p].
SinAp=1(.e. pnedivise pas n) , alors nP1l= 1[pl]

/“Savoir faire - Exploiter le petit théoréme de Fermat
11y a deux fagons d’exploiter ce théoréme pour un nombre N :
— Trouver une factorisation (plus exactement un facteur premier)
du nombre N de la forme a” — 1 (voir 'application qui suit)
— Montrer que le nombre N est probablement premier; dans ce cas
N joue le role de p (voir la remarque : nombre de Carmichaél)

# Application - 237 — 1 est-il premier?
Ici, on applique le théoréme de Fermat avec n = 2 et p, un diviseur premier (s'il existe)
de N=237-1.
On a donc

— pIN=2%"-1,

— mais aussi p|2”_1 -1(p#2,donc2Ap=1).
Alors Fermat affirme que 37|p - 1.

En effet, on considerele PGCD de37etp—1:r=37A(p—1).

Comme 37 est un nombre premier, alorsr=37our=1.
On applique I'identité de Bézout (modulo p) :

ol = 237u+v(p—1) = (237)u « (Zp—l)u = 1[p]

Lhypothese r = 1 est impossible : 21 =2 # 1[p].
finalement r = 37 et nécessairement 37|p — 1.
Puis comme p — 1 est pair, divisible par 2, donc p—1=2x37x g =74q.
Et finalement p = 74q + 1. Il faut cherche g € N.

- N
|5 Histoire - De la main de Fermat

« Tout nombre premier mesure infaillible-
ment une des puissances —1 de quelques
progression que ce soit; et I'exposant de la
dite puissance est sous-multiplie du nombre
premier donné —1; et, aprés qu’on a trouvé
la premiére puissance qui satisfait a la
question, toutes celles dont les exposants
sont multiples de I'exposant de la premiére
satisfont tout de méme a la question »

— 75 n’est pas premier. N\

— Il essaye donc avec 149 = 74 x 2 + 1 (nombre premier), cela ne marche.
— Il essaye ensuite le calcul (division) avec 223 = 74 x 3 + 1 (nombre premier) et
trouve

287 _1=223x616318177
@ Remarque - Réciproque? Nombre de Carmichaél

Malheureusement, la réciproque du théoreme de Fermat est fausse.
Il existe des nombres non premiers P tels que P|2P -2

34112341 _»

C’est le plus petit contre-exemple. On se restreint ici au cas n = 2.

Mais il y a pire, des nombres p, non premiers qui vérifient: ¥V a €N, pla? — a.
Ces nombres sont appelés les nombres de Carmichaél.
Le plus petit connu est p =561 =3 x 11 x 17.
On sait depuis peu (1994) qu'il en existe une infinité.

5.3. Démonstrations £& Représentation - Illustration de la démons-

Nous ferons plusieurs démonstrations. Chacune apporte un résultat mathé-
matique différent.

Démonstration
Si n est divisible par p, alors nP = 0[p] et n = 0[p], donc rn” = n[pl.
Supposons 7 non divisible par p.
Notons N=nx2nx3nx---x(p—1)n.
Considérons ry, le reste de la division euclidienne de kn par p. kn = ri[p].
— Le calcul direct donne N = (p—1)! x nP~1,
— Mais aussi d’apres l'arithmétique modulaire : N=ry x rp x--- x r_1 [pl.
— 1; #0, sinon: p|i x n, impossible : p premier, n non divisible par p et i < p.
— Orsirj=rj,ona(i-j)n=0[p], donc p|(i - j), car p est premier et ne divise pas n.
Ori,je[l,p—1],donci—je[-p+1,p—1]etainsii—j=0,ie.i=j.

tration
Danslecasde p=13 etn=31.
On a alors n = 5[13] et donc kn = ry. se voit sur

le carrelage (a=p=13,b=5).

On remarque alors que tous les restes sont ob-
tenus, et une et une seule fois

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
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Pour aller plus loin - Fécondité d’un théo-
réme

On peut choisir de mesurer I'intérét d’'un résul-
tat mathématique aux domaines touchés.

Le petit théoréme de FERMAT dont la plupart
des démonstrations datent d’EULER est assu-
rément un théoreme fécond. Chacune des dé-
monstrations présentés ici exploite une par-
tie différente des mathématiques : la struc-
ture du groupe (p—ZZ,x) pour la premiére, le
morphisme de FROEBENIUS : a — aP dans le
groupe (pLZZ,H pour la seconde. La troisieme
démonstration assez proche de la premiére ex-
ploite un raisonnement de type combinatoire.
La quatrieme fait le lien entre la premiére et
la troisieme. Elle montre mieux : le petit théo-
réme d’EULER, n®P) =1[p].

— Comme tous les i sont distincts, il en est de méme des r; dans [1, p —1].
N=(p-Dlp]
— Conclusion: nP L (p-1)1= (p-Dlp),ie plmP L -1) x (p-1).
Comme p premier, pour tout k < p, p A k =1 etdonc p|nP~1 - 1.
En multipliant par n : n?P = n[p]
O

Voici la premiére démonstration historique d’Euler et probablement de Leib-
niz :

Exercice

Considérons p un nombre premier.

1. Montrer que Yk € [1,p— lﬂ,pl(i)
2. V(a,b)€Z?,(a+b)P =aP +bP[p]

3. En déduire le petit théoréme de Fermat

Correction

1. Pourk#0,k#p:

! -1)! -1
k(”) :k%(p—k)!:p$ _p(” )

k k-Dip-1-k+1)! "|{k-1
Or le coefficient (zj) est un nombre entier, donc p divise k x (¥). Mais p premier, k < p,

donc d’aprés le premier théoréme d’Euclide : p divise (’Z)

2. Soient (a,b) € Zz, d’aprés le bindbme de Newton,

n
a+bn? =Y |P|a*bP~* = aP +0+bPp)
i=o\k
d’aprés 'arithmétique modulaire.
3. Démontrons maintenant par récurrence (sur n), le petit théoreme de Fermat.
Posons, pour tout n € N*, &, : « nP = n[p] ».
— 1P =1, donc 22, vraie.
— Soit n€N*, supposons &, vraie. On a d’aprés le résultat plus haut :

(n+1)P=nP+1P =n+1(p]
Donc &2, est vraie.

Remarque - Morphisme de Frobenius

Si p est premier, alors (a+ b)P = aP + bP [p] et (ab)P = aP bP.

Donc x — xP est un morphisme de corps %. C’est un morphisme de corps, a priori
non trivial (différent de 'identité). Il s’appelle le morphisme de Frobenius.

Autre méthode, par double dénombrement :

Exercice

Soit p un nombre premier et n, un entier quelconque.

Considérons un alphabet de 7 lettres.

1. Combien y a-t-il de mots (possibles) de p lettres avec au moins deux lettres
distinctes ? On notera N ce nombre.

2. On note %, la relation d’équivalence sur I'ensemble des mots de p lettres A =

ayaz...ap :
ARB<=3h|B=ap1ap42...apay...ay

(Il existe une permutation circulaire des lettres pour passer des mots A a B.
On peut aussi noter que A = A1Ay et B = Ay A1 avec A; premier sous-mot de
A de longueur h et A de longueur p — h.) Montrer qu’il s’agit bien d’une relation
d’équivalence.

3. Combien existe-t-il de mots différents dans chaque classe d’équivalence ?

4. On note H le nombre de classe d’équivalence avec au moins deux mots.
Quelle relation existe-t-il entre H, p et N?

5. En déduire le petit théoréme de Fermat.

Correction
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5.

. Iy a nP mots distincts, mais il y en n ayant exactement les mémes lettres.

Donc N =nP —n.

Elle est réflexive et symétrique clairement.

SiB=ap,1ap42..-apay...ap = b1 ...bp etC=Dbpy ...bpbl br=ap ..Apay...ag.p
(si h+ k > p, il faut prendre plutét b+ k —p.)
donc la relation est transitive.

Au plus, il y a p mots différents dans chaque classe d’équivalence : celui qui commence par
ay, celui qui commence par ay. .. par ap.
Supposons que A= B, avec A=ajay...ap et B=ap1app...apay ... ay.
Alors a; = ap; pour tout i € [1,p—hl et a; = ap, j_p pourtout je[p—h+1,p]
Puis, se crée alors un cycle de méme lettre (notons K sa taille) :

a1 =0Ap+l = A2p+1 =" = Akh+1(p) =" = AK-Dh+1[p) = AKh+1[p) = 41

Et finalement Kh+1 = 1[p] i.e. p divise Kh.
D’aprés le premier théoreme d’Euclide : p|K etdonc K=p :
toutes les lettres sont les mémes. Au final : ou bien les classes d’équivalence ne
contiennent qu’un mot : ceux avec une seule lettre, ou bien ces classes ne contiennent que
des mots différents, en nombre p.

Il'y a n classes avec un seul mot,
etily a H classes avec p différents.
Onadonc Hx p+n=nP

Donc p|nP —nie. n? = n[p]

La seconde démonstration d’Euler exploite (sans le savoir) un théoreme di
par la suite a Lagrange.

Cet exercice est un bilan algébrique de I'exercice précédent et de la premieére
démonstration.

Exercice

Soit p premier. Soit n € Z, supposons que p ne divise pas 7.
Notons r le reste de la division euclidienne de n par p.

1. Onnote G = ([1, p— 11, x). Montrer que (G, x) est un groupe
2. Montrer qu'il existe k € N tel que r¥ = 1[p]. On note kp = min{k e N | rk = 1[pl}

3. Montrer que Z : ab ssi ke Z tel que a = kb
est une relation d’équivalence.

4. Quelle est la taille de chacune des classe d’équivalence ?

5. On note H le nombre de classe d’équivalence. Montrer que p—1 = kg x h.
En déduire rP~1, puis le théoréeme de Fermat

Correction

1. D’aprés Bézout, il existe u, v € Z tel que ur +vp =1.
Donc ur = 1[p], quitte & prendre ug = u(pl], il existe up € G tel que ug x r = 1.
La stabilité par produit est simple.

2. {rk[p], k €N} c G est un ensemble fini, il a au plus p — 1 éléments.
Donc il existe k1 < k2 € N tel que rk1 = ke [pl, alors rke—k1 = 1[pl.

3. Ok
4. Chacune des classes d'équivalence a kg éléments.

5. Onadonc Card(G) = p—1 = H x ko, donc rP~1 = pHxko = (pkoyf = 1H — 1),
Enfin nP~1=rP~1 = 1[p] et I'on retrouve le théoréme de Fermat.

Pour aller plus loin - Théoréme d’Euler

En affinant ce dernier exercice, on montre que :
pourt>0,ntelquennt=1,alorsn?® = n[1],
avec ¢ (a) est le nombre de diviseur de a.

Pour cela on consideére le groupe des ¢(t) élé-
ments de [1, t — 1] inversible (i.e. premier avec
t).

On notera que si p est premier : ¢(p) = p—1.

En fait, si p est premier, on démontreque ro=p—-1et H=1.

6. Bilan

Synthese

~» Les nombres entiers relatifs sont les premiers objets reconnus comme
mathématiques rencontrés. Ils sont donc comme a la base du senti-
ment mathématique de tout apprenti mathématicien.

~» Plus généralement, au lieu d’étudier des nombres premiers relative-
ment a a, on peut étudier les nombres premiers relativement a tous les
nombres. Ce sont les nombres premiers, atomes minimaux des multi-
plications/divisions d’entiers.
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Nombres premiers

~+ Gauss a eu la merveilleuse idée de plonger Z dans des sous-ensemble
modulo le nombre a qui nous intéresse. Cela marche bien car la struc-
ture d’anneau est conservée, mais cela peut étre encore plus fort si a
est premier, car on crée une structure de corps! Avec cette facon de
penser, beaucoup de théoremes devient faciles a démontrer voire a
comprendre : c’est le cas du petit théoreme de Fermat.
Nous re-investirons ce point de vue lors de I’étude des polyndmes

~~ Nous terminons par I'étude hors-programme de quelques fonctions
arithmétiques. La motivation est la méme que celle pour les séries
génératrices. Il est