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Annexe A

Suite de variable aléatoire.
Convergence (HP)

Résumé -
Totalement hors-programme (sauf la loi faible des grands nombres, au pro-
gramme de seconde année, mais sans le vocabulaire bien adapté), on peut consi-
dérer cette partie comme une application des deux chapitres précédents.
Ce qui unit les différents résultats ici, est la notion de suite de variables aléatoires.
Et en particulier, la question de la convergence associée.
Plusieurs modes de convergence sont assez naturels, nous en proposons trois ici.
En seconde année, les différents modes de convergence de suites de fonctions sont
également un morceau important. On peut faire un parallele entre ces deux par-
ties.
C'est aussi l'occasion de revenir sur un résultat parachuté en terminale : le théo-
reme de Moivre-Laplace, conséquence d'un sommet des mathématiques : le théo-
réme limite central, mais qui nécessite, a notre avis de passer par un certain
nombre d’étapes intermédiaires (définition, vocabulaire, démonstration...), pour
vraiment comprendre ce que I'on manipule.
Quelques vidéos :
— Maths en téte : Alexandre Morgan - La dynastie des Bernoulli /| Maths C
qui?#10 - https :/lwww.youtube.com/watch 2v=jWut-6jBI3U
— Sur le Chemin des Maths - Histoire des Mathématiques 03 : Abraham de
Moivre de la loi binomiale a la loi normale - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=uLbPKe3LT28
— Statoscope - Convergence en loi vs convergence en probabilité -
https :/lwww.youtube.com/watch ?2v=901ves_L2eM
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Problémes

? Probléme A1 - 52 2

On a fait la représentation pour p = 0,6 et n = 20, n = 40, n = 160 et

n=2000:
, ..||‘
5 10 15 20 10 20 30

A A
20 40 60 80 100 120 140 500 1000 1500

Lexpérience montre que M, devrait tendre vers p, ce qu'illlustre le res-
serrement du pic.
Qu’en penser?

? Probléme A2 - Convergence (en loi)

En point d’orgue du programme de mathématique en terminale, figure
le théoreme de Moivre-Laplace.

Quel est sa sginification? Et comment se démontre-t-il?

11 s’agit d'une limite pour des variables aléatoires. Que signifie qu'une
suite de variables aléatoires convergent?

? Probléme A3 - Estimateur

Quel rapport entre I'espérance mathématique et I'estimateur d'une ex-
périence?
Lorsqu’on répeéte un grand nombre de fois une méme expérience, quels
sont les résultats qu’on obtient? Comment faire le lien entre
— la probabilité d'une variable aléatoire, souvent choisis comme
modele selon les symétries de I'expérience,
— son espérance mathématique
— lamoyenne expérimentale des résultats obtenus, lors de la répéti-
tion un grand nombre de fois de I'expérience associée ?
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2. Suite de variable aléatoire

2.1. Suite de variables aléatoires

La définition suivante est un rappel :

Définition - Indépendance pour une suite de v.a.

Soit (X,,) nen une suite de variables aléatoires définies sur (Q,P).

(Xn) nen est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
si, pour tout n € N*, les variables aléatoires Xj,..., X; sont mutuellement
indépendantes.

<*Heuristique - Cas classique

Tres souvent, n représente le temps.

On répete un certain nombre de fois une méme expérience élémentaire. On note Xy, le
résultat d’'une certaine mesure sur 'expérience k.

On obtient ainsi une suite de variable aléatoire.

Trés souvent, les expériences répétées sont indépendantes. On a alors une suite (Xj)
de variable aléatoire indépendante, identiquement distribué (notée « v.a.i.i.d.» dans la
littérature probabiliste).

C’est le cas par exemple lorsqu’on répéte une méme expérience en science physique. Le
résultat est d'une certaine facon une variable aléatoire (méme si son espérance est trés
précise...)

® Remarque - Cas classique (2). Q infini (dénombrable)

Il n’est pas rare que Q soit en fait infini, méme si pour tout n, X,, est définie
sur Q,,, un ensemble fini.

On aurait alors Q, = 7,(Q), oll pour @ = (@j)ien € Q, Tp((Wi)ien) =
(w1, w2,...04).

C’est hors programme de premiére année, mais pas de seconde année (donc
au programme des concours).

2.2. Exemples de convergence de variable aléatoire

© Remarque - Différents modes de convergence

Une des difficultés est qu’il existe des modes de convergence variés pour les
variables aléatoires. Ils sont plus ou moins «forts » ... Pour aborder ces diffé-
rentes notions, nous allons considérer une famille d’exemple.

7 Exemple - Variable de Bernoulli répétée

<*Heuristique - Convergence de variable aléatoire
Comment interpréter ce « devrait tendre » :
— Interprétation déterministe : pour toute réalisation w du hasard, on a M (w) — p.
Ceci est clairement faux. Dans (2, on a par exemple w tel que X; (w) = %(1 + (- 1)i)
(une fois sur 2 X vaut 0 ou 1).
— Interprétation forte : avec une probabilité égale a 1, la suite My, (w) — p.

P(lw | Mp(w) — ph) =1

1l s’agit de la convergence presque siiree que nous verrons plus loin.
Elle conduit a la loi forte des grands nombres.
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— Interprétation faible : 'ensemble des moyennes qui reste écartées de p de plus de
€ (quelconque) tend vers 0.

Ve>0, Plw||Myw)-pl>e)—0

11 s’agit de la convergence en probabilité que nous verrons plus loin.
Elle conduit a la loi faible des grands nombres.

Remarque - On notera l'interversion des € (et plus) entre les conver-
gences p.s. et en probabilité
Pour une convergence presque sfire, on a:

P({w|V eI Ne(w) |V n=Ne(w),IMy(w)—pl<e}) =1

ou en passant au complémentaire :

0 =P(0[VeI N QY 1> Ne(@), [ My(@) - pl<el
=P(fw|3e>0tq¥ neN,AN>ntq |My(w) - p|>¢€})

Ce qui peut s’écrire avec des suites extraites :
Plw|3e>0,3¢p:N—N /7 tqV neN,| My (w) - pl>e =0
Pour une convergence en probabilité, on a:
Ye>0, up(€):=Plw | IM,(w)-pl>€e —0

Ve>0,Va>0,INgtqV n=Ny luyle)l<sa

<*Heuristique - Convergence de loi (de var) (» convergence en loi »)
On peut s’intéresser a plus que la limite de Mj,. En effet, on peut s’intéresser aux fluctua-
tions autour de p. Léchelle de fluctuations de M, autour de sa valeur est de l'ordre de

I'écart-type: o(My) = gXi)
: n NGl
Pour comparer ces My, on s'intéresse donc a sa version centrée réduite : M; =
Sp—np
Vi/pa=p)

On ne peut pas espérer une convergence de variable, car les fluctuations restent impor-
tantes : de I'ordre de I'unité.

Mais on peut espérer une estimation de la répartition, ou encore une loi (limite) de proba-
bilité de la variable aléatoire de répartition.

On a donc besoin d’'une nouvelle notion de convergence : la convergence en loi. Le théo-
réme clé est alors le théoreme limite centrale.

3. Différents modes de convergence

On considere dans cette section des variables aléatoires réelles X7, X5,... X;,...
et X, toutes définies sur un méme espace de probabilité.

3.1. convergence presque siire

La premieére convergence dérive d'une convergence d’événements

Pour aller plus loin - Convergence naturelle
simple

Evidement la convergence la plus naturelle,

mais également trop rare pour étre rencontrée

est donnée par :

Y w, Xp(w) — X ()

Définition - convergence presque siire
La suite (X;,) converge presque siirement vers X si

P(lim X, =X)=P({0| lim X,(@) = X@)}) =1

On note alors X, 2 x.

Dans une remarque précédente, on a vu que I'étude de la convergence par
suite extraite pourrait étre intéressante.
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(Déﬁnition - Infiniment souvent
Soit w € Q, € > 0 et une suite Y;, de v.a.
On dit que | Y, (w)| > € infiniment souvent,
siil existe ¢ :N—N 7 telle que pour tout 1 € N | Yy ()] > €.
si{neN||Y,(w)| > €} n'est pas borné.
\L’e’vénement associé se note : [| Y| >€i.s.]

Proposition - Evénement équivalent
Pour tout w € Q, et tout € € R}

|Yp(w)|>eis. <=V neN,Ip=ntel que|Y,(w)l>e¢

Ainsi :

neN \p=n

weQ | |Vy(l>eist=) (U{wllYp(w)|>e})

Démonstration

*Heuristique - Réunion décroissante. Passage a la limite
Si on note Ay, I'événement U {w 1Yy ()] > €}
p=n
Alorswe Apy1 =3I p=n+l=n) telqueIYp(w)\ >e>wE Ap.
Donc Ay, +1 € Ap, i.e. la suite (A;) est décroissante.
N

Donc pour tout N € N, (] Ay = Ap. Pour passer a la limite, on utilise le théoreme de
n=1
convergence décroissante :

P Ap)= 1l P(A
(nDN g Ninfw “n)

Proposition - Critére équivalent a la convergence presque stire

La suite (X,;) converge presque siirement vers X
si et seulement si V € > 0, P(| X, — X| > ¢, infiniment souvent} = 0
si et seulementsi V € > 0, Al/i_r.r;OP(El n=zN||X,—X|>€)=0.

Démonstration
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/~Savoir faire - Démontrer une convergence presque siire
On exploite souvent le lemme de Borel-Cantelli.

En effet, il donne un argument de convergence infiniment souvent d’'une
probabilité

Pour aller plus loin - Réciproque?
Est-ce que la réciproque est vraie
P(Ay, i.s.) =0, alors ). P(Ay) converge?

nzngp
On a une condition suffisante : la suite (Ap)
est une suite d’événements indépendants. On
étudie les événements contraires

si

Pl U 4p| =1-P| U 4p
p=N p=N
-1-¢( 7]
p=N__
=1- [] P(4p)
p=N

Puis on compose par le In, comme on compare
série et produit infini

Théoreme - Borel-Cantelli
Soit (A;) une suite d’événements.
Si Z P(A,) converge, alors P(A,, i.s.) :=P({w |we A,is}) =0

nzngp

Démonstration

AP - Cours de maths MPSI 3 (Fermat - 2023/2024)



3. Différents modes de convergence

847

Lexercice suivant donne une application directe.
Exercice

Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuée admet-
tant un moment d’ordre 4.

n
On note Sy, = % Y X
k=1

En exploitant I'inégalité de Markov pour P((S, — p)* > €%), puis le lemme de Borel-Cantelli,
montrer que Sy converge presque sirement vers p = E(X;)

3.2. Convergence en probabilité

Définition - Convergence en probabilité
La suite (X;) converge en probabilité vers X si

Ye>0, lim P(X,-X|=¢)=0
n—-+oo

P
On note alors X;, — X.

/~Savoir faire - Démontrer la convergence en probabilité
Tres fréquemment, on emploie les inégalités de Markov ou de Bienaymé-
Tchebychev pour démontrer qu’'une suite de variable aléatoire converge
en probabilité vers une constante.

Proposition - Stabilité
q P P q ps ps
Si X, — XetY, — Y, respectivement X,, — XetY, — Y.
Alors pour tout a, BeR, a X, + Y, RN aX + BY resp.: 2 aX+pY.
Si g: R — R est continue alors g(Xj,) LN g(X) resp. : g(Xy) £ g(X)

La linéarité est assez simple a démontrer.
La composition par une fonction continue est plus compliquée... On I'ad-
met. (On pourrait utiliser 'image réciproque de tout ouvert est un ouvert...).

3.3. Lien entre ces deux convergences de variables aléatoires

Commencons par analyser un exemple.

§e Analyse - Une suite de variable aléatoire qui converge en probabilité
mais pas presque siirement.

Pour aller plus loin - Lien entre conver-
gence
Si (X,) converge presque stirement vers X,
alors (Xy,) converge en probabilité vers X.
Si (Xy) converge en probabilité vers X,
alors il existe ¢ //, (Xp(n)) converge
presque stirement vers X.
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Proposition - Implication des convergences

Si (X,) 25 X, alors (X,,) == X.

P Attention - Réciproque fausse
§La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple vu en

analyse

Démonstration

Toutefois, il y a presqu’équivalence;

Proposition - Condition suffisante pour I'implication réciproque

. P
Si (X)) — X,
alors on peut extraire de X,, une sous-suite convergent presque siire-
ment vers X. Autrement écrit :

39/ | Kpi) 2> X

On ne fait pas la démonstration.

3.4. Convergence en loi

Comme son nom I'indique, la convergence en loi indique que la suite des lois
de X,, converge vers la loi de X.
Lobjet n’est plus directement la variable aléatoire. ..

Définition - Convergence en loi (variable discrete)
On note E = U,en+ Xn(Q) U X(Q).
La suite (X;,) converge en loi vers X si

Vx€eE, lim P(X,=x)=P(X =x)
n—-+oo
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Si x ¢ X,,(Q), on note P(X;,, = x) = 0 et de méme si x ¢ X(Q2), on note
P(X=x)=0

£
On note alors X;, = X.

@ Remarque - Cas des variables continues

Lorsque X(Q) n'est pas dénombrable, mais un ensemble compact dans R Pour aller plus loin - Notation
(comme en terminale), on ne calcule pas P(X = x), celle-ci est toujours nul. On note avec une double fléche la convergence
Le calcul qui joue le role équivalent est donnée par la fonction de répartition : | jci pour souligner qu'il ne s’agit pas tout a fait

P(X<x) = fx f(odt des mémes objets que pour les convergences
—00 ) en probabilité ou presque sir

+00

Ainsi le calcul d’espérance de X est E(X) = f tf(f)dtaulieude Z kP(X =
—© keN
k).

Et de méme pour la définition de la convergence en loi :

-
Définition - Convergence en loi (variable continue)
On note E = Uuen: Xn(Q) U X(Q).
La suite (X},) converge en loi vers X si

V x € E (non discontinuité) , nlirP P(X,<x)=P(X<x)
—+00

1l s’agit de la convergence simple des fonctions de répartition. On note

£
alors X;, = X.
\ J

M Attention - Pas de structure algébrique
Considérons X et Y indépendantes qui suivent la méme loi binomiale
B(n, p).
Considérons pour toutneN, X, =XetY,=n-X.
Alors X, — %B(n, p) et Y,, — B(n, p).
Donc la convergence en loi de lim ¢ (X},) +lim » (Y},) — 2(2n, p).
Alors que X, + Y, = nalors donc lim ¢ (X, + Y;) — n.

Proposition - Stabilité

&
Si g: R — R est continue alors g(X,) = g(X)

Proposition - Convergence en probabilité implique la convergence en
loi
Supposons que la suite (X,;) converge en probabilité vers X.

Alors (X},) converge en loi vers X

On fait la démonstration dans le cas discret.

Démonstration
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Un exemple tres classique :

Proposition - Approximation poissonnienne

Notons X;, une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametre
A
(n) ﬁ)~

Alors X, = X, ou X — Z(]) laloi de Poisson de parametre A, c’est-a-dire :

k
X =N P(X:k):e*”

Démonstration

4. Loi (faible) des grands nombres et estimateurs

4.1. Lois des grands nombres

Théoréme - Loi faible des grands nombres

Soit (X;;) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme espé-
rance m et variance g2

n
Alors la suite M, = %Z X) converge en probabilité vers la variable
k=1
constante égale a m

Exercice
Ecrire ce résultat avec des €

Démonstration
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La loi forte des grands nombres existe (Kolmogorov) avec quasiment aucune
hypothese supplémentaire (mais avec une démonstration plus costaud!).

4.2. Estimateurs

«*Heuristique - Faire la moyenne
Ce théoréme est essentiel. Il affirme que si on fait une moyenne des résultats obtenus en
répétant une méme expérience aléatoire (des mesures apres une répétition d'une méme
expérience), alors celle-ci va converger vers I'espérance de la loi.
Une autre application est la suivante. On réalise un trés grand nombre de simulations
informatiques (avec Python), on fait la moyenne des résultats, et on obtient un résultat
mathématique précis. C’est la philosophie des méthodes dites de Monte-Carlo

Voila enfin démontrer la raison pour laquelle nous calculons les moyennes
des éléves. .. Mais il peut y avoir d’autres estimateurs.

*Heuristique - Contexte

On considere un phénomene aléatoire et on s’intéresse a une variable aléatoire réelle X qui
lui est liée, dont on suppose que la loi de probabilité n’est pas complétement spécifiée et
appartient a une famille de lois dépendant d'un parametre 6 décrivant un sous-ensemble
© € R. Le parametre 6 est une quantité inconnue, fixée dans toute 1'étude, que '’on cherche
a determiner ou pour laquelle on cherche une information partielle.

Le probleme de I'estimation consiste alors a estimer la vraie valeur du parametre 6 (ou
de g(0) -fonction a valeurs réelles du parametre 0), a partir d'un échantillon de données
X1,...,Xp Obtenues en observant n fois le phénomene. Cette fonction du parametre repré-
sentera en général une valeur caractéristique de la loi inconnue comme son espérance, sa
variance, son étendue...

Définition - Estimateur de g(0)

Un estimateur de g(f) est une variable aléatoire de la forme T, =
D(Xq,...,Xp).

Laréalisation ®(xy, ..., x,) de 'estimateur T}, est!’estimation de g(@). Cette
estimation ne dépend que de I’échantillon (x1, x, ..., X)) observé.

4 Exemple - Moyenne

( )
Définition - Biais et estimateur sans biais

Si pour tout 0 € O, 'estimateur T, admet une espérance, on appelle biais
de T,, en g(0) le réel
bg(Ty) = Eg(T,) — g(6)

Lestimateur T, de g(0) est dit estimateur sans biais si pour tout 6 € ©,
\Ee(Tn) =g(0).

J

[\ Histoire - La loi des grands nombres et Phis- )
toire des probabilités

On pourrait faire un cours de probabilité en

suivant le fil de I'histoire et comment les ma-

thématiciens ont, depuis Jacques Bernoulli,

eu comme unique mission d’alléger les hypo-

\théses de ce théoréme ou de le rendre plus fort)
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Définition - Estimateur convergent

Une suite d’estimateurs (T,),>1 de g(8) est convergente si pour tout 6, la
suite (T,) =1 converge en probabilité vers g(0).

Par abus de langage on dit rapidement que |'estimateur est convergent.

Exercice

On considere une suite (X;) de variables aléatoires indépendantes qui suivent toute la
méme loi de Benoulli de paramétre p.

Et 'on cherche un estimateur de la variance V de cette loi.

1 n
1. Onconsidére My = = Y Xj.
=1

Montrer que M}, est un estimateur sans biais de p.
Est-il convergent ?

1 n
2. On considére Vi, = — Y (X — Mp)?.
n
k=1
V,, est-il un estimateur sans biais de V' ? Sinon calculer biais.
Est-il convergent ?
- 1 & 2
3. On considere Wy = —— Y (X —Mp)©.

-l

Wy, est-il un estimateur sans biais de V ? Sinon calculer le biais.

5. Théoreme limite central

5.1. Rappels sur laloi normale

On a besoin de quelques rappels de terminale sur la loi normale : Lorsque
X(Q) est un intervalle de R, nous devons penser autrement les lois de pro-
babilité. On exploite les fonctions de répartition et non les lois; la notion de
densité devient alors importante.

( N\
Définition - Variable aléatoire a densité

Une variable aléatoire continue X est définie a partir d'une densité f
vérifiant :

— [:R—R"*

— [ est continue par morceaux sur R

y +00
— lim f f()dt =1. Ce nombre est notée f f(nde.
X——00,y—+00 J —00

On a alors

X b
P(X<x) =f fodt P(X € [a, b)) =/ fde

Par ailleurs, si «les intégrales suivantes sont convergentes » (i.e. les limites
existent) :

+00 +00
E(X) :f tf(ndt E(p(X)) :f e f(Hdt Var(X) = E(Xz)—E(X) I
\ > > J

4 Exemple - Loi exponentielle

Un exemple classique de loi a densité :

AP - Cours de maths MPSI 3 (Fermat - 2023/2024)



5. Théoréme limite central

853

-
Définition - Loi normale
Pour tout g € R, o2 > 0, la fonction

(r—p)?
202

Spozit— exp(—

1
Van
est une fonction de densité.

On dit qu'une variable aléatoire X qui admet pour densité f,, ;> suit une loi
normale (ou gaussienne ou Laplace-Gauss).
On note X — A (u, a?).

 Onaalors E(X) = et Var(X) = o?

e Remarque - Convergence en loi pour les variables a densité
Nous venons de I’écrire : pour des variables a densité, on exploite plus les lois
mais les fonctions de répartitions.

La convergence en loi s’écrit donc autrement dans ce cas la

Définition - Convergence en loi
On suppose X (Q2 et X;,(Q2) cR.
La suite (X)) converge en loi vers X (a densité) si

V xeR, lim P(X,<x)=P(X<ux)
n—+o0o

5.2. Enoncé

11 est trés général, il est plus large que la loi des grands nombres mais ne
donne une convergence «qu’en loi»

Proposition - Théoréeme central limite
Soit (Xj)nen* est une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi, admettant une espérance m et une variance o2 non nulle.

B SRR,
Notons X,, = ———

— X,—m . .
et X, = Vn ( L ), variable aléatoire cen-
o
trée et réduite.

= . . 2 . . .
Alors (X, ) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi nor-
male centrée réduite.

<
X5 = A (0;1)

Nous n’en ferons pas de démonstration. Il nous manque quelques outils...
Insistons : ce résultat est indépendant de la loi suivie par X, !
On peut par contre 'appliquer afin d’obtenir :

Théoréme - Théoréeme de De Moivre-Laplace
Soit p €]0, 1[ et S;, une suite de variables aléatoires telles que S, — %B(n, p).
Alors pour tout réel x,

P( Sp—np

1 X 2
— " <x| — —f e Tdr
V/np(d—p) n—oo /271 J oo
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Démonstration

5.3. Intervalle de confiance

<*Heuristique - Fluctuations autour d’'une valeur estimée
Lestimateur théorique, basée ensuite sur des mesures, donne une estimation d'un para-
meétre g(0). Mais parfois, on souhaite plutét une connaissance des fluctuations autour de

la valeur limite. La convergence en loi joue un peu ce role comparée a la convergence en
probabilité.

On peut donc espérer élargir la notion d’estimateur a I'aide du théoréme limite central ou
le théoréme de De Moivre-Laplace sil’on se concentre sur des variables de Bernoulli.
C’est la notion d’intervalle de confiance qui joue se role

On notera que I'intervalle de confiance est une variable aléatoire, c’est ce qui
le différencie de I'intervalle de fluctuation (aux bornes fixées).
Le principe est le suivant :

(- )
Définition - Intervalle de confiance
Soit (X;;) une suite de variables aléatoires indépendants de méme loi ad-

mettant un moment d’ordre 2. Notons m = E(X) et 02 = Var(X;).
n

M, =— Z Xy est un estimateur de m.
n
k=1
Soit a > 0, unrisque. Lintervalle de confiance au risque a est défini comme

€O'M+€0'
NN

koil € est définie par P(|N| >¢€) = a, avec N — A (0;1)

In(w) = [Mn -

Remarque - €?

€ €
P(|N| >e:1—f n(t)dt:1—2f n(t)dt, car n est paire.
0

—€

2
ol N est la primitive de n, strictement croissante (car n > 0) et continue donc
bijective

l1-a af(1-«a
DoncP(|N|>e):a<:>N(e):T@e:N

Proposition - Encadrement de m
Avec les hypothéses de la définition, on a

+€
P(meI,) — ndt=1-a

—€
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Démonstration

Pour des exercices, voir le cours de terminale.

6. Bilan

Synthése

~» La convergence simple des suites de fonctions (X,) n’est pas satisfai-

sante (trop exigeante) pour |'étude des suites de variables aléatoires. Il
suffit de se contenter de convergence sur des parties de Q2 de mesure
égale a 1, donc des convergence presque siiree. Voire une convergence
en probabilité. Ces convergences ne sont pas sans lien.

On associe a ces convergences les convergentes fortes (p.s.) ou faibles
(en P). Par exemple les lois des grands nombres ou la convergence
(faible) d’estimateurs..

On peut aussi s’intéresser aux lois des variables aléatoire et voir si
ces fonctions convergent. Cela donne une convergence en loi, en réa-
lité indépendante des variables d'une certaine facon. Une application
classique estle théoréeme central limite dont une des conséquences est
le théoreme de Moivre-Laplace vu (trop rapidement) en terminale.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Démontrer une convergence presque siire
— Savoir-faire - Démontrer une convergence en probabilité

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
i.s. o fixé. On a la propriété (X, (w)) infini- Equivalenta3¢p :N—-N / telVneN, {ow | P Xp(w) i.s} =
ment souvent si {n € N | 2(X, (@)} nest P (Xp(n) @) N U @l 2Xp)}.
pas borné neNp=n
.S.
(Xn) P X La suite de v.a. (X;) converge presque si-  P( liIP X,=X)=1
rement vers X fimreo
(Xn) i» X La suite de v.a. (X;) converge en probabi- Ve>0, liIP P(X;,-X|=¢)=0 (Xn) P X = Xn) N X. On ex-
lité vers X e ploite souvent I'inégalité de B.T.
.
Xpn) =X La suite de v.a. (X;) converge en loi vers X (Cas au plus dénombrable) : Vx € E, Utilisation pour l'approximation

lim P(X;=x)=P(X=x)
n—+oo

poissonnienne ou le TCL.

Retour sur les probléemes

A.18 Ici on a une convergence faible, comme un estimateur. C’est (au
moins) la loi faible des grands nombres. Mais la loi forte peut égale-
ment s’appliquer.

A.19 Gros morceau du cours hors-programme. Si les démonstrations ont
échappées au lecteur, on espére au moins que les notions ont été
comprises en profondeur!

A.20 Méme réponse qu’a la question précédente.
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