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Chapitre

Calculs polynomiaux

@Résumé -

Nous cons l'année en revisi U'histoire de la résolution des équations
pol) iales. On d pelle ainsi quelques bases essentielles pour la suite :
existe-t-il un moyen pour résoudre toute équation polynomiale, on verra que
Uimportant est de pouvoir factoriser; que nous dit la géométrie des équations
polynomiales; que nous dit l'analyse pour une résolution (approchée) d'une équa-
tion polynomiale.

Ce sera l'occasion de mettre en place quelques définitions et de nombreux savoir-
faire. Comme chaque chapitre, celui-ci commence par des problemes ouverts.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet. A visionner a loisir :
— Mathieu Bautista - Lhistoire du x. https ://www.youtube.com/watch 2v=AW7uNg9IRLCs
— MicMath - Conique a la plage. https ://www.youtube.com/watch 2v=eFPhYYKCyFc
— ElJj- Différence équations et fonctions. https ://www.youtube.com/watch ?v=sJKjFgtIBKY
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Calculs polynomiaux

1. Quelques problémes

1.1. Probléemes

? Probléme 1 - Kwarizmi
Résoudre, comme El Kwarizmi, I'équation x2+10x =39 en n’exploitant
que des méthodes géomeétriques (calcul d’aire, nombres positifs....).
On commence par considérer un carré de coté x et deux rectangles de
cOtés x et 5. On compleéte. ..
Adapter la méthode pour résoudre x> +21 = 10x.
Que pensez-vous de la nature des nombres a, b ou ¢ si I'on souhaite
générer la méthode pour résoudre 1'équation associée au trinome du
second degré : ax?+bx+c=0

~

Probléme 2 - Mauvais vers italiens

« Tartalea exposa sa solution en mauvais vers italiens » (Lagrange,
Oeuvres, 1795).

11 existe une méthode (Tartglia-Cardan) pour résoudre les équations de
degré 3 (voir cours). Comment pouvait-on I'écrire alors qu'’il n’existait ni
le symbole =, ni les notations x?...2

2 Probléme 3 - Tartaglia et Cardan
Trouver toutes les solutions de I'équation x3 +6x = 20, avec la méthode
de Tartaglia et Cardan, en posant x = u — v et en exploitant les symétries
du probléme (on peut résoudre : 1* — 13 = ... et udv® = ...).
Et pour une équation de type ax® + px+q = 0?
De méme donner les solutions de I'équations x* + px®>+1=0.

? Probléeme 4 - Polynome de degré 2 et représentation gra-
phique
Représenter la courbe d’équation y = ax? + bx + c.
On fera la différence entre a > 0 et a < 0. On notera en particulier les
coordonnées du sommet

? Probléme 5 - Chercher a coté. ..
Sionsait que f(xg) = 0,001, quelle stratégie mettre en place pour trouver
une racine de f? On peut chercher du c6té de xy, pas trés loin. ..

? Probléme 6 - Formule de Taylor et développement limité
Soit f:x— ag+ a1 x+---+ a,x", une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout k € N, exprimer f”‘) (0) en fonction des nombres (a;) qui
définissent la fonction polynomiale.
f®(0) est la valeur en 0 de Ia ke dérivée de Ia fonction f.
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1.2. Vocabulaires et contextes

Principe : On appelle équation, une relation calculatoire avec des objets in-
connues i.e. a expliciter, définies a partir de cette (ces) relation(s) calcula-
toire(s).

Définition - Résoudre une équation

Soit E un ensemble (souvent E = R ou C ou R”..., mais pas uniquement).
Soit une application f: E — F et be F(= R ou C ou autre).

On dit qu’on résout I’équation f(x) = b, d'inconnue x € E, lorsqu’on trouve
tous les «nombres » x € E tel que f(x) = b.

On parle d’antécédent de b par f

@ Remarque - Il n’existe qu'une méthode infaillible pour résoudre une
équation : Faire I'essai.

Soit xq € E. Alors (calcul) : f(xp) =....

Sila réponse est b, on a trouvé une solution. Sinon, on essaye a nouveau.

Mais cela est souvent long, surtout si I’ensemble E est infini...

Autre question : pourquoi se concentrer (uniquement?) sur des équations
polynomiales?

2. Equation polynomiale. Algébre et géométrie

La motivation historiquement premiére est la motivation ludique. La plupart
des résultats ici a été obtenu dans le cadre de joutes mathématiques, de défis
sil’on préfere.

Les révolutions successives qui marquent la mathématiques européennes
consistent souvent en l'installation de nouvelles notations. Cela crée des
ponts!

2.1. Révolution 1: Viete

Algebra Nova

~*Heuristique - Généraliser avec des lettres
FRANGOIS VIETE a I'idée fondamentale d’écrire des lettres A, B,C,... X pour les inconnues
et les données d'un probléme (ie. les connus!) et de faire les calculs algébriques. Dés lors,
aucun probléme des anciens Grecs ne semble résister au schéma :
Probleme mémesleres  Probleme  catcuss
géométrique —_ algebrique — Solution
et Viete écrit en majuscules : « NVLLVM NON PROBLEMA SOLVERE ».

Saut historique et définition

Définition - Fonction polynomiale (d’une variable)
On dit que f : R — R est une application polynomiale s’il existe n € N et
ap, ay,...an € R (voire C) tels que :

n
pour tout réel x, f(x) est obtenu par le calcul Z ukxk.
k=0
n
Onnote f:x— Y arx*.
k=0

@Pgur aller plus loin - Des tortues a I'infini
Les mots application (ou fonction), R, C... se-
ront définis (légalisés) plus tard dans I'année
ou plus loin dans le polycopié.

|&) Histoire - Algébre spécieuse

MONTUCLA dans Histoire des mathématiques :
«1l est peu de mathématiciens a qui I'algébre
doive plus qu’a cet homme célébre... On doit
d’abord a M. Viéte d’avoir établi I'usage des
lettres pour désigner, non seulement les quan-
tités inconnues, mais méme celles qui sont
connues, ce qui fit donne a son algébre le nom
de spécieuse, nom qu'’elle a gardé longtemps,
a cause que tout y est représenté par des sym-
boles...

C’est nous osons le dire a ce changement que
l'algébre est redevable d'une grande partie de
ces progres. »

Comment énoncer aisément la régle du discri-
minant sans les lettres a, b et ¢ ?
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Calculs polynomiaux

e Remarque - Un unique type de calcul, pour tout x

C’est toujours le méme calcul : une combinaison linéaire des puissances de x qui

donne le valeur de f(x).

Cette définition au cas de plusieurs variables (a avoir en téte en particulier

pour les manipulations)

Définition - Polyndme de plusieurs variables
On appelle fonction polynomiale de p variables (abrégé ici en « polynome
de p variables ») une fonction de la forme :

14

ki

fpi@u X, Xp) = Y akkyk, [ X
(k1. kp)ENP i

la somme étant finie (nombre de termes est fini) ou Y [kl,...kp) e NP,
Ak ky,...k, ER (OUC);

1l s’agit d’'une combinaison linéaire finie de puissances entiéres des incon-
nues réelles (ou complexes) xi,... Xp-

La somme et le produit de deux fonctions polynomiale est une fonction
polynomiale.

On appelle degré de fp, le nombre max{k; + ko + -+ + kp | a, k,,..k, # 0}. Si

f n'aqu’une variable, deg(f) = max{n € N, tel que a, # 0}.

@'XF 1 -f:(x,y,z)—»3xzy—2xyz—)cz2

| Histoire - Frangois Viéte

Frangois Viéte (1540-1603), n'est pas un ma-
thématicien professionnel, mais un avocat.

Néanmoins, il sera le représentant frangais des
joutes mathématiques (cryptanalyse) avec les
italiens ou les anglais. Il est célébre pour son
algebre nouvelle ot il est le premier a exploiter
les lettres pour décrire les nombres dans des
équations. Ce point de vue est révolutionnaire!

11 s’agit d'une fonction polynomiale de trois variables, de degré 3.

Vocabulaire

On donne un peu de vocabulaire et une notation bien pratique, méme si

historiquement cela s’est fait beaucoup plus tardivement...
ye Analyse - Unicité d’écriture

n m
Considérons deux fonctions polynomiales f: x — z akxk etg:x— Z bkxk.

=0 =0
Supposons qu'il s’agisse bien de deux écritures différentes, donc {1 € [[0, max(n, m)]l | aj, #

by} est non vide.

Comme tout ensemble inclus dans N, fini (ou majoré) et non vide, il admet un plus
grand élément, notons le h.

On a donc pour tout x e R :

h-1
00— g0 = (a—bpx"+ Y (@ - bp)xk
i=o

On veut montrer que f # g, ie : 3 xg € R tel que f(xg) # g(xp).
— Méthode 1 (réflexes de terminale) :
xﬁToof(x)—g(x) = signe(ay—by)oo et f—g est continue, donc nécessairement
ie:3 xp € R tel que f(xp) — g(xp) #0.
— Méthode 2 (méme chose mais redémontré). On note ¢y = ay — by.

F) -8 hl g
2 —ap—bp+ —_—
o h=Ph kgo hk
Ck
Pourtout k€ [[0,h— 1], = — 0.
xh—k x—+oc0
_Ck_

Clan- hh"
xh—k

Il existe donc Xy € R} tel que V x = X, <=

1l suffit de prendre Xz = "{/2h Et donc pour x = X :=

1an=by
max(Xo, X1, Xp—1) (inégalité triangulaire) :

B hf lap = byl _ lap = byl
= 2

f-gw Rl
T—mh-bh)' ’kgothk
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Ainsi, comme || < f < -f<a<f,onadoncpourx=>X:

lap=bpl _ f¥) -8 |ay, - byl
Tz ST b T
Etdoncsiahfbh>01m);hgmg,%%b;br(ah,bh):Jrah;bh>
x
EtSiah*bh<0:Mswﬂuh—bhhfbh_uh<0
xh 2 2

Ainsi, par contraposée : si deux écritures polynomiales donne une méme

fonction, c’est nécessairement la méme écriture!

Définition - Degré et [f];
Soit f une application polynomiale. Alors son écriture est unique.
Ainsi, il existe un unique n € N et un unique (n + 1)-uplet de réels

n
(ag, ay,...,a,) tels que f:x— Y arx®.

k=0

Le nombre entier n s’appelle le degré de la fonction polynomiale f.

anx" s'appelle le terme dominant de la fonction polynomiale f.

Et on aura pour habitude de noter [f], le k coefficient a; (devant x¥) dans
I'écriture de f.

2.2. Révolution 2 : Descartes

<*Heuristique - Algebre et géométrie
La motivation est ici GEOMETRIQUE. Une nouvelle fagon de concevoir le probleme est
de maintenant lui donné un sens géométrique et en particulier de donner a R le sens du
continu (comme une droite) et a f(R) une déformation continue de R.

Représentation graphique

En mathématique, 'apport principal de Descartes a consisté a donner une
vision géométrique a l'algebre et une approche calculatoire a la géométrie

(de l'ordre de la précision du langage). C’est une véritable révolution.
Ce qui suit reste vrai méme si H n’est pas poiynomiale.

Définition - Graphe dans R*

Soit H:R? — R.

On note 'y = {(x,y) € R? | H(x, y) = 0}, une sous-partie de R?.
On dit que H(x, y) = 0 est une équation du graphe I'.

Sans condition supplémentaire sur H, I peut étre trés variés.
7 Exemple - Folium de Descartes

DESCARTES et ROBERTVAL ont étudié dans leur correspondance la courbe % d’équa-

tion x3 + y3 —3xy = 0 (cubique).
Sa représentation graphique est dans la marge.

Définition - Exemple. Graphe d’'une fonction
Si f: R — R, on appelle representation graphique de f (ou graphe de f), la
courbe € d’équation y = f(x)

@Pﬂur aller plus loin - Notations

Les notations x°... a été popularisé par Des-
cartes (avant on écrivait simplement xxxxx).
Le symbole = a été popularisé par Leibniz
(avant on écrit adeq).

@ Représentation - Folium
2
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Dans ce cas H : (x,y) — y— f(x). Une telle courbe ne peut «revenir en ar-
riere ». En effet, cela signifierait qu'un nombre x, aurait deux images.

Représentation des fonctions polynomiales...

<*Heuristique - Réprésentation
La représentation d’une fonction polynomiale x — ZL‘:O akxk est continue.
Cette fonction polynomiale est de degré n, donc admet au plus n racines (de 1'équation
polynomiale).
Par dérivation (que I'on expliquera plus loin), il y a également au plus n sens de variation
différents. ..

Exercice
Donner I'exemple d’une fonction polynomiale de degré 4 n'ayant que deux sens de variations
différentes

Correction

x— x%, tout simplement

Exercice

Quel est le degré (minimal) de la fonction polynomiale dont la représentation graphique est

donnée par :

Correction

C’est un polynéme de degré impair.

Le terme dominant est nécessairement négatif (dominant en +oco).
Il'y a 3 variations, donc le degré est au moins 3.

(Ici, il s'agit de x— x% + x3 +2x% —x+1.)

Calculs algébriques et symétries géométriques

Proposition - Translation

La courbe I' présente une invariance par translation de vecteur u = T_i.,
si et seulement si, on al’équivalence: H(x,y) =0<= H(x+ T,y) =0

@ Remarque - Qui sont x et y?

Est-ce pour tout x, y ou avec I'existence d'un x et d'un y?

Cela doit étre vrai pour x et y dans I'ensemble de définition, puis x + T doit y appar-
tenir également...

7 Exemple - Graphe d’une fonction

Dans le cas particulier d’'une fonction, €y présente d’une invariance par translation
de vecteur 7 = T 1 si et seulement si V x € @f, f(x+T)= f(x). On dit que f est T-
périodique.

En particulier cos ou sin sont 27z-périodique.

¥ Analyse - Symétrie axiale, centrale

Sila courbe présente une symétrie axiale autour de I'axe x = xo.

Alorsona H(xg+x,y) =0 H(xp - x,y) =0.

En posant x’ = xg + X, on trouve xg — X = xo — (x' — xp) = 2xp — x'.

Ce qui donne I'équivalence suivante : H(x,y) =0 <= H(2xp - x,y) =0.

La réciproque est vérifiée.
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Proposition - Symétrie axiale
La courbe I' présente une symétrie axiale d’axe x = xp,
si et seulement si, on al'équivalence : H(x,y) =0 <= H(22x9—x,y) =0

7 Exemple - Graphe d’une fonction

Dans le cas particulier d'une fonction, € présente d'un symétrie axiale d’axe x = xp
si et seulementsiV x € Qf, f2x0—x)=f(x).

En particulier pour xo = 0. On dit alors que f est paire (comme x — x?). Une
symétrie centrale de centre My(xy, o) est la composition d'une symétrie
d’axe x = xp et d’axe y = yp.

Proposition - Symétrie centrale
La courbe I présente une symétrie centrale de centre M (xy, o),

si et seulement si, on a I'équivalence : H(x,y) =0 < H(2xy— x,2yp —
»=0

4 Exemple - Graphe d’'une fonction

Dans le cas particulier d'une fonction, €y présente d'un symétrie centrale centrée en
My (x0, yo) si et seulement si V x € @f, fQRxo—x)=2yy—- f(x).

En particulier pour xg = yp = 0. On dit alors que f est impaire (comme x — ).

Une astuce pour le calcul

De maniéere générale, on ne démontre pas un résultat de calcul par une
exploitation graphique, mais cela permet largement de vérifier une série de
calculs.

°¢"Truc & Astuce pour le calcul - Transformer le résultat d’un calcul en une
représentation visuelle
Depuis Descartes, I'algebre et la géométrie sont totalement liés et il est
possible de passer « du diable de l'algebre a I'ange de la géométrie »
(Hermann Weyl).
11 est donc important de savoir faire cette transformation : donner du
sens géométrique a un calcul algébrique. On peut ainsi anticiper ou
vérifier un résultat.

Exercice
+y?+2x-2y

admet exactement deux solutions.
2+ y2 —4y+3

Montrer que le systéme {

Correction

Ces équation s'écrivent : (x + 12+ (y— 1N2=2et 2%+ (yfz)2 =1 Il s'agit de l'intersection du cercle
de centre (—1,1) de rayon v/2 (qui passe par O) et du cercle de centre (0,2) et de rayon 1.

Le changement de registre ici est une force si on sait bien ’employer, mais
aussi un gros probleme pour les éléves bloqués dans leur registre.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Avec des fonctions

Le calcul sur les fonctions est a I'intersection du calcul algébrique, du
calcul graphique, du calcul différentiel et intégrale, du calcul de limites. ..
Les probléemes ol interviennent ces fonctions sont aussi tres variés, et il
n’est pas rare de voir des changements de registre, d’'un domaine al’autre
dans une méme probléme! Il faut avoir un esprit bien souple...

C’est tout particulierement le cas de I'étude des polyndomes (oit 'on
bascule facilement d'un domaine a I'autre).
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Exercice
Démontrer que le polynéme x3+3x -1 admet une unique racine sur R
Correction

Il ne faut surtout pas factoriser, mais faire I'étude de la fonction f : x — x3 +3x -1, dérivable et
finalement strictement croissante. Elle admet une unique racine sur R (théoréme de la bijection).

3. Opérer (=calculer) avec des polyndmes

3.1. Développer
Stabilité

On commence par le développement, c’est a priori plus simple car c’est une
opération mécanique.
A ce stade, c’est surtout la pratique qui justifie le théoréme suivant :

Théoréme - Stabilité
Laddition, la soustraction et la multiplication de deux (ou plus) fonctions
polynomiales donne une nouvelle fonction polynomiale.

Exercice
Soient f:x—2+x—x2+3x3 et g: x— 1+x—x%+ x* définies sur R.
Evaluer, pour tout x € R, (f + g)(x) et (f x g)(x)

Correction

f+g:x—3+2x—2x%+3:% + x4

fxgix—2+3x—2x2+x% +6x%.

Un peu plus théorique :

Exercice

Soient f:x— ag+ayx+---apx" et g:x— by + b1 x+...bpyx™ définies sur R.
1. Evaluer, pour tout x € R, (f + g)(x) et (f x ) (x).
2. Exprimer alors, pour tout k € N, [f + gl en fonction des [f]; et [g] .

3. Exprimer alors, pour tout k € N, [f x gl en fonction des [f]; et [g] ;.

Correction

1.
2. Ontrouve [f + gk = [f1k + [g]k, et de maniére générale, cette opération est linéaire.

3. On ale produit de Cauchy : [f x glj = ):fzolfli[glk,,‘ =Xi+j=klf1ilg]}, valable méme si
les coefficients sont nuls.

Développer malin

Mais il existe plusieurs fagons de développer un produit polynomial. Cer-
taines sont plus intelligentes que d’autres. ..

Exercice

Développer (a+ b+ o3

Correction

La solution sera de la forme ZAi,j,kaibjck avec i + j+ k = 3. Reste & trouver la valeur de A; j -
Pour obtenir, par exemple, le nombre Ay,1,1, il faut prendre un @, un betunc,ilya3x2x1=3!=6
possibilités.

Pour obtenir, par exemple, le nombre Aj 2,9, il faut prendre un a, deux bet0 c,ilya3x1x1=3=3
possibilités.

Ensuite il y a une symétrie entre a, b et ¢ qui commutent : Ay 29 = Ag2,1 =
Finalement : (a+ b+ ¢)® =6abc +3(a®b+ a’c+b?c+b*a+c*a+c*b)
Exercice

On admet que (a+ b)* = a* +4a3b+6ab? + 4ab® + b*.

En organisant convenablement votre calcul (a + b)°, trouver comment passer des coeffi-
cients (1,4,6,4,1) de (a+ b)* a ceux de (a+ b)°.

Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? En déduire la formule générale qui donne une ex-
pression de (a+ b)™.

Ao2-
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Correction
(a+b)° = (a+b)*(a+b) = ala+b)* + ba+b)*
= a® +4a*b +6a°b? +4a*b® +ab*
+a*b +4a®b? +6a%b® +4ab* +b°
= 1+0a® +@+a*h +6+4)a’h®  +@+6)a’h®  +(1+4)ab’  +0+1)b°
= a® +5atb +10a%p? +10a%b% +5ab* +b°
On retrouve le triangle de Pascal : de (1,4,6,4,1) a (1,5,10,10,5,1)... Cela ne fait pas une démons-

tration mais permet d'anticiper, comprendre, retenir la formule du binme de Newton :

n_ s 1) kpn-k
(a+b)" = Z b a*b’
k=0

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Anticipation

11 s’agit de ne plus étre a chaque instant derriére son calcul, mais bien
en avant!. Il s’agit bien la aussi de voir quelque chose. .. Lorsque le calcul
demandé est ouvert (on ne donne pas une forme fermée : montrer que
A = B), il faut savoir vers ou1 I'on va.

Par exemple, lorsqu’on dérive une fonction, ce qui nous intéresse sou-
vent c’est de connaitre son signe. Il faut donc donner une forme factori-
sée...

Exercice
On peut exprimer de 3 fagons différentes A= f(x) = (3x2+8x—1)— (x% +3x—4). Associer
chacune de ces expressions a I'exploitation qu’on peut en faire.

A=2x2+5x-3 étude du minimum de f
A=—6+3(x+1)+2(x+1)? développement limité de f en —1
2
A=2(x+3] -4 étude du signe de f
A=x+3)2x-1) étude du polynéme f
Correction
A=2x2+5x-3 — étude du polynéme f
A=-6+3(x+1)+2(x+1)2 —  développement limit¢ de f en —1
2
A=2 (x+ %J - % — étude du minimum de f
A=(x+3)(2x-1) — étude du signe de f

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Reconnaissance de formes
En visualisant les formes dans les formules, il est plus aisé de garder en
mémoire le calcul effectué (pour le retro-controle) et surtout, il est plus
aisé de savoir dans quel ordre faire le calcul de manieére a étre efficace :
ne pas se tromper et agir rapidement.

Exercice

Démontrer :

4[(a® - b?)cd + (¢ - d?)ab)? + [(a% - b?)(c? — d*) —4abcd)? = (a® + b%)?(c? + d?)?
On pourra y voir la forme A= BZ-C2...

Correction

Notons B = (a + b?)(c? + d?) et C = (a® - b?)(c? — d?) - dabcd. Alors

B2-C?=(B-C)(B+C)
= [(@®+ DA (2 + d?) — (a? - D) (2 - d?) + 4abcd] [(a® + DA (2 + d?) + (a? - b) (2 - d?) — 4abed)
= [2a?d? +2b%? + 4abed) [2a% 2 + 2b%d? + 4abed) = 4[(ad + bo)?] [(ac - bd)?]

On reconnait une fois E2 + F2 + 2EF et une fois F2 + G? — 2FG. Donc

B2—C2 = 4((ad + be) (ac—bd))? = 4(a2dc+c2ab—b2cd—d2ab)? = 4[(a? - b?)cd + (¢ — d2) ab)?

M Attention - Ne pas trop écrire
Pour apprendre a se projeter vers I'avant, il faut ne pas écrire trop de
calculs intermédiaires. De nombreuses petites réécritures doivent étre
simplement pensées, sans étre écrites.
Le prix a payer : une insécurité forte pour I'éleve.
Le prix a gagner : une plus grande concentration et une meilleure vitesse
d’exécution!

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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@Pout aller plus loin - Polynémes de Ber-
noulli

On appelle (ici en MPSI3) cette famille de poly-

noémes, les « petits Bernoullis », pour ne pas les

confondre.

, Deux ans avant les concours, il faut investir dans cette stratégie.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Garder en mémoire «vive » le calcul

Si on garde en mémoire immédiate le calcul, il est possible de déceler
les erreurs plusieurs lignes de calcul plus loin. On évite des erreurs bétes,
comme des signes + et — qui se mélangent, une page qui se tourne et qui
conduit a des nombres qu’on oublie. ..

Pour apprendre a exploiter une mémoire globalisante du calcul, on peut
essayer aprés chaque calcul a réécrire le résultat obtenu sur une page
blanche. Evidemment, un tel résultat doit rester en mémoire immédiate,
il n’est pas nécessaire de le placer en mémoire de travail plus profonde.

Exercice
Quel est le résultat obtenu lors du dernier calcul que vous avez effectué ?

Correction

3.2. Factoriser

Avec les petits Bernoullis

L Analyse - x* — a*
Considérons une inconnue réelle x et une connue a.

(x-a)(t+Ba+x?a® +xab+ah) = P+ xta+ P ad +x?ad + xat - xta-x3a? - x*ad -
xa*-a®=x5-ad°.
Soit ke N*.
Calculons
(S A
(x—a) Z xigh-1-t = (x—a) x (xk’l +xk’2a+xk’3a2+mxak’2+ak’1)
i=0
=xF - xkTap xk-lg—xk=242 4.4 x2aK=2 — xqk=1 4 xak-1
Exercice

Comment rendre ce calcul rigoureux ?

Correction
Avec des suites géométriques, ou par récurrence (voir plus bas) ou par télescopage (cf chapitre sur les
sommes)

Définition - Les petits Bernoullis
Pour tout n € N et a € K, on note b
{ xtan i,

1031 appelle cette famille de fonctions polynomiales (b2) sen, les petits Ber-
noullis.

Onaalors :

vV xek, (x—a)xb,';(x):x””—u"”

1l faut faire une démonstration. On exploite le résultat sur les sommes des
termes consécutifs d'une suite géométrique, vu en terminale.

Démonstration
Notons que pour x # a :

n n i - _aml
17;(x):2x’a"”:a"z[—] =a" @ = =
i=0 =0 -

Donc pour x # a: (x— )bl (x) = x*1 — g"*1.
Etsix=a:onaaussi(x—-a)bi(x)=0=x""1-g"*1. O

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Exercice

En notant que b*! = ab! + x"*1 (a démontrer), montrer par récurrence la factorisation
de Bernoulli

Correction
Notons, pour tout n€ N, P, : « ¥ x €K, (x - @)bll(x) = x"1 - a"*1
— (x- a)bg(x) =(x—a)l =x—a. Donc 2 est vraie.
— Soit € N. On suppose Py, vraie : V x €K, (x— a)bl} (x) = "1 — g+,
Pour tout x € I, (x—@)b*! (x) = (x— @) (x"*! + abl}) = x""*2 — ax™ 1 + a(x"+ — a"*t1) =
P2 gn+2

Donc 2,4+ est vraie.

Grace a une racine

On a les corollaires important suivant :

Proposition - Factorisation (1)
Soit f une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout a € K, il existe g4, fonction polynomiale de degré n —1 tel que

VxeK, [f)-f(@=x-a)gax)

Démonstration

n
Supposons que f(x)= ) ckxk avec cp #0.

Alors n n n
fO-fla =Y cpxk - > cpak = > aF—a+e-c
k=0 k=0 k=1 R
=Y a-abk lw=w-ax Y bk
k=1
=
=ga(x)

On note bien que g est une fonction polynomiale. Le terme x"~!, apparait avec le coefficient
cp #0dans hz'l uniquement. Aucun monome de degré plus élevé n’apparait dans la combinai-
son linéaire. O

Corollaire - Factorisation (2)

Soit f une application polynomiale sur K (=R ou C) de degré n.
Soit xp € K tel que f(xp) =0.

Alors il existe g, application polynomiale de degré n — 1 telle que

pour tout x€ K,  f(x) = (x—xo) x g(x)
&=

Y xeK

Savoir que g existe est une excellente chose.

Mais savoir comment obtenir g connaissant xy et f est encore mieux (sans
développer tous les petits Bernoullis) !

On peut donc décrire un algorithme pour obtenir g :

/“Savoir faire - Factoriser
Notons f: x— x> +2x% — x—2.
Alors f(1)=1+2-1-2=0.Donc f(x) =(x—1) x g(x).
Pour appliquer l'algorithme, on prend I'habitude d’écrire le plus a
gauche le terme sur lequel on agit en premier (comme pour une divi-
sion euclidienne entiére), on écrit donc les polyndomes dans le sens des

@Pﬂur aller plus loin - Division euclidienne
En fait on obtient ici un algorithme de divi-
sion euclidienne. Mais uniquement par un po-
lynéme de degré 1.

On reprendra cela plus tard.
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puissances décroissantes :

Corollaire - Nombre maximal de solution
3 2 Une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions diffé-
X +2X° —-X -2 ‘ x—1 IS
2+1)x% 1x2+3x+2
(-1+3)x
—-2+2 Démonstration

11 suffit de raisonner par I'absurde O
Donc x® +2x% = x-2= (x = 1)(x* +3x+2).

On oublie jamais de vérifier le calcul réciproque s’il est beaucoup plus

Identification
simple! - , . .
Il n’existe qu’'une seule fonction polynomiale nulle :
Trouver toutes les racines Proposition - Une seule fonction polynomiale nulle

Sifix—Xl, a;x" est une fonction polynomiale nulle

La factorisation permet de décomposer un probleme en plusieurs sous- alors pour tout i €N, a; =0.

problémes.
e . . Démonstration
P l‘O.pOSltl()n - Factor 1sat1.on ) . On fait un raisonnement par contraposée.
Soient f et g deux fonctions polynomiales a valeurs dans K = R ou C. Soit Si f n'est pas le polynéme nulle, elle est de degré n avec n = 0 (rappelons que le polynéme nul
xelk. est de degré —c0).
—0qi : — — Donc f admet au plus n racines. Donc f n'est pas identiquement nul.
f(x) x g(x) =0sietseulementsi f(x) =0ou g(x) =0 Bilan 31 € N tel que ¢ £0 =  £0.0

Pour ce genre de proposition, on fait un raisonnement en deux temps (double

Avec laméme démonstration améliorée et adaptée a f — g, on trouve :
. e p &
implication) :
Proposition - Identification des coefficients
Dy ion Soient f et g deux fonctions polynomiales et Ec C tel que V x € E, f(x) =
@Pour aller plus loin - Anneaux intégres Si f(x) =0 ou g(x) =0, alors f(x) x g(x) =0, car I'un des deux termes est nuls. g
Un ensemble d’élément neutre 0 pour une pre- Réciproquement. Si f(x) x g(x) =0, alors car K est intégre : f(x) =0oug(x)=0 O Si ca-[d(E) > deg(f — g), alors f =g,
iére loi + et vérifiant : i y .
miére loi + et vérifian Exercice ) ) L, Plus précisément : pour tout k € N, [f — gl =0 donc [f1x = [glk
Trouver toutes les racines réelles de I'équation x* —5x“+4=0
axb=0=a=00ub=0 E—
) A Correction © Remarque - Essentiel
est appelé ensemble intégre. On note f(x) = x* —5x% +4. On aura noté que :
R ou C sont intégres. Ce n'est pas le cas de | Ona f(1)=1 —§+42: 0, et comme f est paire (bgcarree), fl=1=0. — [pl est le coefficient du polynéme p devant le monome x¥. C’est une appli-
A (R). [ =x-DX+x"—4x-4) = (x-Dx+ D" -4 = (x-D(x+D(x-2)(x+2). cation linéaire.
Un produit de nombres réels est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul (R intégre). 1 ) _l Ire. L. ) L. .
— Taddition, la multiplication et la composition de deux polynomes donnent
fX)=0<x=loux=-loux=2oux=-2 toujours un polynéme.

Théoreme - Factorisation multiple .. .
Soit f une fonction polynomiale de degré n. Soitp<n 3.3. Expliciter formellement les racines
Si X1, X2,...Xp, p solutions différentes de 'équation f(x) = 0 (racines de f).

Avec les notations de Viete, il est facile de donner toutes les racines (com-
Alors il existe gj,, fonction polynomiale de degré n— p tel que

plexes) d’'un polynéme de degré 2 a coefficients dans K = R ou C, a condition

de savoir calculer la racine carrée d’'un nombre complexe (cas oit A € C\R).
VxekK, f)=x-x)x-x2)...00—xp) x gp(x)
. Proposition - Discriminant
Démonstration e 1 . 5 N
On fait une récurrence finie sur p < n. On considere I'équation ax® + bx+c =0, ol a,b,ceRouC.

— Py (et D) est vraie. On note A = b? — 4ac.
— Soit p < n. Supposons que &, est vraie.

Si6 vérifie 82 = A, alors 1 ines d . . -b+6 -b-6
Soient 11,12,... xp Xps1 p + L solutions de f(x) = 0. i § vérifie §° = A, alors les racines de cette équation sont P et T
Alors d’apres 2. Il existe g, de degré n— p tel que
Vxelk, X)=(x—x1)(x—x2)...(x—xp) x X) .
SO = Gr=a)(x=a2)... (=) x gp (x) On commence par une petite remarque :
Puis f(xp+1) =0= (Xp+1 = X1) (Xp+1 = X2) ... (Xp+1 = Xp) X &p(Xp+1). S .
Comme Xp41 # x;, alors X,41 — X; # 0 et nécessairement g (xp+1) = 0. @ARemfﬂque ;Théoreme de Vléte\
Et doncil existe gp+1 de degré n—p—1 tel que Soient (S, P) € C*. Les solutions du systeme
VxeK,  gp)=(—xp+1)xgpr1()=>VxeK,  f(x)=(x=x1)...(x=Xp+1)xgp+1(x) Z1+22=S
Etdonc #p. estvraie. { zZ1xzp=P
La récurrence est démontrée O
L B B B . 3 B B sont exactement (2 permutation pres) les solutions de x? — Sx + P = 0.
On arrive a un résultat énoncé par Descartes, mais pas vraiment démontré...

En effet :
(x—2z1)(x—2z2) =x27(z1+zg)x+zlzg=x278x+P
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[&) Histoire - Niels Henrik Abel

Niels Henrik ABEL (1802-1829) est un mathé-
maticien norvégien génial, mort trés jeune.

Démonstration

1l suffit de calculer
~b+8  ~b-8 5 (~b+6 -b-8) -b+6 -b-8 , b b -6 1,

(x———) (x—— =x"-|— +— X+ — x— = — X+ >— = —(ax“+bx+c) =0
2a 2a 2a 2a 2a 2a a 4a? a

(m]

© Remarque - Autres idées de démonstration?

Avec la forme canonique.

En réfléchissant sur la symétrie et la moyenne des racines... On ne démontre pas
ces résultats qui datent du XVI siecle :

Proposition - Formule de Tartaglia-Cardan (1545)
Les solutions complexes zj. (k € {0,1,2}) de 'équation du troisieme degré
x3+ px+q=0ou pet g €Rsont donnés par

2k = Ug + Uk
avec U :jk\3/ %(—q+\/%), Vi :j'k\3/ %(—q— \/ %)
2in

etolt j=e 3 et A=—(4p>+274¢) estle discriminant de I'équation.
On peut vérifier que A = (29 — z1)% (21 — 22)% (22 — 20)? et 3ugvg = —p

Exercice
Faire la démonstration

Correction
On calcule. Intelligemment. . .
Exemple - Racines de I'équation x> —2x = 4
Ici p=-2etg=—4.Donc A=—(4x (—8) +27 x 16) = —25 x 16.

1 3 1 3
Ainsi uy = jk{/%(4+% = ﬁjk\j/(ﬁ\/@lo et de méme vy = jk\j/(ﬁ\/.';flo

V3
Ainsi zg = %[\3/(6\/§+10+ W(ﬁfs—lo):»--:

On peut par exemple chercher des nombres entiers a, b tels que (av3 + b)® = 6v/3 +
10... par développement, divisibilité, essai/erreur, on trouve : (v/3 + 13 =6v3+10et
(V3-13=6v3-10...

On peut vérifier qu'’il est plus simple ici de voir que 2 est racine évidente, factoriser
par (x — 2), puis trouver les deux autres racines conjuguées. ...

[ Remarque - Degré 4

11 existe également une formule pour 'équation de degré 4. Vous la trouverez sans
probléme sur internet.

Vous y trouverez également I'histoire de la découverte des ces formules. C’est assez
intéressant Nous ne démontrons pas :

Théoréme - Ruffini-Abel (1824)

Pour tout entier n = 5, il n’existe pas de formule générale exprimant « par
radicaux» les racines d’'un polynéme quelconque de degré n.
C’est-a-dire de formule n’utilisant que les coefficients, la valeur 1, les
quatre opérations et '’extraction des racines n-iemes

4. Equation polynomiale et analyse

4.1. Lameilleure méthode : I'essai/erreur

Une météorite dans le ciel septentrional.
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*Heuristique - La meilleure solution
Sil'on veut résoudre un probleme, dont on ne sait rien excepté ses réalisations pour cer-

tains réalisations des variables. Alors la solution naturelle consiste a faire des essais/er-
reurs.

Concretement, pour résoudre f =0, on prend une premiére valeur pour x. On essaye f(x1).
Est-il égal 2 0?
Si non, on essaye une autre valeur...

Est-il possible d’apprendre de nos essais/erreurs?

4.2. Retro-controle

Une méthode classique en ingénierie (mais aussi en biologie) est d’exploiter
le retro-controle ou une retro-action positive.
“g-Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter le retro-controle
Pour du calcul raisonné, il s’agit d’abord de réinjecter les résultats obte-
nus dans la formule initiale pour voir si le résultat est juste.
Mais si le résultat n’est pas juste, alors tout n’est pas perdu : il ne faut pas
repartir de 0. Avec le calcul de vérification, il est parfois possible de voir
ol1 est |'erreur (erreur de signe, oublie d'un puissance...).
Et le second résultat ne doit pas étre trop éloigné du premier résultat
(plus grand si la fonction est croissante...).
Principe : on crée une suite (x,) qui converge vers x, la vraie valeur que
I'on cherche.
A chaque étape, on prend x,+1 = X, + y,, meilleure approximation de x
que xp,

et donc yj, est une suite telle que :

— yn est beaucoup plus petit que x,, donc négligeable face a x,,

— ) —0

— pour k€N, k=2, y:j est toujours beaucoup plus petit que y,,

donc négligeable face a yX.

Nous allons expliquer la méthode a partir d'un exercice. Exercice

On cherche a donner une valeur approchée de /8. Donner une valeur approchée (a deux
chiffres), par rétro-contréle

Correction
V8=~v9=3.0nadonc v8=2,.... On pose donc x] = 3. On considére x, = x; +y; =3+y;.Ona
alors x3 = x2 +2x1 y1 + 7 =9+ 6y + )5
On aimerait étre proche de 8 pour x%, etdonc si y% est négligeable par rapporta y;,onaby; = -1,
donc yj = —é.
- 17
On considére donc xp =3 -5 = 5"
- e 22 2289 17 5
On considere ensuite X3 = x + 2, donc x3 = x; +2x2y2 + 5 = 36 + ?yg +Y5-
On aimerait étre proche de 8 pour xf et donc si y% est négligeable par rapport & y», on a
288-289 -1
36 36 Coner2T T
L _17Px2-1_ 577
2007204 204"
On a (calculatrice) : V8=2,8284...

Ly =

17
On considere donc x3 = — —

4.3. Méthode de la sécantes

§e Analyse - Principe
On cherche a résoudre une équation polynomiale f(x) = 0. & Repr
Onessaye: f(x1) =y #Z0et f(x2) = y2 #0.
Que valeur x3 choisir pour obtenir une bonne approximation de la solution a f(x) = 0.
On peut faire une représentation graphique.
— Si y; = -y, onaenvie d’essayer x3 = %(xl +X2).
— si y; est proche de 0 et y, estloin. On va prendre x3 proche de x;.
Plus grand, plus petit? Selon les signes de y et y», on peut imaginer que x3 est
entre x; et x2, ounon.
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@Pour aller plus loin - Convergence

Nous verrons plus loin ce que signifie la
convergence pour une stite.

Vous pouvez déja chercher a donner une défi-
nition formalisée. ...

Est-il possible de réponde quantitativement a cette question?

On connait deux points dela courbe y = f(x), on peutimaginer que la droite qui passe
par ces deux points est la meilleure approximation de la fonction polynomiale.

On cherche alors la racine du polynome, de degré 1, qui passe par ces deux points.
C’est la fonction polynomiale d(x) = ﬁ:)ﬁ (x=x1)+n.

En effet, par construction : f(x1) = y1 et f(x2) = yo.

—x1
y2=n

On prend alors x3, tel que d(x3) =0,i.e.: x3 =x] —

»

Définition - Algorithme de la sécante
Considérons la fonction polynomiale f(x) =37 _, arx*.
On consideére deux nombres a, b € R, puis la suite (u,,) définie par :

Un+1 — Un

funsr) = f(un)

Up=a, u; =bV neN,uys2 = tn+1 —

flupsr)

La suite ainsi définie suit 'algorithme de la sécante

Sous certaines conditions, relativement robuste, la suite (u,) converge vers
une racine de f

4.4. Vers la dérivation. Méthode de la tangente

¥ Analyse - Quand 0 s'invite

Aumoment de la convergence vers une limite notée x, on trouve que u, comme ,+]
est proche de x. Et donc 1,41 — uy est proche de 0.

Mais c'est aussi le cas de f(up) = f(x) = f(up+1).

On se trouve donc naturellement en présence d’'une forme indéterminée %.
Comment gérer cette forme?

<*Heuristique - Toute forme indéterminée g. .
| ...peut se voir comme un calcul de dérivée, avec la formule de L' HOSPITAL.

Rappelons ce qu’est un nombre dérivée :

Définition - Nombre dérivée
Soit f une fonction (polynomiale), on appelle dérivée de f en xp, le

nombre : n
lim Sxo+ 1)~ f(xo) _ lim f(x) = f(x0)
h—0 h X=X  X—Xg

On note ce nombre f”(xp), selon la notation de Lagrange (1797).

7 Exemple - Monome et polyndme. Dérivation

Considérons h petit (en valeur absolue), que pensez de (x+ h)"?

C’est un polynome en x de degré n. Il vaut presque x” (surtout si h petit). On peut
appliquer les petits Bernoullis :

k=1 ey
k>0, GerhF-xf = —F - b) = -y xbE L = Y e
i=0

n
Notons que pour k=0, (x+ mk-xk=1-1=0.Doncsi flx) = Z ukxk, par linéarité :
k=0

n k-1 L
fa+—f=hx Y ap y (x+ )1y
k=1 i=0

Par conséquent (par continuité polynomiale)

h)— n k-1 o n k=1 n
S =y Y Y ek = Y g Y xF = Y k!
h k=1i=0 h=0iS T iZo k=1
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Finalement : la dérivée de x — bo + by x+...byx™ est x— by +2bpx+...nbpyx""1.
e Analyse - Méthode de la tangente

On a donc pour uy, = x+ hy, avec hy, proche de 0, f(uy) = f(x+hp) = f(xX) + hpf' (%) :

Unl—Un _ _ (x+hp+1) = (x + hp) _ 1
Flns) = fun)  [fO+hper ff Q)= [f )+ hn f')] ()

On al'aglorithme suivant qu’'on associe a NEWTON, pour son utilisation en
toute généralité :

Définition - Algorithme de la tangente
Considérons la fonction polynomiale f(x) =X7_o arx*.
On consideére deux nombres a € R, puis la suite (u,) définie par :

v=a,VneN, vy, =v,—

1
mf(vn)

La suite ainsi définie suit 'algorithme de la tangente

Sous certaines conditions, relativement robuste, la suite (v,) converge vers
une racine de f

5. Bilan

Synthése

~ En science, les problemes se traduisent sous forme d’équations, sou-
vent polynomiales. Ces fonctions polynomiales sont tres présentes car
elles sont stables par addition, multiplication et composition. La mul-
tiplication s’appelle développement. On développe avec intelligence!

~+ Le plus important pour résoudre une équation est de savoir factoriser.
Le théoréme de factorisation est trés important : il permet de séparer
les problemes de résolution.
Dans quelques rares cas (degré faible), il existe des formules explicites
qui donnent les expressions des racines d'une fonction polynomiale.

~» On peut aussi regarder les fonctions polynomiales comme des trans-
formations géométriques de la droite réelle. Faire le lien : fonction po-
lynomiale/représentation géométrique permet d’enrichir chacun des
deux points de vue. On peut penser a I’exemple des coniques.

~+ Une autre idée est d’exploiter ce lien pour chercher les racines : locale-
ment une branche de courbe polynomiale ressemble a un segment de
droite. Les algorithmes de la sécante ou de la tangente exploitent cette
idée pour trouver une valeur approchée d’une racine d'une fonction
polynomiale.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Truc & Astuce pour le calcul - Anticipation

— Truc & Astuce pour le calcul - Reconnaissance de formes

— Truc & Astuce pour le calcul - Garder en mémoire « vive » le calcul
— Savoir-faire - Factoriser

— Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter le retro-controle

9B Repr ion - Méthode de la

(Newton)

1.4

@Pgur aller plus loin - Méthode de la Newton

En informatique, au second semestre, nous
justifierons plus précisément I'algorithme de
Newton. Nous donnerons des conditions de
convergence.
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Notations
Notations Définiti Propriétés Remarques
[flk coefficient de la fonction polynomiale f  Linéarité: [Af +ugly = Alf]; +plglx degf=n<=VYk>n,lfl=0
devant le mondme x¥
k.
Convolution : [f x gl = Y [f1;[glk—;
=0
noo

bl (x) Petit Bernoulli en a d’indice n VxeKbli(x)= Y x'a" (fonction poly-  x™*! - a"*! = (x-a) x bl}(x)

) i=0

Chapitre

Retour sur les problemes

Calculs trigonométriques

1.
2. Il faut transformer en phrase les opérations x, /...

3. x=u-v,3=w-v)?=u®-3uv+3ur?- o I Résumé -

Onadonc: x3+6x—20=u®— 13 -3uv(u-v)+6x—20 = u - v3+3x(2—
uv) —20.

Ajoutons la condition uv = 2, ona donc u® - v3 =20 et v’ v = 8.
Ainsi, u® et —v® sont racines de x> — Sx+ P = x> —20x -8 =0.

& =432, puis u® = 10+ /108 et v° = 10 — v/108.

Etenfin, x = v/10+ V108 - ¥/10 - 1/108.

Autre méthode : x® + 6x = 202 Par essai : x = 2 fonctionne.
K 46x-20=(x—-2)(x> +2x+10) = (x—2)(x + 1 —30)(x + 1 +30)

Puis, on exploite la formule de Cardan et enfin on reconnait une bi-
carré :

/P-4 /P72
o padel= (- VT 2 TV,
2 2

= (x—\/’“‘z/m)m\/"’“Z/’ﬂ)(x—\/’”"z/’m)(x+ ’”"Z/’H)

. Voir cours de terminale (ou de premiére)

. C’estla méthode de la retro-action.

n

. Par récurrence : fR) = Y i(i - D...(i - Kaix'™* = Kag +

i=k

(k+1)! nt .
App1 X+ + apx"k

1! (n=k)!

® (0
Et donc f®(0) = klay. Ainsi, a; = f k'( ).
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11 s'agit, pour commencer; de revoir les propriétés des fonctions trigonomeétriques.
Nous choisissons une présentation constructive, selon le sens de I'histoire et de la
formation du lycéen. Nous nous appuyons sur les formules de base : cos(a+ b) =
cosacosb—sinasinb etsin(a+ b) = sinacos b+ cos asin b pour développer toute
la trigonométrie.
Avec l'exponentielle complexe (chapitre 7), les formules seront revues plus efficace-
ment.
Pour résoudre f(x) = y, il faut pouvoir écrire x = f~1(y), i.e. trouver la fonction
71 réciproque de f. On s'inté donc a la tri; étrie réciproque (arcsin,
arccos etarctan)
Vidéos :
— Kitoumath. Les mathématiques fantastiques - Les formules de trigo a ap-
prendre sans peine. https ://www.youtube.com/watch 2v=IKj1zQpToxA
— Micmath - La conjugaison complexe est un automorphisme de corps.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=AVDMpnwsztg

— Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://www.youtube.com/watch ?v=aZLGdnktO8k
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Calculs trigc riques

@Pour aller plus loin - Triangles semblables
On dit que deux triangles sont semblables si
deux (et donc trois) angles sont de mémes me-
sures

|&) Histoire - Claude Ptolémé

Ptolémée (Ptolémais de Thébaide (Haute-
Egypte) vers 90 - Canope vers 168) est un astro-
nome et astrologue grec qui vécut a Alexandrie
(Egypte).

L

1I est connu pour ses apports en géographie
et en mathématique (géomeétrie et trigonomé-
trie).

Meéme s'il n'exploitait pas les fonctions cos
et sin mais plutét la fonction corde (cord), il
donna le premier élan (aprés Hipparque?) a
la trigonométrique que nous connaissons. Ces

1. Problemes

? Probléme 7 - Fonctions définies sur des angles nulles et
droits. Et plus loin?
Pour tout angle 6, les triangles rectangles dont 'un des angles vaut 6 sont
tous semblables.
11 y a donc un coefficient de proportionnel entre les mesures des cotés
de ces triangles, qui dépend uniquement de 6. Prenons un triangle rec-
tangle de référence d’hypothénuse égale a 1.
On note cosf la mesure du coté adjacent et sin6 le co6té opposé.
Que se passe-t-il si I'angle dépasse 90°?

? Probléme 8 - Unité de mesure d’angles

Au début du lycée, on vous a fait changer l'unité de mesure des angles :
des degrés a des radians?

Pourquoi? Qu'est-ce qu'on y gagne, pour chaque unité?

? Probléme 9 - Relation entre les formules de trigonométrie
Quelles relations entre cos(a + b) et cos a, cos b. Et d’autres?

De méme peut-on linéariser cos(a)sin(b) (c’est-a-dire, 1'écrire sous
forme d’'une somme!).

Beaucoup de formules!

Une autre question, non négligeable : comment apprendre toutes ces
formules?

? Probleme 10 - Equation polynomiale et trigonométrie
Montrer que pour tout entier 7, et pour tout 0 € R,
cos(n6) s’exprimer comme une fonction polynomiale en cos.
Ce polynéme s’appelle le polynéme de Tchebychev d’ordre n.

? Probléme 11 - Fonction réciproque
Si souvent, nous aurons besoin d’inverser les relations sinf = x en
6 =sin"1(x).
Mais, sin ou cos ne sont pas des fonctions bijectives. Comment faire?

2. Fonctions trigonométriques

2.1. Construction historique

¥ Analyse - Triangles rectangles semblables

D’apres le théoréme de Thalés, le rapport des longueurs de deux cotés similaires de
deux triangles semblables est constant.

Dans I'ensemble des triangles rectangles, deux triangles sont semblables des qu'ils
ont chacun un angle de méme mesure.

Ainsi les rapports de deux cotés consécutifs dans un triangle rectangle ne dépendent
que de la mesure d'un angle (non droit).

travaux ont €té repris par tes mathématiques
indiennes (IIT a VI siécle) puis les mat az
tiques arabes (VIII a XIII siécle)
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Ce qui donne une premiére définition, non encore totalement satisfaisante :
Soit 6 un angle compris entre 0 et 90 degrés.
Soit ABC un triangle rectangle en A et tel que ABC = 6.

AB
Alors le rapport BC est indépendant du triangle considéré, noté cos® 6.
AC
De méme BC est indépendant du triangle considéré, noté sin® 6.

Et % estindépendant du triangle considéré, noté tan® 6.
La notation choisie ici n’est pas standardisée, et est sirement contradictoire avec celle
vue en fin de collége. Elle permet de différencier de la vraie fonction cosinus (définie
avec des angles en radians).
5 Analyse - Simplification : hypoténuse égale a 1
Pour éviter tout probleme de division, on peut se concentrer sur les triangles rec-
tangles dont I'hypothénuse a une longueur unité (BC = 1).
Ainsi, pour chaque angle 6 compris entre 0 et 90 degrés, il existe un «unique » triangle
rectangle en A, tel que BAC =0 et BC = 1. Dans ce cas cos® 0 = AB etsin®0 = AC.
b Analyse - Mesure naturelle d’angle
Les cultures (babyloniennes...) choisirent des mesures d’angles différentes. Toutes
étaient proportionnelles les unes aux autres, une est-elle plus naturelle que les autres?
Oui!
Apres 'étape précédente, nous considérons des triangles rectangles d’hypothénuse
de longueur 1. D'une certaine facon, tous ces triangles se trouvent dans le cercle de
rayon 1 et centrée en B. Langle en B est proportionnel a la longueur de la corde CA’
(voir dessin).
Ainsi I'angle habituellement (jusqu’en seconde) noté 90f a une longueur : quart de
périmetre de cercle de rayon 1 i.e. %(211 x1)=%.Onala correspondance :
0°=180%r g = T g
n 180
Le calcul devient simple : il suffit de mesurer une longueur (avec une corde qu’on
superpose, puis qu'on détend).

2.2. Fonctions sinus et cosinus
Représentation

D’apres ce que 'on a vu, par construction, on retrouve cosé et sinf sur la
figure comme indiqué en marge.

Par définition : tanf = siﬂ = #.

Donc, par théoreme de Thales, en placant la parallele au sinus dans le tri-
angle prolongé tel que BA' =1, on retrouve le sinus en A’C’.

Reste une derniere étape : franchir les angles frontieres de 0 et 7 radians
(ou 0° et 90°). Avec la derniére représentation, ce n’est pas compliqué : on
continue la projection sur I'axe BA’ et sur I'axe orthogonal.

Périodicité et symétrie
On a alors les résultats suivants, qu'il faut surtout savoir retrouver :

Exercice
Compléter les résultats suivants :

sin (-0) = cos(-0) = sin (0 +m) = cos (0 +m) =
sin(w—0) = cos(m—0)= sin(g—U): cos(%—()):
Correction

sin (—0) = —sin(0) cos (—0) = cos(0) sin (6 + 7)) = —sin(0) cos (0 + 1) = —cosf
sin (7 —6) = sinf cos (m—6) = —cosf sin(g —6) =cosf cos(g—e) =sinf

Avec la définition suivante :

4@ Représentation - Radian

—

0.5 0

& Repr ion - Cercle tri ique

c0s 605 o5

tan 8
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Définition - Congruence modulo a

Soient 0,0’ et a trois réels.

On dit que 6 est congru a 6’ modulo
il existe ke Z telque 0 =0 + ka :

0=0"[al = IkeZ|0=0"+ka

on ala proposition :

Proposition - Propriétés des congruences
Soit a € R. On a pour tout (6,60',0") e R3 :
o 0=0[a] (reflexivité)
e 0=0'[a] = 6' =0[a] (symétrie)
e @=0'[a)etfd =0"[a]) = 0 =0"[a] (transitivité)
On dit que la relation de congruence modulo @ est une relation d’équiva-
lence.

Démonstration

Reflexivité : 6 = 0[a], il suffit de prendre k = 0.

Sif=6'(al, alors il existe k tel que 8 =0’ + ka, donc @' =0 + (—k)a et donc 6’ = 0[al.
(0=6"la]et6'=0"[a]

alors il existe k et k' tel que 8 =0’ + ka, 0’ = 0" + kra.
donc0=0"+ka+ka=0"+(k+k")a,donc0=0"[a]l O

A savoir parfaitement retrouver :

/Savoir faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus
Pour tout (6,60’) eR% on a:

sinf =sinf’ <

cos = cosf'

Démonstration
En exploitant les représentations graphiques, on se place par 27-périodicité sur un intervalle
simple.

. . 0 o' (2]

- sinf = /
Puis, on trouve : sinf = sin 6 .:{ 0 -0 21l
0= 0 [27]
ome: - /

De méme : cosf = cosf’ < { 0= -0 [2m

2.3. Fonction tangente

Définition - Tangente d’'un angle
Soit§ € R, 6 # 7 [n]. On appelle tangente de 6 le réel, noté tan, défini par :

sinf
tanf =

cosf

e Remarque - fonction cotangente
cosf
On définit de méme la fonction cotangente sur R\ 7#Z par cotand = .

in0
Sur le cercle trigonométrique, on la trouve sur la tangente au cercle au point (0,1).

) ™ 1
SlH,éO[E] onacolanﬂfm.
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Proposition - (Im)parité et périodicité
SoitO eR, O # %[n].Ona

tan (—60) = —tan0 tan (7 +6) = tan0 tan (7 —0) = —tanf

Démonstration 0@ + 1) ind
sin(@ + 7 —sin,

On applique, directement la définition, par exemple : tan(f + 1) = ———— = =

n applique, directement la définition, par exemple an(6 + ) cos@+m) ~ —cosd

tanf O

Exercice

Etudier et représenter la fonction tan

Correction
La fonction tan est définie sur 2 = {x e R | cosf # 0} =R\ {5 + km; k€ Z}.
La fonction tan est 7-périodique d'aprés la formule trouvée plus haut.
On peut I'étudier sur ] — % %[, puis exploiter des translations de vecteurs 7.
Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition.

2 in2
+ 1
cos”(x) +sin"(x) _ 1+ tan?(x) =

Vxez, tan’(x) = >
cos?(x) cos?(x)

- -
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme ]7,7[ et a valeurs
dans | — oo, 00[.

tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point 0a pour pente : tan’ (kn) = ——— =1.
cos k)

1 o
Enfin, comme — est croissante sur [0, %, tan est convexe sur [0, 5 [ et — est décroissante sur
C€os* Cos*

1- 5,01, tan est concave sur | - §,0].
On obtient la représentation graphique suivante :

Proposition - Cas d’égalité de tangentes
Pour tout (6,60’) eR% on a:

tan@ =tan@' < 6 =0'[n]

3. Formules trigonométriques

Nous démontrons la plupart des relations avec des angles inférieurs a 7, puis
nous étendons les résultats par périodicité/symétrie.
3.1. Formules de Regiomontanus

Tres important! A connaitre par coeur, absolument! Il peut étre bon d’avoir
un moyen mnémotechnique aupres de soi. ..

|&)\ Histoire - Trigonométrie : une vieille disci-
pline

Ces formules apparaissent pour la premiére

fois chez Ptolémée, 150 apres J-C. On les re-

trouve chez Regiomontanus en 1464

Proposition - Formules fondamentales

1
cos?0 +sin®0 =1 1+tan®0 = —= ol cos?6 = (cos@)2
cos?6

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa sin(a—b) =sinacosb—-sinbcosa

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul
Une piste pour retrouver la formule cos(a + b).
Nous savons qu'il existe une relation, mais laquelle. Notons ¢(a,b) =
cos(a+b).
La relation doit vérifier :
— @(b,a) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) = sinacosb -
sinbcosa.
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— ¢(—a,-b) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) =
sinacosb+sinbcosa.

— ¢(a,—a) = cos(0) = 1, cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) =
cosacosb +sinasinb, dans ce cas ¢(a,—a) = cos?a—sinfa #1
(pour la plupart des a)

Démonstration

90° r
0.6
OI = sin(a + ) = DH — HG DE =Xinf
0.4
"1 E
{3 )
{ OF —coss
o [ e i

0 0.2 0.4 06 08
OG = cos(a+ ) =0F - GF

cos(a + ) = cos acos J — sin afin §

La premiéere formule dérive directement de la relation de Pythagore.

Avec A(cos@,sin@), Mcos,0) et O(0,0), on a OM A est rectangle.

D’apres le théoréme de Pythagore : 0A% = OM? + MA% ie 1 = cos® 6 +sin20.

Concernant les formules cos(a + b)..., on pourra trouver une démonstration plus efficace avec
les notations exponentielle. ..

Pour obtenir cos(a — b), on remplace f3 par —b et donc cos 8 = cos b alors que sin = —sinb... 0

Exercice
On peut aussi exploiter les équations différentielles.
On note f : x — cos(a + x). Montrer que f est solution du probléme de Cauchy :

yH +y - 0
y( = cosa
Y0 = -sin@
En déduire une expression de f.
Correction
Il suffit de faire le calcul. La solution du probléme de Cauchy est unique, c’est une combinaison linéaire
de cos et sin.

Donc il existe A et B tel que cos(a+x) = Acosx+ Bsinx.
Puis avec les valeurs en x = 0, de f et f’, ona A=cosaetB=-sina

De cet exercice, on déduit un nouveau moyen mnemotechnique pour retenir
les formules de Regiomontanus.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sin x

X +— cos(a + x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
1l existe A, B indépendant de x tel que cos(a+ x) = Acos x + Bsinx.
En particulier pour x = 0 et x = § : cosa = Ax1+Bx0 et

cos(u+%) =-sina=Ax0+Bx1.
Donc pour tout a, x € R: cos(a + x) = cosacos x —sinasin x.

x— sin(a + x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
1l existe C, D indépendant de x tel que sin(a + x) = Ccosx + Dsinx.
En particulier pour x=0et x =75 :sina=Cx1+Dx0etsin(a+%) =
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+cosa=Cx0+Dx1.

Donc pour tout @, x € R: sin(a+ x) = sinacos x + cosasin x.

Savoir les déduire ou les retrouver.

ana+

Proposition - Formltlles fm%gglg)entales (bis)

tana—tanb

1+tanatanb
a-sina=2cos’a—1=1-2sin’a

tan(a+b)= ——  tan(a—-b) =

1-tanatanb

sin2a =2sinacosa cos2a = cos’
2tana

tan2a= ———
1-tan“a

5 1+cos2a .2 1-cos2a
cos“a= —— sin“a= =

Exercice
Démontrer ces formules

Correction
Quelques unes :

sinacosb —cosasinb

tan(a—b) sin(a—b) _ sinacosb-cosasinb 08 acosb
an(a—-b) = = = 0 - =
cos(a—b) cosacosh+sinasinb  cosacosb+sinasinb  1+tanatanb
cosacosh
cos(2a) = cos(a+a) = cos® a—sin® a = cos® a— (1 - cos® @) = 2cos’ a—1 = (1 —sin’ @) — sin

1-2sina...

3.2. Produit en somme et réciproquement

Savoir les déduire ou les retrouver.

2

a=

2

sinasinb = i[cos(a— b)—cos(a+b))

sinacosb = i[sin(a+ b) +sin(a- b))

Proposition - Transformation de produit en somme
cosacosb = -(cos(a+b) +cos(a— b))

Exercice

Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités

Correction

On note (par exemple) ¢(a, b) = sinasinb. Donc ¢(—a,—b) = ¢(a,b), la formule contient des cos

(fonctions paires).

¢(a,0) =0, donc il y a une soustraction de cos(a+b) = cos a et cos(a—b) = cosa. ¢(a, a) = sin’

l(1 —cos2a) ce qui donne la premiére formule. ..
xercice
Démontrer ces formules

Correction

La démonstration se fait & I'envers. Il faut donc bien intuiter d'ou partir. . ..
Par exemple, pour obtenir sin asin b, on se souvient que cela s’obtient avec cos(a + b).
Donc on note : cos(a + b) = cosacosb—sinasinb et cos(a—b) = cosacos b +sinasinb.

Il faut supprimer les cos acos b, on retranche donc :

24=

1
cos(a+b) —cos(a~—b) = —sinasinb —sinasinb = sinasinb = 3 (cos(a—b) —cos(a+ b))

Exercice

Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités

Correction

e Remarque - Notation exponentielle

Avec les notations exponentielles, le résultats sera plus immédiat (on pourra le trouver

dans le sens direct).

@Paur aller plus loin - Trisection de 'angle
Un probléme antique consistait a trouver com-
ment couper un angle en trois parts égales.

La réponse de Viéte (1593 - incompléte car elle
ne donne pas de construction), consiste a re-
marquer que sin(3a) = 3sina - 4sin’ a.

Si on connait 3a et donc sin3a = S. Il s'agit de
résoudre : 4x3 —3x+S=0.

Or la formule d’Al-Khwarismi donne pour so-
lution a cette équation :
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& Repr

- Formules d’

08

ds

Proposition - Transformation de somme en produit

cosp+cosq = Zcos(pzq cos FT
cosp — cosq——2s1n( )sm(u)
p—

2
q

sinp+sing = 2s1n(p;’l)co s(— 2
P-4

2

sinp—sinq:Zcos(?)si n (

Exercice
Démontrer ces formules

Correction
Par exemple :
+ - + —
cosp—cosq:cos(L q+—” q)—cos(—p q_r4 q)
2 2 2 2
ptq p=q, . p+q. . p—q p+q p=q, . .ptq. . .p=q
= cos| cos| sin(——)sin(——) - cos(——) cos(——) —sin(——) sin(——
(2)(2) 2)(2 ()(2 (2)(2)

—Zsln( )sm( )

M Attention - Remarque
IIn'y a pas de formule générale pour transformer cos p +sing.
Sauf a exploiter sin g = cos(5 —

n

7 Exemple - Calculde ) coskt
k=0
n

Soit £ €]0,7]. On pose S = Y coskt.

k=0
Calculer 2(sin %)Sn puis déduire S, (que I'on exprimera comme produit ou quotient
de trois termes sinus ou cosinus).

2k-1
—sin(—— l))
2

. 2n+2 2n . n+l n
t)+sm( n= Zsm(Tt]cos(TtJ:25m(7t)cos(gt)

2(sin— )S,, =2 Z sin— cos(k[)

n
t)) = Z (sin(%t)

. 2k+1 .-
Z sin(——1) + sin(
2 P

k=0

o

Puis par telescopage :

t) sm(—ft) = sm(

2n
2(sin§)$n =sin(

Ainsi
_ costsin It nily

slnzt

3.3. Angle moitié

Proposition - Utilisation de la tangente de I'angle moitié

0
On note t = tan bk Alors :

2t 1-12
cosf = tanf =

sinf = —; — —
1+ 12 1+12 1-12

e Remarque - Calcul intégral
Ces résultats servent souvent dans le calcul d’intégrale avec des fonctions trigonomé-
triques

Démonstration
Un graphique nous aide la aussi. Mais on peut directement, faire le calcul aprés avoir rappeler :
142 =1+tan?§ = :
2
cos?§
. 0 00 0,0 2t
sinf =sin(2—) = 2sin - cos — = 2tan — cos” — =
2 2 2 2 2 1+2
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0 20 2 1-12
cosf =cos(2-) =2cos” ——1= -1=
@ 2 1+12 1+12
u}
@ Remarque - Trucs pour ne pas écrire de bétises...
On peut vérifier quesif =0: t =0,sin6 =0,
mais aussi cos = 1 etsin®+cos® =1,
ou encore, sif = 2, t=1ettand = co..., doncle dénominateur de tan s'annule en
let-1.
ou toujours, tan = 5‘"Sm
Exercice
Exemple d’emploi des notations exponentielles.
Notons a I'argument du complexe z=1+it.
Calculer z2, quel est 'argument du complexe 22 ? En déduire les relations recherchées ?
Sauriez-vous en déduire I'expression de cos@ en fonction de r = tang ?
Correction
22 = (1- %) +2it, clest le complexe de module V/(1— 122 +412 = V1+212+ 14 = (1+12) et
d'argument 2a.
o 2w Re(z%) 1-1* ¢ sinca) Im@z%) _ 2t
onc cos(2a) = ——5 = — etsin(2a) = = B
1+12 1412 1462 1+¢2
De méme z° = [1-32] +i(3¢ - 3], de module V/(1-32)2+@1-3)2 = V1432 +314+ (6 =
1+ lz)"u et d'argument 3a.
1-3¢ 3t-13
Donc cos(3a) = ———7 etsinBa)= ——— ...
(1+2)312 1+ 2312
/~Savoir faire - Méthode pour transformer acost + bsint en Acos (t — ¢)
On écrit
b
acost+bsint:\/u2+b2( cost+ sint)
a’+b? Va+b?
d’ot1 en posant A= Va2 +b% ona
acost+bsint = A(cos¢cos ¢ +singsin t) = Acos(t—¢).
La fonction s : t — acost + bsin ¢ représente donc un signal sinusoidal
d’amplitude A de phase initiale —¢(instant ¢ = 0) .
Exercice
Factoriser sinf +cos6, v3cosx —sinx. & Repr - Quel valeurs
arcsinx

Correction
sin6 +cosf = v2 (sinBsin I +sinfcos £) = vVZcos(6 - §
Comme V32 +1=4=22, ona,

. 1. - LT n
\/gcosxfslnxzz[\/ikosxf;smx):2[cos?cosx+sstmx):2cos(x+EJ
6

4. Trigonométrie réciproque

arcsin x

4.1. Arcsinus

Définition - Arcsinus
Pour tout x € [—1,1] il existe un unique 6 € [—%, §] vérifiant x = sinf. Ce
réel 0 est appelé arcsinus de x et noté arcsinx On a donc:

0 =arcsinx < (sinﬂ =xetle [_f' f]]
2’2

VT

Farcsin x

1 05
05

05 / s
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| Histoire - Série arcsin
On trouve chez WALLIS et les mathématiciens
anglais pré-newtonien :

. _ 12 1x32% | 1x3x5 x7
arcsin(x) =X+ 35 + 54 5 + 2w 7 T

4@ Repr i - Quelq valeurs de
arccos x

arceos x

TS

M Attention - Intervalle d’arrivée
De méme qu’il a été choisi de prendre 1'unique racine positive de a,
lorsqu’on écrit y/a (et non —y/a qui vérifie également (=va@)? = a); on
choisit ici un résultat dans —%,%], il faut donc penser a ajouter un

angle...

sinf = x < 6 = arcsin(x)[27] ou 0 = 7 — arcsin(x) 2]

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

11\/§1
2| V2| 2

arcsinx

Exercice
Calculer arcsin (sin &%), arcsin (sin Z37).
Correction

Ou est le piége ? dans l'intervalle d'arrivée.
Comme ZT” >%, arcsin(sin%") =n- % = 5. De méme BT” =4n-%, arcsin(sin%) =-£

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arcsin
Ona:
T s
V@ e [-—,-], arcsin(sinf) =86
2'2

Vxe[-1,1], sin(arcsinx)=x

Vxe[-1,1], cos(arcsinx)=V1-x2

Démonstration
Les deux premiers résultats s'obtiennent en appliquant tout simplement la définition.
Comme cos? = 1— sinz, onadonc pour x € [-1,1],

cos? (arcsin(x)) = 1 - sin® (arcsin(x)) = 1 - x*

donc cos(arcsin(x)) = V1 - x2.
Or arcsin(x) € [— %, %], donc cos(arcsin(x)) = 0 et donc cos(arcsin(x)) = +V1-x2 O

4.2. Arccosinus

Définition - Arccosinus
Pour tout x € [-1,1] il existe un unique 6 € [0, 7] vérifiant x = cos6. Ce réel
0 est appelé arccosinus de x et noté arccos x On a donc :

0 =arccosx o (cos@:xetGE [0,71])

M Attention - Intervalle d’arrivée
Comme précédemment :

cosf = x < 0 = arccos(x)[27] ou 6 = —arccos(x)[27]

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

BN
AN

1

arccos x
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Exercice
Calculer arccos (cos %"), arccos (cos ZST”].
Correction
Comme %" €lm, 27, arccos(cos%”) = 7%” +2m= %" De méme % =471+ %. arccos (cos
5
Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arccos
Ona:
V6 € [0,7], arccos(cosf) =0
Vxe[-1,1], cos(arccosx)=x
Vxe[-1,1], sin(arccosx)=V1-x?
Exercice
Faire la démonstration
Correction ;
Comme sin? = l—cosz, on adonc pour x € [-1,1],
sin® (arccos(x)) = 1 - cos? (arccos(x)) = 1 — x>
dong sin(arccos(x)) = £V/1 - x2.
Or arccos(x) € [0, 7], donc sin(arccos(x)) = 0 et donc sin(arccos(x)) = +V/ 1 — x2
4.3. Arctangente
Définition - Arctangente . ; vl d
Pour tout x € R il existe un unique 6 €] - 7, 5[ vérifiant x = tan@. Ce réel 0 @‘“’l: - Quelq eurs de
est appelé arctangente de x et noté arctanx On a donc : arctanx
T
O =arctanx & (tan@ =xetOe]——, —[)
22 X
C
1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes : o3 £etan x
T 0
x 0 ﬁ 1 ‘/§ 1 -0.5 0 0.5
arctanx 05

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arctan
Ona:
o
VO €e]-—-,-[, arctan(tanf) =0
22

VxeR, tan(arctanx)=x
1

Vx€eR, cos(arctanx)=
1+x

&

Vx€eR, sin(arctanx)=

V1+x?

Démonstration

On exploite cos? = m%' puis la positivité.
an

2
L’ o

Etsin® =1-cos? =1~ ...
1+ta 1+tan’

|&) Histoire - Série arctan
On trouve chez GREGORY et les mathémati-
ciens anglais pré-newtonien :
B X’“‘ YS X7
arcsin(x) = x— FT+tE T+
Puis, avec, une formule d’approximation de r :

- 1 1
7 =16arctan 5 —4arctan 535.
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@Pour aller plus loin - Formule d’approxima-
tion de 7 : Formule de Machin (1706)

1 1 _ . _
4arctan§ - ar.ctanm = =
arg[(l +hta- ﬁ)) —arg(ld28 1y = 2.
Comme arctan(x) = x + %xs —+ %xS +..., on

trouve une excellente approximation de .
Cette formule donna la meilleure approxima-
tion de n connue durant tout le XVIII iéme
siécle.

5. Bilan

Proposition - Relation complexe

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctan(x)

Démonstration
Soit z=1+ix, note p = V1 +x2 son module et § sont argument.
z=1+ix=p(cosd +isinb)
sinf _ psinf _ x

Doncadonctanf = — = =Z=x.
cos® pcosf 1

Ainsiarctanx =60 =arg(l1+ix). O

@ Remarque - Aspect analytique
On étudiera dans un prochain chapitre les aspects analytiques de ces fonctions (déri-
vées, développement limités. . .)

5. Bilan

Synthese

~+ En géométrie (et physique), nous pratiquons la projection orthogo-
nale, cela consiste a multiplier par cosf (ou sinf) la longueur de
I'hypoténuse. Différents calculs se présentent a nous : cos(a + b),
cos(a) cos(b) ou cos a+cosb (et tout ce que I'on peut imaginer de ma-
niére équivalente avec sin ou tan). Il existe alors de nombreuses rela-
tions calculatoires a apprendre!

~+ Trés souvent la question se pose de maniére réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probléme, la fonc-
tion n'est pas injective : on peut avoir 6 # 6’ et cosf = cosf'. On res-
treint donc l'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque
arccos a la fonction cosj 7] : [0,7] — [-1,1]. De méme pour les fonc-
tions sin‘ z 1 et tan[_%v%] . Au passage, on trouve une méthode com-

2
plémentaire (algébrique) dans le simple cas de la racine carrée d'un
nombre complexe.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus

— Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul

— Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sinx
— Savoir-faire - Méthode pour transformer acos t + bsin t en Acos(t—¢)

—

—

Notations

1 Définitions Propriétés Remarques
cos, sin, tan Fonctions cosinus, sinus et tangentes. Dans un triangle ABC rectangle en A, Toutun chapitre a connaitre!

cosB = ——,sinB=— ettanB= — =

BC BC AB
cosB
= sinB

arccos, arcsin, Fonctions  réciproques de COSHO ”’] ], cos(arccos(x)) = x pour tout x € [-1,1] A savoir maitriser

arctan

mej

sinll”L1) tan!"11] respective-
\[;7{/2,7!/2]' 1[=m/2,m/2] P
nt.

Retour sur les problemes

7. Voir le cours

8. Les formules d’'additions de cos et sin restent vraies si les angles sont
en degré.
Pourquoi changer d'unité au lycée?

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

Linégalité sinx < x < tan x est vraie pour x en radian. Pour x en degré,
on aurait plutdt : sin x < {55 X < tan x.

. sinx .
On trouve alors, en radian : cosx < —— < 1 en faisant x — 0 : on
trouve sin’(x) = 1, puis avec les formules d’addition : sin’ = —cos.
Si les angles sont en degré : il faut un coefficient multiplicatif. C’est
donc une relation pénible.
Bilan : si on passe en radian, c’est parce qu’on s'intéresse a propriétés
analytiques des fonctions trigonométriques. ...

. A apprendre. Mais ’apprendre, c’est toujours plus compliqué.

2k

. cos(nf) =Re((e’®)") = Re((cosH+isind)™) = Z (n)(—l)kcos"’ZkG(l—

0sk<f

cos?0)* = Ty, (cos0)

. arcsin et arccos...
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Chapitre

Fonctions a Ia Euler

@Résumé -

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux principales fonctions usuelles des mathéma-

tiques pré-eulerien (donc, jusqu'a la fonctionT, exclue).

Nous reprenons les constructions historiques qui conduisent a ces fonctions, en

espérant qu'ainsi, les propriétés caractéristiques de chacune seront mieux mémo-

risées.

Pour préparer le cours sur la dérivation des fonctions usuelles, nous donnerons

une série d'inégalités localisées suffisantes pour calculer les dérivées.

Enfin, nous terminons ce chapitre en donnant une liste d’évaluations numeériques

des fonctions usuelles sous forme de somme infinies (convergentes). Nous en repar-

lerons (beaucoup) plus tard.
— Kahn Académy - Qu'est-ce qu'une fonction exponentielle 2. https ://www.youtube.com/watch 2v=pBeGfLold4I
— Micmath - Merveilleux logarithmes. https ://www.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
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Fonctions a la Euler

|&)\ Histoire - Evolution de la notion de fonc-
tion

Pour Leibniz puis Euler, qui a été le premier a
utiliser le mot de « fonction » et pour les ma-
thématiciens du XVIII-iéme siécle, I'idée de re-
lation fonctionnelle était plus ou moins assi-
milée a I'existence d’une formule mathéma-
tique simple exprimant la nature exacte de
cette relation. Cette conception s’est révélée
trop étroite pour les exigences de la physique
mathématique, et I'idée de fonction, ainsi que
la notion de limite qui lui est associée, ont subi
un long processus de clarification et de géné-
ralisation.

1 six<1
2 six>1
une fonction pour Euler; mais pour nous (et
vous?) c’est bien une fonction!

Par exemple : x — { n'est pas

1. Problemes

2 Probléme 12 - Comment calculer ¢ ?

Pour I'étude des fonctions usuelles, il est trés important pour chacun
d’étre en mesure de savoir comment faire le calcul des valeurs, sans
raccourci avec la calculatrice.

1l faudra néanmoins faire ces calculs pour les nombres rationnels (et
pour les nombres réels, on verra plus loin...).

Les nombres 7 et e sont des nombres réels bien définis.

Comment faire ce calcul? Les nombres réels sont approchés par des
nombres rationnels.

wioo

22
On va donc commencer par essayer de calculer (7) , puis de maniere
générale de r* our,z€ Q.
Deux temps d’analyse :

1. On fixe z € Q et on étudie ¢ — t%, pour ¢ € R. Ce sont les fonctions
puissances.

2. On fixe r € Q puis r € R et on étudie ¢ — r’, pour ¢ € R. Ce sont les
fonctions exponentielles.

? Probléme 13 - Interpolation de la suite géométrique
Existe-t-il une fonction simple (polynomiale) qui interpole la suite géo-
métrique de raison r (= 2 par exemple) ?
Comment |'étudier?

? Probléme 14 - De la multiplication a I’'addition
Additionner deux nombres de tailles n se fait en gros en 2n calculs.
Pour les multiplier 'algorithme classique nécessite 72 multiplications de
chiffres, puis une addition de n nombres. ..
Peut-on trouver un moyen simple qui transmute les multiplications en
additions? Une fonction telle que : f(a x b) = f(a) + f(b)?

2. Généralités sur les fonctions

2.1. Définition et représentation d’une fonction

Définition - Fonction

Une fonction d’une variable réelle, a valeurs réelles, est un “procédé” qui a
chaque élément x d’'un sous-ensemble 2 de R associe un réel f(x) parfai-
tement déterminé. Une telle fonction est notée

f: 2-R
x— f(x)
f(x) est appelé imagede x par f.

Si y € R, tout élément x de 2 vérifiant f(x) = y est appelé un antécédent de
y.
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e Remarque - Ensemble de définition

Le fait d’écrire f : 2 — R sous-entend que f(x) est parfaitement défini si x € 2.

11 est toutefois fréquent en pratique que I'ensemble 2 ne soit pas connu a priori. A
partir de I'expression de f(x), il faut déterminer I'ensemble des réels x pour lesquels
elle aun sens. Cet ensemble est appelé domaine de définition de f (généralement noté
@f)A 1l est souvent constitué d’'une réunion d’intervalles.

Définition - Graphe d’'une fonction

€ ={(x, f(x);x€ Dy} s’appelle le graphe de f, le plan étant muni d'un re-
pere (O, f, f), on appelle représentation graphique ou courbe représentative
de f lareprésentation de cet ensemble dans le plan. La courbe représenta-
tive a pour équation y = f(x).

Définition - Image de 2 par une fonction. Fonction restreinte

Sig'c @f (2' sous ensemble de @f), onnote f(2') 'ensemble des images
des élémentsde 2': f(2') = {f(x); x € 2'}. f(2') s'appelle I'ensemble image
(ou image directe) de 2’ par f.

Soit f : 2y — R une fonction et I un intervalle inclus dans ;. On appelle
restriction de f a I la fonction g définie sur I par : Vx € I, g(x) = f(x). On
lanote fj;.

Définition - Ensemble des applications

Soit [ un intervalle de R, non vide et non réduit a un point.

On note % (I,R) 'ensemble des fonctions définies sur I a valeurs dans R
(on parle aussi d’applications de I dans R)

/Savoir faire - Transformation sur le graphe

Soient f: 2y —RetacR.

Comment obtient-on les domaines de définition ainsi que les graphes
(ou représentations graphiques) des fonctions x — f(x)+a, x — f(x+a),
x— fla—x), x— af(x)?

x— f(x)+a:2; =9 et translation de a?,

x— f(x+a): D, ={x| x+aecP}=2— aet translation de —u-{,

x— fla—x):P3={x|a-xe€2} (ex:siP =[c,d[ alors Y3 =]la—d,a—c])
et reflexion (symétrie) d’axe d’équation x = % x— af(x): 94 =D et
homotétie-axiale de rapport a et de « centre » I'’axe des abscisses.

Exercice
Montrer qu’une suite (u,,) est également une fonction

Correction
Il s’agit d'une application de N dans R, avec u: n— uy

2.2. Opérations sur les fonctions

Définition - Opérations classiques
Dans Z (I,R) on définit les opérations suivantes :
— Addition :si (f,g) € (I, R)?, la fonction [ + g est définie sur I par

vxel, (f+g ) =f(x)+gx)

— Multiplication par un réel : si f € % (I,R) et A € R, la fonction A f est
définie sur I par
Vxel, Af)(x) =Af(x)

& Représentation - Fonction

Pour tracer on commence bien par tous
les points en noir : x;, f(x;), on en déduit
Aj(x;, f(x;)). Puis on relie tous ces points A;,
une courbe apparait!

L'image de f estici donné enrouge: c’est le seg-
ment[1,5].

4 Représentation - Fonction paire

6
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# Représentation - Fonction impaire

98 Repr ion - F ion périodique de
période T

VAN AW
SN AN

— Produit de deux fonctions : si (f,g) € #(I,R)?, la fonction fg est
définie sur I par

Vxel, (fg)(x)=f(x)xgkx)

— Valeur absolue d’'une fonction : si f € & (I,R) la fonction |f]| est
définie sur I par

Vxel,|fl(x) =1f(x)

e Remarque - Lois internes...

Addition et multiplication de deux applications sont des lois internes sur % (I,R),
commutatives, associatives, I'application nulle est élément neutre pour 'addition et
toute application f admet un opposé : 'application — f, I'application constante égale
a 1 est élément neutre pour la multiplication, la multiplication est distributive par
rapport a I'addition. (On parle d’anneau pour décrire un ensemble ayant deux telles
lois internes).

Définition - Composée
Soient f : I — R, g : J] — R vérifiant f(I) < J. On définit la composée
gof:I—Rpar

Vxel, (go f)(x)=g(f(x)).

En général, méme lorsque les deux fonctions go f et f o g ont un sens, elles
sont différentes.

Exercice

Définir proprement les deux composées (si cela est possible) des fonctions suivantes (ou
de leurs restrictions) :

: — : RV{0}—R
f: R—R etg \ {0}

2 1
x—x“ -1 X— %
Correction
fog: R*—R gof: R\[-L,1}—R
e d_p et e 1
22 -1

2.3. Vocabulaire d’analyse de fonctions

Parité, périodicité

Définition - Vocabulaire (et propriétés)
Soit f: 2y — R une fonction
« On dit que f est pairesi
VxeDy, —x€Pyet f(-x) = f(x)

€ est alors symétrique par rapporta Oy
« On dit que f est impaire si

VxeDy, —x€Pyet f(-x)=—f(x)

€ est alors symétrique par rapport a O.
o f € Z(R,R) est dite périodique s'il existe T > 0 tel que

VxeDf,x+TEDf,x—TEDfetf(x+ T) = f(x).

T est une période de f. €y est alors invariante par translation de vecteur
Ti.
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On laisse les démonstrations au lecteur.

Fonctions monotones

Définition - Fonction croissante, décroissante et monotone

On dit qu'une fonction f
— estcroissante sur I'si V(x,y) € 2 x< y=>f@<f.
— est décroissante sur Isi V(x,y) € I2, x< y = f(x) = f(3).
— est monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.
— est strictement croissante sur I si V(x,y) € I’ x< y=f) < f).
— est strictement décroissante sur I si Y (x,y) € I2, x < y = f(x) > f(3).

Proposition - Composition et monotonie

La composée de deux applications monotones de méme sens de variation
(respectivement de sens contraire) est une application croissante (respec-
tivement décroissante).

La démonstration est simple...

Démonstration
Supposons que f et g sont décroissants.
Soit x< y €Dy, alors:
f@x)=fy)
(go N <(goNW).
Donc go f est décroissante...00

Fonctions convexes/concaves

Définition - Fonction convexe, concave
On dit qu'une fonction f
— est convexe sur / si
Y(x,y) e 2Z,Y A€(0,1] flx+(1-A)y) S AFx) + L=V f ().
— est strictement convexe sur [ si
Y(x,y) € I2,¥ 1€]0,1[ f(Ax+ (1 =) y) < Af(x) + (1= 1) f ().
— estconcave sur I si
Y(x, ) e ZY Ae[0,1] fAx+(1-A)y) = Af(x)+ A=) f ().
— est strictement concave sur / si
V(x,y) € IRV A€]0,1[ fAx+ (1 - >Af(X)+ A=) f(y).

Fonctions (ou applications) bornées

Définition - Fonctions majorées, minorées, bornées

On dit qu'une fonction f :
— est majorée s'il existe M € R tel que Vx € @f, flx) <M.
— estminorée s'il existe m e Rtel que Vx € Dy, m< fx).
— est bornée si elle est majorée et minorée.

& Repr ion - Fonction stri

croissante

Fonction (a priori) croissante (et non déri-
vable!).

@Pour aller plus loin - Fonctions convexes
Nous étudierons tout particuliérement les
fonctions convexes dans un prochain chapitre

Proposition - Bilan
Une application f : I — R est bornée
si et seulement si il existe M >0 tel que Vx € I, | f(x)| < M.

Extremums

# Représentation - Fonction majorée, mino-
rée?

30 20 o v \d 1o 20 30

Fonction (a priori) majorée et non minorée,
donc non bornée.
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4@ Représentation - Exemple

Sur la représentation de la fonction majorée
non minorée, on peut voir trois maximums
(maxima) locaux, tous stricts et deux sont aussi
maximum global. ..

Définition - Maximum, minimum et extremum
On dit que M € R est un maximum sur I de f si
e Vxel, f(x)sM
 etilexiste ae Itelque f(a)=M
on dit que f présente un maximum en a.
On dit que m € R est un minimum sur / de f si
e Vxel, f(x)zm
o etilexiste ae I telque f(a)=m
on dit que f présente un minimum en a.
On parle d’extremum lorsque I'on a un maximum ou un minimum. On
note

M =max f(x) et m =min f(x)
xel xel

Définition - Maximum local
On dit que M = f(a) est un maximum local (maximum ou minimum)
s'il existe € > 0 tel que pour tout x €]a—e€,a+ elnDy, f(x) < f(a).
On parle de maximum strict, lorsque pour x €la—¢€,a+ elnDy et x # a,
f(x) < f(a).

o] Remarque - Voisinage de a (dans R
Pour décrire un tel ensemble V, on parle souvent de voisinage de a.

Ainsi la restriction de fa V =la—¢,a+ e[an présente en a un extremum (stricte)
respectivement).

e Remarque - Extension de définition

La définition s'étend a minimum local et minimum local strict et 8 maximum local et
maximum local strict.

2.4. Bijections et réciproques

On commence par rappeler ce qu’est une fonction bijective avant de voir le
role joué ici par la dérivée.

Bijection

Définition - Bijection

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R a valeurs dans R

et JcR.

On dit que f est bijective de D sur J (ou réalise une bijection de D sur J)
— sitout élément de D a son image dans J

— etsi tout élément de J admet un unique antécédent par f dans D
Formellement :

VxeD, f(x)e] et Vye],AxeD,y=f(x).

o] Remarque - Si, par convention J = f(D)

Sil'onpose J = f(D)={f(x);xeD}={yeR| Ixe D,y = f(x)},

alors f est une bijection de D sur J = f(D) si et seulementsiVye J,3lxe D, y = f(x).
7 Exemple - Application exponentielle

Lapplication exponentielle est une bijection de R sur R}

Définition - Application (bijection) réciproque
Si f est bijective de D sur J, on définit une fonction g par
g: J—D
y—x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)
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Cette fonction g est elle-méme bijective et appelée bijection réciproque de
f,etnotée f1.

7 Exemple - Application logarithmique
Lapplication logarithmique (naturelle) est une bijection de R} sur R. C’est la bijection
réciproque de la fonction exponentielle.

Proposition - Application directe
Si f est une bijection de D sur J,ona

VxeD,(f o f)(x)=x

vyel,(fof Hm=y;
y=f@ex=f1Q.

Théoréme - Réciproque et représentation graphique
Soit f: I — J une bijection et f~! : ] — I sa bijection réciproque. Alors
— dans un repere orthonormé, €¢ et ;-1 sont symétriques par rap-
port a la premiére bissectrice (droite d’équation y = x).
— Si f est monotone sur [ alors f’1 est monotone sur J, de méme sens
de variations.

On verra des exemples plus loin.

Démonstration
Pour montrer la symétrie dans le graphique, il nous faut alors montrer I'équivalence entre :
M(x,y) €6y et M'(y,x) € Cpo1.
Or
Me€pof=xoy=fxeMcE

Concernant la monotonie, supposons que f soit croissante, :

considérons x< y € J,

si f~1(x) > f~1(y), alors par croissance de f : x > y. Absurde.

donc, nécessairement : f~1(x) < f~1(y) et f ! est croissante.
De mémesi f~! est croissante, alors sa réciproque, i.c. f est également croissante.
Le cas décroissant est laissé en exercice.CJ

On admet les théoremes qui suivent et qui seront démontrés ultérieurement :

Théoréme - Théoréme de la bijection
Soit f une fonction définie sur I, continue, strictement monotone sur [
(intervalle de R),

alors f est bijective de I sur J = f(I).
Sa bijection réciproque f~! est continue sur J.

2.5. Etude des branches infinies en co
Le but est de préciser I'allure de la courbe représentative de f au voisinage de
(+ ou -) I'infini.
/“Savoir faire - Etude des branches infinies (et définition)
Soit f une fonction définie au voisinage de +oo.
1. si J!im f(x) = ¢ avec ¢ € R, la courbe admet une asymptote hori-
00

zontale d’équation y = ¢.

2. si lim f(x) = oo, on calcule f(x)'
X—00 X
o f) . .
(a) si '(anolo e 0, il y a une branche parabolique horizontale
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(ou de direction Ox).

(b) si lergo % =00, il y a une branche parabolique verticale (ou
de direction Oy).
fx)

(c) si lim =—— = a, a€ R, il faut calculer f(x) - ax.
xX—o0 X

. si JClim f(x)—ax = b € R, la courbe admet une asymptote
—o0
oblique d’équation y = ax + b.

. si lim f(x) - ax = oo il y a une branche parabolique
x—00

oblique de direction y = ax.

Exercice
Enoncer des fonctions présentant :

1. une asymptote horizontale (on donnera I'équation de cette asymptote)
. une branche parabolique horizontale

2

3. une branche parabolique verticale

4. une asymptote oblique (on donnera I'équation de cette asymptote)
5

. une branche parabolique oblique (on donnera la direction), mais pas d’asymptote
oblique

Correction

1. y=arctan(x) admet une asymptote horizontale : y = %
2. y=/x admet une branche parabolique horizontale
3. y= x% admet une branche parabolique verticale

_ 2x2+x-2 _ 1 " . _
4. y= i (=2x - 1- +57) admet une asymptote oblique d'équation y =2x -1
5. y=3x+Inx admet une branche parabolique oblique d’équation y =3x.
Exercice

Indiquer sous chacun des quatre graphiques suivants lesquels présentent des branches
paraboliques, des asymptotes. ..

5

/

Correction

En noir : branche parabolique verticale, en bleu une branche parabolique oblique d'équation y = x,
en rouge un courbe avec asymptote d'équation y = x et en violet une courbe avec une direction
parabolique horizontale.

e Remarque - Courbe asymptote

Plus généralement on dit que la courbe représentative de f admet au voisinage de +oo
(ou —oo ou un réel a) admet pour courbe asymptote la courbe d’équation y = g(x) si
XETOO/(JC) -gx)=0.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

3. Fonctions trigc riques

45

3. Fonctions trigonométriques

On reprend, de maniére analytique (ol1 le parametre x devient une variable)
les fonctions trigonométriques vues précédemment.

3.1. Fonctions circulaires

Proposition - Aspect analytique
Les fonctions sinus et cosinus sont 2z-périodiques.
sin est une fonction impaire alors que cos est une fonction paire.

/Savoir faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a», vers «en
0»
11 faut exploiter les formules trigonométriques : sin(a + h) = sinacosh +
cosasinh et cos(a+ h) = cos acos h —sinasin h, a connaitre par coeur.

§e Analyse - Inégalité fondamentale
On termine cette partie par une observation essentielle :

Rappelons que 0 est la longueur de I'angle

1 A 1
xC = —sinf
2

(on peut aussi comparer l'aire du triangle BCA’, égale a

al'aire (plus grande) de la portion du disque BCA égale a % xm1? = %94)
Pour la seconde inégalité, on calcule deux aire :
— laire de la portion du disque BAC : elle vaut %RZ = g carR=1
— Vlaire du triangle rectangle BA'C’ : elle vaut %BA’A’C’ = #.
«Clairement » la seconde aire est plus petite que la premiére.

Proposition - Inégalité

On apour tout x€] - 5, 71,

| sin x|
cosx

|sinx| <|x|<|tanx| =

... sinx
Et en particulier lim — =1
=0 X

Démonstration
On avu (dans I'analyse) que pour x €]0, %[, sinx<x<tanx.

Puis en multipliant par -1 <0: —sinx > —x > —tanx.

et par imparité si x_ €] - %,0[ :sin(x_) = —sin(-x_) = —(—x_) = —tan(-x_) = tan(x_).
Ainsi pour x €] - 5, § [ :|sin(x)| < |x| < |tan(x)| = %

Donc en divisant par | x| et en séparant en deux ir;égalités :

sinx sinx

<1 et cosx <

sinx
Par encadrement : —— s
X x—
Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égale a 1. O
”/ Exemple - Calculatrice. Calculer sin(0,01234)

On obtient sin(0,01234) = 0,01233968682
Exercice

En majorant le module de ¥ —1, montrer que pour tout x € R, sin? x + (cosx + 1)2 < x2.
Correction
. X
Soit x € R, la factorisation par 'angle moiti¢ donne : e'* —1 = e'2 (2isin %), donc
i x
[ —11=1x 2lsin 1< x|
Sion éleve au carré :

(cosx— 1)2 +sin?x < x?

& Repr ion - Foncti

y=cosx

& Représentation - Fonction sinus

Vi
y=sinx

- ~a/2 12

& Repr ion - Cercle tri

0.5

o

ique

c
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Proposition - Fonction tangente - Aspect analytique Exercice . . ) N .

La fonction tangente est ainsi définie sur R\ {% +km;k € 2} (R privé des Comparer arcsin x et x, & partir de la double inégalité fondamentale du sinus.
points de la forme 5 + kr avec k € Z). Correction

tan est impaire, -périodique On avu pour tout x €] — %, Z [, |sinx| < |x| <[ tanx].

Posons x = arcsin u, pour u €] - 1,1[; donc x €] - 5, (.

lul

|ul < |arcsin u| < |tan(arcsin u)| =

4§ Repr ion - Fe i Dé ion
| % | | 11 s’agit de la division de deux fonctions dérivables. Sur R\ l% + kr; k € Z} (le cosinus ne s'annule Fonction arccos
| | pas): O
| | | |
i |
| o N
| | | | Exercice Déﬁnm(?n - Arc'cosmus ) ) o
| / | | Etudier et représenter la fonction tan La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7] donc
/ ) ) ) _— réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].
/ / / ) S = q
/ / / / Correction » . La bijection réciproque s’appelle arccosinus, arccos : [-1,1] — [0,7].
1 I B 7% La fonction tan est définie sur 2 = {x e R | cosd # 0} =R\ {3 + km; k€ Z}. Ell 3 dé 3 d .
Tl i La fonction tan est 7-périodique d'aprés la formule trouvée plus haut. € est strictement décroissante et on a donc :
/ I / On peut I'étudier sur ] — % %[, puis exploiter des translations de vecteurs mi.
[ [ [ Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition. t=arccosx < (cos t=xetrel0, n])
| | |

cosz(x) + sinz(x)

Vxe2, tan’(x) = =1 +lanz(x) =

cos?(x) cos?(x)
- P
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme J7 [ et & valeurs Proposition - Rappels
dans | oo, 00[. Ona:
1
tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point Oa pour pente : tan’ (k7) = prve gt =1. — Vxe[0,n], arccos (cosx) = x
COs® KTt
— Vxe[-1,1], cos(arccosx) = x

1

Enfin, comme — est croissante sur [0, 5, tan est convexe sur [0, 5 [ et — est décroissante sur
S cos

1-%,0], tan est concave sur ] - §,0].

On obtient la représentation graphique suivante :

— Vxe[-1,1], sin (arccosx) = V1 — x?
Viee

— Vxe[-1,1],x #0, tan(arccosx)=
— Vxe[-1,1], arcsinx +arccosx = %

3.2. Fonctions circulaires réciproques .
11 faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

Fonction arcsin

0 1 1 V2| V3 1 4@ Représentation - Fonction arccos
X | === | =
3 . . Définition - Arcsinus 2 V2 2 2 x=-1
@Représentatmn - Fonction arcsin . . . q q T
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [-7, 5] donc [ = arecos(s
Py — T n b4 b4 y = (
x=-1 " x=1 réalise une bijection de [, 5] sur [-1,1]. arccosx | — | = = - 10
y=157 La bijection réciproque s'appelle arcsinus, arcsin: [-1,1] — [-5,3]. 3 4 6
Elle est impaire, strictement croissante. On a donc :
1
. . o Fonction arctan 2
t=arcsinx < (sint=xetre[——,-] -
os 22
Définition - Arctangente
o La fonction tangente est continue et strictement croissante sur | - 5,7
-Is 1 kS o0 L5 — donc réalise une bijection de] - 5, 5 [ sur R. 1
Proposition - Rappels P . P 7
Ona: La bijection réciproque s’appelle arctangente, arctan: R —] — 7
o ) T (e _ Elle est impaire, strictement croissante et on a donc :
— Vxe[-3,35], arcsin(sinx) = x
) — Vxe([-1,1], sin(arcsinx) = x o . (t 5 tee] b1 n[) o
) 3 = o = Aea, o
— Vxe[-1,1], cos (arcsinx) = V1 — x2 arctan.x ant=xe 2" 2 L o
y = arcsin(z) — Vxe]-1,1], tan (arcsinx) = ==
y=-157 15 1-x

P ition - R: 1
ye Analyse - Questions C;-SI;O-SI ion - Rappels

Comment démontrer tout cela? — Vxel-L I
N . )
1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

35 arctan (tanx) = x

— VxeR, tan (arctanx) = x
1
1 1 2 3 — VxeR, cos(arctanx) = ——
x 0| - | —== VZ|v3 1 V1+x?
2 | V2 2 2 . _ X
— VxeR, sin(arctan x) = ———
Vit
. m b4 b4 n
arcsinx | 0 | — — = -
6 4 3 2
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9@ Représentation - Fonction arctan

y=157

z -
= six>0
— VxeR, arctanx+arctan%:{ 2

T o
7 six<0

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

y = arctan(z)

y=-157

@Pour aller plus loin - Besoin d’inégalités
Pour étudier les limites variées (a I'infini, ou
calculer des dérivées), on a toujours besoin
d’encadrement.

Dans chaque partie, on trouvera des inégalité:

x 0 Lz@ 1|V3
33
3
n T
arctanx | 0 - — =
6 4 3

4. Fonctions polynomiales et puissances ration-
nelles

On reprend, de maniére analytique (ol le parametre x devient une variable)
les fonctions puissances et polynomiales vues précédemment.

4.1. Fonction puissance entiére relative

importantes

[ Histoire - Notation des puissances et puis-
sances négatives

Cette notation émerge petit a petit chez Bom-

belli (1572), Simon Stevin (1585), Descartes

puis Newton.

Définition - Puissance entiére > 0

Soit n € N*, on qualifie de fonction puissance entiére I'application x — x”,
i.e. définie par récurrence par x— x x x" et x° = 1.

Son ensemble de définition est R. C’est une fonction continue (nous le
verrons plus tard).

Cette application est paire si 7 est pair, et impaire si 7 est impair.

11 faut savoir représenter ces fonctions.

Définition - Puissance entiére < 0

Soit m € Z_, on qualifie de fonction puissance entiére négative I'applica-
. 1 — a

tion x— x™ = —, i.e. définie par récurrence par x — — x x™letx®=1.

Son ensemble de définition est R*. C’est une fonction continue sur R} et
sur R*.

Cette application est paire si 7 est pair, et impaire si n est impair.

11 faut savoir représenter ces fonctions, en particulier I'hyperbole € associé a
X % (m=-1).

Proposition - Morphisme
On a pour tout m,n € Z et x € R*, x™ x x" = x™*",
Vrai également en x =0, si n,m > 0.

Exercice
A démontrer

Correction
On fixe m € Z, et on fait une récurrence sur n € N.
Puis, on étudie le cas n <0, avec —meZ : x~ M x x~ 1 = x~M*+=n
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Inégalités de croissance

Fixons n € N.

Pour la croissance de x — x", on exploite le binome de Newton, par exemple :

Proposition - Binome de Newton. Croissance

n
. n| ,_
Soit n€N. Pour tout a€ R, (a+x)" = Z k ak ik,
k=0
Avec a,x >0, on a donc x < x' = x" < x'", soit la croissance de x — x" sur
R,.

Démonstration

n-1

n|

a=x'-x>0,x"=x"+y ( )a" kxksxn.o

izo\k

—_—

>0

Exercice

Faire la démonstration par récurrence.
On fera bien attention aux variables fixées et celles qui sont libres

Correction
On peut fixer x et x’ dans Ry, par exemple : 0 < x < x'.
Posons, pour tout entier € N*, 2, : « 0 < x" < x'". »
— 2P est vraie par hypothése.
— Soit n € N*. Supposons que 27, est vraie.
Comme x>0 : x"!1 = x x x < x'" x x, d'aprés 2.
Puis comme x < x' et x'" >0 : X' x x < x'" x x' = x/"*1
Donc 2,4+ est vraie.
La récurrence est démontrée : ¥ neN*, 0 < x" < x'".
Ceci est vraie pour tout 0 < x < x’, on a donc :
V¥ (x,x',n) €Ry x RE x N* tel que x < x7: x"" < x'”,
Onadoncencore :V neN*, ¥V 0<x<x', x <x'", donc t — t" est strictement croissante sur Ry
Peut-on se passer de 0 < dans I'écriture de 2y ?

Inégalités de Bernoulli

Proposition - Inégalités de Bernoulli
Soit x €] — 1, +oo[, pour tout n € N*, (1 +x)" =1+ nx.

Pourxe]—l,%[, pourtoutneN, (1+x)" <
1-nx

Démonstration

Par récurrence, onnote @ :«V x> —1,(1+x)" > 1+ nxetV xe[-1, 5], 1+ 0" < »

— Lerésultat est vrai pour n=0 (et n =1 (immédiat)). o
Donc 2 est vraie.
— Soit n € N. Supposons que 27, est vraie.
Soit x> —1.0nadonc (141" = (1+x)" x (14 x) < (1+nx)(1+x) = 1+ (n+ Dx+nx?,
car:1+x>0et nx?=>0.

1+
Dememesire] -1, (el =141, (L+ 0" = (149 x (140" < T car 1+x>0.
—nx
Or (1+x)(1-(n+1)x)=1-nx—(n+1x*<1-nxcar (n+1)x* >0.
1+4) 1
Ainsi, en divisant par (1—-(n+1)x)(1-nx)=0: (1 +x)(”+” < RALE <

1-nx 1-(n+1)x
Donc %y, vraie.

On obtient ainsi la premiere et la troisiéme inégalité (en composant par ¢ — % décroissante
sur R+).

o

Lexercice suivant permet de montrer la continuité des fonctions puissances.
Exercice

On fixe n € N.Montrer que limy_q. (1+x)” = 1, puis la continuité a droite de r— " en 1
etentout xeR.
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Correction
Soit n fixé. Pour tout x € [0, %

l+nx<(1+0)"<
1-nx

4. Fonctions polynomiales et pui ratic 11
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Corollaire - Nombre maximal de solution

Une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions diffé-
rentes

Par encadrement : méme limite & gauche et a droite, pour x — 0%, on a donc (1 + x)” — 1. Soit

x—0
a€Ret h>0,alors (a+ )" :a”(l+%)".ainsi si0< % < %
ona:a(l1+ n%) <(a+h)"=a"(1+ %)” < a"(l+2n%).
La encore, pour h — 0%, on a donc (a+ h)" — a”, ce qui conduit & la continuité & droite de
t—t".

4.3. Fonction puissance rationnelle
Définition
4.2. Fonctions polynomiales

O Analyse - Bijection de x — x”" sur R,

Définition - Fonction polynomiale

Pour tout n € N*, x — x” est strictement croissante sur I = Ry et a valeurs dans
On appelle fonction polynomiale une fonction de la forme : J=Ry.
Elle est continue et donc admet une application réciproque de J = R4 sur I = Ry.
n

P 0 D3 Dans le cas ol1 7 est impair, on peut élargir la définition de I =R sur J =R.
fix—ap+ax+ax’+-+apx" =y arx

ouV ke[0,n], ar R (ouC);

v S . i . N Définition - Racine n-iéme
1l s’agit d'une combinaison linéaire finie de puissances entiéres de la va- On note /- la bijection réciproque de x— x".
riable x. On parle de polyndme simple ou de polyndme a une variable. On adonc :
On dit que f(x) = b est une équation polynomiale si f est une fonction
polynomiale. sinestpair {x= x'" pour x =0
sinestimpair {/x= 5 pour x>0
i o "1 =1xY"=—(=0Y"  pourx<0
@ Remarque - Notations

On remarque que les lettres de fin d’alphabet sont en générale associées a des incon-
nues. Les lettres de début d’alphabet aux variables connues.

On comprend pour les inconnues : on ne peut pas faire autrement. Mais pourquoi as-
socier des lettres a des nombres connus?

Par propriétés calculatoires sur Rou C :

Pour n impair on a donc {/=x = — {/x.

Définition - Puissance rationnelle

Soit r = % € Q* (avec g € N*, p € ), on qualifie de fonction puissance ra-

Proposition - Propriété de 'ensemble des fonctions polynomiales " lle Papplicati " ot " vérifie (x)7 = x”
Si f et g sont deux fonctions polynomiales, alors : fEIR o 15)n,?c‘ x Ouf V(‘-‘}l’l Oks _J_C . . 3
q q Son ensemble de définition est R} . C’est une fonction croissante et conti-
— f + g estune fonction polynomiale

e T T nue (nous I'admettons a ce stade).
— fog estune fonction polynomiale.

7 Exemple - 5>/

11 s'agit du nombre y tel que y® = 52 = 25. (Existe-t-il un et un seul nombre y qui
Dém""s‘m‘f"“ . . vérifie cette équation y° = 252).
11 suffit d’écrire les calculs. Cela est lié aux propriétés des anneaux R et C. . . . .03 _ 3 _ ’
Pour la composition, c’est plus subtile. On note que, par récurrence, grace au résultat sur les Par dichotomie (et croissance) : 2 = 8 et 3° = 27, donc y €]2,31. Et 'on peut chercher
produits :

apréciser. ..

Pour tout g, polynomiale, tout k € N* : gk = gk’l x g est également polynomiale. 2, 93 = 24,389. Donc y €]2,9;3[...
n

puis d’aprés le résultat sur la somme, par récurrence : ) akgk(x) = f o g est polynomiale.
k=0
[m]

Rappelons :

5 P ©s

O _ i T
Théoréme - Factorisation multiple ', Analyse - Image de [0, 1{ et image de 1, +oo[ par x — x
N . . ) . Six>1,alorspour n,meN: x" > 1.
Soit f une fonction polynomiale de degré n. Soitp<n m
Sixy, x2,...%p, p solutions différentes de I'équation f(x) = 0 (racines de f). Etpourtouty <1, y™ <1.

. ) m_-n -
Alors il existe g, fonction polynomiale de degré n — p tel que Et nécessairement y tel que y™ = x™ > 1 vérifie y > 1.

VxekK, f)=x-x)x-x)...(x~xp) x gp(x)

Proposition - Comparaison des fonctions puissances
Soient r < r' € Q.

, . ,
Alors pour tout x> 1, x" < x" . Etsix <1, x" > x"
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Démonstration
La soustraction r’ — r = r”’ donne un nombre rationnel, positif.
On a alors, par positivité de x” :
x<x e =T
Orx>1letr”eQ*, doncx” >1.
Six <1, on raisonne avec < > 1.
[m]

M Attention - Ne pas confondre les variables x et n
Des maintenant, on fait bien attention lorsqu’on compare a x fixé x” et
xS
etlorsqu’on compare a r fixé x" et x'".

5. Exponentielles et logarithmes

«*Heuristique - Histoire
Les mathématiciens ont d’abord rencontrer les fonctions logarithmiques (STEVIN, BRIGGS,
NEPER) au XVIeme siecle.
1Is cherchaient un processus pour transformer multiplication (complexe) en addition (plus
simple).
1l s'agissait d’interpoler la réciproque des suites géométriques : n— a”, vérifiant "+ =
a xa™.
Pour faciliter les démonstrations du cours, nous remonterons I'histoire (d'abord exponen-
tielles avant logarithmes).

5.1. ExponentielleS

*Heuristique - Equation fonctionnelle
SoitaeR,sin,meN, a™™ =a" x a™.
Cette relation est centrale sil'on s'intéresse a x — a*.
Considérons donc f : R — R vérifiant pour tous nombres réels x,y € R: f(x+y) = f(x) x
f-
Est-ce qu'une telle relation est suffisante pour définir parfaitement aucune (non car  — 2°
semble bien aller, au moins pour ¢ € @), une fonction f, ou plusieurs? Et dans ce cas, que
rajouter pour différencier ces différentes fonctions?

On notera le pluriel :

Définition - Fonctions exponentielles
On qualifie de fonctions exponentielles les applications f : R — R, non
nulles vérifiant :

Vx,yeR: f(x+y)=fx) x f(y).

Proposition - Propriété commune a toutes les exponentielles

Si f est une fonction vérifiant : f(x+y) = f(x) x f(), alors f est a valeurs
dans R,.

Puis : ou bien f: x— 0, ou bien f(0) = 1.

Donc une fonction exponentielle est a valeurs dans R et f(0) = 1.

Démonstration
Pourtout x € R, f(x) = f(5 + 5
f(x)=fO0+x) = f(0) x f(x).
Siil existe x tel que f(x) # 0, alors en divisant par f(x) : f(0) =1.

Sinon, pour tout x € R, f(x) =0 et on a bien (réciproquement) f(x+y)=0= f(x) x f(y).O0

)

(f®)*=o0.
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Proposition - Base
Si f est une fonction exponentielle non nulle, alors il existe un nombre
a€ Ry, tel que pour tout x € Q, f(x) = a*

/Savoir faire - Etude d’'une équation fonctionnelle de N a R
Létude d'une équation fonctionnelle se fait souvent de la fagon suivante :

1. Par récurrence, en étudiant f(sn) pour n € N et s quelconque.

2. Par imparité/parité (ou autre symétrie), on étudie f(sm) pour
meZ.

3. On retrouve ensuite le résultat pour m € Q.

4. Ensuite, on exploitera (plus tard) un argument de continuité ou
bien un argument de croissance

Démonstration
Considérons une fonction exponentielle, non nulle.
Soit s € R, fixé.
Posons, pour tout n €N, Py, : « f(sn) = (f(s))".

— Lerésultat est vraie pour n =0 (car f(x)“ =1=f(0)etn=1.

— Soit n € N. Supposons que 2, est vraie.

Alors f(s(n+1)) = f(sn+s) = f(sn) x f(s) = (f(s)"*! d'apres 2.
Soit teR, f(t+ (=)= f(0)=1= f(t)x f(—1),donc f(-1) = o
1 1
Ainsi, pour ¢ — sn, alors f(sx(—n)) = —— = —— = (f(s)) " Ainsi,s — leta= f(1) >0,
P ! Fom g - /

onapourtout meZz, f(m)=f(lm)=f(1)" =a™.
Considérons, alors r = % avecpeZetqeN*.

ona f(qr)=f(p)=aP et f(qr) = f(r) avecs —retn—gq.

on a donc, en prenant la racine g-ieme: f(r)=a9 =a” O

Proposition - Variations

Soi f une fonction exponentielle est non nulle,
[ est strictement croissante sur Q si f(1)(= a) > 1
et elle est décroissante sur Q@ si f(1)(=a) <1

Démonstration

Supposons que f(1) = a> 1. Soient r1, 12 € Q, avec r1 < rz. Notons r = r — r1 € Qn]0, +oo[
f(r2)=f(ri+1)=f(r1)x f(r).Or f(r)=a">1cara>1.
Donc f(r2) > f(r1), ainsi f est croissante sur Q.

Demémesi f(1) <1.

[m]

jo) Analyse - Comment définir f(x) pour x € R

Tl reste a étendre la définition pour des nombres x € R.

Considérons le développement décimal de x, il existe (on le démontrera plus tard)
une suite dj, tel que pour tout n € N, d < x < dp + 107" avec (dp), croissante et
(dp +10™"™), décroissante de limite x.

Supposons que a > 1.

La suite (ad”),,EN est une suite croissante, majorée par a
On note f(x) = a”, cette limite.

Exercice

On note a = f(1). Montrer que pour tout xe Ret r € Q, f(rx) = f(x)".
Quelle formule obtient concernant les puissances de a ?

do+1 elle converge.

Correction
En reprenant pour m € Z, f(mx) = (f(x))"™, puis pour r € Q, f(rx) = f(x)".
Onadonc a’* = (a¥)". Puis en passant a la limite pour (r,) — x' : & = (@9¥.

On résume et admet les derniers résultats (il nous manque la continuité) :

@Pﬂur aller plus loin - Suite décimale
Prenons un exemple pour mieux comprendre
ici.

Considérons le nombre m, on a alors m =
3,1415....

Danscecas:dy=3,dy =3,1,dy=3,14,d3 =
3,141...

@Paur aller plus loin - Définition de a*

1l faudrait démontrer que cette valeur ne dé-
pend pas de la suite (dy) choisie, convergente
vers x.
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Théoreme - Fonctions exponentielles. Bilan

Les fonctions exponentielles non nulles sont continues.

Elles vérifient : f(0) = 1 et pour tout x,y € R, f(x+y) = f(x) x f(y) et
flxxy) = f(x)r.

1l existe a(= f(1)) e R tel que f(x) = a* (par définition de a* si x e R\ Q).
Sia > 1, alors f est strictement croissante sur R, avec 1}1013 f=0et 13013 f=
+00.

Si a < 1, alors f est strictement décroissante sur R, avec l}g f =40 et
lim f =0.

+00

5.2. LA fonction exponentielle

Nous verrons que ces fonctions sont dérivables. L'une a la propriété essen-
tielle de vérifier f'(0) = 1. C’est LA fonction exponentielle avec a = e (LE «e»).
Prenons un autre définition.

@Pour aller plus loin - Critére de conver-
gence pour une suite réelle

Nous verrons, sans cercle vicieux, que toute

suite de nombres réelles, majorée et croissante

(a partir d’un certain rang) est convergente.

C’est une propriété caractéristique de R.

4 Représentation - Inégalités
.

Définition - La fonction exponentielle naturelle

Soit x € R. La suite (x,) = (1 + ﬁ)") est majorée, croissante a partir d'un
certain rang, donc convergente.

Notons exp(x) la limite de (x).

11 faut démontrer la convergence de la suite :

Démonstration
« Positivité a partir d'un certain rang.
Pour tout réel x, notons que % — 0 pour n— +oo.
Donc a partir d’un certain rang Ny tel que V n = Ny, 7% <fs< %
Ainsi, pour tout n = Ny, x, > 0. On notera plus simplement que ce rang Ny est max(0, [—x1).
« Croissance (a partir d'un certain rang)
On peut utiliser le critére d’une suite positive (a partir d’'un certain rang) : par comparaison
relative a 1).

n+1
nil+x 5 n+l
Xnt1 :(]+1) PES (n+x)( n2+nx+n )

n nt+x n n?+nx+n+x

n

Xn+l _[n+x](17 x ]"“
xn \on (n+1)(n+x)

Rappelons I'inégalité de Bernoulli: (1+a)” <1+ masia>-1etmeN*.
X
Prenons alors m — n+1(eN*) et a —

RIS
Onabien:a>-1,car:
esix<0,x<n+xdoncx< (n+1)(n+x)desquen>0.
esix<0,-x>0et(n+1)(n+x)>0desque n>-x,ie n<Ny.
Donc: |
n+ —
(17; <lemA)—2 =
(n+1)(n+x) (n+Dn+x) n+x

- n+x L L. . L
Enfin, comme W <0, le sens de I'inégalité est inchangé :

Xnel _ntx on

Xn n n+x
* Majoration.

Soit s = |x|] + 1 €N, donc & €] - 1,41,

Xsn = ((] + Si”]”]s < (ﬁ) = (ij]S (constante en n).

(La fonction t — t° est croissante sur R..)
Soit m > max(Nx, Nj), et n= 2] +1
onanz=2, donc Ny<m<ns.

puis par croissance de (x5) pour tout m = N,’( X < Xps < [ <

]sD

2
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Proposition - Inégalités

1
Onapourtoutxe]—l,l[,1+xsexpxsl—.
-

e Remarque - Elargissement de I'intervalle
En fait, le résultat est vrai pour tout x € R pour la premiére inégalité et sur | — oo, 1[
pour la seconde.

Mais en réalité, elles nous serviront surtout pour x proche de 0, oit les trois termes
valent 1...

Démonstration
On applique les inégalités de Bernoulli, a partir d'un certain rang, puisque 3 — 0 (% < ln) :

1 1

x x\n
1+x:1+n—s[1+—) =xn< —x
n n 1-ny 1-x

On passe ensuite a la limite : a gauche et a droite les termes sont constants. Au centre, la suite
converge vers e*. O

Théoréme - exp est une fonction exponentielle.

La fonction x — exp x est une fonction exponentielle appellée LA fonction

exponentielle. .
n—+oo

Elle vérifie donc : V x,y € R, exp(x + y) = e**Y = e¥e) = exp(x) x exp(y) et

exp(x x y) = e = (e*)? = (exp(x))”.

1
On a donc pour tout x € R, exp(x) = e ou e = exp(l) = lim (1+;

Démonstration
Plus compliqué. Soient x, y € R.

Notons xp, = (1+ %]", Yn= [1+ %)n etzy = (1+ ﬂ]”.

n
1+X4 242
( nonT )

X t\"
Alors 2192 _ iy (l + l) )
z n
" (1 + T)
Xy
avec ty = — 0 pour n — +oo0.
n+x+y
11 existe donc une valeur N tel que pour tout n = N, t; € [—%, %], don(c)'?’l’ E(c)[—%, %[c [—1,%[
X, X) ex] X,
Onaalors 1+t < Znyn < et donc par unicité des limites : ZpWepl)) _ lim Inyn _ 1.
z; 1-1tn exp(x+y) Zn

n
Donc exp(x + y) = exp(x) exp(y).
exp est une fonction exponentielle. O

ication - Evaluation approchée de (1 + 35
& Application - Evaluation approchée de (1 + )%
Sil'on considére n = 100 proche de 'infini, on a donc
1100 2 10 10
[1+%) :(H—ﬁ) :exp(;)

On vérifie a la calculatrice : exp 12 = 28,03162 et (1 + 7100 = 26,548739.

Lo Analyse - Binéme de Newton pour (1+ %) " et une approximation d’Euler
Largument d’Euler, a partir du binome de Newton donne :

1 Zo(n) 1 n nn-1) nn-1)(n-2)
1+—)" = —_— =l ————
( +nJ kgb(k) nk * n+ 2!n? * 3in3 *
1 1 2
1(17;)+1(17;)(173)+m
2! 3!

=141+

Euler ajoute : «si n est un nombre plus grand qu’aucune quantité assignable, la
fraction % égalera I'unité » et conclue pare=1+1+ % + % +o.nn

La méthode laisse a désirer, mais le résultat est juste :

|&) Histoire - D’oi1 vient la notation e ?
Leonard EULER (1707-1783) est le mathé-
maticien le plus prolixe de I'histoire (avec
Cauchy?).

C’est un calculateur de génie, doté d'une
mémoire prodigieuse (hypemnésique).
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[2) Histoire - Neper

L'écossais John Napier (1550-1617) (ou Neper)
cherche au XV siécle une fonction qui facilite-
rait les calculs : elle transformerait le produit
(compliqué car beaucoup de calculs) en addi-
tion (moins de calculs).

1l trouve le logarithme.

Onadoncln(ab) =Ina+Inb.

L’histoire peut étre un moyen mnémotech-
nique.

4 Repr ion - Exp ielles et loga-
rithmes selon la valeur de a

Proposition - Formules d’Euler (1746)

1 n +00 1
e= lim (1+7) =
n—+oo

n =k
Et pour tout x € R,
P x\n T xk
e'= lim (1+—=] = =
n—-+oo n i K

5.3. LogarithmeS

Les fonctions exponentielles non constante égale a 0 ou 1 sont continues
et strictement monotone, elles admettent donc une fonction récipropque.

Définition - Fonctions logarithmes
On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de fonc-
tions exponentielles f non constantes.
Si cette derniére est x — a* (avec a ¢ {0,1}), alors la fonction logarithme est
qualifiée « de base a ». On note souvent g = log, ou In,.
Elle est définie sur R, a valeurs dans R et vérifie alors

Vx,yeRy, glxxy)=gx)+g).

4 Exemple - Différents logarithmes bien connus

Le logarithme en base 10 est un classique de la physique.

1l indique en gros la taille en nombre de chiffres.

Le logarithme en base 2 est un classique de I'informatique.

Démonstration

Lexistence de g est liée a la bijectivité de f.

[ étant a valeurs dans R+, on a pour tout X = f(x) € R+ (x existe bien, c’est g(X)) et Y = f(y) €
Ri:  gXxY)=g(f)xf(M=g(f(x+y)=x+y=gX)+g(¥).O

Théoréme - Fonctions logarithmes. Bilan

Les fonctions logaritmes sont continues, définies sur R, a valeurs dans R.
Elles vérifient : g(1) = 0 et pour tout x,y,t € Ry, glx x y) = g(x) + g(y) et
gxh) =rxgx).

1l existe a(= f(1)) e Rtel que g(a) = 1.

Si a > 1, alors g est strictement croissante sur R, avec li(x)ng = —oo et
lglg g = +oo.

Si a < 1, alors g est strictement décroissante sur R, avec li(r]ng = 400 et

/=

Démonstration
Faisons juste la démonstration de g(x) :

On sait, pour X = g(x) que : f(£x X) = f(X)?, i.e. f(£x g(x)) = x!. Puis en composant par g :
txgx)=gx".0

/Savoir faire - Calculer « 2 la main » le logarithme en base a de x?
On n’a pas d’autre solution (pour le moment) mais cela est suffisant
(compte-tenu de la contrainte que I'on s’est donné) de procéder par
dichotomie.
On regarde la suite (a") et'on trouve n € N tel que a” < x < atl,
Puis, on sélectionne ay = n et by = n+ 1. Puis on peut (par exemple),
considérer ¢ = “";’b“ € Q, évaluer a°.

Si a® < x, on prend a; = ¢ et by = by, sinon on prend a; = agp et

by=c...
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On a deux suites adjacentes (a,) et (b,) convergente vers y avec
a’ = x, donc y =log,,(x).

Définition - Le logarithme naturel

La fonction logarithme réciproque de la fonction exponentielle, donc le
logarithme en base e = exp 1 est appelé logarithme naturel.

Onle note In.

In est définie, continue et croissante sur R, a valeurs dans R.
Numériquement :In(1) =0,Ine=1, li(r]nln =-ooet 1}:2}1111 = +o0.

On a les propriétés algébrique : In(ab) =Ina+1Inb, In(a?) = blna...
Onapourtout ue R}, Inu<u-1.

|&) Histoire - Logarithme naturel

Il'y a un abus historique ici.

On a démontré historiquement qu'il s’agit bien
du logarithme naturel en le définissant comme
primitive de x — % (primitive dont on a dé-
montré qu'il s’agissait d'un logarithme (Fermat
- 1636)). C'est le naturel carln’(1) = 1.

La définition donnée ici vient de Euler (un
siécle plus tard)

Tout est immeédiat, sauf I'inégalité qu'on démontre :

Démonstration

On sait que pour tout x €] — 1, +oo[< R, 1 + x < exp(x).
En composant par In, croissante : In(1 + x) < x.
Posons u=1+xeR} :Inu<u-1

[m]

Proposition - Ecriture en fonction du logarithme naturel
Soit g la fonction logarithme de base a, réciproque de f: x — a*.
Alorsona:

Inx
VxeR f(x)=a*=exp(xxlna) VxeRy, gx)= na
na
Démonstration
Comme In est un logarithme : exp(xIn a) = exp(Ina®) = a*, car In est réciproque de exp.
Puis, G: x— ;:1% est une fonction logarithme
In(xy) Inx+Ilny
Glaxy)=—=>=—"""2 —G)+G
(xxy) na na (x)+G(y)

1
de base a, car G(a) = na_ 1.DoncG=g0O
Ina

5.4. Retour sur les fonctions puissances, avec un exposant
non rationnel

Définition - Fonction puissance réelle
Pour a € R, on définit sur ]0, +oo[ la fonction puissance a par:
8ga: 10,+oo[ —R
X — x% =exp(alnx)

Proposition - Fonction puissance réelle
Elle vérifie les propriétés suivantes :
Y(x,y) €]0,+oo[?, Y (a, B) € R?,

— (xp) =x%y?
— x@tB = xaxb
— x%)P = xoP

— Sia =0, g, est constante égalea 1.
— Sia >0, g, est croissante et lin01+ 8a(x)=0
o

— Sia <0, g, est décroissante et lim+ 8a(x) = +00

x—0

Pour a > 0, on étudie I'existence d'une demi-tangente en 0 :

— Sia<1,lacourbe y = go(x) admet une tangente verticale en 0.
— Sia=1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente de pente 1 en 0.
— Sia>1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente horizontale en 0.

@ Représentation - Fonctions puissances
réelles (différentes valeurs de a)

On en déduit les variations et la courbe repré-

entative suivant les valeurs de a :

@
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5.5. Croissances comparées

«*Heuristique - Logarithme comme nombre de chiffres
In(x)

Commengons par une remarque, avec x = 10", ona —— = n10~"In10 - 0.
n—+co

Notons que In10 = 2,302, donc Inx = In(10) x logy((x) et que log;((x) est en premiére
approximation le nombre de chiffres de x, alors pour x grand, In x est le nombre de chiffres
de x multiplié par un peu plus de 2.

Exemple : In(123456789) = 2,3 x log(1,23 x 109 =2,3x (9+1In(1,23)) = 20, ce qui est petit

1l s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoreme - Croissance comparée
Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

In x)?
) =0; lim x%Inx/”=0;
x—0*

x—+oo x@

eax

lim — =+00; lim [x/"e®™ =0.
x—+oo xb X—-00
Démonstration 1)
n(x)
On commence par lever I'indétermination de —~ en +oo. Tout en découlera. ..
n In(x) n
Commengons par une remarque, avec x = 10", on a ~ =n10""In10 P Teo 0.
On sait que pour tout x>0, Inx<x-1<x,
en particulier % Inx=In(V/X) < Vx.
Inx 2yx 2 Inx
Donc, pourx>1:0< — < i = —. Parencadrement: lim —— =0.
x x Vx X—+00 X

Pour a,b>0,

- xalb

b Iby\P
(nx? (g
xa X—+00

alb b

par composition de limites : avec u = x*'?, puis v — v”.

Avec cette nouvelle limite, en composant avec x : t — %

~Int?
xInx|? = % — 0
3 —+00
x—0

Avec la premiére limite, en composant avec x : t — In(#) i.e. £ = ¥,

pax  ga .

g — 400
Xt npbo
X—+00

Avec la deuxieme limite, en composant avec x: £ — In(?) i.e. t = ¥,
xPe™ =|ne?*  — o
t—0
x—-00

o

Exercice
Fixons a,b € R}

_a_ a
Montrer que pour x grand : e b+1 s mx, en déduire

eax
Conclure sur la valeurde lim —-.
x—+oo xb

Correction

5.6. Fonctions hyperboliques directes
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Définition - Fonctions hyperboliques
Les fonctions ch (cosinus hyperbolique), sh (sinus hyperbolique) et th
(tangente hyperbolique) sont définies sur R par :

ef+e” ef—e™
chx=——, shx=———, thx=—-=—-—.
2 2

Proposition - Fonctions hyperboliques
La fonction ch est paire, les fonctions sh et th sont impaires.

ch(-x)=chx

sh(-x)=-shx
ch?x-sh?x=1
chx+shx=e" chx-shx=e"
ch(a+b)=chachb+shashb sh(a+b)=shachb+chashb

— tha+thb
th(a+b) = {fams

5

Démonstration
ch?(x) —sh?(x) = Z(ezjC +24e 22X 02Xy,

X

1 - 1,
chx+shx:E(e‘+e’*+e*7e”‘):e"‘e1chxfshx:E(e*+e’ —ef+e )=
1 1
chachh+shashh:Z((e”-%—e'")(eb-#e_b)+(e”—e'”)(eb—e'b]]:Z(c’”+b+e”'b+e'"+b+

1
e a=b 4 pat+b _ pa=b _ pmatb 4 pma-by_ 3 (ea+b+e—m+b)] =ch(a+b). O

6. Sommes numériques infinies

On commence par une extension de notation :

Définition - Extension du coefficient binomial
Pour @ € Ret k€N, on note :

al al@-1)...(a-k+1)
k| k!

La section suivante donne des résultats connus pour 'essentiel depuis le
XVIII siecle, au moins.

Mais les démonstrations satisfaisantes sont plus tardives (ABEL et succes-
seurs du XIX).

Pour vous, elles auront officiellement lieu I'année prochaine lorsque vous
verrez le cours sur les séries entieres.

4@ Représentation - Fonctions hyperboliques

v=1h(z
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comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compétition au
voisinage de point problématique.

~+ Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme
fagon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c’est la nature de la variable « de départ ».

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Retour sur les problemes

12. C’est'application x — 2*uy = ype

Proposition - Egalités sommatoires
On a les égalités suivantes :
x€? fonction somme Auteur (Année)
+00 (71)k
R sinx) = Y, ———x?+1 NEWTON(1669),
= @k+1)!
LEIBNIZ(1691)
+00 (-Dk T
R cos(x) = ; NEWTON(1669),
=0 2k)!
LEIBNIZ(1691)
R tan(x) =x+3x*+2x°+JLx7+... JAC. BERNOULLI(1702)
+00 (—l)k
[-1,1] arctan(x) =Y -———x?k*! GREGORY(1671),
=02k+1
LEIBNIZ(1674)
(11 arcsin(x) =x+iZ 4182, NEWTON(1669)
n
R a+n" =Y (")x" PASCAL(1654)
i=o\k
+00 a r
1-L1  (1+x0% =) o NEWTON(1666)
=
+02 1
R exp(x) =), Fc" EULER(1748)
oo k!
+02 (_l)k—l
=L In(+x) =) —— & MERCATOR(1668)
k=1
R sh(x) = +Zm Lk EULER(1748)
& 2k+ 1!
+00 1 2%
R ch(x) = —X EULER(1748)
,;) k!
Exercice

@Pour aller plus loin - Produit infini
Euler démontre également (1748) :

Donner I'expression formalisée de arcsin(x).

Correction
] +00 (o)1 x2k+1
arcsin(x) = ) ——————
@ EO 22k k12 2k +1
Exercice
n
On rappelle la formule de MACHIN : — :4arctan% —arctan ﬁ.

Combien de calcul pour obtenir 10 décimales de 7 satisfaisantes ? Faites les a la calculatrice

Correction
n
=02, etdonc (§)" =27 x 107,
n
Avec =10, 0n 2210~ 10% et donc (4] ~ 10310 = 107,
Avec n = 14, cela doit étre suffisant. ..

7. Bilan

Synthése

~ On s'intéresse aux fonctions dont le domaine est dans R. Beaucoup de
définitions : images, restrictions, ou additions, multiplications et com-
positions de fonctions. Des adjectifs pour les fonction : périodiques,
paires ou impaires, majorées, minorées, bornées, monotone, stricte-
ment croissante.. .

~~ Plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponentielle(s) et
logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les fonctions
circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit savoir

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

Savoir-faire - Transférer un probléeme logarithme «en a », vers «en 1 »
Savoir-faire - Transférer un probleme trigonométrique «en a», vers

Savoir-faire - Etude d'une équation fonctionnelle de N a R
Savoir-faire - Calculer « a la main » le logarithme en base a de x?

xIn2

13. Lesseules applications de cette forme sont les applications x — Aln(x)
(ol1 A est constante).
Elles sont définie sur R;. Peut-on les étendre sur R en entier?
Six>0,In(-x) =In(e™x) =Inx + ir[2n]...

14. On vient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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Chapitre

Ensemble des nombres
complexes

@Résumé -

Dans ce chapitre, nous reprenons des résultats de lycée sur les nombres complexes
et leur lien avec la géométrie du plan. Ce sont des bons outils pour reprendre les
propriétés trigonométriques!
Comme, ces nombres ont été i ts pour ré: tout type d'équa-
tion polynomiale, il est normal que ce chapitre soit associé a la recherche des solu-
tions de x™ =1, i.e. la recherche des racines de l'unité.
Puis nous nous intéressons aux transformations géométriques du plan. Lorsque
T'espace géométrique étudié est de dimension 2 (plan R?), les nombres complexes
sont de parfaits outils pour faire cette étude. En effet, ces nombres ont un lien fort
avec la géométrie (revue au chapitre suivant) : addition de complexes = translation
et multiplication de complexes = homothétie et rotation (similitude). ..
— Micmath - La conjugai: plexe est un phisme de corps.
https :/www. be.c h 2v=AVDMp
— Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://www.youtube.com/watch ?v=aZLGdnktO8k
— Exo7Math - Nombres complexes part.4 : géométrie . https ://www.youtube.com/watch 2v=ej9zpQYsQs8

15 ;

— AEV- Nomb plexes / Applications a la géométrie. https :/lwww.youtube.com/watch 2v=HfxqAQ1SiGo
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|2 Histoire - Citation

«Au reste tant les vrayes racines que les fausses
ne sont pas tousiours reelles; mais quelques
seulement imaginaires; c’est a dire qu’on peut
bien touiours en imaginer autant que iay dit
en chasque Equation; mais qu'il n'y a quelque-
fois aucune quantité, qui corresponde a celles
qu’on imagine. » DESCARTES (1637)

6. Bilan .......... ... ... 0 0 i iiie... 84

1. Probléemes

2 Probléme 15 - Multiplication de nombres
Que représente la multiplication complexe Z = z x z’ pour des points
M(z) et M'(Z).
En particulier, existe-t-il un algorithme géométrique pour tracer cette
multiplication?
On pourra dans un premier temps, considérer que z€ R, ze U

? Probléme 16 - Théoréme de Napoléon
En exploitant les nombres complexes, démontrer le théoreme de Napo-
léon :
Si nous construisons trois triangles équilatéraux a partir des cotés d’'un
triangle quelconque, tous al'extérieur ou tous a I'intérieur, les centres de
ces triangles équilatéraux forment eux-mémes un triangle équilatéral.
Beaucoup de problémes (théoreme de Ptolémée, théoréme de Cotes...),
du plan se démontre par calculs avec des nombres complexes.

2 Probléme 17 - Transformation du plan
A Tl'aide des nombres complexes, comment trouver toutes les transfor-
mations du plan qui conserve les longueurs et/ou les angles?

? Probléme 18 - Application en physique
On connait beaucoup d’applications en physique des nombres com-
plexes (notés j), en particulier en électricité ou pour I'étude de Fourier.
La loi de Snell-Descartes donne pour la réfraction entre deux milieux
d’indices n; et ny : nysinf; = nysinH,.
Lorsque n; > ny et 6, proche de 0 (donc sinf; proche de 1), on trouve
sin@, = n—lsinﬁl > 1, etdonc cosf; € C.

2

Avec ce nombre complexe, Augustin FRESNEL unifiait en une seule for-
mule ce qui se présentait jusqu’alors sous deux formes. Quelle est cette
formule?

2. EULER:manipulateur des nombres du diable

2.1. Racine de polyndmes

O Analyse - Probléeme de Cardan (1545)

Un segment de longueur 10 est coupé en deux parties de longueur a et b. De quelle
maniere le faire, de sorte que I'aire du rectangle dont chaque c6té vaut a et b puisse
valoir 40?2

On ales équations a+ b =10 et a x b = 40, donc a?-10a=ala-10) = a x b = 40.

Les racines de cette équation x2—10x-40=0est5+ v/=15et5—-+/—15.
Evidemment cela est problématique (racine d'un nombre négatif) sauf que

— (B6+V-15)+(5-v-15)=10
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— (5+V=15)x (5—v/~15) = 5% — (~15) =25+ 15 = 40

La solution fonctionne avec ces nouveaux nombres, a condition de garder les méme
regles de calcul qu'avec les nombres classiques. ..

Les regles de calcul sont donnés par Raphaél Bombelli (1572), dans son al-
gebra. Pendant deux siécles les mathématiciens se querellent quant a leur
existence et a leurs emplois.

Exercice

On reprend un exercice historique de Bombelli.

En reprenant les régles classiques de calcul, évaluer (2 + V=1)3.

En employant les formules de Cardan, trouver les racines de B =15x+4.

Correction
Binome de Newton : (2++v/=1)3 =23 +3y=1x22+3(V=1)? x 2+ (V=13 =8+12/~1-6-v~1=
2+ 11V-1.

2.2. Calcul algébrique

Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec précision. Il
écrit a Diderot : « e = —1 donc Dieu existe ».

Remarque - Unicité
Un complexe est un « nombre» z qui s'écrit z = a+ ib ol a et b sont des réels et i
vérifie i2 = — 1. Cette écriture est unique et s'appelle la forme algébrique de z.

Comme la construction de C n’est pas donnée, il n'est pas possible de démontrer
'unicité de I'écriture de z, ni la justification des regles de calcul. Nous les admettons
alors. Ce n'est pas rien. ..

Définition - Notation de nombre complexe (1748)
Soit z = a+ ib un complexe (a et b sont des réels).
a =Rezs'appelle la partie réelle de z.
b =1Imz s'appelle la partie imaginaire de z;
z est dit imaginaire pur (z € iR) si sa partie réelle est nulle.
Z=a-ibs'appelle le conjugué de z=a+ib.
|z| = Va2 + b? s’appelle le module de z.

Notons tout de suite comment se comportent les calculs habituelles addition
et multiplication sur C (il s’agit presque de définition ici...)

Définition - (et proposition?) C est un corps
Pour tout (z,2') € C%, L, A € R,
— Re(Az+A1'z') = ARe(z) + A'Re(2') (la partie réelle est R-linéaire sur C)
— Im(Az+A'Z") = AIm(z) + A'Im(2') (la partie imaginaire est R-linéaire
surC)
— siz=a+ibetz' =a'+ib',alors zx z' = (aa' - bb') + i(ab' + a'b)

A — _ 1
En particulier z x Z = a® + b* = |z|* = |z/?, donc — = o
z |z

-] Remarque - Importance du conjugué
Le fait que zz est un nombre réel (pur) explique I'importance de la notion de conju-
gué.

Démonstration
Comme
Az+ N2 =(Aa+irb)+ WV d +id'b) = Aa+A'a) +i(Ab+A'b)
Donc
Re(Az+A1'Z) = ARe(z) +A'Re(z') et Im(Az+A'Z) = AIm(z) + A'Im(2")
Puis :

zxz =(a+ib)x (d +ib) = (ad' +iab' +iba +i*bb' = (ad' +bb)+i(ab' +d'b)
a

On a alors

@Paur aller plus loin - Construction de C
Rassurons nous : nous construirons bien C par
la suite, selon la méthode proposée par Cauchy
(avec des classes d'équivalence).
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Proposition - Conjugaison

On a les propriétés du conjugué :
Y(z,z)eC: VYaeR, z=z z+7=z+72
— = 1 1
zz' =77 (7) ==
z z
z+z Z=7
Rez=—— Imz=——

2 2i
Démonstration

Supposons que z=a+ibetz =a'+ib'. Alors

Z=a-ib=a+ib=z

z+Z =(a+ib)+(@+ib)=(a+a)+ib+b) =(a+a)-i(b+b)=(a—ib)+(d -ib)=Z+2
zx2 = (a+ib) x (@' +ib') = (ad' — bb') + i(ab’ + a'b) = (ad'-bb")—i(ab'+a'b) = (a—ib)x(a'—ib') =Zx 2

a

Proposition - Puissance et conjugaison
On définit les puissances d'un nombre complexe par

A=il
vneN,z"1l=2z"z

Onaalors VneN, z? =z".

1 —
Pour z#0etneN, onpose z7" = - = (z"m~, onaalorsVnez, z"=72".
7

Exercice
Faire la démonstration

Correction

Il faut faire une récurrence

Exercice

Démontrer la formule de Moivre (1707) : (cosa + isina)”" = cos(na) + isin(na).
(Il est compliqué de comprendre comment il a cette idée, au. hasard ?)

Correction

On le fait par récurrence.

Pour =0, on a bien (cosa+isina)® = 1 = cos0+isin0.
Supposons que le résultat est vrai au rang 1 quelconque.

(cosa + isina)™! = (cos(na) + isin(na))(cosa + isina) = (cos(na)cosa — sin(na)sina) +

i(cos(na)sina+sin(na)cosa)) = cos((n+1)a) + isin((n+1)a)

Proposition - Propriétés du module
On a les propriétés du module :

V(z,2)eC? |zl=Vzz 122/ = |z||2/|

z

7

_ lal

lzl=1zl=1-2l

(siz #£0)

12'|

Démonstration
Les deux premiers résultats ont été démontrés. Puis

1z2'| =\ (z2)(z2)) = \ 22"

’

=Vzz\/2/7) =|zll|

z z
lzl= |2 x = | =121 x| =
z' z'

11 ne reste plus qu’a diviser par |2'|. O

L ] Remarque - Valeur absolue et module
Pour un réel, valeur absolue et module coincident!
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2.3. Représentation graphique (addition et longueur)

On munit le plan d'un repére orthonormé direct (0, i, 7). Le point M de
—

coordonnées (a, b), caractérisé par OM = aii + b, peut alors étre représenté

par le complexe z=a+ib.

Définition - Affixe d’'un point. Affixe d’'un vecteur

z = a+ib est alors appelé affixe du point M(a, b), on peut noter z = Aff(M).
Réciproquement, le point M est appelé (point) image de z.

De méme, si w est un vecteur de coordonnées (a, b), a+ib est appelé affixe
de W (noté Aff()), lui-méme appelé (vecteur) image du complexe a + ib.

e Remarque - Axes
Les points de I'axe des abscisses correspondent aux points d’affixe réelle.
Les points de I'axe des ordonnés correspondent aux points d’affixe imaginaire pure.

Proposition - Opération complexe et correspond sur le plan géo-
métrique

Si z est I'affixe de M alors z est I'affixe du symétrique de M par rapport a
I'axe des abscisses.

Si z = Aff(M) alors |z| est égal a la distance OM.

Si z = Aff(M) et zy = Aff(My), alors Aff(WM) =z-zpet|z—zy|=MyM

2.4. Inégalités

Théoreme - Inégalités
Pour (z,z') € C?, on ales inégalités suivantes :

Rez < |z| avec égalité si et seulement si z € R*
Im z < | z| avec égalité si et seulement si z € iR
|\z\ - |z'|’ <|z+7Z'|<lzl+|2'| (Inégalité triangulaire)

avec égalité dans l'inégalité de droite
si et seulement si 2’ = 0 ou il existe A € R* tel que z = 1z’ (2,2’
positivement liés).

M Attention - Module ou valeur absolue?
< Ily a des modules et des valeurs absolues partout ici

¥ Analyse - Interprétation de I'inégalité triangulaire
Si A, B, C sont trois points tels que z = Aff(A_B') etz =Aff(13_é), alors
|z+2'| < |z| + 2| avec égalité si et seulement si z, 2’ positivement liés

signifie que AC < AB+ BC avec égalité si et seulement si A, B, C sont alignés et B entre
AetC.

Démonstration
Avec les notations habituelles,

1212 = @® + b = a® = |z = |al = [Re(2)|
1y a égalité si et seulement si b =0, i.e. Im(z) = 0.
Pour I'inégalité triangulaire, réécrivons les calculs (au carrés) pour mieux voir comment compa-

rer:

2422 =@+ + b+ b2 =a+ b +a% + b +2ad +2bb = |22 + |22 + 2Re(22))

Histm're - John WALLIS (1616-1703)

Ilsemble que John Wallis ait imaginé représen-
ter les nombres complexes dans un plan.
Certainement, avait-il compris comment addi-
tionner les nombres complexes; mais I'essen-
tiel : il n’avait pas compris le réle géométrique
de la multiplication.

Wallis est par ailleurs un grand manipulateur
de I'infini.

4 Représentation - Affixe d’'un point (ou d’'un
vecteur)

W (z)
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(2l +12'D? = 12> +12'? + 2122/ | = |2l +12'? +2122|
Or comme on a vu que \Z?I = Rc(z?), on al'égalité attendue;
la condition équivalente a I'égalité est Im(zz') = 0 et Re(zz/) >0

"y
ie.abl—a'b=0etaa +bb' >0i :Azavecl:%:%>0
Enfin, en supposant |z| = |2/|, en considérant Z =z + z' et Z' = —z', on a
=12+ Z <1412 =12+ 214121 = |lzl-1)| =121~ 121 <12+ 21
o
Par récurrence :

Proposition - Inégalités
Pour n complexes zj,...,2, on a

|21+ +znl <zl +- 4]zl

Proposition - Caractérisation des complexes remarquables
z=0<|z|=0©Rez=Imz=0

zeIR{(»Imz:O@Z:z@|z|2:(Rez)2

z€iR©Rez=0z=-2z% \z\Z:(lmz)2

3. Levisionnaire : GAUSS et la multiplication com-
plexe

3.1. Les complexes de module 1

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes, mais ces
nombres manquent de légitimité.

C'est Gauss qui les justifie géométriquement sur R?> (Argand et Wessel
semblent, chacun de leur coté, avoir eu la méme idée).

Le groupe unitaire U

Définition - Groupe unitaire
On note Ul'ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le cercle unité
de C, ensemble des affixes des points du cercle trigonométrique

U={zeClllzl=1}.

Proposition - Conjugaison sur U

_ 1
Y(z,2)el?, zZ' €U, VzelU,z==€el.
z
On dit que I'ensemble U muni de I'opération multiplication est un groupe
commutatif.
Démonstration
12| =12 x|2'| =1x1=1, donc zZ' € L.
1 z __
Onavu—=—=Zcarlz[|=1. 0O
z |zl
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Interprétation géométrique du calcul u x zpour ue Uet ze C

i Analyse - Géométrique
Soit u € U\{1} et z € C. Considérons les 4 points du plan A(1), B(u) # A, C(2) et D(uxz2).
Alors AC=|z—1|et BD =|uz—u|=|u| x|z—1| = AC.
On a vu (raisonnement analyse-synthése) alors que :

si (AB) et (CD) ne sont pas paralleles, il existe une unique rotation r du plan tel
quer(A)=Betr(C)=D.
C’est la rotation dont le centre Q est a I'intersection des médiatrices de [AB] et [CD]
et dangle O4,QB). Or OA = OB = 1 et OC = |2| = |ullz| = |uzl = OD. Donc O est 4
I'intersection des médiatrices, par unicité de ce point: O = Q.
Ainsi, r(C) = D, ol1 r est la rotation de centre O(0) et d’angle 0A,0B).

On montrera plus loin que (AB)//(CD) < % eR<=z€eR.
Or dans ce cas, on peut appliquer dircclcmcntBlc I}?éorc‘:mc de Thales : pour les
triangles OAB et OCD semblables.

On retrouve donc le résultat précédent.

Définition - Argumentde ue€U,de ze C
Soit u € U. On note I, le point du plan d’affixe 1 et M celui d’affixe u.
On appelle argument de u € U noté Arg(u), I'angle (principal) (01,0M) €
| —m,m).
Dans un premier temps, on note £60 ce nombre complexe de module 1 et
d’argument 6.

On aalors u = cos6 + isinf, pour 6 = Arg(u).

e Remarque - Angle aigu
Le résultat se congoit bien pour 0 € [0, %J, mais il reste vrai pour toute mesure d’angle
(dans R), par propriété de parité (cos), imparité (sin) et 27-périodicité.
Démonstration
Sion note X, le point d’affixe Re(u), alors le triangle OX M est rectangle en X.
Son hypothénuse a une longueur égale 28 OM = |u| = 1, donc comme 0 = (01, 0M) (271,

onaOX = cosf =Re(u) et XM =sin6 = Im(u).

Ainsi u = cosf +isinf. O

Proposition - Multiplication par u € U

SoitzeCetueU\{1}.

Notons 0 = arg(u).

Alors u x z est I'affixe du point obtenu par rotation de centre 0 et d’angle 6,
a partir du point d’affixe z

La démonstration a été faite plus haut (dans I'analyse).

M Attention - Mauvaise définition de argument...
La définition donnée ici est peu satisfaisante; avec un argument prin-
cipal, on n’a pas nécessairement Argzz' = Argz + Argz’, mais seulement
des congruences.

3.2. Notation exponentielle

Argument ou argument (classe d’équivalence)

@Paur aller plus loin - Le probléme est en fait
lié a la relation d’égalité...

Nous allons essayer de faire avec, au mieux.

Mais lorsqu’on aura proprement défini ce que

sont des relations d’équivalence, cela sera plus

simple...
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@Pour aller plus loin - Une vraie démonstra-
tion
Euler a bien démontré cette démonstration; il
ne s’agit pas d’'une simple notation. Il faut donc
voir qu'ici, :
— il s’agit bien du nombre e = 2,718281...
— il s’agit bien d’'une puissance complexe

[2 Histoire - D’oix vient la notation e 2

Ce n'est pas le e d’exponentielle, mais bien le e
du suisse Leonard Euler

La formule d’Euler e'® = cos6 + i sinf a été ob-
tenue a partir du développement sous forme
infinie de exp, cos et sin (chapitre précédent),
mais Euler n'a pas compris les propriétés géo-

Corollaire - Propriété de < -
Pour tout 0,0’ € R, £0 x £0" = £(0+0")

Démonstration

£0 x £0' est I'affixe du point M’ obtenu a partir de M d’affixe £6' par rotation d’angle 0.
11 s'agit donc du point de U d’argument 0 + 0.

A noter qu’on peut « dépasser» ... O

¥ Analyse - Non injectivité

Mais pour revenir a la question de I'argument, i.e. de z = £60 a 0 = Argz, on a un soucis
de non bijectivité (en fait de non injectivité) de £ : £0 = £0' %60 =0'.

On doit considérer la classe d’équivalences de 0 :

0={a|IkeZa=0+2kn}

Notons donc 6 = 6’[27] pour exprimer : 3 k € Z tel que ' — 0 = 2k

Définition - et Propriété. Argument de z

Pour tout z € U, on note arg z = {Argz + 2k, k € Z}, on le considere comme
un nombre.

Pour z,z' € U : arg(z x z') = argz + argz’ ou (de maniére équivalente) :
Arg(z x z') = Argz + Argz’ [27].

Démonstration

Notons  =Argz et ' =Argz’. Ona 6,0’ €] - m,7], donc 0 + 0’ €] — 2,27
Alors zz' = L0 x £0' = £0+0'.

«Si0+0' €] —m,7l, alors Argzz' =0+ 0P rime = Argz + Argz'.

«Si0+0' €lm,2n), alors 0 +0' — 27 €] - 7,0] <] — 7, 7] et Argzz’ =0 +6' —2x.
«Si0+0' €] —2m,—n], alors 0 +6' + 27 €]0, 7] <] — 7, 7) et Argzz' = 0 +6' + 2.
Par conséquent, dans tous les cas : Argzz' = Argz + Argz'[27]. O

Notation d’Euler

Définition - Notation d’Euler

Nous verrons que dans le cas réel, on appelle exponentielle les fonctions
qui vérifient f(a+b) = f(a) x f(b).

Elles s'écrivent (dans le cas réel) sous la forme x — A* ot A= f(1).

Par uniformité de notation, suivant L. Euler, on notera maintenant e'? =
£0 =cosf +isinf

On a alors, plus globalement :

Théoréme - Propriétés
Soient (6,0') e R2.Ona:

. . = i 1
£l 0+0") _ 40 10’ il = o710 =
el
. .
e'2 =i e =-1
. . -
el=1o0=0021o0c27Z e? =¥ » 9=0"127]
Démonstration

Onaalors 1 = e/ = ¢i00) = ¢i0=10 qonc ¢~

Le reste s'obtient facilement... 0
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Corollaire - Formule d’additions trigonométriques
Soient a, b € R,
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et sin(a + b) = sinacos b+ cosasinb

Démonstration
cos(a+b)+isin(a+h) =el@*0 = i@ x eil = (cosa+ isina)(cosb+isinb)
= (cosacosb~sinasinb) +i(sinacos b+ cosasin b)
Reste a identifier les parties réelles et imaginaires. 0

Exercice
En déduire les formules donnant cos(a — b) et sin(a— b).

Correction

Par parité de cos et imparité de sin, en faisant b— —b :

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb et sin(a— b) =sinacosb—cosasinb
3.3. Formules d’Euler et de de Moivre

Formules

Proposition - Formules d’Euler

00 4 =10 ) il _ o=i0

T sinf=Im("%)= B
1

cosf = Re(eio) =

Exercice
Calculer % + %, en déduire une expression de cos %’ et sin %’
On exploitera ces résultats plus tard.

Correction
% + % = % donc

i 141
el :e’s”“4":(cos%ﬂsin%)X(cosgﬂsin%)
1 .V3 V2 V2 V2-vB  V2+VE
=(c+i——)x(+i——)=——+i——
2 2 2 2 4 4
2-V6 2+V6
Donc:cos%:\/»‘t\/»etsin%:q

Proposition - Formule de Moivre
Ynez, (ew)n — einﬂ
V nez, (cosf+isinh)" = cosnb + i sin nf

Démonstration
Par récurrence. On note pour tout 7€ N, 2y, : « (i) = ¢,

— (ei)% =1=¢%, donc 2, est vraie.

— Soit n €N, supposons que 2y est vraie.

On a donc (/)1 = (¢10)7 x ¢i0 = ¢10 010 qrapres 2,,.
puis ¢0)"*1 = ¢i1+D0 qonc 2, est alors vérifiée.

La récurrence fonctionne bien et le résultat est démontrée pour tout n entier naturel.
Puis si m € Z avec m <0, alors en notant n = -m

i0ym _ (pi0y-n_ L _ L _ inb _ im0

e = eiyn " ginb

La seconde formule de Moivre est la notation algébrique de la précédente. O

Angle moitié (pour factoriser)

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de Pangle moitié
Lorsqu’on rencontre un expression de la forme eld4ell (a, bréels), il faut
toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b a-b
= +

a+b a-b
a= -

2 2 T2 2

.Histoire - De Moivre

Abraham De MOIVRE (1667, 1754), mathéma-
ticien d’origine francaise, mais qui du vivre en
Angleterre. Hormis la formule de de Moivre
(1707), il est connu pour son ouvrage sur les
probabilités : the Doctrine of chances

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Cela donne:

. . jatb [ .a-b ja=b
etuielbzezT( P42

e +e! T)
Et on applique les formules d’Euler

Exercice
Factoriser 1+ ¢ et 1 —e?. (Re)trouver les formules donnant 1 + cos@

Correction

0 0. —ior2 o) [y 012 o2 i0) 0 0
1460 = o012, "’“w”’“):zcosEe’”“ 1= el = ¢i0/2(¢ ‘H/Z—e’mz):—lem;elau

En prenant les parties réelles :

0 0
1+cosezzmszE 1—c059:25in2§

Exercice

n n
Nouveau calcul de ) cosktet ) sinkt
k=0 k=0
Correction
On fait un seul calcul, la partie réelle donnera le premier résultat, la partie imaginaire le second.

To(eftyrtl i+t Gl D2 (g (1311

Sp= i oikt i ek =1 _ _ 7 ) _pinti2 sin(n+1)1/2
k=0 fr 1-eit 1-eit elt2(=2isin§) sint/2

Formule d’Euler+ de Moivre + série géométrique + angle moitié +... .
Donc
u cos(nt/2)sin(n+1)t/2
Z coskt=Re(Sp) = #

Lk i t12)si +1)t/2
2sint 35 sinke = Ims,) - SR sintn+ D2
k=0

=0 sint/2
Linéarisation

/Savoir faire - Linéarisation
11 s’agit d’exprimer cos” 6 ou sin” @ sous forme d’'une somme de cos kf
ou sin k6
(il ne doit plus y avoir de puissances ni de produits de cosinus ou
sinus). ) )
— Ecrire cos” 0 = (“‘H*zieﬂg ",
— Développer avec la formule du bindme.
— Regrouper les termes conjugués pour faire apparaitre des cosinus
ou des sinus.
Siil n'y a pas de faute de calculs, vous devez obtenir un nombre réel :
donc simplification des i...

Exercice
Linéariser cos® 0, sin* 0.

Correction
. 013 . . . .
3 el 4 =10 310 43010 430710 4 10 1 3
cos”0 = = =~ cos(31) + ~ cos()
2 8 4 4
y 4 . .
a 0i0 _ o0 A0 _ 40210 | g 40210 4 410 | 1 3
sin“ 0 = - = = —cos(41) — - cos(21) + —
2i 16 8 2 8

@Pour aller plus loin - Polynéme de Tcheby-
chev

Les polynémes de Tchebychev (env. 1860) sont

définis par récurrence par :

To(x)=1,T1(x)=x

Tn+2(X) = 2xTp41(x) = Tn(x)
IIs vérifient alorsV neN, V 0 € R,

/Savoir faire - Expressions de cos (n?) et sin(nt) en fonction de cost et
sin ¢
— Ecrire cos (nf) = Re(e'™) = Re[(e’))"] ou sin (n#) = Im[(e")"].
— Utiliser la formule du binéme pour calculer (e/")" = (cost +
isinf)”.
— Récupérer la partie réelle (ou imaginaire) en séparant les indices
pairs des indices impairs.
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Exercice
Ecrire cos3t en fonction des puissances de cos ¢, sin3t comme le produit de sin ¢ et d’'une
expression contenant des puissances de cos . Faire de méme avec cos5¢ et sin5¢.

Correction
La encore, on fait les deux questions en méme temps, puis on prend la partie réelle et imaginaire.

cos(30) +isin(31) = (€)% = (cos £ + isin 1) = cos® ¢ +3i cos? tsin £~ 3cos rsin® £ — isin® ¢
cos(31) = cos® 1 —3cos tsin® ¢ = cos® £ ~3cos 1(1 — cos? ) = 4cos® £ ~3cos ¢

sin(31) = 3cos? rsint—sin’ 1= 31— sin? t)sint— sin® £ =3sin¢—4sin® ¢

cos(51)+isin(51) = (') = (cos t+isin1)° = cos® 1+5i cos* £sin 1-10cos® rsin? 110 cos? tsin® t+5cos rsin® r+isin’ ¢

cos(51) = cos® £ — 10cos® £5in? £ + 5 cos tsin? £ = 16 cos® £ —20cos® £ + 5 cos ¢

sin(51) = 5cos? rsin 7~ 10cos? tsin® £ +sin® £ = 16sin® 1 — 20sin’ £ + 5sin ¢

3.4. Argument, forme trigonométrique

Définition - Argument

z z .
SoitzeC,z#0,0na ﬁ € U donc il existe 0 € R tel que ﬁ =elf,
z Z

On dit que 6 est un argument de z. On note 6 = argz.
Lécriture z = re'® o1 r = || est appelée forme trigonométrique de z.

@Pﬂur aller plus loin - Moins loin...

Rappelons qu’on a dit précédemment que I'ar-
gument était plutét a considérer comme un
ensemble de valeurs; une classe d'équivalence.

Largument est une fonction logarithmique (qui vérifie f(ab) = f(a) + f(b)),
mais multivariée (a plusieurs valeurs).

Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2)) € (C*)%, ona

argz = —argz [2m]
argl = —argz [2n]
z

arg(zz)) = (argz +argz’) [27]

)

(argz—argz’) [27]

arg(g

M Attention - Pas d’unicité
Il n'y a pas unicité de 'argument, il est défini a 27 pres. On peut imposer
I'unicité de I'argument en le choisissant dans un intervalle de longueur
27 (en géneral | —m, 7] ou [0,27]).

e Remarque - Géométriquement

Soit z un complexe non nul et M le point d'affixe z. Toute mesure de I'angle orienté
(%, 0M) est un argument de z.

11 faut savoir caractériser les complexes non nuls réels (resp. réels positifs, resp. réels
négatifs, resp. imaginaires purs) par leur argument.

Proposition - Relation arg et arctan
Soit x € R, alors arg(l + ix) = arctan x [27].

Soit z € C, alors argz = arctan 11{2((3 [m]. Précisément :
arctan IR"‘((Z) [27] siRe(z) >0
argz= ) .
7T +arctan Re(®) [2m] siRe(z) >0

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




74

Ensemble des nombres complexes

Démonstration

Soit z=1+ix, on note p = V'1+x2 son module et § son argument principal.
z=1+ix=pcosf+ipsin®

On peut identifier :

x _ psinf

=17 pcosd

=tanf < 0 =arctanx

4. Racines d’'un nombre complexe

4.1. Recherche de racines carrées

On dit que Z € C est une racine carrée de z € C si Z? = z. On dispose de deux
méthodes pour chercher les racines carrées de z.

Résolution trigonométrique (la meilleure!)

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique
On consideére un complexe non nul z écrit sous forme trigonométrique
z = |zle'®, et on cherche Z sous forme trigonométrique Z = pe'® out
p>0.
Onaalors Z2 = p2e%?, on fait ensuite une sorte d'identification entre les
modules et les arguments (mais attention...).

Exercice
. . 1-i
Trouver les racines carrées de z = -
V3-i
Im _ V26 o T _ V246
On rappelle que cos 45 = ‘[4 etsin 5 = ‘[4‘/>

Correction

Il faut écrire z sous forme trigonométrique, on multiplie le dénominateur par la quantité conjuguée (non
nécessaire) :

Lo U=DE+) _ (0+V3)+i0-V3)
4

3+1
2= L +VEEH0-VED = = d= L
16 : h 2 V2
si =0, al 0= 1¢§—'7”c'9—‘ﬁ1ﬁ— z
i arg(z) = 0, alors cos 77( + .)75mﬁe sin 77( - A)fcosﬁ.
n In_ -m i
Doncf = — - — = — Lesracines carrées de z sontalors : Z) = L gmif124 g Zp=— 1 g-i0/24
2 12 12 21 217

La méthode-algorithmique précédente nous permet d’affirmer :

Proposition - Deux racines complexes
Tout complexe non nul posseéde exactement deux racines carrées com-
plexes (opposées).

Résolution algébrique

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique
On considere donc un complexe non nul z écrit sous forme algébrique
z=x+1iy, eton cherche Z sous forme algébrique Z = X +iY.
Le principe est d’écrire 1'égalité des modules, des parties réelles et ima-
ginaires de z et Z? pour se ramener a une résolution simple de systéme
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donnant X2, Y2 etle signede XY.

X2+Y%2=/x2+)?
Z?=ze{ X2-Y’=x
2XY =y

On résout le systeme formée par les deux premieres équations, la troi-
siéme donne le signe de XY.

Exercice
Déterminer les racines carrées de 2 - 3i.

Correction

On considére Z = X +iY avec Z2 =2-3i.
Donc |Z|% = X2+ Y2 = 72| = V4+9 = V13.
Puis Re(Z%) = X* - Y2 =2.

Onadonc X% = Z*E/ﬁ etY?=-1+ \T/E
Et comme Im(Z2) =2XY = -3<0, X et Y sontde signe opposé.

Ainsig:i(\/@,i\/@)

Equation du second degré

Le théoreme suivant a déja été vu. Mais ici, on insiste sur le fait que les
coefficients peuvent étre des nombres complexes.

Proposition - Nombre de racines et degré
Léquation az? + bz +c =0, avec (a, b, c) € C3, a # 0, admet deux solutions

+0
etzp=———oud
2a

complexes (éventuellement confondues) z; = —

est une racine carrée complexe de b? —4ac.

e Remarque - Bien connu...
On retrouve le résolution déja connue d'une équation du second degré a coefficients
réels.

Proposition - Théoreme de Viete
Soient (S, P) € C2. Les solutions du systeme

21+23=8
Z1 X2 =P

sont exactement (a permutation pres) les solutions de Z22-Sz+P=0

Exercice
zZ1+22=3

Résoudre dans C le systeme d'équation .
zZ1x2p=1-3i

Correction

Il faut trouver les solutions de I'équation 22 -3z+1-3i=0.

Le discriminant est A =94 +12i =5+12i.

On cherche 6 = a+ ib tel que 6% = A, donc

2 =a?+b% =152 =|Al = V25+ 144 = V169 = 13.
2 - p? =R(A) =5.

Donc a? = 713;5 =9etb? =4

Enfin, comme 2ab = 3(6%) = 3(A) = 12> 0, on a donc § =3 +2i ou & = -3 - 2i.

Et par conséquent, les racines de I'équations sont (a permutation prés) :
g o332 3-3-ai
1= = =3 2=——p =L

4.2. Racines n-iémes de 'unité

@Pgur aller plus loin - Groupes (U, x)

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/
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Théoreme - Les 7 solutions de z" = 1
Soit n € N*. Les n racines n-ieémes de 'unité, c’est a dire les solutions de

2ik:
I'équation z" = 1, sont les n nombres e T avec ke {0,1,...,n—1}.
2ik;
Onnote[Un:{e ln”;kE{O,l,...,n—l}}

On obtient donc pour
n=2:let-1;

. 2n ; . = din
n=3:1,j=e3 =exp5-etj 3
n=4:1,i,-let—i.

11 faut savoir les placer sur le cercle trigonométrique.

0.2 0.4 06 0.8

Proposition - Somme des racines n-iéme
Soit n €N, n = 2. La somme des racines n-iémes de 'unité est nulle.
En particulier 1+ j + j% = 0.

Démonstration

On peut identifier dans le développement polynomiale ou faire le calcul :
n=1 ik n=l i 1 g2innin

YenT=Y n)fel—s—r=00

=0 k=0 1-e

4.3. Racines n-iémes d'un nombre complexe

Théoreéme - Racines n-iémes de z,

Soient zy € C* et n € N*. Alors z) a exactement n racines n-iémes (solutions
de z" = zp).

Sizy= \zulei"‘, alors ce sont les

@y 2kmy |
2k =20l 7T o k€ {0, 1,...,n—1}.
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Exercice

Déterminer les racines n-iémes de

_ V26
=71

1+v3i
1-i -

L7 _ V2+V6
etsin i3 = =7

On rappelle que cos %’

Correction
L4v3i _

A+VB)a+D) _ (1-V3)+i(1+vV3) _
= = 3 =

On note z = — -
1= A-D1+1)

V2-V6. V246
x ( 7 )+i 1 )=

V2

e
V2e' 1z,
Ainsi, les racines n-iémes de z sont les nombres pey, pour k € {0,1,...n—1},
jim, 2kn
ep=e'T2ntTn .
Exercice
Résoudre dans C I'équation (z—1)6 + (z+ 1)6 = 0.
Correction
z-1\% z-1 i
On adonc [—) = —1. Puis ——, racine 6-iéme de —1 = ¢'”.
z+1 z+1

z-1 i
Donc —— =ej, avec k€ {0,1,...,5} etey = el@k+m/6,

1+e,
Etensuite z—1=¢x(z+1) donc (1 —€x)z=1+€g, donc z; = N ek.
€k
cos(ZtLy) i

En factorisant par I'angle moitié : zj = ———7——— = ————
fisin(Z’fgl ) mn(%n)
On voit bien sur ces exemples qu'il est préférable d’exploiter la forme géomé-

trique lorsqu’on cherche des racines de nombres complexes. ..

5 R°=C=2

5.1. Regard géométrique sur le plan complexe

Proposition - Identification

On munit le plan 2 d’un repere orthonormé (0, 7, J).

Soient A, B, A’, B’ quatre points du plan. On a alors (mesure des angles
orientés de vecteurs) :

Zp —Zp
arg(i)
2B~ ZA

(4B, A'B))[27]

|zal = OA
AB =|zp—z4l
argza = [z?, O‘A) [27] et plus généralement : arg(zp —z4) = (7, E) [27]

Le dernier résultat, essentiel, mérite une démonstration

Démonstration
1l s’agit d’angle orienté :

TR RN AR (R 2B EA

(AB,A'B") = (i, A'B") - (i, AB) = arg(zps — z4/) — arg(zp — z4) = arg

2B~ ZA
m]
O Analyse - Le nombre Z = 2’ xZ
Etant donné deux vecteurs AB d’affixe z(= zp—z4) et A'B’ d’affixe z' (= zpr—zy), alors
le dernier calcul pour trouver I'angle entre les deux vecteurs conduit a nous intéresser
au nombre complexe :
Z=2'xZ

Son argument donne 'angle (orienté) entre ces deux vecteurs.

Définition - Le complexe Z

Soient A, B, A', B’ quatre points du plan d’affixe z4, zp, 24 et zp respecti-
vement.

On note Z = (zp — zfq) x (zg —za).

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)
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Alors . .
argZ=(AB,A'B"[2n] et |Z|=|AB|xI|A'B|

o U = V/x%+ y? est par définition la norme (longueur) du vecteur

U (x,y).

Etdonc . . .
Z=|AB|IAB'| [cos(AB,A'B') +isin(AB, A’'B)

Le calcul donne :

Proposition - Partie réelle et imaginaire de Z

Avec les mémes notations et en notant % = AB d’affixe z = zZp—zA=X+1iy
etu' = A'B' daffixe 2’ =zp —zy = x'+iy'.

On rappelle que Z =z’ xZ. On a alors :

Re(Z) = |ABI|I| A’B'|| cos(AB, A'B') = xx' +yy/'

Im(Z) = | AB||| ATB'||sin(AB, A'B') = xy' = X'y

Démonstration
11 s’agit juste de vérifier I'égalité avec les parties réelles et imaginaires de z et z'.

Z=zx2 =(x+iy) x (X' —iy) = (xx' +yy) +ilxy' —x'y)

5.2. Lignes de niveau

Une droite est un ensemble de points alignés. Pour définir une (équation de)
droite, on exploite donc les deux points de vue sur I'alignement.

Théoréme - Utilisation des complexes - Droite
1. La droite (AB) privée des points A et B (d’affixes respectives a et b)
est]’ensemble des points M d’affixe z vérifiant

z=b
— | =0[x].
arg ( P a) [7]
2. Ladroite (AB) privée du point A est]’ensemble des points M d’affixe
z vérifiant
z—-b (z—-b
z—a (z = u)

3. Ladroite (AB) est 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant

(z—b)(z—a)=(z—-Db)(z—a).

Démonstration

Notons 2, la droite (AB) privées des points A et B (pour avoir un dénominateur non nul dans le
calcul).

M(2) €2 < (AM, BM) = 0[] < arg[%ﬁ] =0
Et
M(z) €2 < Im((b-2)(a-2) =0 (b-2)(a-2) eR<=> (z-b)Z=a) = (z- D) z— a)
= z-DE-—a)=(z-bz-a) < %Z
a
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Exercice
Donner I'équation de la droite (complexe) qui passe par les points A(1 + i) et B(2 —i).

Correction

M(z) € (AB) <= (z—(1+1))(z— (2— 1)) = (z2— (1 + 1)) (2—(2—1)) = 22— (2+0)z—(1+1)Z+(1+3i) = 22— (1+i)z—(2—)Z+1-3i

= (1+2i)z—(1-20)z-6i=0
On peut vérifier que A et B appartiennent bien a la droite :
(1 +20)(A+ i) = Q=201 = i) = 2iIm((1 +2i) (1 + i) = 6i et 2iIm((1 +2i)(2 - i)) = 6i.

Théoréme - Ligne de niveau - Cercle
Soient A, B, C trois points distincts d’affixes respectives a, b et c.

c—a\ _,
L (4B) L (AC) & arg(;—) = 3m)

2. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant

est le cercle de diametre [AB] privé des points A et B.

3. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant

z-b ﬂ

zZ—a

z—a
est le cercle de diametre [AB] privé du point A.

4. Lensemble des points M d’affixe z vérifiant (z — b)(z—a) =
—(z—b)(z— a) estle cercle de diametre [AB].

Démonstration

Le premier point découle d’'une proposition précédente.

Nous allons procéder en deux temps (double inclusion d’ensemble).
z—

Onnote & = {M(z) eC| arg

= g [7] p et € le cercle de diametre [AB].

z-c
11 allons de montrer, par double inclusion, que & = €'\ {A, B}.
| a+b 1 |b—al
— Le centre du cercle € est K d’affixe k = etderayonr = 3 |AB| = 5
Z2€C\{A, B} = z=k+re'? avec 0 # 0y [n]
o6y =arg(a—b) = (7,;4), donca—b=2reif0.
Or
y . . . i9=60 . .
z-b k-btrel® (a-b)+2rel® e01ei% 22 cosf0 ZH” cos ? 29"
= = = = =- i
— _ i6 - i0 i0 _ ol 00 iy 00
z—a k-a+re (b—a)+2re ell — et 26l ZOisin9790 sin =52
z=b L_n
Donc arg| =— | = arg(—i) = = [x]. Donc € \ {A, B} < &.
z-a 2
— Réciproquement, si z € &, il existe R € Ravec z # a, b
z-b b-Ria _ (b+R*a)+Ri(b-a)

=Ri <> z-b=Ri(z—a) < (1-Ri)z=b-Ria <> z= ,
Z-a 1-Ri 1+R?

Dong, toujours avec k = %h, affixe de K, milieu de [AB],

a+b _ (b-a)ll-R*+2Ri] |b—alx|1-R*+2Ri| _|b-al
z—-——= =lz-kl=—"""F5——=

z-k= 2 2(1+R2) 201+ R?) 2

Ce nombre est contant (indépendant de z), c’est le rayon du cercle représenté par &.
Etonadonc & c6\{A,B}
Pour finir, nous savons que si Z # 0,

arg(Z)Eg[r(%—»ZEiDL—»Z:—f

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



80

Ensemble des nombres complexes

4 Représentation - Translation de vecteur ii

3 B'

4@ Repr ion - He hétie de centre Q) et
de rapportk =2

5.3. Transformations du plan (point de vue complexe)

Transformations « élémentaires »

Définition - Transformation du plan
On appelle transformation du plan toute bijection du plan dans lui-méme.

M Attention - Projection
< Une projection sur une droite n'est pas une transformation du plan.

Définition - Translation
On appelle translation de vecteur % I'application

ty;: P -2
M — M telque MM' =7

En complexes, t5; est représentée par I'application de C dans C définie par
z—2z+2

oil zg est I'affixe du vecteur %.

Définition - Homothétie
On appelle homothétie de centre Q et de rapport le réel k # 0 I'application
hor: P -2
M — M telque QM' = kOM
En complexes, hq \ est représentée par I'application de C dans C définie

par
z— 2o+ k(z—zp)

oll zy est l'affixe du point Q.

Définition - Rotation
On appelle rotation de centre Q et d’angle 6 I'application

Rog: 2 —-2
QM =QM

— — SiM#Q
(QM,QM') =0(27)

M —-M'telque{
Q —-Q

En complexes, Rq ¢ est représentée par I'application de C dans C définie
par

z—z0+€%(z— z)

oll z est I'affixe du point Q.

Similitudes (directes)

11 s’agit de composition de rotation et d’homothétie. ..

=
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Définition - Similitude directe
On appelle similitude directe du plan toute transformation représentée
dans le plan complexe par une application de la forme

z—az+b

avec (a,b) e C* x C.

e Remarque - Les transformations élémentaires
Translations, homothéties et rotations sont des similitudes directes, il suffit de regar-
der leur expression en complexe.

Analyse - Résultats caractéristiques
Si A, B sont deux points distincts d’'images respectives A’, B’ par la transformation as-
sociée a z+— az + b, alors

I'nly — A’B’ —
(AB,A'B') = arga(2n] et =lal.
AB

Proposition - Similitude directe
Une similitude directe conserve les angles et les rapports des distances.
Si A, B, C sont trois points distincts d’'images respectives A’, B',C’ par Alors

AB _A'B'

4B, 4C) = (AB, A'C)[2 t £
(AB, 4C) = ( ol e b

Démonstration
Supposons que la transformation est z — az + b. Et notons z)y, I'affixe du point M, générique.
zZy—zg _azpa+b-azg-b zp-zp
zZy—2¢  azpa+b-azc-b  za-zc
En prenant 'argument et le module, on retrouve respectivement la conservation des angles et
des longueurs. O

Théoréme - Caractérisation
Soit f la transformation du plan représentée par z — az+baveca€ C*,be
C.
— Sia=1, f estlatranslation de vecteur d’affixe b.
— Si a # 1, f admet un unique point fixe (point invariant) Q(%)
appelé centre de la similitude.
fs'écritalors:  f=hor=rohavec
- r rotation de centre Q d’angle de mesure arga
- h homothétie de centre Q et de rapport |al.
On dit que |a| est le rapport de la similitude, et arga est (la mesure
de) I'angle de la similitude.

Démonstration b
Soit Q(z), un point fixe de fi.e.: z= f(z) i.e.z= az+b,donc z= I (a#1).
-a
On a donc un unique point fixe. Notons zg = %.
Ainsi, pour tout z€ C,
f(2) =z = f(2) - f(z0) = (az+ b) - (azo + b) = a(z - zp) = f2)=zp+alz—-zp)

En notant a = |a\ei“g("), on retrouve le produit complexe ou la composition de transformation
de la rotation (x e's) et de 'homothétie (x|al). O

e Remarque - Cas particuliers avec a # 1 :
— SiaeR*, f est’'homothétie de centre Q de rapport a.
— Silal =1, f estlarotation de centre , d’angle 6 = arga.

4@ Représentation -
s

Similitude (directe)

k=045

B k) 0 T
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Corollaire - Caractérisation de la similitude
La similitude de centre d’affixe zy, de rapport k et d’angle 0 est représentée
par

Z— Z0+ keie(z —Zzp).

/“Savoir faire - Reconnaitre une similitude
Etant donnée une transformation, pour reconnaitre une similitude il
faut :

1. chercher le point fixe : la solution de f(z) = z.
On le note zy, c’est le centre de la similitude.

2. chercher le complexe a tel que f(2) —zp = a(z — zo.
Ce complexe a donne le rapport et I'’angle de la similitude

Proposition - Composée de similitudes

La composée de deux similitudes est une similitude dont le rapport est le
produit des rapports et I'angle, la somme des angles.

On a les cas particuliers suivants :

— la composée de deux translations est une translation de vecteur la
somme des deux vecteurs,

— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une
translation,

— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de
méme centre et d’angle la somme des deux angles (éventuellement
d’angle nul, i.e. I'identité du plan)

— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respec-
tifs 0 et 0’ est :

- une rotation si @ + 0’ # 0[27]
- une translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. I'identité)
sinon.

Démonstration
Considérons les deux similitudes z— az+betz— a'z+b'.
La composée des deux similitudes est

z—a(a'z+b")+b=aad z+(ab'+b)

On reconnait, a cas particuliers pres, une similitude. Pour les cas particuliers, on reprend chacun
dans le méme ordre :
— la composée de deux translations est une translation de vecteur la somme des deux
vecteurs.
Dans ce cas a = a’ = 1, on a bien une translation.
— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une translation.
Dans ce cas a,a’ € R, donc aa’ € R; on a donc une homothétie ou une translation (si
aa' =1)
— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de méme centre et
d’angle la somme des deux angles (éventuellement d’angle nul, i.e. I'identité du plan).
Dans ce cas, en notant Q ce centre : ror'(Q) = r(Q) = Q. Donc Q est centre de la
similitude.
Comme a,a’ €U, alors aa’ € U et donc cette similitude est une rotation.
Son angle est arg(aa’) = arg(a) +arg(a’).
— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respectifs 0 et 0.
Onaa=e' eta = el doncil s'agit de 'application z— e/@+0") z + (ab/ +b).
Et donc il s’agit d'une
- rotation si 6 +6' #0[27]
- translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. I'identité) sinon.
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Corollaire - Transformation réciproque (ou inverse)
On a les transformations réciproques suivantes :

Lol . p-l
=ty hgp= hgy% Rgp =Ra,-o-

Proposition - Transformation du plan

Etant donné deux segments [MN] et [M'N’] de longueurs non nulles, il
existe une et une seule similitude directe transformant M en M’ et N en
N'.

Démonstration
On peut typiquement faire une démonstration en analyse-synthese.
Supposons que cette transformation existe, notée z — az + b.

Zyp — 2
Onadonc zy; = azpy +bet zyy = azy +b. Etdonc a = ——.
ZM —ZN
. . Zyp = zZp
a est donc unique et de méme b = zyyr — ————— 2.

ZM ~ZN
Mais pour s'assurer de I'existence, il faut qu’on retrouve bien azy + b= zpy :

Zyp = 2N Zyp = 2Nt (zpg = z2n1) (2N — 20)

azy+b= M N oy MO = SML N 2z = —zyp ezt 2y = 2y
ZM~ZN ZM = ZN ZM ~ZN

(m]

Symétries

Définition - Symétries
On appelle :
— Symétrie centrale de centre Q 'application

sq: P P
M »—»M’telqueﬂM’:—m

En complexes, sq est représentée par I'application de C dans C
définie par z — 2z — z o1 2y est I'affixe du point Q.

— Symétrie orthogonale d’axe la droite 2 (ou réflexion d’axe 9) 'ap-
plication

Sg: P —-P
M =MsiMe2

!
M Mgtelque { 2 estla médiatrice de [MM'] sinon

La symétrie orthogonale par rapport a Ox est représentée par l'ap-
plication de C dans C définie par z— Z.

-] Remarque - Symétrie centrale
Une symétrie centrale peut étre considérée comme une homothétie de rapport —1 ou
une rotation d’angle 7, c’est une similitude directe.

M Attention - Réflexion
< Une réflexion n'est pas une similitude directe

Proposition - Involution
Une symétrie est une transformation du plan: s7! = s.

@Pour aller plus loin - Symétrie axiale (or-
thogonale) et composition

Une réflexion peut s'écrire comme une com-

posée de similitude directe et de conj : z —

Z. La figure suivant donne une décomposition

possible :

r(2) = [Rog o conjo Rgy | (2)

ol1 0 est I'angle entre I'axe de abscisse et 'axe
de symétrie.
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Démonstration
Toute involution : (s? = id) est nécessairement bijective car V y,3 x = s(y) tel que y = s(x).
En effet s(x) = s(s(y) = s%(y) = y.
Toute symétrie est une involution :
— sisg(M) =M et sq(M") = M", alors OM = -QM' = QM et done M = M" = 2, (M).
— sisg(M) =M et sy (M) = M", alors 2 estla médiatrice de [MM'] et de [M'M"]
donc (MM') et (M'M") sont paralléles (perpendiculaire 2 une méme troisieme)
et comme elles ont un point commun : M’, ces droites sont confondues,
donc M, M’, M" sont alignés.
2 étant médiatrice de [MM'] et de [M'M"], les milieux de [MM'] et de [M'M"] sont
confondus.
Etfinalement: M = M" = S(Z,j(M)

o
6. Bilan
Synthese

~+ Les relations trigonométriques permettent d’obtenir une relation al-
gébrique simple lorsqu’on consideére la fonction d’EULER a valeurs
complexes ¢ — cost+ isint, notée e'’ : !(@+?) = i@ x iV A partir de
celle-ci, on retrouve toutes les formules (en exploitant la relation de DE
MOIVRE, le bindme de NEWTON ou les fonctions linéaires Re ou Im). A
savoir-faire manipuler absolument!

~+ Trés souvent la question se pose de manieére réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probléme, la fonction
n’est pas injective : on peut avoir 6 # 0’ et cos6 = cos6’. On restreint
donc l'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque arccos
a la fonction cosjjo, : [0,7] — [=1,1]. De méme pour les fonctions
sinl[f%%] et tan‘[f%%].

~+ On se pose la méme question pour z — z? et plus largement z —
z". Etant donné un nombre complexe Z = pe'®, il y a exactement
n nombres complexes différents z,,...z, tels que pour tout k € N,
(zx)" = Z. Ce sont les racines n-ieme de Z. Pour les obtenir, on se ra-
mene aux classiques racines nieme de Punité e>/¥/"n en divisant par
{L/ﬁe“’””.
Au passage, on trouve une méthode complémentaire (algébrique)
dans le simple cas de la racine carrée d'un nombre complexe.

~ La géométrie plane (de R?) se code parfaitement par du calcul, sur C.
Les concepts naturels de géométrie (longueur, orthogonalité, parallé-
lisme) se réduise exactement par du calcul, selon le réve de Descartes
ou de Leibniz.

~ En retour, le calcul complexe simple : addition, multiplication, divi-
sion devient une opération géométrique : translation, similitude sans
ou avec conjugaison respectivement voire inversion. ..

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de I'angle moitié

— Savoir-faire - Linéarisation

— Savoir-faire - Expression de cos(nt) et sin(nt) en fonction de cost et
sint

— Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique

— Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique

— Savoir-faire - Obtenir I’équation d'une droite (avec un point et un
vecteur directeur ou avec deux points)
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— Savoir-faire - Interprétation en terme de projection
— Savoir-faire - Obtenir I'équation d'une droite (avec un point et un

vecteur normal)

— Savoir-faire - Reconnaitre une similitude

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
Re, Im Fonctions partie réelles et parties imagi-  Elles sont R-linéaires (V a1, a2 € R, 21,22 €
naires, appliquées a un nombre complexe C, Re(ay z1 + az z2) = aRe(z1) + azRe(zp)...)

&0 €1 := cos + i sin0 (Euler) €i0+0) — 010  oi0' Relations de de Moivre :
cos = Re(e'?) = %(em +e7i0),
sin6 = Im(e’? %(e[e —e710).

i jimepins_ Z1HIV3 Pel1ej+f= Racine primitive troisieme de

2 T'unité (avec j = j2)
Up Ensemble des racines n-ieéme de I'unité z € Uy, si et seulement si Reviendra souvent dans I’année.

Un:={zeCl2"=1} J1keNy (oudlke[0,n—1]) tq z = e2ikr/n

Retour sur les problémes

15.

16.

17

18.

Multiplication des nombres.
zxz' donne (géométriquement) le nombre complexe obtenu par simi-
litude de centre O, de longueur |z|, et d’angle arg(z) a partir du point
Z'(2).

On peut |'obtenir en appliquant le théoreme de Thalés. On note I, I'in-
tersection du cercle unité et de la droite OZ’. Puis on trace la paralléle
a 1Z passant par Z'. Lintersection de cette droite avec OZ donne le
point Z"(z x /).

Le centre du triangle équilatéral sur le co6té [AB] a pour affixe z; =
bfeiﬂlsﬂ ibe’iﬂ/lz—iaei”/lz

— — piml6(
1—einl6 2sin % car (b—z1) =€ (a-z)....

. Transformation du plan

Tout le chapitre répond a cet exercice

/12 ain2
n{sin“0; - n3

ny

cosfr =i . Pour le reste, voir avec M. Lagoute.
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Chapitre

Utilisation de la dérivation

@Résumé -

Ce chapitre se présente comme un large résumé du cours de premiere S avec ajouts

de fonctions usuelles (vues en terminale ou en MPSI). On reprend tous les résultats

en admettant la notion fine de limite, ils nous serviront d'outils pour des études

plus poussés par la suite ou bien pour leur application dans d'autres domaines

scientifiques. Le but est donc de raffiner notre technique (calculs). . ..

1l ne faut pas oublier que la notion de fonctions est une notion fine des mathé-

matiques modernes, elle a mis plusieurs siecle a émerger : Leibniz, puis Euler, puis

Cantor et Weierstrass. .. pour arriver jusqu’'a nous. Et encore, le joyau n'est pas en-

core définitivement ciselé (distributions de Schwartz.. .). Sur internet :
— OptimalSup-Spé - Cours Fonctions usuelles. https ://www.youtube.com/watch 2v=xTbtre9dgmQ
— Micmaths - Merveilleux logarithmes - hitps ://lwww.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
— El]Jj - Différences équations|/fonctions (pas de questions stupides#01)

Sommaire
1. Problemes .......... ..ttt 88
2. Dérivation . .......... i 89
2.1.  Approchehistorique . ... ...... .. .. .. ... 89
2.2, Dérivabilité .. ...................... 89
2.3.  Approximation linéaire 90
2.4. Reglesdedérivation . .................. 90
2.5.  Dérivation de fonctions usuelles . . .. ........ 91
2.6.  Dérivées seconde, troisieme... . ............ 94
3. Quelques utilisations de ladérivation . . . .. ....... 94
3.1. Variations . .................. ... ... 94
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3.3. Inégalités L.97
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4.2.  Dérivation d'une fonctions d'une variable réelle, a
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1. Problemes

? Probléme 19 - Optimisation par FERMAT. Raisonnement preé-
dérivatoire

Reprenons I'exemple de Fermat qui cherche a trouver la position E sur
un segment [AC] de maniére a ce que AE x EC soit maximum.

Notons a = AE et b= EC. On a donc a+ b = d(= AC) fixé. On cherche la
valeur maximal de AE x EC = a(d - a) = ad — a®.

La méthode de Fermat consiste donc a ajouter une valeur e a AE, on a
alors une nouvelle valeur qui vaut : (a+e)d — (a+ e’ =ad-a*+e(ld-
2a) - é2.

Ajouter une valeur e a AE consiste donc a faire évaluer AE x EC d'une
valeur ad — a? + e(d —2a) — € — ad + a® = e(d — 2a) + €.

Fermat dit qu'il faut « adégaler » les deux valeurs cela donne e(d —2a) +
€% = 0. On peut simplifier par e # 0.

On trouve donc d —2a+e =0, et il prend e = 0 et donc a = % E est au
milieur de [AC]. Qu’en pensez-vous?

? Probléme 20 - Optimisation

On passe notre vie a optimiser nos actions, nos décisions (la plus effi-
cace, la moins longue.. .).

Comment assurément trouver une stratégie qui permet a tous les coups
d’optimiser (au moins localement) nos décisions.

Si elle se mesure sous la forme Résultat(Action), on doit trouver :
Résultat(Action+d)<Résultat(Action) et Résultat(Action-§)<Résultat(Action)
également. ..

? Probléme 21 - Dérivation : concept local ou global ?

A priori I'optimisation précédente de la fonction Résultat donne des va-
leurs différentes selon la valeur Action oi1 I'on se place. Ainsi, la notion
de dérivation est un concept local.

Et donc, dans un second temps, une fois que pour tout x, f’(x) est bien
défini, on peut seulement réunir toutes ces valeurs en une seule fonction
f.
D’ou vient le miracle que dans la pratique, on peut directement agir de
fa f" (de fonction a fonction) ?

? Probléme 22 - Dérivations de fonctions usuelles et des opé-
rations
Et ainsi, en particulier, quelles sont les transformations de dérivation
pour les fonctions usuelles ? Et également, que deviennent les opérations
classiques (+, x,0) pour la dérivation?

? Probléme 23 - Se concentrer sur un probléeme
D’une certaine fagon, regarder la dérivation de f en xo, c’est faire I'ap-
proximation affine (donc relativement simple) mais juste des valeurs
f(x) pour x proche de xo.
Ces valeurs approchées peuvent se concentrer autour de 0. Et si 'on se
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trouve autour d'un cas de limite problématique du type : =5, ne peut-
on pas exploiter les approximations affines (et donc les dérivées) pour
obtenir une bonne évaluation de cette forme indéterminée?

? Probléme 24 - Etude de fonctions complexes
Comment étudier des fonctions a valeurs dans C : f : R — C (comme
0—e%)?
Nous les avons définies lors du chapitre précédent; comment les dériver
maintenant?
Mieux : comment étudier des fonctions de la variables complexes? Peut-
on les dériver, comment cela s’adapte?

2. Dérivation
2.1. Approche historique

*Heuristique - Infinitésimaux

Le calcul différentiel et le calcul intégral ont été finalisés indépendamment et associés par
Leibniz (1684) et Newton (1671, publié en 1736).

Leurs raisonnement repose sur une notion floue d'infinitésimaux (ou de fluente), notion
non convaincante al'époque.

Johan Bernoulli (1692) popularise auprés de toute sa dynastie, du marquis de LHospital
et surtout d’Euler, la découvert de Leibniz («une énigme plutét qu'un explication ») et
pense que des explications trop abondantes au sujet de I'infiniment petit pourrait troubler
I'entendement de ceux qui ne sont pas «accoutumés a de longues explications ».

En fait, il manque la notion claire de limite, dont d’Alembert (1754) s’approche le plus. La
bonne notion de limite est définie par Bolzano (1817), Cauchy (1823) ou Weierstrass (1861)
et donnent ainsi une définition bien formalisée et solide mathématiquement (permettant
de démontrer des résultats), abandonnant la notion d'Infinitésimaux.

Ce chapitre s’appuie sur des mathématiques du XVII. Nous ferons les démonstrations aprés
avoir défini la notion de limite.

e Remarque - Cours de physique

En physique, en MPS], le cours est proche des idées de Leibniz et Newton, et c’est trés
bien ainsi.

La notation ax est celle de Leibniz. La notation x est due 2 Newton!

C’est Lagrange, apreés un détour par Euler, qui impose la notation f’.

e Remarque - Limite

On va faire comme si on connaissait la notion de limite, application linéaire (im A f +
g=Alimf+limg)...

2.2. Dérivabilité

Définition - Nombre dérivée

Soient I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et xp un point de I.

[ estdérivable en x; sila fonction x — ﬂﬁ%{;x"], définie sur I —{xo}, admet

une limite finie en xg.

On a alors

F(x0) = lim f) - fxo) _ lim flxo+h) = f(xo)
X=X X=X h—0 h

f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.
f'(x) s'appelle le nombre dérivé en x et la fonction qui a x € I associe f'(x)

s’appelle la (fonction) dérivée de f.

@Paut aller plus loin - Analyse non standard
En 1961, Abraham Robinson crée une nouvelle
logique mathématique en s'appuyant sur les
nombres hyperréels.

Edward NELSON, en 1977, renouvelle I'analyse
non standatd (IST) en donnant un nouveau
sens aux infinitésimaux et définit un nouveau
calcul...

9B Représentation - Nombre dérivée

1l s’agit d’'une notion « dynamique » (limite). Il
faut le voir comme un film, en plusieurs temps
X—Xp:
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@Pour aller plus loin - Continuité = limite
Nous verrons que la notion de continuité de
f en un point xo est équivalente a la notion
d’existence de limite de f en xg.

2.3. Approximation linéaire

On donne parfois une définition équivalente de la dérivation de f en xp.
Son avantage : elle cache la question de la limite dans I'hypothése de conti-
nuité de € en xo. .

Proposition - Définition de Weierstrass
Soit f définie sur un intervalle I. Soit xg € I
[ estdérivable en xj si et seulement si
il existe A € R, € continue en x avec €(xp) = 0 tels que

[ () = f(x0) + (x — x0) (A + €(x))

On aalors A= f'(xg)

Démonstration N
Si f est dérivable en xg, on consideére A= f'(xp) ete:x— 0= flxo) - f(x0).
Ces fonctions répondent aux conditions. e
Réciproquement, si f(x) = f(xg) + (x — xo) (A +€(x)), alors f()f%ﬁéllﬂ admet une limite égale a
Aenxg. O
F- 4 Application - Pour q fonctions lles (c i les dérivées

en0
On trouve avec €;(x) — 0 pour x — 0:

exp(x) =1+ x+ xey(x)

In(1 +x) = x + xe2(x)
A+0%=1+ax+xe3(x)
C’estle début du calcul des équivalents.

@Pour aller plus loin - Linéarisation

Autre idée essentielle pour I'exploitation de la
dérivation : transformer un probléme paramé-
tré par une fonction plus ou moins compliquée
en un autre probléme linéaire. Pour cela on
remplace f par une droite, la plus proche c’est-
a-dire la dérivée de f (en un xo bien choisi).
C’est en particulier la méthode de Newton que
nous reverrons en informatique. 11 s’agit de re-
soudre f(x) =0.

Définition - Equation de la tangente
Soit f définie sur I, dérivable en x € I.
La droite d’équation
¥ = f(x0) + f' (x0) (x — x0)

s’appelle la tangente a la courbe représentative de f en M(xo, f(xo))

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente
On notera:
— qu'il s’agit bien de I'’équation d’une droite (y = ax + b)
— qu'elle passe bien par le point M : f(xo) + f(x0) (X0 — Xo) = f (x0)-
— que sa pente vaut f’(xp).

2.4. Regles de dérivation

Les résultats suivants seront démontrées plus tard dans I’année (linéarité de
la limite). Ils ont été énoncés pour la premiére fois par LEIBNIZ en 1684. Le
but pour le moment est de se former pour le calcul!

Proposition - Résultats
Soient u et v dérivable en xj
— u+v,uv,u",exp u sont dérivables en xo;
— si, en outre, u ne s'annule pas sur un intervalle contenant xp et est
- 1 .
dérivable en xq alors —,In|u| sont dérivables en xp;

u
— si, en outre, v ne s’annule pas sur un intervalle contenant xp et est
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An u A
dérivable en xq alors — est dérivable en xp;

— si, en outre, @ € R* etvsi u est strictement positive sur un intervalle
contenant x, alors u® est dérivable en x
Si uo¢ est définie, si ¢ est dérivable en xj et u dérivable en ¢(x) alors uo¢
est dérivable en xg et (1o @)’ (xp) = ¢’ (x0) x ' (p(x0)).

Résumé :

Proposition - Résumé des formules usuelles de dérivation

fonction f de la forme fonction dérivée [’
u+v u +v
uv u'v+uv
Urly...Up WUy Uy + U UG U .. Up + -+ U Up .. Uy 1 U,
u" ou neN* nu'u™T
1
u
u
v
uo¢ ¢ xuop=uopx¢’
ujo---ouy (uiouzon-oun)x[uéouso---oun)x-uxu;l
expu u' xexpu
T
u
In|u| —
U
u® ot @ € R* au' u®

Ces formules sont vraies, sous réserve, évidente, de dérivabilité des fonctions
qui interviennent.

2.5. Dérivation de fonctions usuelles

Fonctions exponentielles et logarithmes

/~Savoir faire - Encadrement pour le calcul de limite
Pour obtenir des résultats sur les limites (indéterminées), la meilleure
stratégie est 'encadrement :
si a(x) < b(x) < c(x) et que a et c admettent la méme limite en x, égale a
¢,
alors b admet également une limite en xo, égale a £.

O Analyse - Exponentielle (naturelle) en 0

On sait que pour tout x €] - 1, 1], 1+xse"slf.doncx<ex—lsl—.
- X -X
Puis en divisant par x #0:

e’ -1 1 e* -1
1= zl—(casx<0 1<
x -x

1
< —— (casx>0
1-x

Par encadrement : exp est dérivable en 0, de valeur égale a 1.

Proposition - Dérivation des fonctions exponentielles

exp est dérivable sur R et pour tout x € R, exp’(x) = exp(x).
Poura>0eta#1.Sif:x— a* alors f est dérivable sur R et pour tout
x€eR, f'(x) =lnax a*.

@Pout aller plus loin - Toutes les fonctions
sont dérivables?

La fonction x — xcos L

% est continue sur R,

mais pas dérivable en 0.

Mais pire, il existe des fonctions partout conti-
nues et nulle part dérivable. La construction
est subtile. Par exemple :

+00

sin(10" zx
I

n
n=1 2
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/Savoir faire - Transférer un probleme exponentiel «en a », vers «en 0»
Si on étudie exp au voisinage de a, donc des points de la forme a+ h avec
h proche de 0,
on exploite exp(a + h) = exp a x exp(h).
Donc on factorise (a I'extérieur) par expa et on se concentre sur une
étude en ¢, € proche de 0

On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration
Soit xg € R, pour tout 1 = x— xg € R,

- - h_
exp(x) —exp xg _ exp(xg + h) —exp xg ~ %0 e )
X —Xo h
On rappelle que a* = exp(x x Ina). En posant u =Ina(x — xo) :
a*—a*  exp(xolna+hlna)-exp(xglna « el -1
- &P ) —expl(xolna) xIna=e"MxIng —Inaa™

X—Xo hlna
car pour x — Xg,onau—0 O

Par addition et composition (démontrée plus loin)

Proposition - Fonction trigonométrique hyperbolique
Les fonctions ch, sh et th sont dérivables sur R et

1
V x€R, ch’(x) = shx, sh’(x) = chx et th'(x) = 1 — th®(x) = e

Démonstration
ch'(x) = e"2+ (4)9”‘ =sh(x),sh’(x) = e"f( e * =ch(x).
th'(x) = w —th?(x) =

ch?(x) hz( )

e Remarque - 79 2

On peut noter que e e )x, c’est une fonction exponentielle de base e™
Donc de dérivée : In(e™ 1) x (e71)*¥ = —¢~*.

¥ Analyse - Logarithme (naturel) en 1

. . . et-1
On vient de voir que lim —— =1.
x—0 X

1

En composant par X = e* et donc x =In X, avec I'équivalence x -0 X — 1,0ona

. X-1

lim ————— =

X—1InX-1Inl
—
=0

En prenant'inverse, on a donc In est dérivable en 1, de valeur égale a % =1

Proposition - Dérivation des fonctions logarithmes
In est dérivable sur R, et pour tout x € Ry, In’(x) = —

Si gi x — In,(x), alors g est dérivable sur R, et pour tout x € Ry, g'(x) =

(Ina) x x°

/~Savoir faire - Transférer un probléme logarithme «en a», vers «en 1»
Si on étudie In au voisinage de a, donc des points de la forme a + h avec
h proche de 0,
on factorise (al'intérieur) para: a+h=a(l+ %) etexploiteIn(a+h) =
Ina+In(+%).
Et on se concentre sur une étude en 1 +¢, € proche de 0
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On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration x-x0
Soit xp € Ry, pour tout h=x-xp €R (et u= ——),
X0

InW-lnxg o+ L S)-Inxo 1 ma+w 1
= =—x -
X—Xo h X0 u X0
1
On rappelle que Ing(x) = na . Par produit (démontré plus loin), In(xp) = fln (x0) =

_
(Ina) x xo

Fonctions puissances

Proposition - Fonctions puissances
La fonction puissance x — x® est dérivable sur son ensemble de définition
(privé de 0, si besoin : @ — 1 < 0 alors que a > 0), de dérivée : x — ax® 1

Démonstration
1l faudrait étudier tous lescasa €N, a € Z, a € Q.

1 x*
Notons que x — x% = exp(alnx), de dérivée (par composition) : x — a—exp(alnx) = a~— =
X X
ax® 1.0

Par sommation, on retrouve ce qu’on a déja démontré :

Proposition - Fonctions polynomiales
Les fonctlons polynomiales sont dérivables sur R et premsement sif:

X — Z aix*, on a pour tout x € R, f'(x) = Z kagx*! Z kagx*! =
k=0 k=1
n-1

Y (k+1)ags x*.

On notera qu'il s’agit encore d'un polynéme, de degré deg f — 1.

Lensemble de définition des fonctions puissances entiéres étant R en entier,
les résultats précédents ne sont pas suffisants. Il faut refaire une démonstra-
tion.

1l serait tout de méme étonnant de trouver des résultats différents. ..

Fonctions circulaires

Proposition - Fonction trigonométrique
sin, cos et tan sont dérivables sur leur ensemble de définition. Précisé-
ment:

V x € R, sin’(x) = cosx, ¥V x € R, cos’(x) = —sinx. et pour tout x €
1
R\ {Z +km, k € Z}, tan' (x) =1l+tan®x= =
cos? x

On applique une méthode déja connue.

Démonstration .
. - sinx
Par encadrement (chapitre précédent) : —— st 1.
x—
Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égalea 1.
De méme étudions la dérivabilité de cos en 0 :

cosx—1=Re(e* - 1) = Re(e/*/?(2isin §)) = ~2sin? §.

cosx —
Donc

sin .
= 7sin§T — 0 (par produit 0 x 1).

Ainsi cos est dérivable en 0 de dérivée égale a 0.
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Pui sin(xg) —sinx  sin(xp + h) —sinxp sinxp(cosh—1) +sinhcos xo cosh—1
uis = =

= sinxp +
X0—X h h h 0
sinh
—, CosXo — cosxp pour h—o0.

Puis cos(xg) —cosx _ cos(xg+h)—cosxg _ cosxg(cosh—1)—sinhsinxg _ cosh-1

= = cosxg —
Xo-x h h h 0
sinh | .
W sinxg — —sinxp pour h — 0.
d
. . tanxg +tanh
Pour la fonction tangente, on se souvient que tan(xp + h) - tanxg = ———————— —tanxy =
1-tanxptanh
tan h(1 + tan? xo)
1+tanxgtanh
tan(xg + h) —tanxg sinh 5 1
Donc - = T(l + tan xg)

— . 1+tan?(xy) =
cosh(l+tanxptanh h—o (x0)
1

cos? xo
[m]

Les résultats sur les dérivées des fonctions réciproques arcsin... seront vus
loin lorsqu’on étudiera la dérivation de fonctions réciproques.

2.6. Dérivées seconde, troisiéme...

Définition - Dérivables

Soient I un intervalle et f une fonction définie sur I.
On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f” est
elle-méme dérivable sur I, on note f” la dérivée seconde de f (c’est-a-dire
la dérivée de f").

Si f” est encore dérivable sur I, on dit que f est trois fois dérivable sur I et
onnote " = f® = (")’ sa dérivée troisieme, et ainsi de suite.

Définition - Fonction de classe €~

On dit que f est de classe € ou continiment dérivable si elle est dérivable
et que f’ est continue, de classe 62 ou 2 fois continiment dérivable si elle
est deux fois dérivable et que f” est continue...

Comme les dérivées des fonctions usuelles vues plus haut sont de la forme
de fonctions usuelles, par récurrence :

Proposition - Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles vues précédemment sont de classe € sur leur
ensemble de définition (sauf les fonctions puissances x — x% qui peuvent
perdre le 0 dans I'ensemble a la dérivée n-iemesin > a...).

3. Quelques utilisations de la dérivation
3.1. Variations

En utilisant les théorémes suivants (qui seront démontrés ultérieurement),
on peut étudier les variations d'une fonction que I'on résume systématique-
ment dans un tableau de variations, complété par les limites aux bornes (et
non par des phrases!)

Théoréme - Monotonie et fonction dérivée

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. Alors :

f est constante sur [ si et seulement si Vx € I, f'(x) =0;

[ est croissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) = 0;

[ est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) <0.

Si f' > 0 (resp. f' < 0) sauf en un nombre fini de points de I, alors f est
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| strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

M Attention - Intervalle!

1l est indispensable que I soit un intervalle. On peut en effet trouver f
définie sur D, dérivable sur D et vérifiant Vx € D, f’(x) <0 mais qui n’est
pas décroissante sur D.

Exercice
Donner un tel contre-exemple

Correction

3.2. Bijections et réciproques

Théoréme - Dérivation de la bijection réciproque
Soient I, J deux intervalles de R et f: I — J bijective de I sur J. On suppose
que f est dérivable en xg € I.

Alors f’l est dérivable en f(xp) si et seulement si f’(xo) # 0
et on a alors

—1,/ _ 1
() (f(xo)) = o)
ou encore, avec yo = f(xo),
—1 r _ 1
)= FoF G0

e Remarque - Se souvenir

On peut retrouver la formule en dérivant I'égalité f'l o f=Id, eneffet :
(flop=fx(fWof=0d =x—1

mais attention a ne pas oublier la condition de dérivabilité de 1!

1
Sif) #£0: (fF7H (F)) = 7 siy=fet ()= f/(f 1y #0:

(x)

—1y _ 1
KR

Proposition - Fonctions trigonométriques réciproques
Les fonctions arcsin et arccos sont de classe €*° sur|—1,1[,
1 —
avec V x €] —1,1[, arcsin’(x) = —— et arccos’ (x) = ——.
. V1-x? 1-x?
La fonction arctan est de classe € sur R,

avec V x € R, arctan’(x) =

1+ x%

Démonstration
X €D -1y <= sin’ (arcsin(x)) # 0 <= cos(arcsin(x) # 0 <= arcsinx ¢ (-, 5} <= x ¢ (-1,1}.
Donc Dy gin' =1 - 1,11 et

1 1
V x€]-1,1[,arcsin’(x) = ———— = ———.
! . @ cos(arcsin(x)) /12
XED -1y <= co8' (arccos(x)) # 0 <= sin(arccos(x) # 0 <= arccos x € (0,7} = x ¢ {~1,1}.
Donc Dyrecos =1 -1, 11 €t

1 -1
V x€]-1,1], arccos(x) = ————— =

—sin(arccos(x)) 1-2
XED -1y = tan’ (@rctan(x)) #0 <= x € {§ +2kn, ke Z).
Or cette derniére affirmation est toujours vraie. Donc P o, = R et
1 1

V xeR, arctan’ (x) =

= _ = —. 0
tan’(arctan(x))  1+tan®(arctanx) 1+x2

@Pout aller plus loin - Création de fonctions

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023 /20243 un autre sens, on peut considérer :

1. f strictement monotone et continue de
Isur].

2. Donc f admet une fonction réciproque
fldeJsurl
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Corollaire -
Sif:I—Rest:

— continue strictement monotone sur 'intervalle I,

— dérivable sur / et

— Vxel, f(x)#0
alors f est bijective de I sur J = f(I), donc f’1 : J — I existe (et est
bijective).
Mieux : f~! est dérivable sur J et (f ™)' = #
Graphiquement : €41 est la symétrique de 6 par rapport al'axe y = x.

/Savoir faire - Etudier si f est un ¢! -difféomorphisme
On considere f, de classe " sur un intervalle I.

1. On coupe I, en réunion d’'intervalles Iy, I,... I, sur lesquels f est
strictement monotone
(A noter que cela n'est pas toujours possible.... Donnez des
contre-exemple).
Cela conduit a étudier le signe strictement non nul de f’. Les
frontieres sont en dans {x | f’(x) = 0}.

2. Sur chaque intervalle Iy, on note J; = {y = f(x),x € I}} et donc
fi= f\y; : I — J est bijective.

3. Puis, on considére ],’c ={y=f),xel| f'(x)#0} < J.
(Souvent les probléemes sont sur les bords des Ji, lié a la jonction
de Iy et I41 ou I_;, mais cela n'est pas nécessaire).
Alors fi* : Ji — Iy est de classe € sur J}, et pour tout y € Jj, :

1 1
YW= == mr
FYO=U W= 500 = i)
Gardons en mémoire que graphiquement : €-1 est la symétrique de €
par rapport a l'axe y = x.

Les cas problématique correspond a une pente nulle pour 6y et donc
infinie pour €j-1...

Exercice
La fonction sh réalise une bijection de R sur R. La bijection réciproque est notée argsh
(argument sinus hyperbolique).
La fonction ch réalise une bijection de [0, +oo[ sur [1, +ool. La bijection réciproque est notée
argch (argument cosinus hyperbolique).
La fonction th réalise une bijection de R sur ] -1, 1[. La bijection réciproque est notée argth
(argument tangente hyperbolique).
1. Dérivées.
(a) Montrer que les fonctions argsh, argch, argth sont dérivables respectivement
surR, ]1,+ocolet]—1,1[.

Tiy) = L

(b) Montrer que (argsh)’(x) = e sur R
Tiy)= L

(c) Montrer que (argch)’(x) = e sur 1, +oo[

(d) Montrer que (argth)’ (x) = 17]7 sur]—1,1[

2. Expressions logarithmiques.
(a) Montrer que Yx€R, argshx=In(x+Vx%+1)
(b) Montrer que Vx€]1,+o0[, argchx=In(x+ \/ﬁ)
(c) Montrer que Vx€]—1,1[, argthx= %ln%
Correction
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3.3. Inégalités

/~Savoir faire - Obtenir une inégalité
Pour démontrer une inégalité, une méthode est d’étudier la fonction
formée par la différence des deux membres, d’établir son tableau de
variations pour obtenir son signe.

Exercice
Montrer les inégalités :

.\'2
Vxe[RZ,l—;scosxsl;

3
L
sz[R*,x—;ssmxsx;

— Xa
VxeR ,x—;asinxam

Correction

Commencons par noter que V x € R, cosx < 1.

Les fonctions sin, cos et polynomiales sont dérivables sur R, de méme de leurs additions :
3

2
x . . x
flrx»—vcosx—1+? frix—sinx—x f3:x~—»smx—x+?
Les dérivées sont respectivement :
/ / / <
fiix——sinx+x  fy:x—cosx-1 f3:x»—>c05x—1+?

On en déduit les tableaux de variations dans I'ordre déductif suivant :

x -0 0 +00
5 - -
N
f2 0
N\
HE-F) - 0 +
N /
bl 0
A= + 0 +
Ve
IE] 0
y

Donc cosx < 1 et pour x € R4, fi(x) =0, donc cosx=>1-x.
3
Et pour tout x € R4, f3(x) =0, donc sinx > x— % et f2(x) <0 doncsinx < x.

3
Et pour tout x € R—, f3(x) <0, donc sinx < x— ¥ et f(x) >0 donc sinx > x.

/Savoir faire - Obtenir un maximum (avec une dérivée)
Pour obtenir un extremum de f (dérivable deux fois) sur I, on résout
flx=0.
On note x la solution de cette équation (donc f”(xp) = 0).
— si f(xp) >0, alors f présente un minimum (local) en xj.
— si f"(xp) <0, alors f présente un maximum (local) en xo.
— si f"(xo) = 0, alors on ne peut rien dire.

[ Remarque - Convexité
On rappelle que si pour tout x € I, f”(x) = 0, on dit que f est convexe sur I.

3.4. Calculs de limites (lever les indéterminations)

On peut calculer certaines limites en reconnaissant le taux de variations
d’une fonction dérivable connue.
Exercice
Rappeler les valeurs des limites suivantes :
. sinx . tanx cosx—1
lim —; lim —; _—
=0 x ' x—0 x x—0 x

@Pﬂur aller plus loin - Querelle entre Fermat
et Descartes

Fermat et Descartes se sont querellés sur les
lois de refraction (loi de Snell-Descartes). Pour
Fermat, la démonstration de Descartes était in-
compleéte. Le Toulousain proposait de trouver
le chemin le plus rapide pour aller de C a D,
sachant que la vitesse dans le premier milieu
est vy et celle dans le second est v;.

Parameétrons ce chemin par x (abscisse de E).
On a a minimiser :

Va? + x? N Vb +(0-x)?
v

12

T(x)=

Et comme sina; = et sinap =

_x
Va2 +x?

—x sina; sinap
= =, on retrouve ——— = ———.
VD2 +(0-x)? V1 v2
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@Paur aller plus loin - Généralisation en +oco
1l existe une généralisation de la régle de L'Ho-

f -

Silimg|f| = limg gl = +oo et si llmug =

alors hma I =7

En déduire
. cosx—1
lim ——
=0 x?
Correction
Il s’agit de limite de taux de variations donc d'un calcul de dérivée :
limy_.o S0 5‘“" = sin’(0) = cos(0) = 1, L = an'(0) = 1+tan?(0) = 1 et limy—g Cosj’l =
cos’(0) = m(O): A
" x
Enfin, en posant u= 5 :
_ sinz(u) -1 (sinu)2
oo 2\ u

En faisant tendre x — 0, donc & — 0, on a par produit de limite : lim y_.o <253=1 = % x12 = —%

Proposition - Régle de LHospital (1696)
Soient f et g deux fonctions définies sur I, dérivables en x € 1.
!

On suppose que f(xp) = g(xo) =0 et que é admet une limite en xg.

!
Alors lim —— @ = lim F®
x—xo g(x)  *—%0 g'(x)

On fait la démonstration dans le cas ol g'(xp) # 0. Sinon, on exploitera
I'inégalité des accroissements finis (dans un chapitre prochain).

Démonstration
Avec les notations de Weierstrass :

Fx) = (x=x0)(f'(x0) +€1(x)) g(x) = (x - x0)(g’ (x0) +€2(x))

g(x)  g'(xo) +e2(x) x=0 g'(x0)

[@_feo+a®  fx)

[ Attention - Pas d’abus
La regle ne s’applique qu’en cas d’indetermination.

. 3x%+
—4=1lim
x—1 2x

- #;lwlz =3

/“Savoir faire - Lever une indétermination par la régle de LHospital
1. D’abord on vérifie bien qu’on peut appliquer la régle de LHospital :

n
f= Eavec n(x)):;Oetd(x)):;O

2. On calcule 7/(x), n(x) ... n® (x).... jusque a ce que n®¥ (x) /= 0
X—a
Et de méme d’(x), d"(x) ... d'© (x)... jusqu'a ce que d*) (x) /— 0.
Y—a

3. On note m = min{k € N | n® (x) 2-0 ou d™® (x) /—0}.
( ) (k 1)

Et on connait donc hm 20 et par la régle de L'Hospital : hm 26D ala

méme valeur. n
4, Et on remonte ainsi a lim —, dont
a
on sait seulement maintenant qu’elle existe et qu’elle a cette méme va-
leur.
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Exercice
cos2x—1
x3+5x2
Ewdemmen[ on exploitera les résultats non encore démontrés sur les fonctions usuelles

Calculer hm

Correction
On note f : x— cos2x — 1, dérivable, f’(x) = —2sin(2x), donc f'(0) =
On note g : x— x3 +5x2, dérivable, g (x) = 3x2 + 10x, donc g’ (0) =
On a toujours une forme indéterminée.
On reprend avec f”(x) = —4cos(2x), donc f"(0) = —
Et g”(x) = 6x+10 donc g" (0) = 10.

Ainsi ,

G A

x—0gx) x—0g'(x) 10 5

3.5. Approximation polynomiale (développement limité)

*Heuristique - Approximation polynomiale LOCALE

Nos fonctions usuelles ne sont pas des polyndmes, on ne cherche par a remplacer une
fonction usuelle par une fonction polynomiale sur un intervalle de R contenant une infinité
de points.

Mais on peut faire des comparaison au voisinage d'un point.

La définition de Weierstrass de la dérivabilité de ¢ en xo avec pour valeur A(= ¢'(xg))
exprime :

JAeR,3e:I— R continue en xg avec €(xp) = 0|V x € I, p(x) = ¢(xg)+ A(x—x0) +(x—x0)€(x)
On va donc chercher une fonction polynomiale f de degré n tel que

=f0+x—x0)"e(x)  avece(x) et 0

On commence par étudier les cas xp = 0.

Proposition - Développ poly ialeen 0
Soit n e N*.
On considere ¢ de classe C"*! sur I, contenant 0.

®) o
Onnote T: x — Z )

. Alors
= K

lim
x—0

px) - T(x)
X

Autrement écrit : il existe € : I — R tel que e(x) oy Oet f(x) = T(x)+x"e(x).
—

On commence par un lemme (qui sera enrichit dans la suite du cours)

Lemme - Dérivation mondome
Notons my: x— x°.
Alors pour tout ke N, m(k) 0)=0sik#set mgs) 0) = s

Commengons par démontrer le lemme

Démonstration
Pour le lemme, on remarque que m; est une fonction polynomiale donc de classe €.

Par récurrence (finie), on note pour k < s, 2. : mgk) X G j'k)'xs’k.
— 9 est vraie :
— Soit k < s— 1. Supposons que ;. est vraie.
D (= _ St k) g mRxst o S s—k-1
= m (’”’(’CH ErTRa A R o

Donc 2 est vmie
On a donc, ensuite, ms )(x) = s! (constante) et pour tout k > s, ms V(x) = 0, en particulier

n® ) =0
o
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Démonstration
On applique la régle de Lhopsital.
1. Notons den: x— x". Donc den = sy,.
En application directe du lemme : den®)(0) = 0si k< n—1 et den™ (0) = n!(# 0).
2. Notons num: x— f(x) = T(x).
. )Par linéarité (addition ici) n est de classe 6" et pour tout k < n, (f - T)®(0) = F®(0) -
TH(0).
Puis par linéarité de la dérivation d’'un polynéme (pour k < n) :

n (k) n
T”":(Z[T]is,-) =Y (7150 =04 40+ [TIgkl+ 0+ +0= P (0)
i=0 i=0

On a donc num® (0) =0, pour tout k < n. On peut enfin appliquer la régle de 'Hospital en
num"~

remontant : Pour tout kdelan, ——— —
den"=k x—0

0Qd

7 Exemple - DLde x — (1 +x)* (a ¢ N)
Notons fg : x— (1+x)%.
Alors f(; W=al+x0%1 et par récurrence :

k-1
f,ﬁk)(x) =[l@-dxa +x)0k
i=0
2oa@—1)---(@—k+1
Etdonc f(x) = Z da=l--la=k+1) )xk +x"e(x).
=0 k!
Exercice
Quelle formule obtient-on pour & = —1?
Correction
1

La formule de Lagoute T 1-x+x% =23+ + (=1)"x" + x"e(x) ou suite géomtérique
Exercice

1. Donner une équation différentielle simple vérifiée par exp
2. En déduire le DLy (0) de exp.

3. En déduire le DLy (0) de ch et sh

4. Exprimer, pour tout n € N, la dérivée n-iéme de x — el
5. En déduire le DLy (0) de cos et sin

Correction

1. Onnote y=exp,onay =y.

2. Par récurrence immeédiate : y = y = exp et donc exp™” (0) = ¢
Donc pour x proche de 0, exp(x) = ZZ:n %xk +x"e(x).

3. Par linéarité de la dérivation (ou du calcul polynomial) ou par périodicité des dérivées :
Pour x proche de 0, ch(x) = ):,lc":/gj ﬁxz" +x"e(x)
Pour x proche de 0, sh(x) = Z}C":/DZJ 7(2k1+1)! 2K+ e (x)

. : i ps

4. Notons E: x— e'¥, ona EM = j"el¥ = o"**"7 — cog(x+ ng)+isin(x+n%).

En prenant les parties réelles et imaginaires :

Pour x proche de 0, cos(x) = ):,Lc":/oZJ (71)"%%" +x"e(x)
" _yln2l k1 2k+1 n
Pour x proche de 0, sin(x) = Zk:o (-1 [FIesiIRd +x"e(x)

4. Dérivation de fonctions réelles a valeurs com-
plexes

4.1. Fonctions a valeurs complexes

Aparté. Lexponentielle complexe
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Définition - Exponentielle complexe
Soit z € C. On définit I'exponentielle complexe de z par
expz = eF = Rl /M)

Son module est e?¢@ et un argument est Im(z).

Proposition - Elargissement
On retrouve les propriétés classiques de I'exponentielle :
— Lexponentielle complexe coincide bien avec 1'exponentielle sur R
pour les réels ou avec 'exponentielle des imaginaires purs.

, ;1
— Pour (z,7') € C?,ona : e**% = e%e? et—=e"%
e

Démonstration
Siz=a+0i €R,alors exp(z) = e?.
Siz=a+ibetz =a' +ib' (notation standard), alors

' Neithel! ! itbel! i i ib il '
o7+ platd)+ilb+b)) _ ga+d fi(b+b) _ pa,d ib it _ ja+ib ' +ibl _ 4z o7

En particulier :

e iadal = ezl
P
m]
Exercice
1. Résoudre e =1.
2. Résoudre e =1-iv/3.
3. Résoudre plus généralement e* = zg
4. Déterminer I'image d'une droite d’équation x = a par I'application exp: C — C*.
5. Déterminer 'image d'une droite d'équation y = b par I'application exp: C — C*.
Correction
1. Soitze C.
e =1<Re(2) =0,Im(z) =0[271] = z € {2ikn, ke Z}
2. SoitzeC

b4

e =1-iV3 e ? = VT13=2,Im(2) =

27] <= z€e{ln2+i(

+2kn), ke z}

3
3. Résoudre plus généralement e® = z.
€ = 29 < €@ = ||, Im(2) = arg(20) [27] <> z € {In|zo| + i (arg(z0) +2kn), k € Z}

4. Déterminer I'mage d'une droite 2, d'équation x = a par I'application exp : C — c*.
z2€Pq<=3IyeR|z=a+iy. Etexp(z) =ee". Donc:
exp(Pa) = Cea,
cercle de centre O et de rayon e.
Il faudrait vérifier (trivialement) I'inclusion réciproque. . .
5. Déterminer l'image d'une droite 2, d'équation y = b par 'application exp : C — C*.
z2€Pp<=3IxeR|z=x+ib. Etexp(z):exe”’. Donc :
exp(@a) = %,

demi-droite d'origine O et faisant un angle b avec I'axe des abscisses.
Il faudrait vérifier (trivialement) I'inclusion réciproque. . .

Proposition - Résolution d’équation
— Pour (z,2') € C?, expz = expZ2’ si et seulement si z - 2’ € 2inZ.
— Tout complexe zj # 0 peut s’écrire sous la forme exp z.
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Démonstration

Notonsz=a+ibetz =a' +ib'.

a_ od
b=V[2n]

e#=e? e el = ¢ otV g{ —z-7 e2inz

Par construction, si zg # 0, en prenant z = In(|zg|) + i arg(zg) (possible car |zp| #0) :

7 = (120D i A1B(20) — |5 |0i WB(0) = 7

Fonctions d’'une variable réelle, a valeurs complexes

I désigne un intervalle de R.

Définition - Découpage d’'une fonction a valeurs dans C

Soient fi: I —Ret f,: I — R.On pose: Vxel, f(x) = fi(x)+ifa(x).
f:I— C est une fonction définie sur I a valeurs dans C (si I n’est pas pré-
cisé au départ, son domaine de définition est I'intersection de ceux de f et
fo).

On définit les fonctions Re(f) (partie réelle de f) et Im(f) (partie imagi-
naire de f) a valeurs dans R par

Re(fi=fi: I —R Im(f)=fo: I —R
x —Re(f(x) x  —Im(f(x)

On dit que f est continue sur I si fj et f, sont continues sur /.

7 Exemple - t — e’

Lexemple classique (simple) est la fonction circulaire exponentielle : exp; : £ — cos ¢+
isint.

Sa partie réelle est la fonction cosinus et sa partie imaginaire est la fonction sinus.
On avu qu'il s'agissait bien d’'une fonction exponentielle car vérifiant :

exp;(a+ b) = exp;(a) x exp; (b)
mais a valeurs complexes et non réels (donc on perd exp;(a) > 0, les limites a I'in-

fini...).

5 Analyse - Justifions que sa base est bien e’

On a défini exp(x) = e* comme la limite de x, = (1+ %)”
Que se passe-t-il sil’on considere x = it?

Xy, est alors une suite a valeurs complexes dont le module est. :

n 2\n
= /-
n ( nz)

2 L .
Comme % tend vers 0, a partir d’'un certain rang :

L x2<(1 Xz]n< 1
-n—<|l-—| S——
n2 2 1+

n ne
n?

Le deux termes a gauche et a droite tendent vers 1, par encadrement (et continuité de
V), [l = VI=1.

Etsi 6, est'argument de xp, ona
ix\" X x
Hn:arg 1+—| =narg(l+i—)=narctan—
n n n

arctan &
On démontre que pour u — 0, f"c‘% —1,donc ——=% —1etdoncf, — x.
n
Ainsi x,, — cosx + isinx, ce qui justifie officiellement le signe égal de e'* = cosx +
isinx.
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4.2. Dérivation d'une fonctions d’'une variable réelle, a va-
leurs complexes

I désigne un intervalle de R.

Définition - Dérivation d’une fonction a valeurs dans C

Soit f:R — C, une fonction a valeurs complexes.

Soient fi: I —Ret fo: I — Rtellesque Vx € I, f(x) = fi(x) + i fo(x).

On dit que f est dérivable, respectivement de classe €' sur I si fi et f> sont
dérivables, respectivement de classe € sur I.

Si f est dérivable sur 1, on définit sa dérivée par :

vxel, f'(x)=f{()+ifyx).

On note % (I,C) (resp. €¢1(I,C)) 'ensemble des fonctions continues (resp.
de classe €' de I dans C).

@ Remarque - Commutativité de la dérivation complexe et de la partie
réelle ou imaginaire

Si f avaleurs complexes est dérivable on a donc (Re(f))’ = Re(f") et Im(f))’ = Im(f").

Proposition - Constance et dérivation
Soit f: I — C dérivable sur I. Alors f est constante sur I si et seulement si
f" estnulle sur I.

Pour la démonstration, on admet ces résultats pour des fonctions de R dans
R.

Démonstration
SurI: ,
,_ =0 /i constante
=0 :»{ f; -0 @{ % constante < f constante
(m]

4.3. Propriétés

[ Attention - Croissance sur C?

Parler de croissance (ou de décroissance) d’'une fonction a valeurs dans
C n'a pas de sens.

Proposition - Opérations
Soient f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans C et a € C. Alors
f+g fgetaf sontdérivables sur I et
vxel, (f+9'=f®+gw
(f®)' @ =f'x) g + f(x) g'(x)
(af)’ — af’

1
Si g ne s’annule pas, alors — et i sont dérivables sur I et
g 8

1y g
vxel, (E) W="55
! _ !
(é)’m _ @8- fg'x)

g(x)?
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Exercice
Faire les démonstration.
Il suffit d’exploiter la commutativité entre dérivation et partie réelle ou imaginaire.

Correction

4.4. Composition avec 'exponentielle complexe

Théoreéme - Dérivée de I'exponentielle complexe
Soit ¢ : I — C dérivable sur I. Alors

y: I —C
X et

estdérivablesur Tet: Vxel, w'(x)=¢ (x)e?™

associe alors (si possible) f une nouvelle fonction : celle qui donne la
valeur de dérivée en tout point. MIRACLE. Le passage f — f’ se décrit
trés bien en terme d’algorithme (sans avoir a passer par le nombre dé-
rivée). Il faut donc apprendre des tas de régles de calculs (a démontrer,
par ailleurs. . .).

~~ Ainsi plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponen-
tielle(s) et logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les
fonctions circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit
savoir comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compéti-
tion au voisinage de point problématique.

~ Le théoreme de la bijection est un résultat important. Il faut le
connaitre, méme si pour '’heure la démonstration nous échappe sans
une définition précise de la continuité (et donc de R).

~ En retour, la fonction dérivée permet de mieux comprendre locale-
ment la fonction. On peut alors étudier des variations, faire de 'op-
timisation (locale) ou lever des indéterminations (pour du calcul de

Démonstration limite).
82 :(;;:rq; =P1+ide. ~~ Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme

Vxel, ) =eP1® xel$29 = P10 (cos(epy (1) + i sin(g (1))

dérivable par produit :

Vxel, y'@) = ¢ @ePl@eit2() 4 (1Dl (x)(-sin(pa(x) + i cos(h (1))
= phe? M el®2() 4 o1 ] (x)i (i sin(go (x)) + cos(pz (x)))
(@} (0 + i)y (x)e?™) = ¢/ (1))

M Attention - i joue un role comparable a celle d’'un nombre réel
< On fera bien attention a ne pas oublier le i dans la dérivation!

Exercice
ix?
Calculer la dérivée f:x— (arcsin(x))e2¥+ix",

Correction
[ est dérivable sur C, comme produit et composition de fonctions dérivables sur ] —1,1[.

1

2
vxel-L1, flx= +(2+2ix) arcsin(x) | 25+ ¥

& Application - Fonction polaire
On consideére g:R—C, 0 — p(@)eiﬂ On dit que I'on définie une fonction polaire.
On suppose que p : R — R4 est dérivable sur I.
« Montrons que g est dérivable et calculons g'.
Par produit de fonctions dérivables sur I, g est dérivable sur 1.
Etpour tout x € I, g’(@) = p’(H]em + ip(@)emA
« Il arrive que pour ce genre de fonction, on ait besoin de calculer \g’(@) .
On utilise la quantité conjuguée :

voel 1§01 = gOgO = ©0e"+ip@e) 0 ©)e +ip®)ei)

(0'©)e™® +ip(©)e™®)(p'©)e~ 0 ~ip(6)e0)

facon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c'est la nature de la variable « de départ ».

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente

Savoir-faire - Encadrement pour le calcul de limite

— Savoir-faire - Transférer un probléme exponentiel de «en a» vers «en
0».

— Savoir-faire - Transférer un probléme logarithme «en a» vers «en 1».

— Savoir-faire - Transférer un probleme trigonométrique «en a» vers «en
0».

— Savoir-faire - Etudier si f est un ¢ -difféomorphisme

Savoir-faire - Obtenir une inégalité

Savoir-faire - Obtenir un maximum (dérivation)

Savoir-faire - Lever une indétermination par la regle de U'Hospital

— Savoir-faire - Etude des branches infinies (et définition)

Retour sur les problemes

19. On a une fonction A(ag + e) qui donne I'aire en fonction de ag + e. Elle
est optimale en ag lorsque A(ag —€) < A(ap) et A(ap +€) < Alap) avec
€>0.
Le calcul A(ag + e) donne exactement A(ag) + eA’(ag) +.... On trouve,
avec la méthode de Fermat : A’(ag) = 0, ce qui donne bien I'optimal de
A.

20. 1l faut nécessairement que Résultat’ (Action) = 0, ce qui conduit a une

équation donc la valeur recherchée Action est solution. Malheureu-
sement, la condition bien que nécessaire n’est pas suffisante.

= 'O +[pO)? 21. C’est un vrai miracle que cela soit aussi simple (et que le tableau ne
soit pas plus compliqué...).
Donc pour tout 6 € 1, |g'(0)| = \/[p"(6)12 + [p(6)]? A moins que cela soit l'inverse : c’est parce que y’ = y se rencontre

5. Bilan

Synthese

partout que I'exponentielle est si importante. ..
22. Cours
23. C’estle but de la formule de LHospital.
24. Onvient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.

~+ Au voisinage d'un point, on peut regarder comment la fonction évo-
lue : c’est la valeur de la dérivée en ce point qui nous I'indique. On
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Chapitre

Fonctions primitives et
équations différentielles

@Résumé -

Dans ce chapitre, le point de vue adopté est celui de Newton et Leibniz puis Euler,
qui font de l'intégration l'opération inverse de la dérivation, c'est-a-dire que si f
est une fonction définie sur I intervalle de R contenant a et b, admettant une pri-
b
mitiveF, on définit l'intégralede a a b de f parf f(dt=F()-F(a) = [F(t)]:
Par propriétés de la dérivation (linéarité et prin;litiuation d’inégalités), on obtient
la linéarité et la croissance de l'intégrale ainsi définie. On s'exercera aussi techni-
quement pour maitriser ce calcul intégral, le fameux calculus.
Hypothese forte : on admet toujours qu'une fonction continue sur un intervalle I
admet des primitives sur I. La démonstration aura lieu plus tard.
Dans la tres grande famille des équations différentielles, nous nous concentrons
uniquement sur les équations différentielles linéaires d'ordre 1 et les équations dif-
férentielles d'ordre 2 a coefficients constants. Cela réduit largement les équations
différentielles rencontrées, mais la raison est bonne : ce sont celles que l'on ren-
contre le plus souvent (a cause de la linéarisation des problemes physiques) et ce
sont celles que l'on sait résoudre (la fonction exponentielle a été crée pour cela).
Quelques liens youtube :

— Hedacademy - Les primitives. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=05ikcAFcPZ0

— 5m

— Exo7 - Equation différentielle - https ://www.youtube.com/watch 2v=dkjXofPNMDo

in Lebesgue - forme idéale - https ://www.youtube.com/watch 2v=9x91d0UnBTw
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Fonctions primitives et équations différentielles

1. Problemes

? Probléme 25 - Lien primitve/intégrale
Calculer I'aire d’'une surface est un « vieux» probléme. Par exemple :
quelle est I'aire d'une ellipse, d’'une lunule?
Optimiser, trouver un maximum ou un minimum est un autre « vieux »
probléeme des mathématicien.
Existe-t-il un lien (profond, donc) entre les deux?

? Probléme 26 - Problémes historiques

Galilée affirme en 1638 que la forme d’'une chaine suspendue entre deux
clous est presqu’une parabole. Huygens, démontre 20 ans plus tard que
ceci est faux. La solution, appelée caténaire (ou chainette) est donnée
une vingtaine d’année plus tard par Leibniz et Johann Bernoulli.

Lors du séjour de Leibniz a Paris (1672-1673) durant lequel il suit des
cours d’'Huygens, Claude Perrault lui pose le probleme suivant : quelle
est la courbe qui a la propriété qu'en chacun de ses points P, le segment de
la tangente entre P et l'axe x et de longueur constante a ? Pour concrétiser
cette question, Perrault tire de son gousset une “hotlogio portabili suae
thecae argenteae" et la fait glisser sur la table. Il précise qu'aucun ma-
thématicien parisien ni toulousain (Fermat) n’a été capable d’en trouver
I'équation.

? Probléme 27 - Primitivisation des opérations algébriques
Pour le calcul de dérivation, le cours est grossierement constitué d’'un
tableau de dérivation usuelle et de trois savoir-faire : comment déri-
ver une addition, comment dériver une multiplication, comment dériver
une composition?

Avec ¢a, on arrive a tout (ou presque)...

Qu’en est-il de la primitivisation (opération inverse de la dérivation) ? Un
tableau semble tout a fait possible, la regle de I'addition semble égale-
ment bien s'inverser. Mais pour la multiplication? Et la composition?
Quelle est la primitive de f x g? Quelle est la primitive de fog?

? Probléme 28 - Fraction rationnelle
1l est facile d’intégrer (ici, trouver la primitive) de toutes fonctions poly-
nomiales.
Est-il possible d’intégrer toute division de polynéme, c’est-a-dire toute
fraction rationnelle?
Dans le cas d'une forme factorisée, cela donn(IeJ:

Quelle est une primitive de x — (E T AV T ST avec ¢? -
4d<0?

? Probléme 29 - Implication
Si une fonction est dérivable, alors elle est continue. La réciproque est
bien entendu fausse.
Existe-t-il un lien entre « admettre une primitive » et « étre continue » ?
Comment gere-t-on une fonction non continue?
Par exemple, existe-t-il une primitive a tan? Existe-t-il une primitive
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continue a tan?

2 Probleme 30 - Probléme de M. Lagoute
Que dire de y" + y = 0? Tout dire!
C’est le fameux oscillateur harmonique, vu et revu en cours de sciences
physiques.

? Probleme 31 - Existence. Unicité
Est-ce qu’'une équation différentielle admet toujours une, une seule, so-
lution?
Ce n'est pas le cas de y” + y = 0 qui admet au moins comme solution
X — cosx et x — sinx. En admette-t-elle d’autres? Peut-on lister toutes
les solutions ?
Et alors, quel type de contraintes ajoutées pour obtenir une équation
différentielle avec une et une seule solution?
Et par ailleurs, existe-t-il des équations différentielles sans solution?

? Probléme 32 - Linéarisation
Dans ce cas, nous étudions que des équations différentielles linéaires.
Comment faire lorsque 1'équation différentille n'est pas linéaire? Peut-
on revenir au cas précédent? Par ailleurs, existe-t-il des moyens com-
plémentaires (informatiques, par exemple) pour étudier des équations
différentielles variées?

2. Primitives

I désigne un intervalle de R.

On commence par se concentrer sur les primitives, bien qu'il ne s’agit que
d’un cas particulier d’'une équation différentielle. Mais c’est la méthode es-
sentielle pour résoudre les équations différentielles linéaires d’ordre 1.

2.1. Définitions

Définition - Primitives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R (resp. a
valeurs dans C). On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable
sur ] a valeurs dans R (resp. a valeurs dans C) telle que, sur I, F' = f.

Proposition - CNS de primitive sur C
F:1— Cestune primitivede f:1—C
si et seulement si ReF et ImF sont des primitives de Ref et Imf (resp.).

Proposition - Définition a constante additive prés

Deux primitives de f sur I'intervalle I different d'une constante.
C’est-a-dire que si F est une primitive de f sur I alors I'ensemble des
primitives de f sur I est

{x—Fr+cicext
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@Pour aller plus loin - Classe d’équivalence
On a déja vu, comme il n'’y a pas unicité de
la primitive, primitiver devrait plutét signifier :
donner un ensemble, une classe d’équivalence
pour la relation d’équivalence: f= g ssif-g €
R (est une constante).
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ou K =R (resp. K = C) si f est avaleurs dans R (resp. dans C).

Démonstration
Soit F, une primitive de f. On a les équivalences :

@estprimitivede f <= ¢'=f=F < (p-F)'=0
<—=3CeKtelquep-F=C
(ce dernier résultat bien connu, sera démontré un peu plus tard. O

2.2. Primitives usuelles

En reprenant simplement le tableau de dérivations des fonctions usuelles, on
trouve :

@Pﬂur aller plus loin - Tableau fini ?

Pour étre utile, une table de primitives doit
comporter plusieurs centaines de pages. Men-
tionnons ici celles de Grobner et Hofreiter
(1949) et de Gradshteyn et Ryzhik (1980). Au-
jourd’hui de nombreux logiciels de calcul sym-
bolique contiennent de telles tables

Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (1)
fonction primitives (C est une constante réelle)
T
x% ot @ € R\ {1} r
I a+l
— In|x|+C
X
e* e*+C
px
el
eP* ot Be C\ {0} 7+c
chpx
shfxouf#0 i +C
shBx
chpfxoup#0 5 +C
sinx —cosx+C
cosx sinx+C
sinfxou f#0 —MJrC
cosfxouf#0 SOES
1+tan®x tanx+C
Inx xInx-x+C
T
arctanx+C
1 4 x?
arcsinx + C ou —arccosx + C’
1-x2
Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (2)
fonction f delaforme: | primitive F
, . u(x)a+l
uux)®ouaeR\{-1} | ——+C
® a+l
u
In|u(x)|+C
u(x)
u'(x) et ™ L ¢

Ces formules sont valables sur tout intervalle I ot f (ou u) est continue.

M Attention - Primitive sur deux intervalles
Si f admet des primitives sur la réunion de deux intervalles disjoints, on
peut avoir des constantes différentes sur chacun des deux intervalles.
On rencontrera particulierement cette situation dans le chapitre sur les
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. €équations différentielles.

2.3. Quelques cas particuliers

Exponentielles et trigonométrie

/~Savoir faire - ¢** cos fx ou e** sin fx

ver e(w+i Px
/Savoir faire - sin” xcos” x
Rappelons que pour cela on

eix_gmir)Tt
=)

Exercice

Pour f(x) = e**cosfx ou f(x) = e**sinfx (a, B € R), il suffit de primit-
et récupérer partie réelle ou imaginaire.

Pour f(x) =sin" xcos™ x, on peut linéariser.

utilise les formules de de Moivre : sin” x =

Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

A =e¥sin@x);  fo(x) =sin’ (x) cos? (x)

Correction
1 = Im(e3¥+20%) = Im(e3+20%),

3+2i

Fi(x) = Im[ 1 E(am)x) _ Im[3 —2i e(3+2[)x] _
i 13

3 4

ho (eu,%,—xx] X[L,xxﬂ,—xx] i

T 128

2i

2
i
T 128

(3sin(2x) —2cos(2x))

13

[231x7381x+3e—1x72—31xl (e4ix+492ix+6+42—21x+e—4ix]

[(37"—‘ e Ti) 4 (651X _ g=5i%) _ 3(g3i% _ gBix) _g(pix _ e—ix))

= ;—i (sin(7x) +sin(5x) —3sin(3x) — 3sin(x))

Donc

1 1 1 3
F(x) = e cos(7x) + 320 cos(5x) — o cos(3x) — o cos(x)

Idée pour « vérifier » le calcul : faire un DL en 0 :

AW~ et Lsin(7x)+sin(Gy) -3sin(x) - 3sin() = — [(745-9-3x— é(343+125—81—3)x3+0(x3) =3 +00:%)

64

64

@ Remarque - Si on a un doute...
On peut toujours vérifier en calculant la dérivée de la primitive obtenue.

X
Ici la dérivée de x — e]—s [3 sin(2x) —

3x
X —
13

Fractions rationnelles

2 cos(2x)] est

((9sin(2x) — 6cos(2x)) + (6cos(2x) +4sin(2x))) = ¥ gin(2x)

Des résultats et un savoir-faire a connaitre :
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@Pout aller plus loin - Avec larithmétique
iplexe (a ipuler avec pr ion...)

On rappelle que arg(1+ix) = arctan(x), donc si

z=e[9=1+ix,onadonc

In(1+ix) =1In(z) = i0 = i arg(1+ix) = i arctan(x)

Donc

f RN
2+1 2 x+i x-i

= é (In(x + i) =In(x - i)

i i i
== (ln(l +-)-In(1- 7))
2 x x
1 1 -1 n
= —(—arctan — + arctan —) = —— +arctanx
2 x x 2

En fait le logarithme complexe est définie a une
constante 2im pres...

Proposition - Tableau de primitives de certaines fonctions ration-
nelles (fonctions a valeurs dans R)

fonction primitives (C est une constante réelle)
T
Injx—al+C
xX—a
N * -1 T
———ouneN*\ {1} —+C
(x—a)" n—1(x—-an!
T x
= —arctan—+C
)52 -:_az a a
X
2717 In|x®+ px+ql+C
x’+px+q
2x+p -1 T

ol neN*\{1}

— ———u(C
(x2+px+q)" n-1(x%+px+q"!

Exercice
A démontrer

Correction
Il suffit de dériver les cases de droites

Remarque - Division euclidienne
Lorsque le polyndme au numérateur a un degré plus important que celui du déno-
minateur, on commence par effectuer une division euclidienne pour se trouver en
présence des cas précédent.
Nous reverrons les divisions euclidiennes en fin de premier semestre

/“Savoir faire - Fractions rationnelles ————
ax?+bx+c

Pour les fractions rationnelles de la forme f(x) = ((a,b,c) €
R3,a#0):
— si A >0, le trindome a deux racines réelles distinctes a et . On
cherche alors A, u € R tels que

ax?+bx+c

A, m
x—-a x-f

flo=

et on primitive avec In|.|
F(x)=Aln|x—-a|+pln|x-g| =ln|(x—a)‘(x—ﬁ)”|
— siA=0, onaalors

fl)=

a(x—a)?

on primitive directement avec la fraction rationnelle

-1
Fxy= a(x—a)

— si A <0, on met le dénominateur sous forme canonique

fx)

- (x+a)? + 2

on reconnait une fonction composée qui se primitive avec arctan

F(x)= 1 arctan (H—Q)
B p

Exercice

Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

[ =

(xz—x—Z); fo = x2+x+1;

oxe
f3(x) ==
X
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Correction

x?—x-2= (x+1)(x-2), donc il existe ALpeRtelque VYXeR :
X

A+ @x+ (=21 + p)

x2-x-2 . o
On peut (et on doit. . . rendre/l:—tzfl,cnadonci:— —— — —— | Donc une
peut ( )P H=3 xZ-x-2 3(x+2 ,\-71]
imitive de f] est Fj 1l x+2 +C.
NIMItive Xx— —In .
p 1 1 3T v
Le discriminantde x? + x+ 1 estA=1-4=-3<0,0onax? +x+1=(x+3)>+3.

2x+1

V3

2
Une primitive de f> est donc F : x — — arctan +C
/ V3

2x+1 1 !
(x) = ——— —2————, onreconnait % -2f,.
fs xZex+l T xZ4x+l u fzz petl
2 X+
Donc une primitive de f3 est F3:x— In(x? + x+1)-2-—arctan =—— +C
f V3 V3
3
2x+1 X+2-5
Pourquoi n'est-il pas besoin de valeur absolue ici? Enfin, fi(x) = =2 2z =
(x+2)2 (x+2)?
2 1

= 3——.
x+2 (x+2)?

1
Donc une primitive de fj est Fy : x— In|x+2| +Sj +C.
X

3. Intégrales

3.1. Théoreme fondamental et conséquences

Extension de l'intégrale sur C

Définition - Notation
Soit f: I — R, pour tout a < b € I, on note

b
f f(nde
a

Iaire (algébrique) comprise entre les segments de droites x = a, y = 0 et
x = Db, etlacourbe y = f(x).
Nous admettons son existence si f est continue sur [a, b].

Définition - Intégrale de f sur [a, b]
Si f : [a, b] — C est continue sur [a, b], on appelle intégrale de f sur [a, b] le
nombre complexe

b b b
f f(t]dl:f Ref(t)dt+if Imf(#)dt.
a a a

[ Attention - Définition?

Est-ce vraiment une définition? Non, car on ne sait pas bien ce qu’est
ce calcul. Préciser qu'il s’agit du nombre obtenu a partir d'une primitive
de f, c’est tourner en rond par rapport au théoréme et au corollaire qui
suivent.

A ce stade, on est obligé de prendre ce nombre comme construit a partir
de f, a et b. Au second semestre, nous prendrons le temps de bien
montrer l'existence et donner un algorithme de calcul de ce nombre.
Nous verrons qu'il n’est pas nécessaire que f soit continue (f pourrait
étre moins réguliere)
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Exercice

2 .
Soit P une application polynomiale. On suppose que pourtoutmEN,f e iMipeldr =
0
0.
Montrer que P est nul
Correction
d
Pour fixer les notations, on suppose que P(x) = Z akxk,
k=0
2m . d rom . . . 2n
Alors f e~ iMmip(eitydr = Zf are Mg = anay, + Y -Lex(k,m]x _
) i=olo KEm i(k—m)m 0

2mam.
Donc pour tout m e N, ap =0.

Fonction : intégrale de sa borne supérieure

Théoréme - Théoréeme fondamental du calcul différentiel
Soit f continue sur /, intervalle de R, a valeurs dans R ou C. Soit a € 1.

Alors la fonction
F: I —K

X
x »—»fa f(ndt

est de classe C! (c’est-a-dire dérivable de dérivée continue) sur I et F' = f.
C’est de plus I'unique primitive de f nulleen a € I.

Corollaire - Existence de primitive
Toute fonction continue sur / admet une primitive sur I.

[ Attention - Pas toutes les primitives avec cette notation
On n’obtient pas toutes les primitives ainsi.
Ainsi, pour f(x) = cosx, la primitive F(x) = sinx + 2 ne peut s’obtenir
ainsi. En effet, on aurait alors F(x) = sinx—sina, or il n’existe pas de a € R
tel que sina = -2.

@ Remarque - Démonstration?

Ce théoreme est admis, pour le démontrer il faudrait une meilleure définition de
b

Ja fnde

Fusion : primitive et intégrale (de sa borne supérieure)

Théoréme - Calcul fondamental
Soit f continue sur I intervalle de R contenant a et b. Soit F une primitive
de f. Alors

b b
f fwde=Fb)-Fa=|Fo] .
a a

Définition - Notation par extension
On notera, par extension des notations précédentes :
X

f(8)dt, une primitive quelconque de f.

On pourra méme considérer avec cette notation ’ensemble de
toutes les primitives de f

— [F0)'=F)
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Corollaire - Avec [’
Soit f de classe C' sur I. Alors

X
V(@ el f(x) - f(@ :f Flodr.
a

3.2. Quelques propriétés de I'intégrale

Proposition - Linéarité, croissance, Chasles...
Pour des fonctions f et g continues sur un intervalle I a valeurs dans R, on
a, pour a, b € I, les propriétés suivantes :

— linéarité : si A et u sont deux réels,

b b b
f (Af+pg)(t)dt:)tf f(t)dt+‘uf g de
a a a

— relation de Chasles : pour c €]a, b,
b c b
ffmdz:f f(t]dt+f fnde
a a c

— positivité :sia< betVxe [a,b], f(x) =0 alors

b
f f(ndt=0
a

— croissance:sias< betVxe [a,b], f(x)=g(x) alors

b b
f f(t]dt;f g de
a a

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale
| Pour encadrer une intégrale, on encadre la fonction a intégrer

/~Savoir faire - Inégalité des accroi finis (avec f de classe €')
Si f est de classe € sur [a,b] < I.
Notons M = sup,, , f’ et m = infi, 4 f', on a donc, pour tout ¢ € [a, b] :

flo-m=0 et M-f(=0

On integre sur [a, b) :

b b
fb)-f(a)-m(b-a) :f f’(t)dt—mf mdt=0= f(b)-f(a) = mb-a)
a a

e Remarque - Combinaison linéaire
Si f et g sont deux fonctions, A et u deux réels Af + pug s’appelle une combinaison
linéaire a coefficients réels de f et g.

@Pour aller plus loin - Inégalité des accrois-
sements finis

Ce savoir-faire de I'inégalité des accroisse-

ments finis sera améliore plus loin : il suffira

que f soir dérivable (et non nécessairement de

classe €".

b b
fb)-f(a)-M(b-a) :f f’(t}dt—Mf mdt <0= f(b)-f(a) < M(b-a)
a a

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




116

Fonctions primitives et équations différentielles

Proposition - Fonctions a valeurs complexes
Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans C et A, ; deux
complexes. Alors on a les propriétés suivantes :

— linéarité :

b b b
f (/lf+pg)(z)dt:/lf f(t)dl+pf g(de
a a a

— relation de Chasles : pour c €]a, b,

b c b
f f(t)dt:f f(t}dt+f f(ode
a a c

&Allention - Sur C, pas de relation d’ordre...
Donc la croissance de I'intégrale sur C n’a pas de sens. Mais on peut
exploiter les modules, sil’on souhaite faire des encadrements de la partie
réelle et la partie imaginaire. ..

gf Exemple - Cela reste vraie, mémesi c ¢]a, b[
Si, par exemple, on a ¢ < b < a et F une primitive de f sur [c,al] :

fcuf(z)dz=fcbf(t)dt+]:f(t)dt

b a b a c
Doncf f(t]dt:F(b)—F(a):—f f(l)dt:f f(t)dt—f f(t)dt:f fde+
b a b c c a
f f(ode.
c

3.3. Technique 1 : Intégration par parties

Enoncé

Théoréme - Intégration par parties
Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur un intervalle I de R, a valeurs
dans R ou C, alors

, b b b
Y(a,b) € I, f u’(t)v(t)dt:[umv(r)] —f u®v'(nde
a a a

Démonstration

b b b
u(a)u(a)—u(h)u(b)zluul’,;:f (uVJ'=f uv’+f W'v.
a a a

b b b
Dnncf u'v:[uv]a—f w0
a a

Obtenir une primitive

/Savoir faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée
Pour calculer une primitive par IPP de f = u/v, notée

[xf(t)dt

(attention, il s’agit d'une fonction et non d'un scalaire), on peut écrire

X X
fu’(t)u(t)dz:u(x)y(x)—f u(t)v'(ndr+C
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Exercice

Avec une intégration par parties trouver une primitive de x — puis de x —

ot 1
(2+1)? 22

On verra une autre méthode plus loin.

Correction
Les applications u: x— %H etvix— %x sont de classe €1 sur R.
x

x* 1 2x / '
fmdx:f;xx mdx:fv(t)u (t)dt:u(x)u(x)—fu(x)l/ (x)dx+C

1
:#+f7dx+c‘:l[ il +arctan(x))+c
22+ J 22+ 2{x2+1

Puis
1 _ 1+x2 x? _ 1 x?
G212 2412 @12 (24D (212
Par linéarité :
f;dx =arctanx— 1( o +arctan(x)] +c=1 [arctan(x) S )+ c
(x2+1)2 2 x2+1 2 x2+1

Primitives de P(x)e®*

/Savoir faire - f(x) = P(x)e®*
Pour f : t — P(t)e®' ou P est une fonction polynomiale, on peut faire
deg(P) intégrations par parties (IPP) en dérivant v : ¢ — P(f) et en inté-
grant u': t — e®'.
On peut appliquer la méme méthode pour f: t— P(f)sin(at) ou f: t—
P(t)cos(at).

-] Remarque - Autre méthode
On peut aussi directement chercher une primitive de la forme Q(f)e®*! avec degQ =

degP.
On dérive cette fonction et identifie les coefficients de Q.
Exercice
Calculer
/2 1, )
l:f tsintdt, ]:f e“*(6x° +2x—4)dx
] 0
Correction

Les fonctions u: t— —cost et v: t — t sont de classe €1 sur R,
: /2 )
I=[~tcost)]/? +[ cost=0+[sin(0]7/2 =1
0
Les fonctions u: x — %ez*', v:ix—6x2+2x—4et w:x— 12x+2 sont de classe €' sur R,

1 oyt 1 11t
= —e“(sx2+2x-4)l ——f A12x+2dr =262 42 1 [P 02x+2)] +7f 12625 dx
2 0o 2Jo 4 0 4Jo

—24a- M2yl 32 3
4 2 2 2
Exercice
Pour aller plus loin : trouver une formule générale de [ e%*P(x) qui exploite les puissances
de a et les dérivées de P

Correction

b n ok
axpiyy = aap(h) (g _ o plk) 3
fa e P(x) kg'o pres [e (@) - e ( )]

Primitives de P(x)In (Q(x))

/“Savoir faire - f(x) = P(x)In(Q(x))
Pour f: t — P()In(Q(1)) ou1 P est une fonction polynomiale, on peut
faire une intégrations par parties (IPP) en dérivant v: t — In (Q[t)) eten
intégrant u’: t — P(1).
On se retrouve alors en présence d’'une fraction rationnelle, que I'on sait

@Pﬂur aller plus loin - Fonction beta

1
On note B(x, y) =f tx’I(I - t)yfldt.

0
On montre par IPP que
y
B(x,y+1) = ——B(x,y).
(x,y+1) T+y (x,y)

Puis si n et m sont des entiers :

nim! 1

B(n+1,m+1) = =
(n+m+1! (n+m+1) (")

L [x+
Cela peut donner un sens a ( y)' avec x,y €
x

R...
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. intégrer, en principe...

Exercice
Calculer
b
I :f xln{x2 +1)dx.
]

On pourra remarquer que B= x()c2 +1)—x...

Correction
Les fonctions u: x — %xz et v:x— In(x®+1) sont de classe € sur R,

b b 3 1 b
—f deszzln(bhmf X xdx
o Jo x2+1 2 o x2+1

Lo 2
=x°1 +1
2% n(x“+1)

Iy =

1 1 1
== In(? + 1)+ = In(b? + 1) - = b?
2 2 2

3.4. Technique 2: Changement de variables

Enoncé

Théoréme - Changement de variable

Soient I, J des intervallesde R, a, B € I,

Soient ¢p: I — R de classe C! telle que ¢(I) c Jet f: ] — R (ouC) continue.
Alors

) 5 .
fode= [ figeng xdx.
Pla) a

Démonstration
Notons F, une primitive de f, on aalors :

o0 5 .
fp( ) f(z)dt:F(tb(a))fF(gb(ﬁ)):[FO(b]a:f FlpNg' (X dx.
(@ N

car (Fo¢) =¢' x Flop=¢p' x fop.O

Lo Analyse - Deux cas possibles
Deux cas se produise : une application directe de ce théoréme, ou bien une applica-
tion avec la fonction réciproque de ¢.
1. Cas direct (non bijectif) :
b
On doit calculerf fwdu.
a

On pose u = ¢(t), ol ¢ est de classe %! sur [a, Bl,avecp(a)=aetp(p)=b
et donc du = ¢/ (¢)dt.

b p
Ainsi:f f(u)du:f Flp@)g' (D dt
a a
2. Cas indirect (bijectif) :
b
On doitcalcu]erf flwdu.
a

On pose ¢ = y(u), ol ¥ est de classe %! sur [a,b], et bijective de [a, b] sur
[a, B].
avec 9 =y, onadonc u= ()

1
tdoncdu=¢'(dt = ———dt "(w)du =dt.
etdoncdu = ¢’ (1) e = y'(wdu

Ainsi‘fbf(u)du—fbf(wil(t))id[
“Ja a yyl)

Mais, c’est la pratique qui compte, pas d’apprendre ces formulations!

@Pour aller plus loin - Aire d’un cercle
Donner I'aire d’un cercle de rayon r.

/Savoir faire - Changement de variable - dans la pratique

()
on veut calculer f f(®)dt. On pose t = ¢(x) (changement de va-
Pla)
riable), on remplace alors
— ¢ par ¢(x)

— dtpar¢/(x)dx @)= do(x) _dt

dx ~ dx
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— tvarie de ¢(a) a ¢(P) par x varie de a a § (et inversement)
On peut faire un tableau

Exercice
Calculer par changement de variables les intégrales suivantes

/2 1
1:[ xsin(xz)dx, ]:f V1-¢2dr
0 0

Correction
2
On considére ¢: t— /7, de classe € sur [0, o

On pose alors x = ¢(t), et donc, comme ¢/’ (1) = 2%5
7214 1 -1 LY 2
1:[ \ﬁsintX—dl:[fcosl] =_(-cosD)
o 2Vt 2 0 2 4

On considére v : £ — sin(1), de classe €' sur [0, %],
On pose alors x =/(f), et donc, comme /' (£) = cos(f)

/2 _ 1 2
1:[ V1—sin? £ x cos(t)d = 7f (1 +cos@0)di =
0

1 2 g
t+ =sin(21) ==
2Jo 2 0 1

1
2

(Cest l'aire d’'un quart de disque. . .)

Application : calcul de primitive

Soulignons I'importance que ¢ soit bijective pour exploiter ¢~!...

/“Savoir faire - Calculer une primitive par changement de variable
On cherche une primitive F de f sur I,
— on pose t = ¢(x) et donc df = ¢'(x)dx o1 ¢ est une bijection de
classe C! de Jsur I,

— on cherche une primitive G(x) = [ f(¢(x))¢(x)dx et on prend
F() =G ().

7 Exemple - Primitive de ¢ — ﬁ
Par exemple en posant x = £, ona

dt 1 dx 1 1 t
> = | —Z - =-arctanx+C=—arctan—+C
“+a ax+l a a a

M Attention - Ne pas oublier de revenir a la variable de départ
Pour éviter les erreurs (oubli de revenir a la variable de départ...) on aurait

intérét a écrire
Flo) fx dt
X)=| ——
. P+a?

Exercice
1
Soit a € R. Donner une primitive de x — ———— en faisant le changement de variable
(x2 + a?)?
tans =%
2, 1
On rappelle que 1 + tan” u = prwen
Correction
On pose tanf = %, %dt =(1+tan?0)do
X dr 1 /X dr 1 parctan(x/a) 1 parctan(x/a)
f 72:74[ f:j[ coszed(i:—.;f (cos20 +1)d6
(2 +a2)* @ a+5H»? @ 2a°

11 x x 1 x5 x x
= [—sln [Zarctan 7) +arctan 7] +C=_— llan(arctan —)cos“(arctan —) +arctan — | +C
2a° 12 a a 2a’ a a a

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



120 Fonctions primitives et équations différentielles
1 1 1 ax+arctan %
:—.EX7+—arctan +C*%,“
2a3 a 142 x 2d 2a3(a? +x2)
Exercice

Aller plus loin : Donner I'expression des primitives de x — ————
(x2+a=)"

Correction

/Savoir faire - Bijection par morceaux
Lorsque le changement de variable doit étre bijectif, mais ne l'est que par
morceaus, alors

1. on cherche une primitive sur chaque morceaux d’intervalle

2. on «recolle » chaque morceaux en ajustant les constante de ma-
niére a ce que la primitive soit bien continue.

Lexercice suivant illustre ce savoir-faire.

Exercice
1
Donner I'ensemble de définition et calculer la primitive de h: x — ——
B 2+cosx
On posera t = tan 5
Correction
h est définie et continue sur {x € R | cos x # -2} = R, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.
1 1+tan¥
D’abord, pour tout x € R, h(x) = =—=x,
3+tany
x 1+tan? §
H(x) :f 7,[111‘
3+tan? §
On réalise le changement de variable u = tan %, donc du = %(1 +tan? %)dt.
ang 3 2 ey du 2 u g
Hx) = du=— —a 3= arctan —
3+u? 3 T+£2 3 V3

2 (anf‘z
IKeR, Hx) = arcmn( )+K
V3

V3
MAIS le changement de variable posée : u = tan% n'est pas bijective sur R.
Il s’agit de bijection d'intervalle de la forme ] — 7 + 2 jm; 7 + 2 j7[ sur R.
Donc les solutions obtenues sont plut6t :

3 (Kj)jez eRr?, Vxel2j-m;@2j+)rl, Hx) =

Puis comme H est dérivable, elle est nécessairement continue donc continue en 5 + j.

lim H(x)= lim J(x)
x=(2j+D)m* x—(Q(+Dm~

Et comme, par composition des limites :
x

2 tan w
lim H(x)= lim —arclan[ ]+K- = lim arctan(y)+Kjy1 = ——+K;
X (@j+)m* x=(@j+Im* V3 V3 )T Ty MR A S
. 2 mn%] . 2 n
lim —arclan[ +Kj= lim —arctan(y)+K;= —+K;
= (2j+D)m~ V3 17 y=+0 /3 NHRi=FN

On a donc, pour tout j € Z,
n L]
“EK = K

Donc K]-H = K]- f} On reconnait une suite arithmétique : K, Ko+ \f]

Et finalement, comme
xX+7

x x+m
X€IRj - 1w 2j + Drle= = +1€]2j,2j +2[e= —— €]}, 2j+1[e> j= L—J
7 2 21
on peut affirmer :

2
JK(=Kp) eRtel que: VxeR, H(x) = —arctan
V3

Fonctions définies a partir de fonctions trigonométrique
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/Savoir faire - Calcul pour f () =sin” tcos™ ¢ avec n ou m impair
Pour f(t) =sin” rcos™ ¢, on peut linéariser, ou,

— si n est impair, effectuer le changement de variables u = cos t (ou
isoler un sin ¢ et dans sin”~! ¢ remplacer sin? ¢ par 1 - cos® ¢ puis
reconnaitre des primitives),

— si m est impair, effectuer le changement de variables u = sint (ou
remplacer cos? ¢ par 1 —sin® t).

Exercice
Calculer par changement de variables I'intégrale suivante
nl2
f sin” ucos® udu
o

Correction
On pose f =sinu, de classe %" sur [0, Z]. On adonc d = cos udu

2 1 L.
f sinzucossudu:f lz(lfzz)dt:[,P,,ﬁ]
0 o 3 5

0o 15

/Savoir faire - Cas général (tan %)
D’une maniere générale, les changements de variables utiles pour les
fonctions construites avec de fonctions trigonométriques sont ¢ = cos x,
t=sinx, t=tanx, t=tan3.

2
- 2t
On rappelle que si ¢ = tan 2, alors cosx = 5, sinx = > ettanx =
ppeted 2 1+ 12 1+ 12
2t
1-12"
Exercice

Calculer par changement de variables l'intégrale suivante
fn/Z dr
n/3 sint

Correction

On pose ¢ =tan 3 de classe €" sur [%%(Il
2dt
Onadt=$(1+tan? )dx, donc dx = oe

n2 g4 1 24 2 Lode 1
— = x dr= —=-In3
iz sine - Juya 2t 1412 3 too2

Simplification des calculs

Théoréme - Simplification des calculs
Soit f : [-a, a] — R(C) une fonction continue :

— sifestpalre,f f(z)dt—zf f(ndt;
-a .

— sifestimpaire,f f(nde=0

— si f:R— R (ouC) est une fonction contmue T- perlodlque,

f ft)dz—f f(tdzetf f(tdt—f fode.
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Démonstration
Si f est paire,

a 0 a 0 a a
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dl:f f(—u)(—du)+f f(u)(du):Zf fluwdu
—-a -a 0 a 0 0

u=-t u=t

Si f estimpaire,

ff;f(t)dt:fj;f(t)dwfoaf(t)dt:

u=-t u=t

Si f est T-périodique
b+T b b
[ f(t)dl:f flu+ T)du:f fdu
a+T a a
[ —
u=t-T

Notons n = l%J ,doncnT<a<n+1)T:

a+T (n+1)T +T (n+1)T-nT a+T—(n+1)T
f f(r)dt:f f(r)dr+f Tf(t)dt:f fode+ fnde
a a

a
(n+1) a-nT (n+)T=(n+HT

T a-nT a-nT T T
=[ /(leH[ j‘u)m:f /(tJdHf ]'U)dz:f fde
a-nT 0 0 a-nT 0

d'apres la formule de Chasles O

Variable dans les bornes de I'intégrale (composition)

/~Savoir faire - Variable dans le bornes de I'intégrale
1l arrive qu’on doit étudier des fonctions de la forme

f2(0)
gix— h(n)dt
hi(x)

, sans pouvoir exprimer explicitement H, une primitive de h.
Néanmoins, la simple existence de H, permet d’écrire :

g(x) = H(f2(x)) - H(fi(x))

Dont on déduit de nombreuses informations. Par exemple : g est déri-
vable si f et f> le sont. Et dans ce cas :

Vxed, = f)xh(H0) - f00 x h(fi(x)

Exercice

2x dr

Soit H: x — f . Etudier la parité de H. Montrer que H est dérivable sur R,
x V1+td

calculer H' et dresser le tableau de variations de H. Déterminer les limites de H en +oo et

—00.

Correction
2% de 25 _du
H(-x) 2[ = =—H(x) en faisant le changement de variable u = —t.
- 1+t Jx 1+ut

Donc H est impaire. On étudie sur R4, on appliquera la symétrie ensuite.
Lapplication g : £ —

est continue sur R, donc elle admet une primitive G sur R.
+
On aalors H(x) = G(2x) — G(x). Et par composition, H est dérivable sur R et

1

2
Vi+16xt  V1+x4

VxeR,  H'(x)=2G'(2x)-G'(x)=2g2x) - gx) =

Pour tout x > 0,

H (x) <0 —=3-12x'<0e=1-4x"<0

4 1
_*
1+16x%  1+x4

Hx)<0e= (1-2x3)(1+22%) <0 = (1-V2x)(1+V2x) <0 = x€

01]
V2
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donc H est croissante sur [0, %] puis décroissante sur [%,‘Foo[.
Vv v

Par ailleurs H(0) = 0 et par décroissance de ¢ —

sur [x,2x],

Vi+t
2x—Xx

x 1
i
Viexd Vil ¥

2
OSH(X)Sf —dt
x V1+xt

Et par encadrement : lim H(x) = 0.
x—+00

4. Equation différentielle (dérivation/primitiva-
tion tordue)

4.1. Vocabulaire

D’une maniére générale on appelle équation différentielle une équation fai-
sant intervenir les dérivées successives d'une méme fonction, elle est du pre-
mier ordre si elle porte sur la fonction et sa dérivée premiére, du second ordre
si elle porte sur la fonction et ses dérivées premiere et seconde...

La résolution d'un probleme de Cauchy est la résolution d'une équation dif-
férentielle avec des conditions initiales.

Plus précisément :

Définition - Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle (E) est dite linéaire et du premier ordre si elle
s'écrit a(t)y’ + f(0)y = y(t) ou a, B,y sont trois fonctions définies sur un
intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).

Elle est dite normalisée si elle s’écrit y' + a(t)y = b(t) ou a,b sont deux
fonctions définies sur un intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).

b(t) (ouy(1)) estle second membre, I'équation est dite sans second membre
ou homogenesi la fonction b est nulle.

e Remarque - Mise sous forme normale
Si a ne s'annule pas sur I I'équation différentielle a(f)y’ + B(Dy = y(t) se ramene a
une équation normalisée.

Définition - Probleme de Cauchy du premier ordre

On appelle probleme de Cauchy du premier ordre la donnée d'une équa-
tion différentielle du premier ordre et d’'une condition initiale y(#y) = yo olt
foeRet ypeC (ouR).

Définition - Solutions
Soit f une fonction de I dans C.
[ estsolutionde (E) a(t)y'+B()y=y(t)si

(1) f estdérivable sur I,
(2 vYtel, a®f'@®)+pOfB=y).

On pourra noter Sg 'ensemble des solutions de (E).

Résoudre I'’équation différentielle (E) c’est donc déterminer 'ensemble Sg,
c’est-a-dire trouver toutes les solutions sur 1.

On appelle courbe intégrale de (E) la courbe représentative d'une solution
de (E).

e Remarque - Convention réelle
En I'absence d’indications contraires, si les fonctions a, 8,y sont a valeurs dans R, on
notera Sg I'ensemble des fonctions de I dans R qui sont solutions de (E).

[2 Histoire - Révolution newtonienne

La double découverte, par Newton, des lois de
physique qui s’expriment sous forme d’équa-
tions différentielles et des méthodes mathé-
matiques pour les résoudre a permis la révo-
lution scientifique en Europe. Pendant deux
siécles, les techniques se sont affinées et la
maitrise de tous les phénoménes de sciences
physiques s’est élargies. Au milieu du XIX-iéme
siécle, les scientifiques croyaient au détermi-
nisme totalement compris (I'avenir totalement
écrit sous nos yeux). ...

| Histoire - Louis-Augustin Cauchy

& AUGUSTIN
2 “CAUCHY ", ffudischs T 13 g
S ls7 foverz
Z T >
&
]
5 =)
4
|
a4
§ 360

Louis-Augustin Cauchy (1789-1857) est un ma-
thématicien frangais aux intéréts trés large en
mathématiques. Son attitude face aux événe-
ments politiques contemporains I'a beaucoup
isolé, sans totalement le marginaliser; proba-
blement gréce a son génie. On le retrouvera a
de nombreuses reprises tout au long de I'an-
nee.
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Définition - Solution d’'un probléme de Cauchy
Résoudre le probleme de Cauchy défini par (E) et y(#) = yo, c’est détermi-
ner toutes les solutions f de (E) vérifiant f () = yo.

© Remarque - Une/la solution?

On parle souvent de solution particuliére de (E), il s’agit en fait d'UNE fonction qui est
solution, par opposition a solution générale qui est la forme générale des solutions.
Par exemple, t — ¢3!, t — 4¢3! sont des solutions particulieres de y' =3y alors que
t— 1€%! estla solution générale.

/Savoir faire - Découper I pour avoir des équations normalisées

Si a s’annule sur I, on cherchera a découper I en plusieurs intervalles
ouverts sur lesquels elle ne s’annule pas pour se ramener a des équations
normalisées.

Ensuite on cherchera les solutions sur I par «recollement », c’est-a-dire
que'on regardera, parmiles fonctions définies par morceaux sur chacun
des intervalles, celles qui sont dérivables sur I (probléme aux points de
recollement, c’est-a-dire ceux ou1 a s’annulait) et vérifient (E) sur I.

Le principe suivant est d’'usage fréquent en physique : il permet de s'intéres-
ser a des seconds membres simples.

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de I'équation (E) est de la forme b(t) = by(¢) +---+
by (1)

et si 'on connait des solutions particulieres y,...,, des équations avec
les seconds membres by (1), ..., by, (1),

alors une solution particuliére de (E) est y =y + -+ + Jp.

Démonstration
On exploite la linéarité de I'équation différentielle linéaire.
Ona
V' +ay= @i+ +a@i+oo+ o)
=G )4+ Gyt ag) =bi++by=b
(]

4.2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Principe

On considere désormais 1'équation différentielle linéaire normalisée
(B) ¥ +ay=bw

ol a et b sont continues sur I, intervalle de R.
Dans la suite K désigne R ou C.

*Heuristique - Démonstration et savoir-faire. Que retenir?
Pour les démonstrations, nous allons décomposer I'application Fg : 2(R) — 2([R), y —
¥+ ay en applications, plus ou moins inversible. Nous verrons alors que I'équation dif-
férentielle est une dérivation « tordue ».
A la fin du cours, nous donnerons une méthode qu’on appliquera directement lors des
exercices.
Sauf pour les exercices théoriques (du type inégalités différentielles).
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Analyse

i Analyse - Décomposition de F,
Notons D: y— y' et pour une application 1 quelconque ¢y, : y — exp(h) x y.
Alors :
1. p_popp:y—exp(—h) x (exp(h) x y) =exp(-h+h) x y =y =id(y).
Ainsi p_p oy =id =@ 0 @_j,. Donc @y, est inversible et (pﬁl =¢_p.
2. p_poDogy:y— exp(-h)exp(h)yl = exp(-h)[I'y+y'lexp(h) =y +h'y =
Fp ().
Ainsi: ¢_poDogp = Fj.
Ainsi, si @ — h' donc A — h UNE primitive de a :

Fa(y)=b<=¢@_poDogpa(y)=b<=Doga(y)=palb)

Le probleme : D n'est pas bijective. .. Il faudra gérer des constantes...
On continuera cette résolution plus loin.

e Remarque - Non commutativité de D et ¢ 4
Malheureusement, onn'apas Fg=¢_g0Do@a=Do@_pops=D.
C’est 1a o1 on voit que I'équation différentielle est une dérivation tordue...
Exercice

Résoudre (E) (1+ 1)y +4ty=0sur [=R.

Correction
4t

Sous forme normalisée (et homogeéne) : y' + e
4t

7 de primitive A(1) = 2In(1 + %),

Onadonc Do (y) =exp(A(t)) x 0 =0, donc il existe C € R tel que y = ¢p_ 4 (C) = Cexp(—A).

Les solutions de (E) sont donc ¢ Ce=2n(1+£) = (1452)2'
hl

¥y =0, l'équation est définie sur R (1 + 2 # 0).

On note alors a(t) =

e Remarque - Cc 1t retenir I’ des solutions?

On dispose d’'une méthode intuitive (mais qui n’est pas une démonstration car elle
suppose que I'on sait que les solutions y ne s’annulent en aucun point) pour retrouver
le résultat dans le cas des fonctions a valeurs réelles (c’est-a-dire lorsque K = R) en

YD) N
écrivant W = —a(t) et en primitivant.
y

!
%? ——al) =) =-AD+K

= y(1) =exp(-A(t) + K) = Ce~ 41 avec C = K
On écrirait plutdt, heuristiquement :

el =1y +aye) 1=0= ye/ =K = y=Ke /@

&Attention - Variable x, variable 1?2
Nous avons noté y la fonction de la variable ¢, mais 1'on peut bien évi-
demment avoir d’autres notations, par exemple y fonction de la variable
X (équations différentielles donnant 'ordonnée en fonction de I'abs-
cisse) ou x en fonction de ¢ (équations différentielles donnant I'abscisse
en fonction du temps) ou encore z en fonction de ¢ (équations différen-
tielles donnant I'affixe en fonction du temps).

Structures des solutions et méthodes

Théoréme - Structure de ensemble Sp

La solution générale de I’équation (E) est la somme d'une solution parti-
culiere et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s’écrire :

@Pﬂur aller plus loin - Simplification de pro-
bléme

On rencontre toujours en mathématique le
diagramme suivant oit un probléeme M (une
matrice par exemple) est transformé en un
probléeme D (matrice diagonale par exemple)
plus simple a résoudre.

xoor Y

P P
Il'y a deux chemins : celui par M, et celui par
P, D, puis P (a I'envers). La composition s’écrit
de droite a gauche. Cela donne

M=P 'xDxP
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Si y (alire « y tilde ») est une solution particuliére de I'équation (E) alors

Sp= {t—» Ce™ D 4+ 5(p); Ce IK}.

€ Remarque - Existence
Insistons : Lexistence d’(au moins) une solution est donnée par la forme de I'équation
(E):

— normalisée,

— avec a continue (admettant une primitive - plus exactement)

— avec b continue (¢t — b()eA) admettant une primitive - plus exactement)

@Pour aller plus loin - Equation a variables
séparables

La méthode présentée dans le remarque (com-
ment retenir I'ensemble des solutions?)est
celle proposée dans le cas des équations a va-
riables séparables : y' x f(y) = g(t). Avec un
changement de variables, il s’agit d’'un simple
calcul d’intégrale (présenté ainsi, cela fonc-
tionne mieux). ..

En 1840, le mathématicien belge Pierre Ve-
rhulst propose un modele de dynamique de
population qui conduit a I'équation

y-al-3)

oll a et K sont des constantes associées a la
population considérée.

La résolution donne :
1
Yy =K—————
K _q)e-at
1+(& 1) e

On trouve en particulier : y(0) = yp et y P
—+00

K. Ce qui est contraire au modeéle de Maltus

Dé ion
Soit y une solution particuliere. On a donc ¢_ 40 Do@4(y) = b.
Donc I'équation devient :
Doga(y)=Dopa(y) = ICeRtelque p4(y) = C+@4(7)
En exploitant I'inverse de ¢ 4, on trouve Sg (et il y a équivalence donc égalité d’ensembles). O

Trouver une solution particuliére j

5 Analyse - Résoudre I'équation

Continuons notre résolution. Nous en étionsa ¢_ oDo@ 4 = b.

Donc en remplagant par leur valeur : Do @4(y) = be, qu'il faut intégrer a une
constante pres.

t
Notons e y(r) :f b(we™du+K, donc

t
¥ = Ke™ A0 +e’Amf bw)er®du

solution h

solution particuliere

Si b = 0, on a bien une solution homogeéne avec le premier terme de cette somme-
solution.

Lenjeu est donc maintenant de trouver une solution particuliere, peut-étre
plus simplement...

On doit a Lagrange la méthode de la variation de la constante qui répond
explicitement a cette question (parmi d’autres méthodes).

/Savoir faire - Comment trouver une équation particuliere? Méthode de
«variation de la constante »

D’apres le théoreme précédent, ce qui reste est de trouver une solution
particuliere.

Sans indication donnée par I'énoncé, la méthode classique a suivre est la
suivante :

1. On normalise I'équation différentielle. Cela peut nécessiter une
étude sur plusieurs intervalles.
2. Onrésout I'équation différentielle homogene : y = Ce™4()
3. On cherche une solution particuliere :
— en cherchant une solution évidente,
— en utilisant le principe de superposition des solutions,
— en essayant des fonctions simples (polynomiales lorsque a et
b le sont, trigonométriques lorsque a et b le sont...),
— en faisant varier la constante C, c’est-a-dire sous la forme

Jit— Ce A0

(La constante C devient variable : « méthode de la variation de
la constante »).
Le calcul (a refaire a chaque fois - il permet de vérifier la bonne
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résolution de I'équation homogene) conduit a :
C’(t) — b(t)eAm

C’est un «simple» calcul de primitive

4. Les solutions générales sont alors de la forme
yit— (K+C(1)e 4

avec C définie au point précédent

Probléme de Cauchy

Théoréme - Probleme de Cauchy

Soit fp € I et yp € K.

1l existe une unique solution sur I de I'équation linéaire normalisée (E)
'+ a(t)y = b(t) vérifiant la condition initiale y(t) = yo.

Démonstration

Les solutions de (E) sont de la forme y = 5+ Ce™4() avec C constante «a déterminer ».
On aalors y(fg) = yo = J(fg) + Ce~A0) donc C = (yg — Ji(1p)) A0,

Ce calcul donne une et une seule solution car e~A(0) > 00

@ Remarque - Résoudre un probleme de Cauchy
Pour résoudre un probleme de Cauchy, on résout (E) puis on cherche la solution
vérifiant y(to) = yo.

Applications. Cas classiques

Exercice
Résoudre (E) y'+ty=t.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
1.2
2. Léquation homogene est y' + ty = 0 de solution ¢ — Ce A
3. Une solution particuliere de E est y = 1
1.2

L'ensemble des solutions est donc { t—1+Ce 2" Ce IR}.
Exercice
Résoudre (E) 2/ =(1+i)z-2it?+2.

Correction

. L'équation est sous forme normalisée. A noter qu'ici z:R— C

2. L'équation homogene est z' — (1 + i)z = 0 de solution ¢ — Cel*)! = Celeit
3. Le second membre est une fonction polynémiale de degré 2 : ¢t — —2it?+2.
On cherche une solution particuliére de la méme forme : Z(t) = A +Bt+C
Z(0) -0+ D20 =-AQ+ D)2+ 2A-BA+D)t+(B-C(+i) = -2ir> +2
En identifiant : A = % =1+1i, puis B =2 et C =0, une solution particuliére : Z: t —
a+ie+2t
(On peut/doit vérifier)

Lensemble des solutions est donc {t»—» 20+ (1+i) 2 +Cel*D Ce C}A

@Pﬂur aller plus loin - Courbe intégrale
Cela signifie également qu'il existe une unique
courbe intégrale passant par le point (g, yo).
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MAttention - Ensemble des solutions particulieres selon le second
membre
Attention, si le second membre est colinéaire a la solution homogene, il
faut alors chercher une solution particuliere de « degré » plus élevé...

Exercice
Résoudre (E) y'+y=2e"+4sinx+3cosx.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
2. Léquation homogene est y' + y = 0 de solution — Ce™*.

3. On applique la méthode de la variation de la constante pour trouver une solution particuliére
J(x)=C(x)e™™.

7(x0) +7(x) = C'(x)e ™" =2¢* +4sinx+3cosx

Donc C'(x) = 2¢2* + 4sin xe* + 3 cos xe*, fonction a primitiver. On commence par primitiver

. 1 . e’
(cosx+isinx)e* = e1+0% en ——l1+D¥ = Z_(1 —j)(cosx +isinx).

En prenant les parties réelles et imaginaires :
x x
X € . . X € .
cosxe'dx = 7(c05x+smx] sinxedx = ?(—cosx+smx)
Onadonc C(x) = €% +2¢¥(~cos x+sinx) + 3 e¥ (cosx-+sinx) = e>* +e*(§ sinx— J cos x).

Lensemble des solutions est donc {x —et+ %(7sin x-cosx)+Ce ¥,Ce lRa}.

/Savoir faire - Etudier une inéquation différentielle

Supposons qu’on ait 'inéquation y' + ay < b.

On reprend les notations précédentes, avec @, : y — (£ — e x y(1)).
Onag_joDogaoy<bouencoreV uel:(Doga)y)(w) < e ™b(u)
car e > 0.

t
Puis par croissance de I'intégration : ¢ 4(y) (1) —@ a(y) (fo) < f bwerPdu.
)

t
Etdonc y(t) < e =40 y(zg) + e/“”[ bwe“du.
I

o
(La constante t, est arbitraire, il faut nécessairement en fixer une!).
On reconnait une solution de I'équation différentielle.

@Pour aller plus loin - Inéquations

Souvent les inéquations se transforment en
de nouvelles inégalités, ou les cas frontiéres .
sont exactement obtenus avec les solutions de /“Savoir faire - Cas non résolue

I'équation identique (< transformé en =). A résoudre une équation a(f)y’ + b(f)y = c(t) sur I avec a qui s'annule
sur 1.

Cas d’une équation non résolue. Probléme du recollement

1. On étudiel'équation sur des sous-intervalles de I ol1 @ ne s’annule
pas.
Par exemple si a(t) = t et I =R; on étudie sur R} et surR*.

2. On obtient une famille de solutions, paramétrée sur chacun des
sous-intervalles par une variable « (par exemple).

3. On essaye de «recoller» les solutions. Pour cela, on regarde les
limites de y et de y' au voisinage du point #, qui annule a de
maniere a étudier la continuité et la dérivabilité de y en f.
Souvent ces limites dépendent de la valeur parametre a.

Dans la suite du cours : le théoreme de prolongement de classe €' et

les méthodes de calcul asymptotiques seront tres utiles pour résoudre ce
probléeme
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Exercice

Résoudre I'équation tzy’ +y =1 surun intervalle I de R (on discutera suivant la position
de 0 par rapport & I).

Correction

. Léquation n'est pas sous forme normalisée. Il faut diviser par tz, cela n'est possible que sur
* -
RY etsurRZ. . .
- . / -
Léquation normalisée est alors y' + zV=z
On considére donc, pour la suite, I un intervalle de R} ou de R*.

1
t

N

. L'équation homogéne normalisée est y' + %zy =0 de solution t— Ce
3. Une solution particuliére de E est y = 1

1 1
4. Lensemble des solutions est donc sur R} : {t —1+Cel,Ce R} etR* : {t —1+C'et,C'e R}

On a trouvé une solution sur tout intervalle de R, sur tout intervalle de RX.
Est-il possible d'avoir une solution sur un intervalle de R (contenant 0)? Pour cela on pratique un
recollement :

1

Soit y une telle solution, alors il existe C,C’' € R tel que : V¢ >0, y(f) =1+ CeT et V<0,
1

y(=1+Clet.

Cette fonction y est nécessairement de classe €' sur IcR.
1 siC=0
Elle est donc continue en 0. Or lim+ y()={ +oco siC>0
=0

-0 siC<0
Il est donc nécessaire que C = 0 et dans ce cas y(t) = 1, pour tout £ =0.
De méme [ling y(8) =1 (pour tout C’). Donc y est bien continue en 0

Il faut aussi que y soit dérivable sur I, donc dérivable en 0. Or y' () = 0, pour tout £ >0,
alors que pour tout £ <0, y' () = :%Ce? s 0 (comment lever I'indétermination ?).
Bilan : 'ensemble des solutions y (fonctions de classe %’1) solutions de (E) sur I contenant 0 est
{IH{ 1 . sit=0 Cem}
1+CeT sit<0
Notez bien la méthode de recollement!
Remarque - Régle de LHospital
1l n'est pas rare que pour faire le recollement, nous ayons besoin de la regle de

L'Hospital pour lever I'indétermination que I’on obtient en calculant, pour s frontiere
c(t) = b(n)y(1)

de I'lim/—sy'(f) =lim;—g P

A utiliser, sans modération!

4.3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants

Enoncé

K désigne toujours R ou C. Insistons : ici a, b, c sont constants, a # 0 (sinon
on revient au cas précédent).
Lannée prochaine, vous élargirez ce point de vue.

Définition - Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants

Soient (a, b, c) € K3,a # 0 et u: I — K une fonction continue sur I'intervalle
IdeR.

On dit qu'une fonction f : I — K est solution de I'équation différentielle du
second ordre a coefficients constants

(E) ay"+by +cy=u(t)
si

(1) f estdeux fois dérivable sur I
() YtelLaf"(O+bf () +cf(t)=u®
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LL‘équation ar? + br + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique associée. J

Résolution de I'équation homogene associée

On consideére donc I'équation homogene (H) ay” +by +cy=0 a#0.

Lo Analyse - Composition de Fy o Fg

Conservons les mémes notations et comme a, b et ¢ sont constants, prenons des
primitives affines.

Onadonc (F-qoF_g)(y) = ()~ py) —a(y' = p) ="~ (a+ Py +aPy.

Et donc, en reprenant les formules de Viéte : « et f sont les racines ¥ -(a+ Px+ap.
Considérons donc les racines a et § du polynéme ax?+bx+c=alx—a)(x— B).
Alors, aF—q o F_g(y) = ay” + by’ +cy.

Cette analyse ne marche pas lorsque les racines sont les mémes : @ = .

On étudie les cas particuliers selon la nature des solutions (double ou
simples, complexes ou réelles) de I'équation caractéristique associée a
I'équation homogene.

Théoreme - Cas complexe
— Si ar? + br + ¢ = 0 posséde deux racines distinctes r; et r, alors
I'ensemble des solutions a valeurs dans C est :

SH:{[—»Ae"[+pe’2‘;(/1,p)ecz}

— Siar?+br+c=0posséde une racine double ry € C alors 'ensemble
des solutions a valeurs dans C est :

Su={t— A+pne A wec?

Démonstration
Notons ry et rp les racines de ax®+bx+c=alx— r1)(x—r2). (On peut avoir r} = rp).
Alors y solution de ay" + by’ +cy =0 < F_p,.;0 F_p,.1(y) = 0.
Sil’on compose (comme précédemment), ona:
ay"+by +cy=0 <@ .roDop—ry-to@,;oDop-ry-1(y)=0
<=3C eCtelque oDogp—ry-t(y) = Cyexp((r1 —r2)1)
<=3 CeCtelque oDogp—r2-t(y) = Crexp((r] —r2)1)

— Sirp=rp, ay’+by +cy=03Cy,CreCtels que y = (C1 £+ Cp)exp(rat).

— Sir #r,ay"+by +cy=0<>3C;,CeCtelsque y = 1r exp(r1-1)+Caexplra-1).
rn-—rz2
o

Pour le cas réel, la partie correspondant aux racines complexes (A < 0) est
plus subtile.

Théoréme - Cas réel
On suppose ici a, b, ¢ réels, a # 0.
— Siar?+br+c=0 possede deux racines réelles distinctes ) et r, alors
I'ensemble des solutions a valeurs dans R est :

Su= {t»—»Ae"’ererZ';(/Lﬂ) ERZ}

— Siar?+br+c = 0 possede une racine double r, € R alors I'ensemble
des solutions a valeurs dans R est :

Sir={1— A+ e (4, p) € B}

— Siar?+br+c = 0posséde deux racines complexes conjuguées a+if3
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et & — i alors I'ensemble des solutions a valeurs dans R est :

Su= {t»—» Ae® cos Bt + pe™ sin Bt; (A, ) € IRZ}

Pour la démonstration, commengons par un lemme

Lemme - Solution réelle d'une équation réelle

Soit (H) I'équation différentielle homogene ay” + by’ + cy =0 ou (a,b,c) €
R%,a#0.

Si f est solution de (H) a valeurs dans C alors Ref est solution de (H) a
valeurs réelles.

Plus précisément 'ensemble des solutions réelles de (H) est exactement
I'ensemble des parties réelles des solutions complexes de (H).

Démonstration

Démonstration du lemme :
On rappelle que a, b, c € R.Supposons que f = fg + i f1 est solution de (H).

Alors

0=af"+bf +cf =(aff +bfy+cfr)+i(af] +bf{+cfr)

Donc afy +bfj +cfr =0et fg estavaleurs réelles.

On a donc : toute partie réelle de solutions complexes de (H) est une solution réelle de (H).
Réciproquement, si f est une solution réelle de (H),

alors f+i0 est une solution complexes de (H) dont f est la partie réelle.

Démonstration du théoréme :
Les deux premiers cas se déduisent du cas complexe.
Supposons donc que le discriminant de I'équation caractéristique A < 0.
L'équation caractéristique est a coefficients réels donc les racines sont conjuguées : a + i} et
a—ip.

Les solutions sur C sont de la forme
Fitee AP 4 ypla=ipit
La partie réelle est alors une solution de (H) sur R :

e %(/47)(1) = %M + ey %aw)e””'ﬂ’

£ ¢ (Re(A+ ) cos(Bn) + Im(yu— Dsin(B)
o

@ Remarque - Autre expression pour le cas A <0 )
Dans le cas des racines complexes conjuguées, on peut poser A+ iy = Ae"', 00 A>0
et ¢ € R. Les solutions s’écrivent alors £ — Ae®’ cos (Bt + ¢)
C’est un cas souvent préféré en physique.
© Remarque - Base d’'une espace vectoriel
Dans tous les cas (réel ou complexe) Sy = {Afl +ufo; (A, p) € IKZ} ol fj et f> sont deux
fonctions déterminées par I'équation caractéristique associée. On dira que la famille
(f1, f2) estune basede Sgy.
On en déduira que Sy est un espace vectoriel de dimension 2 (=nombre de vecteurs
de la base).
Exercice
Résoudre les équations différentielles suivantes (on cherchera les solutions réelles).

1.y =y

2. y'=-0ly

3.y -4y'+13y=0

4.y -4y’ +4y=0

Correction

1. Léquation caractéristique est x% —w? =0, de racine +w.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — Ae®! + A’e™®!, avec
AA R

@Paut aller plus loin - Paramétres
Considérons I'équation aux parameétres phy-
siques : y'" + Qy'ﬂngy:O,
2
_ [wi 2
onan=(%)" (1-4Q?).

— siA<0(Q> %) : régime périodique,
lesw“solutions sont de la forme
e_wt(Acos(wt + ¢) avec o =
w [0z 1

Comme wp,Q > 0, les
solutions sont oscillantes, bornées et
de fréquence w = % Q2 %

— siA=0(Q= %) : régime critique,
les solutions sont de la forme e (At +
B)

— siA>0(Q< %) : régime a-périodique,
les solutions sont de la
forme

_wo L
Be Q'
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@Pour aller plus loin - Méthode de Laplace

On note £ : f — F, telle que F : p —
+00

f f(®e P'dt On montre (IPP) alors que
]

ZL(f"p)=pfp)-fOH).

On transforme ainsi une dérivation en un pro-

duit et donc I'équation ay" + by’ + cy = g se

transforme en

(ap® +bp+)F(p) = G(p)

G(p)
ap?+bp+c
appliquer £~ a F pour trouver la valeur de

et donc F(p) = , il reste donc a

2. Léquation caractéristique est X% +w? =0, de racine 0+ iw.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — Acos(wt) + A sin(w?),

avec A, A’ €R

3. L'équation caractéristique est x> —4x + 13 = 0, de racine 2 + 3.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme £ — e?!(Acos(31)+ A'sin(31)),
avec A, A’ €R

4. L'équation caractéristique est x> —4x +4 = 0, de racine double 2.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme t — (A + A'ne?ls, avec
AA R

Résolution avec second bre

On considere I'équation compleéte (E) ay” + by’ + cy = u(t) avec (a,b,c) €
K3,a#0.

Théoréme - Structure de 'ensemble Sg

La solution générale de I’équation (E) est la somme d'une solution parti-
culiere et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s’écrire :

Si y est une solution particuliere de I'équation (E) et (fi, f2) une base de Sy
alors

Su={t— A0+ B0+ 70; (A1) € K2},

Démonstration
On démontre que y — 7 est solution de (H) et donc de la forme A fi (1) + pfa(£) O

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de I'équation (E) est de la forme u(t) = uy () +---+
un(t)

et si 'on connait des solutions particulieres y,..., 7, des équations avec
les seconds membres u (1), ..., u,(1),

alors une solution particuliere de (E) est y =y + -+ + Jp.

L ] Remarque - Démonstration

11 s’agit exactement de la méme démonstration que dans le cas n = 1.

Ce qui compte ici c’est la linéarité. (Le fait que les coefficients soient constants ne
changent rien concernant ce théoréme de superposition)

Avec second membre : exponentielle-polynome

On va s'intéresser au cas ol1 u(t) = e P(t) avec m € C et P une fonction
polynomiale a valeurs complexes.

_/Savoir faire - Second membre e P(t)
Soit m € C et P une fonction polynomiale de degré n. Alors on peut
trouver une solution particuliére de I'équation

(B) ay"+by +cy=e™P(t)

de la forme y(t) = e™'Q(¢) ol Q est une fonction polynomiale
— de degré n si m n'est pas racine de ar?+ br +c=0
— de degré n+1si m est racine simple de ar? + br +c=0
— de degré n+2 si m est racine double de ar? + br +c=0

AP -

@Pour aller plus loin - Equations en physique
1. Dans un circuit RC ou RL, T étant

la ranctanta da tamne F(1) la tancinn
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Démonstration
Le calcul donne :

ay" (1) + by (1) + cF(1) = [(am? + bm + Q1) + 2am + H)Q' (1) + aQ" (1)]e™"

Sid = deg(Q), alors deg(Q") =d — 1 et deg(Q") =d - 2.

Fest solution de (E) < V t € I[(am? + bm +c)Q(1) + Ram + b)Q' (1) + aQ" (1)] = P(1)
Nécessairement les polynomes doivent étre de méme degré. Donc :
— si m n'est pas racine de ar? + br + ¢ = 0, deg(Q) = deg(P) = n
— simestracine simple de ar?+br+c=0,donc2am+ b #0, alors deg(Q") = degP, donc
d-1=n,ie.d=n+1
— si mestracine double de ar? + br + ¢ = 0 donc 2am + b = 0, alors deg(Q") = deg P, donc
d-2=n,ie.d=n+2
La condition d’existence donne I'unicité (analyse). Il faut vérifier 'existence (synthese). Il s’agit
alors d'un systéme inversible de n équations a n inconnues a résoudre. O

ye Analyse - Polynome x fonction trigonométrique

On peut utiliser ce qui précede pour le cas ou (a, b, ¢) € R3 et u(t) = e (P(1) cos P+
Q(1)sin Bt) avec P, Q des fonctions polynomiales a coefficients réels.

Dans ce cas le second membre est de la forme T(t)e["“ﬁ“
complexe.

Or ce second membre est a priori réel. Le calcul suivant donne :

ot T est un polynome

e (P(1) cos Bt + Q) sin f1) = Re[(P(t) - iQ(z))e(‘”"’f‘”)

on en déduit que T = P(¢) + iQ(#) et on peut chercher une solution particuliére (sur
C) de la forme R(1)e® P! avec :
— degR =degT si a+if nest pas racine de ar? + br + ¢ =0
— degR =degT si a+if est racine simple ar? + br + ¢ =0.
(Elle ne peut étre racine double, sinon I'équation serait a coefficients com-
plexes)
Si 7 est une solution a valeurs complexes de 1'équation avec le second membre
(P(1) - iQ(t))e(‘“"ﬁ)’, alors Re(y) est une solution particuliéere a valeurs réelles.

/“Savoir faire - Second membre de la forme e®’ (P(t) cos f + Q(t) sin 1)
On peut trouver (par identification) une solution particuliére de I'équa-
tion

(B) ay"+Dby +cy=e*(P(1)cos(Br) + Q(t) sin(Bt))

de la forme y(1) = e“!(T(t)cos(f1) + R()sin(B1)) ot T et R sont des
fonctions polynomiales
— de degré n = max(deg(P),deg(Q)) si a + iff n'est pas racine de
ar®>+br+c=0
— dedegré n+1 = max(deg(P),deg(Q)) +1 si a+if estracine simple
de ar®>+br+c=0

Exercice
1. Résoudre "' —y' -2y =3e~ " +1.

2. Résoudre y" +2y' +5y = cos? t.

Correction

1. Léquation homogene est (H) y” —y' -2y = 0 d'équation caractéristique 12 —r—2 = (r —
2)(r+1).
Les solutions de (H) sont de la forme ¢ — Ae?! + A'e™".
En exploitant le théoréme précédent et le principe de superposition, on cherche une solution
particuliére sous la forme
yit— Cite ' +Cy
Or
7' -7 (0 -25(1) = C1l(-2- D+ A +1-2)tle” "+ Cy = -3C1e” " +C2
Donc C; = -1 et Cz =1 et les solutions de (E) sont :

t—Ae? 4 (A -pe'+1  avec A A €R
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2. Léquation homogene est (H) ¥ +2y' +5y = 0 d'équation caractéristique r2+2r +5, de dis-
criminant A = —16 et donc de racine —1+2i.
Les solutions de (H) sont de la forme t — e~ !(Acos2t + A'sin21).

En outre cos?f = E(coszt+ 1), donc le second membre est (en partie) de la forme

em(P(t)cosﬁt+ Q(t)sinfr),avec @ =0, =2, P(t) = % et Q(1)=0.
Pas besoin de monter en degré et on peut donc chercher une solution particuliere de la forme

y:t— Cycos(2t) + Casin(2) + C3

or
7'+ 27 (1) +57(1) = (C1 +4Cp) cos(28) + (C2 —4Cy) sin(21) +5C3
Donc C; = ﬁ, Cy= ﬁ etCz= ﬁ et les solutions de (E) sont :

_ 1 1
t— e !(Acos2t+ A'sin20) + 3 (cos2t+4sin2t) + 0 avec A, A'€R

Résolution du probléeme de Cauchy

Théoréme - Conditions initiales

Soit (E) ay” +by' +cy=u(t) avec (a,b,c) eK3,a#0et u: I — K de I'une
des formes précédentes. Soit (o, yo, yé) el xKxK.

Alors il existe une unique solution f: I — K telle que f(f) = yo et f'(f) =
Yo

La démonstration est simple : les deux conditions initiales fixent les deux
valeurs des deux variables libres A et p.

Démonstration

s CasA#0.

Soit y une solution de (E), alors il existe A, u € C tels que y = Ae" ! + pe’2!.

On a également y(fp) = yo = Ae"170 + pe0 et ' (9) = yy = r1Ae’110 + rppe’2.
Ce qui donne le systéeme de Cramer de déterminant (r» — r; Yen+r2)t g

/
FaVo—
_ YooYy et

1 o 1 A=
{ e'l 0[/1 +e'2 ut# 0 r2-ri
ity r2lo =y
rieM0A  +rpel2foy Yo Yo g
n-rz

On a donc trouvé au plus une solution au probléme. La réciproque prouve que cette fonction est
bien solution.

«CasA=0.

Soit y une solution de (E), alors il existe A, p1€ C tels que y = (A + yt)e”.

Ona également y(fy) = yo = (A+ptp)e’ 0 et y' (tg) = yy = (rA+p+ruty) +e' .

Ce qui donne le systeme de Cramer de déterminant 1 #0:

ey +e o gop =yo _ [ A=0ol+rig)—yyre’™
reA  +(1+ri)eou =y = (=yor+ype’o

On a donc trouvé au plus une solution au probleme. La réciproque prouve que cette fonction est
bien solution.
[m]

Exercice

Résoudre le probléme de Cauchy : " -2y’ +y = te! avec les conditions y(0) = 0 et
]

yo=1

Correction

Léquation homogene est (H) y" -2y’ +y = 0 d'équation caractéristique r2 —r +1= (r - 1)2.

Les solutions de (H) sont de la forme ¢ — (A+ A't)e’.

En exploitant le théoréme de la partie précédente, on cherche une solution particuliére sous la forme

Fit— (C P +Card)et
Or
') -25' (1) + () = [c,[u2 202+ )+ @r-40+2)] + G313 =383 + %) + (61 —aﬂnm])e‘
Donc C; =0etCy = é et les solutions de (E) sont :

1
t'—-(A+A’t+gt3)e' avec A, A'€R
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Avec les condition de Cauchy, cela donne :

A = 0 _[ 4=0
A +A = 1 A=1

Donc la solution du probléme de Cauchy est y: £ — (t+ %tf‘)e"
Exercice
Résoudre les équations différentielles de la physique (cadre)

Correction

5. Bilan

Synthese

s

A toute fonction f, on associe (par un tableau) une fonction f’ qui
est sa dérivée. Réciproquement, on peut essayer de lui associer une
fonction F dont elle (=f) serait la dérivée. Cette fonction F non unique
s’appelle une primitive de f. On a un tableau de fonctions usuelles a
APPRENDRE par coeur.

1l n'existe pas d’algorithme simple de primitivisation comme il en
existe de dérivation. La seule chose que 'on sait (et que 'on démon-
trera plus tard) est que toute fonction continue sur un intervalle I ad-
met une primitive sur cet intervalle . On fait ce que I'on peut en recon-
naissant localement des situations : pour une somme de fonctions, la
linéarité suffit; pour un produit, on exploite une intégration par par-
ties; pour une composition, on utilise un changement de variable.

Une équation différentielle est une équation (égalité) dont I'inconnue
estune fonction et qui associe cette fonction a ses dérivées. L'équation
peut étre linéaire, d’ordre quelconque (un entier), écrite sous forme
normale... On lui associe une courbe intégrale.

Lensemble des solutions apparait (pour les équations différentielles
linéaires) sous forme d’'un espace affine.

Le probleme théorique consiste a trouver des hypothéses qui assure
I'existence d'une solution (unique?) a une équation différentielle, sur
un intervalle le plu grand possible.

Pour les équations différentielles linéaires, une théorie satisfaisante est
donné par le théoreme de Cauchy. A connaitre par coeur avec toutes
ses hypotheses et toutes ses conclusions (ordre 1 ou 2)...

Le probleme pratique consiste a résoudre I’équation. Nous avons mis
au point des stratégies : la méthode de la variation de la constante
(pour les EDL1). Au passage, on rencontre le probleme du recollement
de solutions sur des intervalles joints; ainsi que I'’étude des inéqua-
tions différentielles.

Pour les EDL2, nous nous limitons cette année aux équations a coeffi-
cients constants. La méthode est simple : il s’agit de mettre en paral-
lele cette équation différentielle et I'équation caractéristique (polyno-
miale de degré 2), puis de résoudre cette seconde équation. La forme
des solutions et les solutions de cette seconde équation (polynomiale)
donnent la forme des solutions et les solutions de la premiére (diffé-
rentielle).

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - e** cos fx ou e®*sin fx
Savoir-faire - sin” xcos” x
Savoir-faire - Fractions rationnelles

ax?+bx+c¢
Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale
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— Savoir-faire - Inégalité des accroissements finis (avec f de classe €")
— Savoir-faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée

— Savoir-faire - f(x) = P(x)e®®

— Savoir-faire - f(x) = P(x)In(Q(x))

— Savoir-faire - Changement de variable - dans la pratique

— Savoir-faire - Calculer une primitive par changement de variable

— Savoir-faire - Bijection par morceaux

— Savoir-faire - Calcul pour f(#) = sin” rcos™ t avec n ou m impair.

— Savoir-faire - Cas général (tan %).

— Savoir-faire - Variable dans les bornes de I'intégrales.

— Savoir-faire - Découper I pour avoir des équations normalisées

— Savoir-faire - Méthode de « variation de la constante ». A 1 d

— Savoir-faire - Etudier une inéquation différentielle. C alculs et O p eratlo ns ave C e S
— Savoir-faire - Cas non résolue (recollement).

— Savoir-faire - Second membre de la forme e®' (P(¢) cos B¢+ Q(t) sin 7). Sommes Ou des pro duits

Chapitre

Notations
i Définitio, Propriétés Remarq
[(D(l‘)]_x =D(x) «Crochet» de ® Par extension : [<I>]Z =®(b) - d(a) On trou
b @Résumé -
f f(nHde Intégrale de f entre a et b. Il s'agit de I'aire  Pour tout a € Zy et f continue,
a «sous » la courbe x [ f(1)dt est une primitive de f Pour c nous app a ipuler les bolesy_ etT].
x Nous prendrons également le temps d'étudier les méthodes d'étude des doubles
f(nde (Ensemble des) primitive(s) de f Attentic .
A rimitis sommes (finies).
P Les résultats se basent sur la commutativité de l'addition. Tant que les sommes
sont finies, il n'y a pas de surprise dans les résultats obtenus. Le cas infini sera
Retour sur les problémes étudié plus tard.

Nous obtenons alors un premier résultat intéressant : les coefficients binomiaux
(point de vue complémentaire a celui vu au lycée) et leur application a la for-
mule du binéme de Newton. Nous faisons un petit plongeon dans lhistoire des

25. 1l est miraculeux qu'ils s'agissent des deux faces d’'une méme piece.
C’est Newton et Leibniz qui s’en rendirent compte les premiers, in-
dépendamment et en prenant des chemins tres différents. Certains

mathématiques au XVII : les coefficients bi iaux agitaient la ¢ 6 des
pensent que Fermat I'avait compris. .. Un célebre faux du XIX siecle fit mathématiciens de I'époque.
croire a Michel Chasles que le premier avait été en réalité Blaise Pascal.
Un mauvais pari de I'académicien frangais. Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et
26. CestI'application x — 251y = ug e¥In2 en lien avec le sujet (de pénibilités variées) :
— Yvan Monka - Symbole Sigma. https ://www.youtube.com/watch 2v=0zspJuzo7L8
27. Rien de simple. D’ot1 les deux méthodes : intégration par parties (pour — ElJj- Nombres de Catalan. http :/leljjdx.canalblog.com/archives/2017/02/20/34959863. html
un produit) et changement de variable (pour une composition). — Maths moi ¢a - Létonnant triangle de Pascal. https ://www.youtube.com/watch 2v=IzkfjbWffpc
28. Oui c’est possible, on I'apercoit dans le cours. Mais le moins qu'on
puisse dire c’est que la technique est trés technique! .
29. Toute fonction continue est intégrable (voir plus tard dans I'année). La Sommaire
réciproque est fausse : certaine fonction non continue sont néanmoins 1. Quelquesproblemes . ..................... 138
intégrable. En regardant la courbe, on trouve qu'il y a une compensa- 2. Symboles} et]]. ... . 138
. 7 2. Définition .. ....... ... . ... ... 138
tion :f tan()dt =0. N ) ;
o 2.2.  Quatreregles opératoires . . .. ............ 140
Mais concrétement, une primitive de tan = %’: est —In(|cos|) + K, mal 23, AvecPYthon ... ..................... 143
définie en 7. On ne peut inopinément écrire : +oo—oco=0... 2.4.  DessSOmMMeS CONNUES . . . . .. ... ......... 144
30. Cf. Cours de physique 2.5.  Sommes doubles (multiples...) . . ... ........ 146

31. Le théoreme de Cauchy a pour but de répondre a cette question. 26. Exercice d'applications . ................

Dans le cadre des équations linéaires, il allie nombre liberté (ordre de
I'équation) et nombre de contraintes (conditions initiales).

3. Coefficients binomiaux et formule du binéme . .
3.1.  Factorielles et coefficients binomiaux . . . . ... ..

. P 4 . cens 3.2. TriangledePascal . .. ..................
32. Nous verrons une autre option pour étudier des équations différen- Tangle de Fasca

tielles : la force brute de calcul de I'ordinateur. La solution ne sera
qu'approchée, mais I'approximation sera diablement efficace (mé-
thode d’Euler, Heun...).

3.3. Formuledubindbme ...................
4, Bilan .......... .. 0 i i iie.. 154
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

1. Quelques problémes

2 Probléme 33 - Nombres triangulaires
Lorsqu’on fait la somme 1+1+1+... 1, on peut décrire tous les nombres
entiers.
Si on somme ensuite les résultats obtenus : 1 +2 + - + n, quel nombre
obtient-on?
Ce nombre est appelé nombre triangulaire d’ordre n, noté T,. Par
exemple: Ty =1+2+3+4=10.
Si on somme ensuite les résultats obtenus : Ty + To +---+ T, =1+3+6+
10+ ---+ Ty, quel nombre obtient-on ? Et si on continue, toujours ?

? Probléme 34 - Développement
Donner, pour tout entier n, la forme développée des applications po-
lynomiales x — (x —1)(x —2)(x—3)...(x —n) et x — 1+ ) (1 +2x)(1 +
3x)...(1+nx)

? Probléme 35 - Suite de nombres. Et le suivant ?
Prenons la suite obtenue a la question précédente : 1,4,10,20,35. Quel
est le terme suivant ?
Et de maniére générale étant donnée une suite quelconque de n termes
donnés explicitement, comment trouver le terme suivant ?

? Probléme 36 - Interpolation a pas constant
Quelle estla fonction f de degré minimaltel f(0) =1, f(1) =-1, f(2) =1,
fB3)=42
Généraliser la question et donner une réponse. ..

? Probléme 37 - Développement de puissance
Considérons le calcul typiquement algébrique : (a+ b)" out a et b sont
deux nombres quelconques et n en entier.
Lexpérience montre que pour n = 4 (par exemple), on trouve en déve-
loppant cette expression : a* +4a’b +6a®b? + 4ab® + b*.
Est-il possible de décrire simplement cette expression : quels sont les fac-
teurs a et b obtenus, est-il facile d’exprimer/calculer le nombre situé de-
vanta'bl ?
Et que se passe-t-il si I'on considére plutét (a+b+c+...)" ?

2. Symboles ) et]]

2.1. Définition

@ Remarque - Terme sans ambiguité
La fagon naturelle d’écrire une somme longue est de :

1. donner les premiers termes
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2. s'assurer que la suite logique des termes est comprises, puis de remplacer ces
termes (en grands nombres) par des points de suspension

3. donner la valeur du dernier terme.

Mais comment s'assurer qu'il n'y ait pas ambiguité? On préfere souvent une
formulation explicite :

Définition - Notation }_ et [|

Soient ay,...,a, n nombres réels ou complexes. Laddition dans R ou C
étant commutative (on somme dans 'ordre que I'on souhaite) et associa-
tive (les parenthéses ne sont pas nécessaires), on note

M=

aj=ay+---+ay
1

De méme on note

n
[Mai=aa...an.
izl

Le terme a; s'écrit sous forme d’une formule dépendant de i.

e Remarque - Bons usages et généralisation de notation

Bien évidemment, I'indice i (qui peut aussi s’appeler k, I, m, p ...) de la somme peut
démarrer a une valeur entiére autre que 1, toutefois la valeur de départ (sous le signe
Y") doit étre inférieure a la valeur d’arrivée.

Exercice

Ecrire avec le symbole Z, lecalcul 1+2+4+---+128
Correction
7
On reconnait des puissances successives de 2. 1 +2+4+---+128 = Z 2k

(=)
Plus généralement,

Définition - Extension de notation }_ et [|
Si I est un sous-ensemble finide N, I = {i}, i,...,ip}, on note

Y ai=ai +ay,+--+a;, =y a6
i€l i

lsiiel

Osii¢gl

On peut également noter, si 22(i) désigne une propriété sur les entiers
(parité, imparité...),

ouly:i— { est I'indicatrice de I.

Y ai= > ai =Y. a;j[2)]
i

|2 (i) ie{jeN|2(j) vraie }

ol [22(i)] est la notation d’Iverson qui vaut 1 ssi 22(i) est vraie et 0 sinon.
Ces notations se généralisant au produit.

n
v Exemple - ) a;
pst

n
Par exemple Zai= Z aj = Z aj.

i-1 ielLn] 1<i<n
Cette derniére est un abus de > a;.
ieN | 1<isn

Exercice
Sans utiliser la notation Y, donner I'expression développée de

1 . 1
— i+ —|, o
ilo<i<6 2i+1 jj02i<7 1) jocic i +i+]

@Pﬂur aller plus loin - Descriptions des en-
sembles

Nous verrons qu’un ensemble se définit en

régle générale, soit par extension : I =

{il,iz,m,ip} soit par compréhension : I =

{t | 2(i) (vraie)}

@Paur aller plus loin - Notation N
On note, tout au long de I'année :

Np =1[1,nl

Cet ensemble commence bien a 1.
Cette notation n'est pas standardisée
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Correction
1.1 1 1.1 1 1 o1 111
Y =4 Aottt —+— - i+ —— =3+6+9+1+-+-+- -
0Sie2it1 13 57 9 1118 5 i+1 23 4
1111
S gmmeteld
iloeB<io +i+l 1 3 7

M Attention - Attention a ne pas donner une existence a une variable
muette!

n
Que vaut (Z 2") + k2 Rien!
1

Exercice
Exprimer la somme des inverses de tous les nombres premiers inférieurs & N

Correction
1 1 1
Par exemple )_ —[p < Nl[p, premier] ouencore ) —I[p, premierfou ) —...
PP psN /P peprny P

2.2. Quatre régles opératoires

Nouvelle description de 'ensemble

Si on a un doute, on exploite au brouillon des points de suspension.
0 Analyse - Changement d’indice

Supposons que I'on ait a calculer S= Y ;¢ 4 a.

On peut supposons arbitrairement que A = {ay, az,...an}.

Alors S peut s'écrire sous la forme Z a; ot M est une description quelconque de
ieM

I'ensemble [[1, n]].
Deux cas sont classiques : M = {1,2,...n} ouencore M ={n,n—1,n-2,...n—(n—-1)}.

n n-1
Ainsi,onaS=) a;= Y a,_p, parexemple.
i=1 h=0

On peut imaginer d’autres écritures. ..
/~Savoir faire - Exemple de changement

n
Faire le changement d’indice i = n— k pour Z 2k+1)

k=1
Onadonck=n—-iet2k+1=2n-2i+1=02n+1)-2i.
k i
Et le tableau de correspondance:| 1 | n—1
n 0
10 n-1
Donc Y (2k+1)= ) [(2n+1)-2i]
k=1 i=0

On notera que les termes i sont notés dans I'ordre croissant (ce qui inverse
I'ordre du calcul effectivement réalisé).

Exercice

Compléter les expressions qui suivent :

Z“k rzfln h

M
n+l1

Zut Z“kl—zun h

Somme, par récurrence

O Analyse - Y et récurrence
Le symbole somme est particulierement liée au raisonnement par récurrence.
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En effet celui-ci a également pour vocation de formaliser le raisonnement avec des
points de suspension.

n
Plus précisément, si on note, pour tout n €N, S, = Z ay, alors (Sy) est exactement

la suite définie par Sp = ag et par la relation de récurrence : pour tout n € N, Sy41 =
Sn+an+1

Proposition - A savoir!
On a pour (a;);, (bj)i,A€RouC,:

2 2
Z(a,er)—Za,Jer, Y Aai=1Y a;
i=0 i=0

i=0 i=0

n n
l_[atbFHaiXHbi [TArai=A""[] a:
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Démonstratiorynx
Onnote R, = Y (a; +b;), Sp = Z ajetTy= Z bj,
i=1
puis pour tou( entier n, L@n R” =Sn+ ln
— Ro = (ag +bo) = ag + bo = So + T, donc & est vraie.
— Soit n €N, supposons que 2y, est vraie.
Rp+1=Rp+(@ns1+bps1) = Sp+ T+ apg1 + bps1 = Sps1 + Rp

Donc 2,41 est alors vraie.
La récurrence est démontrée.
Pour le second résultat, on va exploiter une méthode : I'utilisation d'un invariant de boucle.

Notons, pour tout n€N, A, = ): Aa;— A Z a;.

Aps1= Z Aaj + A1 fA(): aj +an+1) = An.
=1 =1
Donc (An) estune sulte consldnte égalea Ag = Aag — Aag = 0.

Donc pour tout n €N, Z Aaj=2 Z a;.
i=1 i=1
De méme :
D’apres la commutativité de la multiplication :

i n n
1 aib; = (@1b1) x (azby) -+ (@nbn) = (@yaz -+ an) x (bybp-+bp) = [ a; x [] b;
i=1 i= i=1

n
En conséquence du cas précédent (b; = A, pour tout i € Njp) H Aa; = (Aay x Aap---x Aap) =
i=1
N i
NMaraz---apn) =A"[] a;
i=1
[m]

L ] Remarque - le 12+ 1 de 1"*! dans le dernier produit
.. estdonc en fait le cardinal de I, ensemble sur lequel on fait le produit.

Sommation par paquets

Exercice
SiAet B sont deux ensembles disjoints de E, montrer que pour tout i € E, 14,5 (i)—14() —
1p(i) =
En dedulre que Y. a;j=Y aj+y. a.
i€eAUB i€A i€B
Correction
Comme A et B sont disjoints, ou bien i € Aet i ¢ B, oubien i ¢ Aetie Boubieni¢ Aeti¢B.Pour
chacun de ces trois cas, on a respectivement :

S yy—-
|
S o -
|
o~ o
Il
coo

Taup—T1a-1p :{

Dans tous les cas : Tyyp =14+ 1p.
Puis, on multiplie par a; et on additionne :

Zaln,wm—Za,wz)+za,ng(n— Y ai+ ) a;

ieAuR i€A i€B
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@Pour aller plus loin - Autre notation
On trouve parfois également la notation : C =
AuB ouencoreC = AlJB.
Ce + est la pour pourvoir signifier un résul-
n
tat que I'on verra plus loin, si C =|4) A;, alors
i=1

n
card(C) = Y card(A;).

i=1

Généralisons ce résultat. Il faut commencer par définir une notation :

Définition - Réunion disjointe
On note C = Aw B, par signifier la double information :
— C=AuUB
— AnB=9
Autrement écrit : x € C si et seulement si x € A ou (exclusif) x € B.
On peut généraliser cette notation a plusieurs ensembles :
n

C :&J A; signifie: x € C si et seulement si3!i € N, tel que x € A;.
i=1

On a alors la relation de Chasles pour les sommes :

Proposition - Sommation par paquets

Soit une famille (E;)es une famille d’ensembles indexés par S.

On suppose qu’il s’agit d’'une famille d’ensembles disjoints 242 :
Vr#r'eS E,nE.=¢.

Alors

£(Za)- £ o

reS \keE, ke w E,
res

On voit ici apparaitre une double somme. On en reparlera plus loin.

Démonstration
Onalaencore: E =4 E; et donc
res

keE < 3lreStelquekeE,
1) =1 < 3IreStelquelp (k)=1etVseS\{r},Ig(k)=0
= Y igk=1
res

Dong, ceci étant vrai pour tout k, on a I'égalité de fonctions
Ig=) 1g
res

Alors, comme précédemment :

> ap =Y apkh) :Z“k[ ﬁE,(k))
keE k o \res
=2 Y aply (=3 Y aplg, (k)
Eres res'’k
=2 )
reSkekr

m}

e Remarque - Interversion des symboles =

Dans la démonstration, on a inversé deux symboles X. Cela sera justifié par la suite,
car il s’agit d’'une somme finie.

C’est comme si on sommait les termes dans un tableau : d’abord en ligne, puis en
colonne; ou d’abord en colonne, puis en ligne. Dans tous les cas, on obtient le méme
résultat car il s’agit d’additionner une et une seule fois tous les termes du tableau.

/“Savoir faire - Exploiter une sommation par paquets
On a parfois intérét a découper I'ensemble E en (réunion de m) sous-
ensembles disjoints E=EjWEy - W E,, .
On calcule alors la somme par paquets :

i(z “k)=zak

r=1\keE, keE
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Télescopage

C’est la seule méthode ui donne une formule explicite.

/~Savoir faire - Méthode du télescopage (ou dominos)
Soit (1) une suite. Soient p,neNtelsque p<n

n
Alors Y (Mg — Uk) = Uns1 — Up
k=p

( = (Upr1 = Up) + (Upr2 = Ups1) + (Upsz — Ups2) + -+ (Uns1 — un)]

e Remarque - « Voir » le téléscopage
Deux remarques :
— Dans la plupart des situations, la somme ne se présente pas directement sous
n

la forme Z (U471 — ug), il faut commencer par faire “apparaitre” cette forme.

— On peut aussi avoir intérét a écrire la somme avec des points de suspension
pour confirmer le télescopage apercu

Exercice
nook+1
Calculer ) In -
k=1
Correction

nook+1l &
Y In i Y lin(k+1)-In(K)] =In(n+1) - In(1)) =In(n +1)
k=1 k=

2.3. Avec Python

11 arrive souvent que 1'on rencontre des calculs de sommes a effectuer sous
Python. La méthode est simple, on emploie des boucles :
— for, sil’on connait bien I'ensemble sur lequel est definie i
— while, sii est définie par une propriété
m
(® Informatique - ) a(k)
k=n

1 def Sommel (n,m):

2 S=0

3 for k in range(n,m+1):
4 S=S+a(k)

s return(S)

® Informatique - Z a(i)

il fli)<n
1 def Somme2(n):
2 S,i=0,0
3 while f(i)<=n:
4 S=S+a(i)
5 i=i+l
6 return (S)
e Remarque - Lordi (calculatrice) un obstacle?

Lune des principales raisons de la faiblesse des éléves pour le calcul est 'usage trop
tot de la calculatrice.

11 faut laisser le temps pour comprendre, maitriser, puis ne pas oublier le sens du
calcul avant de passer a la calculatrice.

Néanmoins, il ne faut pas systématiquement tout jeter!

@Pgur aller plus loin - Théoréme fondamen-
tale de 'analyse entiére ?

Intégrer— Dériver sont les deux problémes in-

verses I'un de I'autre. Ils sont définis pour des

fonctions de la variable réelle.

Pour la variable entiére, les fonctions sont des

suites. Et intégrer consiste simplement a faire

le calcul ¥ _ ay.

Alors a quoi correspond la dérivation de la va-

riable entiére? Au calcul an+1 — ay ! (c’est pas

exemple comme cela qu’on voit si une suite est

croissante...).

La formule du télescopage présente ce lien :

Y0
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“*¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre
Ecrire un programme permet souvent de mieux comprendre la nature du
calcul.
C’est le cas en particulier :
— pour le calcul de somme.
— pour le calcul de probabilités.
Dans ce cas, ce n'est pas le calcul mais la modélisation elle-méme
du probléme qui est mieux comprise.

Exercice
Ecrire une boucle (double ?) pour faire le calcul :

100200-i
ixj
i=1 j=i

Correction
s=0
for i in range (101):
for j in range(i,200-i+1):
5=S+i%j
return(S)
Remarque - Varier les parametres et informatique
Linformatique permet aussi de facilement faire varier les parametres. On a vu la force
de l'usage des parametres dans le calcul. Mais c’est aussi, de maniére générale, la force
de I'excellent mathématicien. Python nous aidera largement : ce n’est que légérement
une boite noire pour nous, nous aurons donc pour ambition de bien maitriser tous
nos faits et gestes informatiques (pas de clicothérapie!).

2.4. Des sommes connues

Proposition - Sommes de puissances d’entiers consécutifs
Soit n e N*. Alors :

n(n+1) _n(n+1)2n+1) n(n+1))2

o, gy fo-(
p= 20D e _pnt DRt D s
2 =1 6 k=1 2

=~

On peut faire une récurrence, ou bien chercher a démontrer le résultat direc-
tement. Une méthode classique : user le télescopage.

Démonstration

Nous démontrons le second résultat en admettant le premier.
Notons d’abord que pour tout entier k : (k+1)% - k% = 3k% + 3k + 1.
Donc, en voyant un téléscopage :

n n n n n
Y lk+ 13 -k% = Y BKP+3k+11=3) K*+3 ) k+ ) 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(n+1)°-1

Ainsi (toujours d’abord factoriser!) :

n 2

3y 2 :(n+1)3_1_3n(n+1)_n: (n+1) [2(n+1)2—2-3n] = (n+D@n"+n) _ n(n+12n+1)
&= 2 2 2 2

[}

Exercice

Démontrer par récurrence les résultats précédents

Correction
LR n+1)y2
Posons pour tout n € N*, 22, :« Zk\‘ %] >,
k=1
L 1(1+1))2
_ ):k3zlet[!) =1
k=1 2
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— Soit n € N et supposons 27, vérifiée.
n+1 n 1)\2
N :Zk%mnﬁ:[%] 13
k=1 k=1

2 72
(n+1)2[%(n2+4n+4)lzw

Donc 22,41 est vraie.

/~Savoir faire - Se passer du formalisme d’une récurrence ou invariant de
boucle
On peut souvent se passer de la formalisation de la récurrence (mais
avec les mémes calculs).
nn+1)\2
2 ) :
On note que uy+1 = U, (méme calcul que 2, = P,,,1) etque u; =0.
Donc pour tout n € N*, u, = 0. CQFD.

n
Ici on considere la suite u, = Z K- (
k=1

Proposition - Calcul d'une somme arithmétique
Pour une suite arithmétique :

VneNupyg=up+r
ona:

Um + Up
2

Mz

upr=(m-n+1)x

=
i
Bl

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes) x (moyenne des termes extrémes)

Démonstration
Pour tout k, uy = up +(k—n)r.

m m m m-n
Noup=Y up+r ) (k-m=(m-n+Dup+r y i
k=n k=n k=n i
1 m-n+1 Um + Un
:(m—n+l)u,,+ri(m—n)(m—n+lJ:?(u”+r(rn—n}+un]:(m—rH-l]xi
]
Exercice

Démontrer le résultat en suivant la « méthode de Gauss » (double somme inversée. . .)

Correction
m m
On note S, la somme en question : 2S=S+S= Y ug+ Y uy. Dans la premiére somme on note
k=n k=n
h =k et dans la seconde on fait le changement d'indice h=m—k+n :
m m

m m
28= Y up+ Y Wpen-p= Y. Wp+(h=mr+uy+(m+n-h-nr)
h=n h=n h=n

m m
= Z (up+up+(m-n)r)= Z (Up+um)=m-n+1)(up+um)
h=n h=n

Proposition - Calcul d'une somme géométrique
Soit xe R (ouxeC)etneN.Onaalors:

n n+1 six=1
xk= 1 xntl

= — six#1

=0 l=g7
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Plus généralement pour une suite géométrique de raison g #1,ona:

nb de termes

q 1-
somme de termes successifs = ler terme x qli
-q
Démonst;;ation
Six=1, ) xF= Y 1=n+1
k=0 k=0
n o
Six#1,(1-x) ) nxk = > (K =kl = 50 télescopage. O
k=0 k=0

Exercice

Calculer 1 +2+4+8+16+32+64+128

Correction

C'est la somme de 8 termes consécutifs d'une suite géométrique de raison 2.
1-28

Donc1+2+4+8+16+32+64+128=1x =28-1=255

Quel lien avec I'écriture en binaire des nombres entiers sur 8 octets ?

On se rappelle, avec les petits Bernoulli :

Proposition - Une factorisation a connaitre
Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
a"-b"=(a-b) Yy a"1-kpk
k=0

F 4 Application - 3" — 2", sous forme d’une addition de n termes

372" =(3-2)@3" 1 +2...3" 2 +4...3" 3 4. 42172 34207 L
Application - Factoriser a° — b°

Vu au chapitre précédent.

a®-b° = (a-b)(a*+ab+a®b? +ab® + bh)

Démonstration
On développe et utilisons la méthode du téléscopage :

n-1 n-1 n-1 n-1 .o.on=l Lo
(a-b) z anflfkbk: Z anfkbk_ Z anf(lwl)bkﬂ a0+ z anﬂbl_z a"Ipi—gOp" = g —ph
k=0 k=0 k=0 j=1

n
Puisen prenanta=1,1-x""1 =(1-x Y x*...0
=0

Exercice
Peut-on factoriser a’ + b™ ? Si oui, factoriser le.

Correction
Sib=-a,a" +b"=a"(1+(-1)") =0si n estimpair.
On peut factoriser par a+ b dans ce cas :

a"+b" = (a+ D)@ = a" b+ a" 3p 4+ (~DRa T KPR

car n—1 est alors pair

2.5. Sommes doubles (multiples...)

*Heuristique - Somme a multiples indices
On peut faire une somme d’éléments pris dans un ensemble fini. Mais la description de
ces éléments n’est pas toujours naturellement données sous la forme x;, i € [0, n].
Parfois le: ments apparaissent comme les éléments d'un tableau (matrice) et sont donc
doublement (ou plus) indexés : Xij» i€Np, jENp.
Les choses se présentent différemment selon que i et j sont «indépendants » entre eux ou
non.
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Cas i et j indépendants. Produit cartésien d’ensembles

§e Analyse - Du sens des formules
Comment décrire avec des symboles )" la somme suivante :

S=ai1+ap+-+aym+ag o+ am++ap 1+ +anm
On peut voir cette somme de la fagon suivante :

S=(ai1+ a2+ +aym)+(ag1 ++azm)

ot (@p ot anm)

On y voit n sommes, chacune composée d’'une somme de m termes :

Evidemment, la somme étant finie, 'addition commutative, on a également :

m n
S=ay)+az1+tan1+aip et app et Ay m e+ A = Z( a,-,j)
j=ili=1

Et finalement on peut écrire :

5=i(§“1,,

i=1\j=1

é“m‘)= > a

(i, ))EN, XNy,

Définition - Somme double

On considere une famille de nombres réels ou complexes (a;,j) indexée par
deux indices i et j, i compris entre 1 et n, j compris entre 1 et molinet m
sont deux entiers non nuls donnés. On peut représenter ces nombres par
un tableau ot I'indice i désigne la ligne et I'indice j la colonne :

a ... aj o ... ... @Qm
L T
L T P L

La somme de tous les éléments de ce tableau est notée

ajj

i= aj j.
1<isnlsjsm (i, el nlx[1,m]

/Savoir faire - Somme multiple (indépendance)

Pour la calculer on peut procéder d’au moins deux facons, la premiere
consiste a faire d’abord la somme des termes ligne par ligne, puis d’ad-
ditionner les résultats :

n m n m
Y ooa=Y (Le) =YY
j=1 i=1j=1
—
somme de la ligne i

une seconde étant de sommer d’abord les termes colonne par colonne
puis d’additionner les résultats :

m n

wf (el

<nl<jsm j=1

ai,j.
j=li=1

1<

—_——
somme de la colonne j
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e Remarque - Diagonale

11 y a d’autres possibilités, par exemple en sommant suivant des lignes diagonales

lorsque n = m.

On reverra cela plus loin.
Exercice

Calculer > ij

Correction

i=1\j=1 i=1 i=1

S:f(fw’) f‘(ff):fi”(”%=

nn+1)p(p+1)
4

Comme le montre I'exercice précédent :

tion)

M=

(;

1

Proposition - Produit de deux sommes (développement ou factorisa-

Soient des réels (ou des complexes) a; et b]-, l<sisn l<sjs<p.Alors:

“f)(jZ:hf): Z b

@, ell,nl=11,p1

Démonstration
C’est assez simple, par développement :

(X

=1

n

bj)=(Z

P

1

Cas i et j dépendants

ﬂi():bf)

i=1

p
) = Y abj
= G, eltnixIL,pl

*Heuristique - Cas : i et j dépendants
Ici on somme seulement certains termes du tableau rectangulaire ajj.
Et donc les indices sont dépendants I'un de I'autre!

Par exemple, dans cette situation, les valeurs prises par j (a I'intérieur de la somme)
dépendent de celles prises par i (a I'extérieur de la somme). 1l y a, en revanche, souvent

liberté dans le choix de I'ordre de sommation (d’abord i ou d’abord j).

O Analyse- G = {a; j,i €Ny, j € Aj}

On suppose que G est décrit parfaitement ainsi : {ajj, i€ A, jeAj}

Donc

> a=Zja1,jﬂG(ﬂt,j] =X (‘Z ”iyj)

aeG i,

Evidemment, lasomme Z ( Z a,-'j) ne signifie rien (A; ne peut exister car i n’existe

jeA;i \ieA

i€A\jEA;

pas) et donc les choses ne commutent pas facilement ici.

1sj<isn

Proposition - Somme double classique Z aj,j

1sj<isn

Soit (j,j)(j, jyenz une famillle de nombres réels ou complexes :
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Démonstration
On a les calculs suivants :

aj,j :Zaw[lsjsisn]:):(Za,-,,-usjsi][lsisn])
[AY]
n i
:Z(Zuw[lsjsi])[lsisn]:Z[Zuw)
R
n i
:Z(Zai,j[jsisn][lsjsn]):Z(Zai',)
77

1sjsisn

m]
Exercice
Calculer Y ij
1si<js<n
Correction
n J no20i 2 2
. J°G+1D 1 [nf(n+1*  nn+1)2n+1)
§= Z’(Z ): 2 2|\ & 6
= \i=n ) =
_ n(n+1)@3n®+7n+2) _nn+Bn+1H(n+2)
- 24 - 24

/~Savoir faire - Somme multiple (dépendance)
Pour la calculer on ordonne les indices de sommation :

1. on choisit celle qui sera le plus a I'extérieur (donc a gauche) des
symboles Y. Elle ne dépend que de parametres fixés et d’aucun
indice.

2. on choisit ensuite la suivante, la seconde dans I’ordre des sommes.
Elle dépend des parameétres fixés et de I'indice précédent

n-1 n (j-1
Exemple: Y a;j=). =) (Z a,-,j)
1si<jsn i=1 Jj=2\i=1

o Analyse - Sens de ces modes de sommations
On somme seulement certains termes du tableau (et pas tous).
Si E désigne I'ensemble des indices (i, j) des nombres que I'on désire sommer, on
notera Z aj,j cette somme.

(i,))€E
Pour le cas présent E = {(i, j) € N|1 < j < i < n} (termes sous ou sur la diagonale
principale du tableau carré a n lignes et n colonnes), on a alors

n

Z< aij=3 iai,j = i iai,r

i1<j<isn i=1j=1 j=li=j

1l est recommandé de comprendre les tableau suivants :
Premiére sommation :

ail
n 13 12 -
Z Za,-,/: ap)  —1 Aph
i=1 j=1
T~ l2 l2
2 =

an,l  —1 Aph 1 Ann
Deuxieme sommation :

ai,
n o n h .
Y Y aiji apy —2 apg
=k
—— h h

ap) —2 dpp —2 Ann

@Pﬂur aller plus loin - Formalisme/sens

On notera ici (mais c’est souvent le cas en ma-
thématiques) que le formalisme est plus effi-
cace que la recherche de sens : il permet une
sorte d’automat(h)isation.

Néanmoins, il est bon de toujours accompagné
I'un par l'autre.
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2.6. Exercice d’applications
Exercice

Retrouver la valeur de S = Z k, en notant que S = Z Z 1

k=1 k=1i=
Correction
n n k non n n n
S=Y k=) Y1=) Yl=) (n—i+1)= Zn+1)f):i.
k=1 kSaSl siest oo i=1 i=1

Exercice

2
n
Montrerque(de) =yi_di+2 Y did;.

k=1 1<i<js<n
Correction
n 2 n n 2
Y| =X odi|x| Xdi| = X didy
=1 k=1 k=1 (k,henz

OrN2 ={(k, k), keNplw{(k,h),k <heNp}wilk,h),k>heNy}.
On peut aussi exploiter la notation d'lverson N? = {(k, ) | [k = hl}w{(k, h) | [k < hl}@{(k, B) | (k> hl}.
Par sommanon par paquets :

(de] Zdlzﬁ Y didpt Y dkdh—Zd2+2 Y didy,

k=1 lsk<hsn 1<k>hs<n 1<k<hsn
en faisant k — h dans la derniére somme.

On peut aussi démontrer I'inégalité célebre de Cauchy-Schwarz :
Exercice

3 2 (3 3
1. Endéveloppant Y. (a;bj—a;b;)?, montrer que (Z ukbk) < ( > ai) ( > Ioi)
i<j k=1 k=1

1<i<j<3 k=1

2. De méme, montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

£ <[4£ )

k=1

n n
3. Aquelle condition a-ton : Y (a;b;)? = (Z a )(Z hfc)
k=1

k=1 1
Correction

1. Ona
0= > (ajbj— u,'bi)z = (a1b — azb1)? + (a1 b3 — agb1)? + (az by — azby)*
1<i<j<3
0<  (a1b2)? +(a1b3)? + (aghy)® + (azbs)? + (azb1)? + (agby)?
—2(ayaz by bp) - 2(ay azby bs) - 2(azas b b3)
0 Y (abp?+Y(aibp? - Y (a;bp? -2 Y. (a;a;b;b))
i#] i i i<j

2
0< Y abi-Y(aibjajb) =Y ay Y. by - (Z(akhk)]
ij ij K K K

3 2 (3 3
Donc )" agby| <[ ai > bi .
k=1 k=1 k=1
2. De méme en remplagant 3 par n :

0< Y (aibj-ajb)?

L<i<jsn

0< ZZa h2+Z(u,b12 Z(a,b)z Z(ulajbb)—z_(u]u,b by)

i=1j7i
n n n 2
0= Z Z (Z (agby) )
k=1 k=1 k=1
n 2 n n
Donc | )° zzkbk] < ( ¥ ui] ( > bi)
k=1 =1 k=1
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3. lly aégalité, si et seulement si (il faut bien étre attentif & chaque signe) (si by #0) :

Vi<j, a;bjfajb;:OQVisna,:%bi
n

Exercice
Ecrire le développement polynomiale de

n

l_[ (x—a;)

i=1
Correction

Il s’agit d'une fonction polynomiale. Plus largement (en notant ||, le cardinal de I) :

ﬁ —a)= ¥ (fox I1 (—aj))

i=1 IcNp i€l jeN\I
’ I I
[Ma-ap=Y [[Txx [ ap|= Y [MMxcp" ! [T o
i=1 IeNp \iel  jeNp\I IcNg JeNp\I
On range alors en fonction des valeurs du cardinal de I, afin de trouver des monémes de méme degré.
n

Il s’agit d'une sommation par paquets {I < N} :Lﬂ {IcNp, |1l =

n
l_[(x uz)—z Y ( My 1 a ) B I I T
k=0 1 JENR\T =0 19]=Ny je]
1=k

Cela peut s'écrire aussi :

u n

[Ta-ap=Y 0" kk[ Y []a;

i=1 k=0 I;\( Nn JeT
ok

3. Coefficients binomiaux et formule du binéme

3.1. Factorielles et coefficients binomiaux
Définitions

Les remarques en marge permettent de s'intéresser aux nombres :

Définition - Factorielle et coefficient binomial
Pour n et p éléments de N, p < n, on pose :

O'=1letpourn=1,n!=nx(n-1)x---x1 quiselit "factorielle n”

()= w unlseht«pparmln»

On généralise la notation a tout p € Z : si p <0 ou p > n (si on n'a pas
0< p<n),alors [;) =0.

e Remarque - Plus tard...

« Il n'est pas évident que pour p < n, (") est un nombre entier.

Si tel est le cas (on le verra plus loin) cela signifie que p! divise tout nombre de la
forme n(n—1)...(n—p+1)....

 Nos reprendrons la notion de coefficient binomial lorsque nous ferons du dénom-
brement. Cela expliquera véritablement I'origine de ce calcul.

(® Informatique - Calcul de la factorielle avec une boucle

1 def factorielle(n):

2 f=1

3 for k in range(1,n):
4 f=fx(k+1)

5 return(f)

@Pout aller plus loin - Coefficients bino-
miaux réels

On sent qu’on pourrait s'intéresser plutot au

nombres

x| _x(x-D...(x-p+1)
p P

avecxeCetpeN.

Dans ce cas, la méthode du triangle de Pascal
doit s’adapter, alors que la formule du binéme
de Newton reste vraie!
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|&) Histoire - Blaise Pascal

Blaise PASCAL (1623-1662) est un francais, gé-
nie des mathématiques (mais pas unique-
ment). Il redémontre tout Euclide, seul a 12
ans. Il fonde la géométrie projective (avec De-
sargues) et la « géométrie du hasard » avec Fer-
mat.

Mais c’est aussi I'inventeur de la brouette, de
la premiére machine a calculer ou du premier
transport en commun parisien. ..

1l présente le triangle de Pascal dans le traité
du triangle arithmétique (mais ce n’est pas lui
le premier a le découvrir).

Propriétés immédiates

Proposition - Propriétés
Pour tout nombres entiers n € N (naturels) et p € Z (relatifs) :

[ B
)

(") - n(":i)(fausse pour p=01

)

=il
= ) + (np )(Relation de Pascal)

=

Démonstration

Les premiers résultats sont immédiats (simple jeu d’écriture).

Le second est assez simple, mais il faut différencier : p € [[0,n]l ou p <0 < n-p > nou
p>n<=n-p>0.

Démontrons les deux derniers. Sil< p < n,

n|_ n! _ n(n-1)! _n n-1
p|” pli—pl pp-D-D-(p-1!  plp-1

. n n-1 . n n-1
si p <0, alors =0et =0;sip>n,alors =0et =0.
p p-1 P, p-1

Plus intéressant,sil<sp<n-1,

n=1) (n=1} _ (n=1! N (-1t (-Dlip+(n-p] _[n
p-1 p ) (p-Dm-p! pn-1-p) pln—-p)! “\p

-1 -1
Sip:n:[" )+(n ):1+0: :(")_
p-1 P n

. n-1 n—1 n
Slp>n:[ )+( ):0+0:0:( )
p-1 P n

De mémesi p<0. O

Exercice
n k
Pour n, p, simplifier Z o) On pourra y « voir » un télescopage
k=p

Correction

n n

Z k p+ Z k+17 K :1+n+17p+1:n+1
i=p\P ) p+1 p+1 p+1 p+1 p+1

3.2. Triangle de Pascal

De ces propriétés on déduit un moyen simple de calculer les coefficients
binomiaux :

/Savoir faire - Triangle de Pascal
On peut alors construire le triangle de Pascal pour pouvoir calculer faci-
lement (addition et non multiplication) les coefficients binomiaux. On
écrit ainsi dans un tableau :
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‘y 1
(2) (;) , 11
iy e
1 T
(g) (;) (;) (2) (g) . Sl
o GLE G ED G s e s

Proposition - Nombres entiers

n
Pour n et p élémentsde N, p < n, nl et ( ) sont des entiers naturels.
14

Démonstration
Pour la factorielle : il s’agit d'un produit d’entiers naturels.
Pour le coefficient binomial, on réalise une récurrence sur le niveau .
On pose, pour tout €N, Py, : «V peZ, (;) eN.
— P estvraie car (J) = 1 et pour tout p #0, (=0
— Soit n € N. Supposons que £y, est vraie.
Soit p € Z, alors (";l) = () +(,"1), addition de deux entiers d'apres 2.
Donc 2,41 est vraie.
[m]

® Informatique - Triangle de Pascal
En exploitant des listes (de listes) en informatique, il est possible de créer la ne ligne
du triangle de Pascal.

1 def Pascal(n):

2 L=[0]*(n+1)

3 for h in range(n+1):

4 L(h]=[1]+[0]*n

5 print (L)

6 for h in range(n):

7 for k in range(h+1):

8 L{h+1][k+1]=L[h] [k]+L[h] [k+1]
9 return (L)

3.3. Formule du binéme

Proposition - Formule du binéme (de Newton)
Soient 1 € N et a,b deux réels ou deux complexes (ou éléments de tout
anneau et tels que a x b= b x a). Alors :

n - (n kpn—k
(a+b)=zkab

k=0

Histm're - Isaac Newton

On attribue couramment a Isaac NEWTON
(1642-1707) la révolution scientifique de la
science moderne, grace a son travail mathéma-
tique sur les calculs différentiel et intégral et
son travail en mécanique (relation fondamen-
tale de la dynamique, loi des forces. . .).

La formule du binéme qui apparait ici est en
fait du a Pascal (1654), et généralisée une pre-
miére fois par Newton (avec son travail d'in-
terpolation polynomiale - 1671) puis par Abel
avec tout exposant n € R au début du XIX

siécle.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




154

Calculs et opérations avec des sommes ou des produits 4.Bilan

@Pour aller plus loin - De qui parle-t-on?

«Il est de bonne famille et il a recu une excel-
lente éducation. Prodigieusement doué pour
les mathématiques, a vingt et un ans il publiait
une étude sur le binéme de Newton, qui fit sen-
sation dans toute I'Europe et lui valut de de-
venir titulaire de la chaire de mathématiques
dans une de nos petites universités. Tout don-
nait a penser qu’il allait faire une carriére ex-
trémement brillante. Mais 'homme avait une
hérédité chargée, qui faisait de lui une sorte de
monstre, avec des instincts criminels d’autant
plus redoutables qu'ils étaient servis par une
intelligence exceptionnelle. Des bruits ficheux
coururent bientét sur lui dans I'Université, qui
l'obligérent a se démettre. Il vint a Londres ot il
se mit a donner des cours destinés aux officiers
de I'armée. »
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Aveca=b=1:

Corollaire - —
p=0\P, o

Démonstration -

Démontrons ce résultat par récurrence. —

n
n -
Notons, pour tout n€N, Py :«(a+b)" = Y (IK d<pnk s,
k=0
— 0
— (a+b)=1et Z‘I’(:O ([{a vk = ()ap® = 1.
donc 2 est vraie.
— Soit n €N, supposons que &, est vraie.

Savoir-faire - Changement d’indice

Savoir-faire - Sommation par paquets

Savoir-faire - Méthode de téléscopage

Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre

Truc & Astuce pour le calcul - Invariant de boucle

Savoir-faire - Somme multiple (indépendance)

Savoir-faire - Somme multiple (dépendance)

Savoir-faire - Triangle de Pascal

Notations

Onaalors Propriétés Remarques
(@™ = arbyx 3 || apnk = [ a"+‘+"f P o AP S N L Iverson pour Ia propriété 2 Vi, 1200 € 0,1 avec [2()] = Lssi 2(1)
ie=o\K n =0\ =1\K 0 vraie
n
h=k+1 h=k de n (lire dans ce sens!) =[]k 0! = 1 et par récurrence n! = n x
k=1 (n-1!
n n+l
s n | hpn+1-n 1_ n+l) o ne-k
K R e S G o | D e "
h=1 k=0 binomial de k parmi n © = m = T (si n n’est  C'estle nombre de sous-ensemble
d’apres la formule de Pascal et comme (ﬁ:i):l ["a’l]. pas emie.r) . ) a k éléments pris dans un en-
Donc 2,41 est alors vérifiée. semble E a n éléments.
On a ainsi démo;l]:ré par récurrence le résultat attendu. O oo (k| k
1+0" =) | |x" (mémesire¢n..)
Exercice k=ol”
n n
Calculer > ( ) et > ( )
o<p<mp pair\P)  o<p<n;p impair \P. Retour sur les probléemes
Correction 33. Nombres triangulaires. T), = w =("h.

o (n
Notons Py, et I, ces deux sommes. Ona vu que Pp+ I =) (IK) =2",
n n-1 n-1
Puis, In = ( ): ( )+ ( 1]:1r1—1+Prx—1:
0<p<n;pimpair P 0<p<n;pimpair P O<p<n;pimpair p-

on-1 34.

Etainsi Py =2" — I, =2" 2"~ 1 =2n- 11 =2""1=1,

4. Bilan 35.

Synthese

~» En mathématique, la sélection (naturelle) opére également et un lan-
gage se crée. Des définitions et concepts sont sélectionnés, comme des
mots de la langue; et le formalisme comme I’écriture de ce langage. 36
Le formalisme doit étre compact (souvent), ressemblant a sa notion
attachée (rarement) et efficace calculatoirement (absolument). C’est
le cas de la notation Z (ou H) qu’on utilise comme un « auto-math-
isme » avec un peu d’habitude : changement de variable, sommation
par paquets, télescopage, somme multiple. ..

~+ Pour bien comprendre cette utilisation, on se rend compte que I’enjeu
est de maitriser la manipulation de 1'ensemble des indices. Cette no-
tion d’ensemble est au coeur des mathématiques, nous reviendrons
dessus aux chapitres 9 et 10. (Il faut aussi que I'ensemble des nombres
soit commutatif).

~ Le nombres de sous-ensemble a k éléments a partir d'un ensemble a
n élément est également un calcul qui se présente dans de trés nom-
breuses branches des mathématiques. Il est formalisé par le coefficient
binomial et une expression de langage : « k parmi 72 ».

~» De nombreuses propriétés (issues de domaines variés) peuvent lui
étre attachés : triangle de Pascal, binome de Newton, nombre de che-
mins dans des arbres binaires fusionnés, inversion de Pascal. ..

2
n

Si on note Tf, telle que T = ;Zl T et 9 =n.
=

< .7k _ (ntk
On trouve alors par récurrence : Ty = (317).
Développement.
A calculer... Il n'y a pas de résultats intéressants, sauf en petite taille ou

en expression formelle.

Suite de nombres. Et le suivant?

Une stratégie : apprendre des évolutions sur les premiers nombres,
donc calculer la suite §(u), = up+1 — Uy. Pour en déduire u,, =
Um-1+6(W) m-1-

Si ce n'est pas suffisant, évaluer (par récurrence) : 6"(14),1
@i =8 @

. Interpolation a pas constant. Voir activités
37.

Développement de puissance.
C’est le coefficient multinomial de Newton : (a; + ap + -+ + ag)" =
n! L.
[Ta™.
my+myfetmg=m MM ! !
Vous comprenez?
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Chapitre

Résolution de systemes
linéaires.

@Résumé -

1l n'est pas rare également d'avoir a résoudre des équations algébriques sous forme
de systemes d'équations linéaires.

Le but de ce (tout petit) chapitre est de mettre en place les définitions efficaces,
les méthodes (algorithmes) de résolution adéquates (ce que n'est pas la substitu-
tiuon...) et de voir apparaitre par le calcul bien mené, la structure sous-jacente.
On voit ici l'exemple typique du calcul linéaire, ou matriciel et la structure clé
d’espaces vectoriels.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet. A visionner a loisir :
— Exo7Math - Systemes linéaires - partie 1 : introduction. https ://www.youtube.com/watch 2v=0uYJ3RNL5SU
— Mathéma-TIC - Regle de Cramer. https ://www.youtube.com/watch ?2v=CNzVk1evgac
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Résolution de systemes linéaires.

1. Quelques problémes

? Probléme 38 - Résolution d’un systéme linéaire
Il n’est pas rare que I’on rencontre en SI ou en physique (ou en mathé-
matiques) un systeéme d’équation de la forme suivante a résoudre :

2x + 3y - 4z
x - 3y + z =
x + y - z =

Est-il possible de trouver la/les solution(s) en (x,y,z) de ce systeme direc-
tement?

On peut croire et anticiper que ces solutions s’expriment sous la forme
d’un calcul différent (mais équivalent, d'une certaine fagon) pour x, y et
z, a partir des nombres 2;3; -4;1...

Comment expliciter ce calcul?

? Probléme 39 - Résolution « au petit bonheur »
Lorsque le systeme est gros (plus de quatre équations), les méthodes
aléatoires de résolution ne fonctionnent pas bien.
11 faut s'organiser. Qu'avons-nous le droit de faire? Existe-t-il une mé-
thode, un algorithme (programmable informatiquement, par exemple)
qui donne a coup stir 'ensemble des solutions d'un systéme d’équations
linéaires?

? Probléme 40 - Forme de I'’ensemble des solutions
Dans la pratique, lorsqu’on rencontre un systeme de 3 équations a 3
inconnues, on trouve une unique solution.
Est-ce toujours vrai? Sinon, qu’est-ce qui fait que cela peut étre faux?
Et, plus généralement, s’il y a n équations et p inconnues, combien y a-
t-il de solutions?

? Probléme 41 - Impact des parameétres
11 arrive aussi en science appliquée (et en mathématiques (en interne)
également) que I'on trouve un systéme a parametre. Par exemple :

ax + 3y - 4z
(a-)x - 3y + z = -1
x + y - z =

Dans ce cas la, a quoi ressemble I'ensemble des solutions?

2. Systemes linéaires. Equivalence

Dans cette partie, méme si nous énoncons des résultats (sous forme de
définitions et propositions a apprendre), nous ne faisons pas (encore) de
démonstration comme annoncé au cours inaugural.
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2.1. Vocabulaire

@ Remarque - Le formalisme de LEIBNIZ

On commence par paramétrer notre probléme : on I’élargit en donnant une écriture
symbolique (paramétre lettré) aux nombres. Puis on élargit la probleme : pourquoi
seulement trois équations et trois inconnues?

Pour permettre I'étude systématique des systémes linéaires, on a besoin d’une suite
de nombre doublement indexé les (aj,j). C’est Leibniz qui en a eu 'idée (1678). Et
comme souvent, a partir du moment oi1 le formalisme et les définitions associées sont
bons, les théorémes tombent comme des fruits mars. ..

Définition - Systéme linéaire de 1 équations a p inconnues
Un systeme linéaire a n équations et p inconnues a coefficient dans K = R
ou C est un systeme S d’équations de la forme :

ap X1+ apxe+otapxy  =b
A X1+ GppXp t ot g pXp  =bo

an1 X1+ ApaXp+-+anpXp =bp

ol

— lesa;, JEK;

— (b1, by,...by) € K" est appelé le second membre de I'équation;

— (x1,X2...xp) €KP est appelé I'inconnue du systéme.
On appelle systeme homogene le systéme obtenu en remplacant chaque
b; par 0 (second membre nul).

On appelle solution du systeme S, I'ensemble ¥ c RP des p-uplets
(¥1,X2,...Xp) qui vérifient les n équations :
YV i€Ny, aj1X1 +ajpXz + -+ aj,pXp = b;

[ Remarque - Notations

On a pour habitude de noter S les systemes et de maniere plus stylisé I'ensemble des
solutions #.

On associe parfois des indices.

[ ] Remarque - Solution(s) du systéeme homogene

Un systéme linéaire homogéne admet toujours au moins la solution nulle : % =
(x1,%2...Xp) = 0,0...,0) = Opy

*Heuristique - Résolution
1l'y a en gros deux méthodes pour résoudre un tel systeme.
La méthode de Leibniz (fin du XVII) fonctionne trés bien pour les petites dimensions
n,p < 3 et la formule de Cramer que I'on donnera ensuite. Elle marche bien également
en théorie pour les grandes dimensions.
La méthode (dite) de Gauss est algorithmique, nous la privilégierons pour les plus grandes
dimensions.

2.2. Systemes équivalents

L Analyse - Sens des fleches =, <

«Naturellement », lorsqu’on écrit S = Sy, cela signifie qu'on peut passer du systeme
§1 au systeme Sp.

Ainsi, tous les éléments qui vérifient les équations de S; vérifient aussi celles de Sp.
En terme d’ensemble solution : toutes les solutions de S; sont soolutions de Sy.
Donc A c ..

On peut donc résumer : §; = Sy si et seulement si .} < 5.

|&) Histoire - Mathématiques des neuf livres
Le plus vieux traité mathématique proposant
I'étude de systéme d’équations linéaires est le
Chiu chang suan shu, que I'on appelle les ma-
thématiques des neufs livres, écrit en 160 av.
JC. Bien que de nature différentes (moins géo-
métrique et plus algorithmique), ce livre est
au mathématiques chinoise, ce que les élé-
ments d’Euclide sont aux mathématiques eu-
ropéennes.
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Définition - Systemes équivalents
Deux systemes S; et S, sont dits équivalents, relation notée

S1<=3S,

si et seulement si les ensembles de solutions sont les mémes : % = .%.

Exercice
N 2x+y=1 G
Les systémes Sy : —x=y=0 etSy: { 2x+y=1 sontils équivalents ?
Correction
Non.

Le couple (0,1) € %, c'est une solution du second systéme d'équations mais pas du premier car

0-1#0

M Attention - Pas d’abus
Typiquement ici, il ne faut pas abuser du symbole d’équivalence!
Dans I'exercice, on écrit donc jamais :

f 2x+y=1 _
Sl.{ “x—y=0 = 2x+y=1

Il n’y aici qu'une implication.

3. Résolution explicite. cas des petits systémes 1 =

p=2oun=p=3

3.1. Vers la formule de Cramer

Etude formelle du systéme simple n=p =2

Comme Leibniz, commengons par étudier le systeme

s: ax +by =a
: cx +dy =P

oll a,b, ¢, d et a, f sont des parametres, alors que x, y sont les inconnues.

ye Analyse - Etude «alalycéenne »
On substitue (évidemment : si a #0) :

S=x=

a-by
a

Donc (on a définitivement perdu I'équivalence) (si ad — bc #0) :

ca—cby _ ad—bc _af-ca _ap-ca
5= rdy=p= T a = " ad-bc
d - bc) - blap— d—pb
On trouve alors en réinjectant : S = x = ala €)= blap - ca) =2 p .
a(ad - bc) ad - bc

e Remarque - Avons-nous trouver les solutions ?

Non!! A pb 5
ad- —ac+fa
Ici, S y— | ¢
chona C{(ad—hc ad —bc )}
Mais peut-étre que . est'ensemble vide!
11 faut donc faire une réciproque. Sinon, il y a une faute (courante) de logique.
¥ Analyse - Réciproque
Toujours dans le cas ad - bc, on vérifie que

ad-pb  —ac+fa _ ad-bc _

a +0 a =
T xy

ad - bc ad-bc " ad-bc

a

B
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Donc la réci t vérifiée. On a bien I'égalité : & = ,
onc la réciproque est vérifiée. On a bien I'égalité {[ad—bc wd—be

ad - pb 7ac+ﬁa]}l

o] Remarque - a #0?

Dans I'analyse, il a fallut faire séparer le cas a # 0.

Mais le résultat obtenu ne dépend pas de a = 0 ou a # 0. Donc on aurait stirement pu
s’en passer.

Drailleurs, la réciproque montre que ce n'est pas un cas important.

Seule la situation ad — bc # 0 ou ad — bc = 0 est importante!

Définition - Déterminant d’'un systéme 2 x 2
On appelle déterminant du systéme 2 x 2 (i.e. n=2et p=2)

s { ay X +apxy =b
G X1+ a22X, =Dho

a, a2

le nombre 65 = a1, az,» — a1,2az,1 souvent noté
a1 Az

Cas d’'un systéeme 3 x 3

Leibniz propose d’étendre sa méthode pour n > 2.

Définition - Déterminant d’'un systéeme 3 x 3
On appelle déterminant du systéme 3 x 3 (i.e. n=3 et p =3)

a1 X1+ aipx; + arzxs  =by
S QX1+ Ap2X+ Ap3X3 = by
a1 X1 + agpXx; + assxs = by

le nombre 6s = ai1a22a33 + A1202303,1 + A1,3G2,1 a3 — Q1,202,133 —
a1 a2 ans

a3 axa13— 1,1 a32a23 souvent noté | as; @z azs
as) dsp dz3

Formule de Cramer
Nous verrons dans le cours sur les déterminants, au second semestre, une

petite notice sur Gabriel Cramer (1704-1752)

/“Savoir faire - Formule de CRAMER
Sile déterminant du systéme S (n=p=2) est non nul, la solution de . de

) { a1 x1+ayjpx; =b
G X1+ azpXy =Dby

' by aip a1 b
_ by azp a1 by
est S ={(x1,%2)} = ,
ai a2 ay  ap
a1 az2 a1 az2

Sile déterminant du systéme S (n=p=3) est non nul, la solution de .# de

a1 x1+aipXxy+ai3xs =by
(S) Az, X1 + Gp2Xp + Ap3X3 =Dy
a1 X1+ ag2Xp + az3x3  =Dby

@Pout aller plus loin - Extension de taille n
Lorsque I'on souhaite généraliser la notion de
déterminant, on comprend qu'il faut prendre
une combinaison linéaire des termes consti-
tués exactement de nombre tous pris dans des
lignes et des colonnes différentes.

Mais il y a une régle de signe a respecter. Il n’est
pas clair que Leibniz ait bien compris cette
régle.

Cramer, 50 ans plus tard I'a retrouvé (sans avoir
connaissance des travaux de Leibniz).

Un mathématicien japonais SEKI KOWA (1642-
1708) a effleuré toute cette découverte.

@Paur aller plus loin - Sytéme de taille n x n
Dans le calcul du déterminant qui donne x;, on
remplace la i-éme colonne par la colonne du
second membre.

La formule de Cramer se généralise a tout sys-
téme carré, avec une bonne définition du dé-
terminant généralisée.
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[2) Histoire - Algorithme de Fang-Cheng

On ne préte qu'au riche : en occident, nous
associons I'algorithme ici étudié (central en
mathématiques de I'algébre linéaire) au grand
Carl-Freidrich Gauss, mais il semble qu'il soit
bien connu et expliqué dans les mathéma-
tiques des neuf livres (premiére impression en

by a2 a3 a1 b ag a1 a2 b
by azp a3 a1 by a3 a1 ap by
b3 a
oSt = Gy T, Fo)l = 3 a3z 433 , az1 by azg ‘ as) azp b
a,l a4 ay, a aig a,l a4y
a1 azp a3 a1 Gy a3 a1 azp a3
as) 4z a3 a1 asp a3 as) a3z a3

4. Algorithme su pivot de GAUSS

<*Heuristique - Il y a une bonne méthode et une mauvaise méthode...
La mauvaise méthode est la SUBSTITUTION.
On perd des équations et cela est plus long.
La bonne méthode consiste a faire des OPERATIONS ELEMENTAIRES.
Il faut les connaitre, mais ce n'est pas sufffisant.
11 faut aussi savoir bien les mener. C’est la partie difficile de I'algorithme.

4.1. Systemes équivalents : opérations élémentaires

On commence par trouver des invariants de 'ensemble des solutions. Cela
permet de raisonner avec des systemes équivalents

Définition - Opérations élémentaires
On appelle opérations élémentaires sur le systeme dont la ligne i est noté
L;, les opérations suivantes :
— pourtout i, j < n, échange des lignes L; et Lj codé: L; < L;
— pour tout i < n, A # 0, la multiplication de la ligne L; par A codé :
Li—AL;
— pour tout i, j < n, @ € K, I'ajout a la ligne L; de « fois la ligne L;
codé:L;—Li+aL;

Proposition - Invariant des solutions
Les opérations élémentaires conservent exactement les solutions du sys-
téme

Démonstration

1l est évident que chaque opération conduit a une implication = sur les systémes.

Et par ailleurs, pour chacune de ces opérations, il est possible de « revenir en arriére ».
Pour cela, il suffit de voir que

1. l'opération L; — L répétée deux fois redonne le systéme initiale.
2. l'opération L; — %Li (A #0), apres 'opération L; — AL;, redonne le systéme initiale.
3. l'opération L; — L; — aLj, aprés 'opération L; — L; + aL j, redonne le systéme initiale.
On trouve donc . = %' = ..
Cela signifie bien: & < /.0

4.2. Algorithme du pivot de GAUSS

1l reste a bien exploiter ces opérations élémentaires afin de toujours trouver
la solution d’un systéme linéaire.

/~Savoir faire - Algorithme du pivot de GAuss
Pour résoudre un systéme linéaire, on applique des opérations élémen-
taires pour le rendre triangulaire.

1. On cherche un coefficient non nul dans la premiére colonne (de-
vant la premiéere inconnue) le plus simple possible (on va devoir

1084, 5siecteavant G g

L'auteur de cet ouvrage est un certain CARNG
TS’ANG, et sa méthode s’appelle le modéle rec-
tangulaire écrit Fang-Cheng.
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diviser par ce nombre).
Si tous les coefficients sont nuls, on passe a l'inconnue suivante.
2. On échange la ligne o1 'on a trouvé ce coefficient avec la ligne 1.
. - a,j .
3. Pour j € [2,n], on effectue I'opération Li—1Lj- —]Ll (ce qui
ay,n
permet d’annuler le coefficient devant x; pour la ligne j puis pour
toute la colonne.

4. Onrecommence la premiére étape, en oubliant la premiére équa-
tion et en s'intéressant a I'inconnue suivante, tant qu'il reste des
inconnues.

Apres avoir appliqué cet algorithme, le systéme obtenu est triangulaire,
et 'on peut déterminer ses solutions en partant de la derniére équa-
tion et en remontant a la premieére (sans substitution : cela demande un
«mouvement » supplémentaire...).
1l peut arriver que I'on retrouve en derniére équation plus d'une incon-
nue. Dans ce cas, on garde une seule inconnue, les autres deviennent des
variables libres que I'on considére alors en second membre.
4.3. Applications. Différents formes de 'ensemble des solu-
tions
x -y +z =1
F-4 Application - Trois systémes a résoudre : S; : { -x -y +z =3,
2x +y +z =0
x +y +2z =1 x +y +2z =1
S2:4 2x -y +z =-1 etS3:{ 2x -y +z =-1
x -2y -z =-2 x -2y -z =2
On applique la méthode du pivot de Gauss, on trouve :
X -y +z =1
S1 o -2y 42z =4 | Ly—Lx+ILy
3y -z =-2|L3—IL3-2L,
X -y +z =1 x =-1
= -2y +2z =4 o ¥y =0
2z =4 |L3—Lz+3Lp z =2
Donc # =1{(-1,0,2)}
Pour le second systeme
X +y +2z =1
Sy & -3y -3z =-3|Ly—Ly-2L
-3y -3z =-3 L3 —L3—-Ly
x +y =1-2z x =-2-z
S <
y =3-z y =3-z
Donc % = {(-2-2,3 - z,2),z € R} que I'on prend I'habitude de noter : {(-2,3,0) +
z(-1,-1,1),z€R}.
Pour le troisieme systeme
X +y +2z =1
S3 & =3y -3z =-3| Ly—Lp-2L
-3y -3z =1 L3 —L3—L
x +y 2z 1
< y z =3
0 4
Donc %3 = @.
@ Remarque - Nombre de solution
Notons de cette application qu'un systéme carré (ici 3 x 3) peut avoir :
- se-
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Ceci est le début historique de I'algébre li-
néaire que nous verrons longuement en début
de second semestre (avec la question des dé-
terminants). N'anticipons pas trop pour le mo-
ment...




164 Résolution de systemes linéaires.
— aucune solution
— une unique solution
— une infinité de solution

M Attention - Lorsqu'il y a infinité de solution. ..
< iln'y a pas unicité d’écriture de cet ensemble

Chapitre
5. Bilan

Synthése . .
~» Pour la résolution d’'un systéme linéaire il existe une méthode in- CalCUI matIICIel

faillible : I'algorithme du pivot de Gauss.
Plus la taille du systeme est grande, plus il est nécessaire d’exploiter
cette méthode.

~ Pour des systemes plus petits, on peut exploiter directement la for- @Résumé_

mule de Cramer
Dans un premier temps nous (re)définissons les opérations matricielles : addition,

multiplication par un nombre (ce qui donne un espace vectoriel) et multiplication
(ce qui donne avec l'addition un anneau,).
Puis nous nous concentrons sur les matrices carrées; elles jouent un réle tres

~~ L'ensemble des solutions est soit un ensemble vide, soit I"addition
d’une solution particuliere et de I'ensemble (espace vectoriel) des
solutions deI'équation homogene. L'écriture de cet ensemble n’est pas

unique. . . s s - .
important, puisque trés fréquemment, on est amené a multiplier une matrice par
~ 11 faut étre trés attentif au symbole < parfois employé abusive- elle-méme (pour cela elle doit étre carrée). C'est l'occasion de définir et de voir les
ment... propriétés des puissances de matrice, ainsi que de la trace.
On cherche également a inverser de telle matrice (si possible). Le meilleur moyen
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre est d'utiliser un algorithme de Gauss (pivot de Gauss ou algorithme de Gauss-
. . Jordan).
— Savoir-faire - Formule de CRAMER
— Savoir-faire - Algorithme du pivot de GAUSS
Sommaire
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Calcul matriciel

Dans tout le chapitre, m, n, p, g sont des entiers naturels non nuls et K = R ou
C (on pourrait plus généralement considérer que K est un corps (commuta-
tif)).

1. Probléemes

? Probléme 42 - Pourquoi des matrices ?

Pour comprendre le monde qui nous entoure, on mesure des objets puis
des dépendances entre ces objets.

Ces dépendances peuvent étre multidimensionnelles, elles sont souvent
enregistrées dans un tableau. C’est ce que I'on voit en particulier en éco-
nométrie, ou des domaines encore plus large : biologie, géographie. ..
Additionner des nombres a du sens lorsqu’on a des mesures de méme
unité d’objets de méme nature. C’est seulement au XV-ieme siécle que
les additions se sont généralisées et se sont dégagées de leur signifiants.
Peut-on définir une addition des tableaux, qui ait du sens? Peut-on gé-
néraliser cette addition a tous tableaux?

Quelles sont les propriétés naturelles qui découlent : associativité, com-
mutativité, élément neutre (Groupe) ? Voire : espace vectoriel, avec une
multiplication par un scalaire.

? Probléme 43 - Pourquoi un tel produit ?

On peut addition des tableaux, peut-on les multiplier?

Donner une incarnation naturelle dans un probleme physique qui justi-
fie la regle de multiplication matricielle :

n
[ABl;j= Y [Al;klBl;
k=0

? Probléme 44 - Racines carrées

Puisque le produit de deux matrices existe, la puissance entiere en dé-
coule: A> = Ax Aet par récurrence : A" = Ax A"7L,

Peut-on définir des puissances entiéres négatives : A=*?

Et plus largement des puissances non entiéres. Par exemple, la racine
carrée de A serait une matrice B tel que B> = A.

010
Concretement, la matrice A= 0 0 0 | admet-elle une racine car-
0 0 0

rée? Plusieurs (combien?)?

? Probléme 45 - Anneau non commutatif des matrices
Lanneau des matrices carrées de taille n : (4, (K), +, x) est un exemple
d’anneau non commutatif : A x B # B x A. Cela suggere quelques ques-
tions :
— Parmi les propriétés classiques d’anneaux, lesquelles ne sont plus
vraies dans cet anneau?
— Et inversement, existe-t-il des matrices A tel que pour tout B :
AxB=BxA
— Etantdonnée A, existe-t-il une condition simple, nécessaire et/ou
suffisante sur B pour que Ax B =B x A?
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— On sait que les éléments du groupe .#,(K)* := GL,(K) sont les
matrices inversibles et ne sont nécessairement pas des diviseurs
de 0.

? Probléme 46 - Matrices inversibles
Existe-t-il un moyen simple, algorithmique, pour étudier I'inversibilité
d’une matrice? Peut-on I'exploiter pour obtenir également A~ (dans le
cas ou A est inversible) ?

2. Esnsemble ./, ,(K)

Cet ensemble est considéré comme un espace vectoriel ici.

2.1. Ensemble des matrices

Définition - Matrices
Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est une famille
[a[/')lg["gn d’éléments de K indexée par [1,7] x [1, p]. On parle aussi de

Isjs<
matrice de type (n, p) ou de matrice n x p. On note .ﬂ,,,p(K) I’ensemble
des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. Si A € .},  (K),

an A ap

a1 ax azp
A= . = (aijh<isni<j<p = (@i j)1<izn
1<js<p

An1  Ap2 o+ Anp

a;j estle coefficient de la i-ieme ligne, j-iéme colonne.
Deux matrices A et B sont donc égales si elles ont méme nombre de lignes,
méme nombre de colonnes et mémes coefficients.

Si n = p on note .4, (K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

7 Exemple - Premier exemple

L. 0 -1 -2
(i-Msis2 =\, 0 -1

1<

Définition - Quelques cas particuliers
Quelques matrices « de référence » sont a connaitre :
— La matrice nulle de .,ﬂy,,p(K) est la matrice qui ne contient que des
coefficients nuls :
0)1<i<n =(0) = On,p
1<sjs<p

— sin=1,onditque A= (a1 ... ap)estune matrice ligne.
by

— sip=1,B=| ! | estappelée matrice colonne.
bn

Parmi les matrices carrées d’ordre n, quelques matrices joueront un role
particulier :
— Lamatrice identité de .#, (K) est la matrice I, qui posséde des 1 sur
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la diagonale et des 0 en dehors de la diagonale :

1 0 --- 0
o1 -~ 0
Ly=|. . . | = @ijph<i<n = @ih<i j<n
N .ol 1sjsn
0 0 - 1

olua;j=0sii#jeta;=1pouri=lan.
— une matrice diagonale est une matrice carrée dont seuls les élé-
ments diagonaux sont non nuls :

an 0 0
0 a» O 0
diagay,...,ap)=| 0 0 @ 0 Gxjmg;=0)
0 0 o Ann

Ainsi I, = diag(1,1,...1).
220

n
— une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les élé-
ments sont identiques :

A0 0
0 A 0 0
00 2 0 (i#j=aij=0eta;=ajj=2)
00 0 - A

— une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les
éléments au-dessous de la diagonale sont nuls :

an a2 @3 - Aip
0 ap apm - am
0 0 a - | (>j=a;=0)
0 0 0 - apn

— une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les
éléments au-dessus de la diagonale sont nuls.

an, 0 aco oo ()
a ap 0 - 0
ap  azp as - 0 (i<j=a;;=0)
Anl  Qp2 Gp3 - dnn

2.2. Opérations (vectorielles) sur les matrices
Addition

Définition - Addition de deux matrices de méme taille
La somme de deux matrices A = (@;j)1<i<n €t B = (bij)1<i<n de Mp,p([K)

1<j<p 1<j<p
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est la matrice définie par la formule suivante :

A+B=(aijj+Dbiji<i<n
1sjsp

on ajoute les coefficients qui ont la méme position.
1l s’agit d’une loi interne sur .4, (K).

-4 Application - Exemple

1 2 3+2 3 4_(3 5 7
4 5 6/ \5 6 7/ 19 11 13
o Analyse - Groupe (/) , (), +)
On remarque que pour 4, B, C € 4y, p(K),

A+ (0)1<i<n = O)1<i<n + A= A,

1sjsp 1<jsp
*(A+B)+C=A+(B+CQ);
*A+B=B+A.
*(@jj)1<i<n + (=aij)1<i<n = O)1<i<n
1sjsp 1sj<p 1sjsp

Le théoréme suivant en découle :

Théoréme - Le groupe (.4, (K), +)
Lensemble .4, p () muni de I'addition + est donc un groupe commutatif,
d’élément neutre la matrice nulle de .4, , (K).

Multiplication par un scalaire

Définition - Multiplication par un scalaire
Le produit d'une matrice A de .4y, () par a € K est la matrice notée a A
définie par :
a(aij)i<isn = (@aij)1<i<n-
1sjs<p 1<

<jsp

On définit ainsi une loi externe sur .4}, () a domaine d’opérateur K

Et on vérifie facilement les propriétés suivantes :

Proposition - Propriétés de la multiplication scalaire
lA=A
ca(BA) = (af)A
s(a+PA=aA+PA,
ea(A+B)=aA+aB.

Espace vectoriel de dimension finie

o Analyse - Pour définir explicitement, sans quiproquo, une matrice, il
faut...

n x p coefficients de I qu'il faut placer aux différentes positions de la matrice.

11 s’agit donc d'un espace vectoriel de dimension n x p, et dont la base canonique est
donnée par la référence de position.

Chaque élément de la base correspond a une position. Chaque élément de la base a
donc un double indice : k et £.

|2 Histoire - Le terme de matrice

Le terme de matrice pour désigner les tableaux
rectangulaires considérées ici fut introduit en
1850 par le mathématicien américain d’origine
anglaise : James Joseph Sylvester.

James Joseph Sylvester est né 1814 et mourut
en 1897. Son origine juive I'obligea a aller en-
seigner en Amérique.
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Théoréme - Lespace vectoriel (¢, (K), +,.)

(Mn,p(K), +,.) estun K-e.v de dimension np.

La base canonique est formée par les n x p matrices Exy (1sk<ml<{<
p) ol Eg, est la matrice ne contenant que des 0 sauf I'élément d’indices
k, ¢ qui vaut 1, soit

Ee = 0kibjo)1<i<n
1sjsp

On a donc dimy .4y, (K) = n x p.

/Savoir faire - Notations
Par la suite, on notera x‘[A]j ou Coef,;j(A), le coefficient en ligne i et
colonne j de la matrice A.

On notera également L;(A) (respectivement C ' (A)), la ligne i (respecti-
vement colonne j de A).
On note que * [AB]j = L;i(A) x Cj(B), c’est un nombre.

2.3. Transposition

Définition - Matrice transposée

Soit A= (ai)1<in1<j<p € An,pK),

on définit la transposée de A, notée ‘A ou AT par
Vispjs<n: i[AT]j:i[tA]j:i[A]i

Ona AT € My n(K).

La transposée d’'une matrice s’obtient en “échangeant” lignes et colonnes :
v Exemple - Matrice 3 x 3

1 -1 -1 -3 —11 ? 711
Sia={0 1 3 1 falorsfa=| | .
-1 1 1 3 31 3

Théoréme - Isomorphisme
Sous réserve que la taille des matrices permette d’effectuer les différentes
opérations, ona:

A+BT=aT+BT; aaT=24T, 4NHT=4

La transposition est donc un isomorphisme entre les espaces vectoriels
Mn,p () et Mp,p(K).

Exercice
Faire la démonstration

Correction
Jeu d'écriture
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3. Multiplication matricielle

3.1. Définition

Définition - Produit de deux matrices
Le produit d'une matrice A = (a;)1<
1<

n de My, p(K) par une matrice B =
p
(bi)1<i<p de M p,q(K) est une matrice de 4y, (IK) définie par

1sj<q

C=AB=(cij) 1<isn
1<j<q

On adonc
f[AA+uB); = A'[Alj+4 (Bl Coef; j(AA+uB) = ACoef; j (A)+uCoef; ;(B)
vi,j, i[-]j ou Coefi,j est une application linéaire de ., (K)

P
L‘,']‘ :ai1b1j+aigb2j+...+a,‘pbp]‘ :kz a,-kbkj.
=1

/“Savoir faire - Notation et multiplication matricielle

Par la suite, on notera Coef,-_]- (A), le coefficient en ligne i et colonne j de
la matrice A.

On adonc

. P
1ABl; = Y 1AK B
k=1

p
1l faut savoir passer d'un sens vers I'autre : Cnef,-,,v (AB) = Z Coef; 1. (A)Coef;
k=1

P
etaussi ) Coef; 1 (A)Coefy, ;(B) = Coef; ; (AB).
=1

M Attention - Taille des matrices
On ne peut pas multiplier une matrice de .#34(IK) avec une matrice de
AMs5,6(K) ! 11 faut que le nombre de colonnes de la premieére matrice soit
égal au nombre de lignes de la seconde.

/Savoir faire - Présentation des calculs

Une méthode pratique de présentation des calculs :
by
sz
byj
ajy  aj2 ... u,-p L‘,']'

@Pout aller plus loin - La convention d’Ein-
stein

La convention d’Einstein en physique consiste
a voir dans toute répétition de deux lettres
muettes une somme. Ainsi le symbole ¥ peut
étre enlevé.

Le fait qu’une telle convention existe signifie la
[;rgz]quence importante des opérations du type
J

n
> ai by,
k=1

écrit par Einstein : a; by ;...

| Histoire - Arthur Cayley

C’est Arthur Cayley qui définit le produit ma-
triciel, dans le premier article (1855) qui étu-
die les matrices comme objets mathématiques
a part entiére.

Arthur Cayley est un brillant avocat puis ma-
thématicien anglais né en 1821 et mort en

1895. C’est un génie trés hétéroclite.
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4 Application - Produit de deux matrices

==
(SN
o w

1+6+15 2+8+18 _ 22 28
4+15+30 8+20+36 49 64

7 E ple - Petits calcul

@Pour aller plus loin - Interprétation en
terme de graphes

Un dessin permettra d’expliquer au mieux ce
a quoi peut servir une matrice. Il faut d’abord
considérer :

1. un ensemble de départ; par exemple :

A={ay, az}
2. un ensemble d’arrivée; par exemple :
B ={by, b2, bs}

. un jeu de fleches entre les deux en-
sembles, associés a des nombres.
Parexemple, laflechea; — bj =; X/ in-
dique la relation entre a; et bj.

[

C’est cette fleche qui est abstraite, la plus

ouverte possible. Elle peut étre par exemple un

temps de trajet, un coefficient de proportiona-

lité... Ainsi la figure 1 suivante est représentée
X110 X2 X3 )

X201 X220 X23 )

par la matrice (

FIG.1-GRAPHE - FIG.2-PRODUIT -FIG.3- CARREE
MATRICIEL
La figure 3 représente un matrice d’'un en-
semble dans lui-méme (comme pour les
endomorphismes), elle est nécessairement
carrée.
La figure 2 représente alors le produit matri-
ciel. En effet, il s’agit de savoir comment aller
alors de A = {ay,az} a C = {c1,c2}. La réponse
est obtenue sous forme de matrice z;,j, o z;, j
indique les chemins de a; a cj. Il y a en fait
trois possibilités : passer par by, by ou bs, cela
donne donc exactement :

Zi,j = Xi1,jtXi2)2,j +Xi3)3,j

VIRV

Te TMe

Coef; 1(X) Coefkyj Y)

2 -3 -4 3 3
Soient A = (3 1 5) eteB=|-1 5 . Calculer, si cela est possible,
-1 3
AB,BA, A%, B.

Exercice
Simplifier le produit :
n

10=1]

M=

ag,jbi nen,edj,m
1

n

h

Correction
Il est évident que le résultat dépend de i et de m et d'aucun autre nombre.
Les nombres 4[A]/... sont des nombres réels, on peut donc les faire commuter.

nonon non o
)IDIDH “/,jbi,hﬂh,/dj,mzlz [Z X bincn,ear,jdj,m = Coefi,(BCAD)
(=1j=1 1=10=1j=1

en ligne i et colonne m de la matrice B x C x Ax D.

3 Z

Il s’agit du nombre

3.2. Interprétation en terme de systémes linéaires

ye Analyse - Multiplication par une matrice colonne

b x1
SiA=(ajji<i<n1<j<p €tB=| 1 |, X=| |, alors
bn Xp
a ... ... ap X1 anxy+...+ajpxp
AX = . . : . B =
anpl ... ... anp Xp a1 X1 + ...+ AnpXp

Proposition - (S)  AX =B

Léquation AX = B pour des matrices est une maniére compacte d’écrire
un systéme linéaire général avec n équations, p inconnues et un second
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by
membre B=| :
bn

anxy  +... +apx, =bh

aznxy +... +apxp, =b

T =

amXx1  +... +appxp =by.

Nous reviendrons sur ce paralléle lorsque nous prendrons le temps de ré-

soudre des systémes linéaires.

3.3. Propriété du produit

Proposition - Associativité du produit
Le produit de matrices est associatif.

qui est une matrice de ., (K).

Plus précisément si A € 4y, (K), B € My q(K), C € Mg m(K) alors on a

(AB)C = A(BC)

Démonstration

Le seul probleme réside dans la manipulation des indices.

Appelons D = (d;,) lamatrice AB; le coefficient dela ieme ligne et de la héme colonne est donné

par

n
dip= Y. aixbin,
k=1

donc le coefficient i, j de (AB)C = E est donné par

» p(n
/): dipenj= Y | X aikbin|cn;
h=1

h=1\k=1

P n
=Y X aixbgnen; = eij.
=1k=1

Calculons maintenant le coefficient k, j de D' = BC = (d;(j)

»
di;= Y. bgnenj,
)

le coefficient i, j de E' = A(BC) = (e;.j) est obtenu en faisant :

n n P

/ /

€= aidy; =Y m—(z bkhch/)
=1 = i

<

n
=X
k=1h:

d’ol11'égalité que I'on appelle associativité. O

-] Remarque - En terme de Coef; ;
Ce que I'on a démontré c’est :

a;kbgncpj
1

. i .
lpc); = Y ke = 1asoy;

hk

@Paur aller plus loin - Application aux pro-
babilités

Ecrire : «z;,j indique les chemins de a; ac;j. lly
a en fait trois possibilités : passer par by, by ou
b3 » nous rappelle la formule des probabilités
totales.

En effet, on se souvient que si (Bj,By,B3)
forme un systéme complet d’événements,
alors :

P(A;) =P(B1) x Pp, (A4;) + P(B) x Pp, (4;)

+P(B3) x Pp, (4;)

Proposition - Bilinéarité

Si A et B sont des matrices de .4y, (K) et C, D de 4, 4(K), A, u € KK alors

AAC+puD) = AAC+uAD et

En résumé l'application (4,C) € M, p(K) X Mp,q(K) — AC € My q(K) est

bilinéaire.

(AA+uB)C = AAC + uBC

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




174

Calcul matriciel

@Pour aller plus loin - Transposition et
graphe

La matrice transposée est la matrice associée

au graphe ol le sens des fleches s’inverse par

rapport a la situation initiale

Ce se résume en

(A+B)(C+D)=AC+AD+BC+BD

Démonstration
On ne fera qu'un calcul.

14 P
Coef; j(AAC+pD)) = A Y Coef; ;,(A)Coefy, ;(C)+p Y. Coef; j,(A)Coefy, (D)
=1 h=1

Proposition - Cas a connaitre!
(Ei j)1<i<n désigne la base canonique de .4y, (K) i.e. *(E; jlp = 6 4,i0p,j
1<jsp
et (Fi, j)1<i<p celle de 4,4 (K).
1sj=q
Alors E;,j x Fy,¢ = 6y, jGi,r, avec (Gs,¢)1<s<n base canonique de .y, 4 ()
lsr<q

Démonstration

1l s'agit de calculer E;j, j Fy, ¢ pour les différents quadruplets possibles (i, j, k, €).

Résultat a retenir (ou a savoir retrouver rapidement). Il faut quatre lettres muettes (2 pour E et 2
pour F), et deux lettres (provisoires) pour préciser la position :

Coefy,p(E;, j F )fic 4,1 (Ey, ) Coefy, p (F) )fia-o 61k = 0 sik#
oefy, (i, j Fr.o 2 oefq,j (Ej, j)Coefp,p (Fr,e = B 0etOniOnkObe =y 56, sik=]
Doncsia#ioub# ¢, Coefy p(Ej, jFr,¢) =0.
Etsi k= j, alors pour a=i, b=¢, onaCoef, ,(E;, j Fy,¢) = 1.
Donc E;, j x Fy ¢ = 6y, jGj, ¢, avec (Gs,1) 1<s<n base canonique de .4p,q (). O
1sr<q

Exercice
Comment écrire la matrice AE;, j a partir de la matrice A?
De méme pour E;, jA?

Correction
Pour tout k, i,
n
KLAE; Iy = Y ¥141681,48 1, =6 ,514);

s=1
Donc si 11 #0, on trouve le nombre nul et si 2 = j, on obtient le nombre K[A];, situé précédemment en
colonne i de A.
On obtient donc une matrice formée d’'une unique colonne non nulle, 'ancienne colonne i de A, située
en colonne j.
De méme Ei,_fA est la matrice formée d’une unique ligne non nulle, 'ancienne ligne j de A, située en
colonne i.
On peut aussi exploiter la formule précédente et la linéarité du produit (et distribution)

Proposition - Transposition d’un produit
Pour A€ Ay, (K) et B€ My 4(K), ona

“(AxB)='Bx'A

[ Attention - Eviter d’écrire des bétises
Notons bien que ‘B € 4 ,(K) et ' A€ ), (K).
Donc le produit ‘A x! B n’aurait aucun sens (aucune raison que n = q.)
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Démonstration
Pour tout (i, j) € Np x Ng,

p
Coef; ;(*(Ax B)) = Coef; ;((Ax B)) = IZ] Coef; j,(A) x Coefp, j(B)
=

p P
= Y Coefy, i (" 4) x Coef; ;,(‘B) = Y Coef; ;,(* B) x Coefy, ; (* A)
h=1 h=1

= Coefj;(‘Bx" 4)

3.4. Produit par blocs

Proposition - Produit par blocs

Soient deux matrices M € 4y, ,(K), M' € M, 4(K).

Considérons des entiers k < n,¢ < p,m < q et des matrices A €

M0 (K), BE My, p¢(K), CE My 1K), DE My t,p-0(K), A'€ My m(K), B
My g-mK),C' € My_¢m(K),D" € My q-m(K) telles que M et N

s’écrivent par blocs

(A B NV

M’(c D)' 4 ’(c’ D'
Alors, on peut calculer le produit MM’ par blocs de la maniére suivante :
, _(AA'+BC'" AB'+BD’
wpy's (CA’ +DC' CB'+DD’

M Attention - Bien faire attention aux dimensions
1l est nécessaire que les dimensions correspondent bien.
Sinon, le calcul écrit n’aurait pas de sens

Démonstration
On calcule Coef;, j (MM) suivant la position de i par rapport a k et celle de j par rapport a m.
Onva faire un cas: i < k et j = m+ 1. Donc Coef; ; (M x M) se trouve en haut a droite.

p
Coef; ;(MM") = )" Coef; j, (M)Coefy, ;(M")
h=1

¢ P
= Y Coef; j,(M)Coefy, j(M) + Y Coef; j,(M)Coefy, ;(M")
h=1 h=0+1
l P
= Y Coef; j,(A)Coefy, j_ (B + Y. Coef; j_g(B)Coefy_g,j—pm(D)
h=1 h=0+1
Car pour
— i<k, h<?, Coef; (M) = Coef; j,(A),
— i<k h=(+1,Coef; (M) = Coef; _(B),
— h<¢, j=m+1,Coefy, ;(M') = Coefy, j_, (B)),
— h<{(, j<m+1,Coefy, j(M") = Coefj_g,j-m (D),
Donc

Coefj, j(MM") = Coefj, j_ (AB") + Coef;, j_;y (BD") = Coefj, j_ (AB' + BD')
o

On peut avoir intérét a considérer les matrices sous forme d'une association
de colonnes ou de lignes.

On peut voir ces opérations, comme une forme de calculs paralléles, a la
physicienne.

m
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@Pour aller plus loin - Algébre?

On appelle K-algébre un ensemble o/ muni
de deux opérations interne (notées ici + et x)
et une opération externe (notée ici -) telle que
(,+,") est un [K-espace vectoriel et (o/,+, x)
est un anneau.

@Pour aller plus loin - Algébre

(Mn(K),+,%,.) est une K-algebre de dimen-

sion n?.

Proposition - Matrice et association de colonnes ou de lignes
Soient A, B € 4, (KK).

Il nous arrivera de noter A=

comme une association de 7 (matrices ou vecteurs) lignes, avec L; (A) =
L;
Il nous arrivera de noter B = (C;|Cy]|...|Cy)

comme une association de n (matrices ou vecteurs) colonnes, avec
C;(B)=C;

LB
LB )
On a alors AB = (AC|AG,|...|ACy) = mais aussi ‘[A x Blj =
L,;B
L; xCj.
Exercice

Comment écrire la matrice E;, j A a partir de la matrice A et AE; j, en raisonnant par blocs ?

Correction

Li(EjjA) = Li(E; j)A= 0 i Li (E A= 8 i (Li (Ej jC1(A)| -+ |Ln(E; jC1 (A) = 5k,j(leJ1|leJz\"-j [Aln) =

k,iLj(A)

4. Les matrices carrées
4.1. Lanneau (4, (K),+, x)

*Heuristique - Pourquoi les matrices carrées?
Si on multiplie deux matrices de .#y () on trouve un élément de .# (K), la multiplication
est donc interne dans .4, (I).
On peut ainsi effectuer les calculs A x B et B x A, mais aussi A¥ pour tout entier k...
Nous verrons qu'ains (.#p (K), +, x) est un anneau.

Théoréme - La K-algebre (.4, (K), +, x,.)
(Mn(K), +, x) est un anneau non commutatif et non intégre dés que n =2,
d’élément unité I,.

7 E ple - Non cc ativité et non intégrité

Vérifiez que
(l 0) (1 l] (1 1] (l 0)
0 2J{0 1 0 1){0 2

0 1)(2 1)_(0 0
o 1/lo o/ 0 o)
v Exemple - Linverse d’'une matrice d’ordre 2

.. [a b
SmtAf(c d)'

puis que

AlorsennutantA’:( d -b ],ona:
c a

AxA'=A'x A= (ad-bo) I,
Al

. . . -
Doncssiad —bc #0, Aestinversible et A7 = 77

4.2. Puissance de matrices
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Définition - Puissance d’'une matrice
Soit A € ., (K), on définit par récurrence :

A'=1, VkeN AM!l=AxAF
On a alors, par commutation :

AR = Ax.. x A= A™ x AFm (pour tout m < k)
k fois

Les regles de calcul dans un anneau (comme dans R ou C) s’appliquent d’otli :

Proposition - Formules matricielles
Pour A, B € #,(K), si AB = BA alors

P
(A+BP =Y
k=0

[i Akgp-k (Formule du binéme de Newton)

AP ~BP = (A= B)(AP™' + AP"2B +...+ ABP"2 + BPY)

In—AP = (I, — A)Ip+ A+ A2 +---+ APTY)

4.3. Inversibilité d'une matrice

Définition - Inversibilité de A
On dit qu'une matrice carré d’ordre n A est inversible, si elle admet un
inverse pour la loi x, c’est-a-dire s'il existe une matrice carrée d’ordre n B
telle que

BA=AB=1,
(o1 I, est la matrice identité). B est alors notée A~! et appelée inverse de
A.

e Remarque - Des matrices non inversibles

On ne peut pas inverser de matrices de %, (K) si n # p.

Une matrice carrée n’est pas nécessairement inversible :
par exemple, la matrice nulle Oy, n'a pas d’inverse car

VA€ My(K), AOp =0, #1.

7 Exemple - Matrice non inversible, moins triviale
De plus il y a des matrices non nulles qui n’ont pas d'inverse.

0
P le N =
ar exemple (1 0

0) ’”
n’a pas d’inverse.

a b
En effet, pour A= (c d)'

b 0
AxN= (d 0)
Elle ne peut pas étre égale a I.
Remarque - Rappels
Nous avons vu que I'ensemble des inverses d'un anneau forme un groupe.
On I'avait noté A*.

Définition - Le groupe GL, (K)

Lensemble (GL,(K), x) des inversibles de 'anneau .4, (K) est un groupe,
non commutatif.

On I'appelle le groupe linéaire.

On a donc pour A4, B€ GL,(K), (AB)"! =B~ 1471,

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



178

Calcul matriciel

L )

Proposition - Inverse de la transposé
Si A est une matrice carrée inversible alors ‘A est aussi inversible et
(A=A,

Démonstration
«Le coup des chaussettes dans le tiroir...»
(AB)x (B71A™h) = ABB™HAT = AA = I et B 1A x (AB) =B~ L (A1 A)B=B"'B=1I,
Donc (AB)~1 =B71A7L
De méme, en transposant un produit :
In="Up) =" (Ax AT = (AT xTA I ="Un =" (AT x A =" Axf(aTh
Donc (‘A1 =t (a™h) O

Exercice

@Pour aller plus loin - Polynéme annulateur
On montrera en seconde année que pour tout
matrice M € n(K), I'ensemble des poly-
noémes annulateurs de M

{PeK[X] | P(M) =0}

est non vide. On sait assurément qu'il existe
au moins un polynéme de degré n dans cet
ensemble (le polynéme caractéristique de M -
d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton).

Et mieux, comme K[X] est un anneau eucli-
dien, cet ensemble est forcément de la forme

{PeKIX]| P(M) =0} = ppK[X]

ol1 up est un polynéme particulier : minimal
(en degré), unitaire et propre a P. On I'appelle
le polynome minimal de P

Soit J € ., (R) la matrice dont tous les coefficients sont des 1.
1. On suppose n = 2. Calculer ]2,13, /k pour k€ N.
2. Mémes questions avec n = 2 quelconque. J est-elle inversible ?

2 1 1
3. Calculer AP ou A=|1 2 1f.
1 1 2

Correction

1. Pour n = 2, on montre aisément que J2=2), P =4]et pour tout k € N, Ik = Zk"]
(récurrence).
2. Maintenant, on suppose que 1 = 2.

n n
Coef; ;%) = Y. Coef; ,(/)Coefy, ;) = Y. 1=n=nCoef; ;(J)
h=1 h=1

Donc J2 = nJ Par récurrence, Supposons gk =nk-1y,
GRS N I A S
Si J était inversible, on aurait les égalités :
J=J P =ny = nly
Ce qui est faux.
3. A=1I3+ J3, I3 commute avec J3 et donc on peut appliquer la formule de Newton :

P P
=y P\ p=kk _ Y P p-kak-1
/“7711-—1)("‘(‘)13 /713+k71(K)13 o

1L 1
:13+§(Z (ui]lik)/:13+g((3+l]p—1]]

k=1

4P -1 4P 42 4P -]
4P -1 4P -1 4P 42

(On peut vérifier pour p = 1 que cela fonction bien. ..

[4”+2 4P -1 4!’71)
3
/“Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M~!

d
Soit M € .4, (K). Supposons que le polynome P = Z apX* annule M,
k=0

d
Cest-a-dire que P(M) = ) apM* =0. Alors
k=0

1(d _1(d
— siag#0,onaalors I,, = — ZukMk =Mx— ZakM“’l .
a0 \ik=1 0 \k=1

_1 [d=1
Etdonc nécessairement M estinversibleet M1 = — [ Y ag, M
a
k=0

— si ap =0, alors il faut faire un raisonnement par I’absurde :
si M était inversible alors en multipliant par M~!, on a
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d -1
M'xP(M)=Y axM*' =0etdonc Y ap.aM* =0.
k=1 k=0

1l'y a alors deux options,

ou bien cette somme n’est pas nulle, et par I'absurde, M n’est
pas inversible,

ou bien cette somme vaut bien 0 et donc on recommence au
point initial.

/“Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M"

d
Soit M € #,(K). Supposons que le polynéme P = Z aka annule M,
k=0

d
C'est-a-dire que P(M) = Y axM* = 0.

k=0
Alors, on peut faire la division euclidienne de X" par P :
il existe Qp, R, € K[X] tels que X" = Q,(X) x P(X) + Ry(X) avec
deg(R;) < deg(P) =d.
On a alors, puisque M" =0+ R, (M) car P(M) = 0.
Cela permet de
— démontrer que {M",e 7} c vect(I,,M,M?,...M%") (résultat
théorique classique)
— calculer explicitement M", si I'on sait faire explicitement cette
division euclidienne. Pour faire celle-ci, il arrive souvent qu'on
utilise les racines de P...

1 1 0
4 Application - Inverse et puissancede M =| 0 1 1
0 0 1

On remarque que (M — I3)3 = 0, donc on a un polynéme annulateur de M :
PX)=(X-1%=x3-3x2+3X -1
Ainsi: M(M2-3M +31I3) = M® —3M%2 +3M = I5.

Donc M est inversible d’inverse M~! = M2 —3M +313 (

o o -

-1 1
1 -1 ) De
0 1
méme, sil’on fait la division euclidienne, on a:

X"=Qn(X-1)°+Ry otdeg(Ry) <2

On peut exploiter la formule de Taylor, en 1 (en notant P(X) = X") :

n p % n pl)
xr=y P W ks pay s Poyoe-n+ T x -2 sxen? Yy Py ks
& K 2 & K
— s
=Ry —0n

OrP(1)=1,P'1)=net P"(1) = n(n—1). Ainsi

Ra30 =14 0=+ 2 nn =X~ 12

1 n n(nzfl)
AinsiM":(O 1 n ]

0 0 1
Exercice

Soit A= (apq) € My (C) définie par apq = exp(X2L1) ot A = (@pyg).
Calculer AA et en déduire que A est inversible.
Correction

(On ne prendra pas i, & cause du i imaginaire pure).
Pour tout k, £ € Ny,

_ n 2in
Coefy (AA= Y agpans= ., exp(T(kh—hl)]
h=1 h=1
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@Pout aller plus loin - Base 1
Donc l'espace des matrices scalaires est
vect(Ip), de dimension 1.

@Pout aller plus loin - Base 2
Donc I'espace des matrices diagonales est
vect((E; i) jen, ), de dimension n.

@Pout aller plus loin - Bases 3
Donc () = vect((Ejj + Ej)i<jen,)
espace de dimension %n(n +1).
Et stn(K) = vect((Ej j - Ej,))i<jen,), espace
de dimension %n(n— ).

sik=¢

4.4. Quelques sous-ensembles remarquables

Matrices diagonales

Proposition - Matrices scalaires

Lensemble des matrices scalaires d’ordre n, a coefficients dans K, est un
sous-espace vectoriel de .4, (K) de dimension 1, contenant I, et stable
par la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et aussi une sous-
algebre commutative de .4, (K)).

Proposition - Espace des matrices diagonales

Lensemble des matrices diagonales d’ordre n, a coefficients dans KK, est un
sous-espace vectoriel de .4, (IK) de dimension 7, contenant I, et stable par
la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et une sous-algebre
commutative de .4, (K)).

Proposition - Inverse de matrices diagonales

Si D est diagonale, D = diag(d},...,d,), alors D est inversible si et seule-
1 1

ment pour tout i € {1,...,n}, d; #0 et alors Dl= diag(d—,...,d—).
il n

Donc D! est elle-méme une matrice diagonale.

Démonstration
Pour tout i, j € N, par définition de D

n
Coefj j(Ax D) = ;21 Coef; j,(A)Coefy, ; (D) = d;Coef; ;(A)
=
Donc pour que Ax D = Iy,
il faut pour tout i € Ny, Coef; ; (AD) = d;Coef; ; (A) = 1, il est nécessaire que d; # 0.
En prenant alors Coef; ; (A) = Ail, onadonc Coef; ; (AD) = 1.
il faut également pour tout j # i, Cnef,-}/(AD) =0= d,-Coef,vyj(A),
donc nécessairement Coefiyj(A) =0.
Par conséquent, pour que D soit inversible, il faut d; # 0, pour tout i.
Et la seule matrice qui conviendrait pour inverse est A = diag(dil“ . d%,) (car AD = I).
Un calcul simple confirme : D x A= I, également.
On a trouvé alors une condition nécessaire et suffisante avec, alors, une expression de pl.o

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition - Matrices symétriques et antisymétriques

Soit A€ Mp(K).

A est dite symétrique si YA = A, soit si pour tout (i, ), aij = aj;i (ou
'l = Al

on note .#,(IK) 'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coeffi-
cients dans K.

A est dite antisymétrique si A = — A, soit si pour tout (i, j), a;j = —aj; (ou
LAy =-1141;
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on note </, (K) (ou «.%,(K)) I'ensemble des matrices antisymétriques
d’ordre 7 a coefficients dans K.

J

En I'absence d’ambiguité, on peut noter %, et <f),.

Proposition - Diagonale d’'une matrice antisymétrique
Les éléments diagonaux d’'une matrice antisymétrique sont nuls.

Démonstration
A, antisymétrique. Pour tout i € N,

Coef; ;(A) = —Coef; ; (A) = 2Coef; ;(A) =0

Ensemble des matrices triangulaires (supérieures)

Théoreme - Espace des matrices triangulaires

Lensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement infé-
rieures) d’ordre 7, a coefficients dans K, est un sous-espace vectoriel de
Ay, (K) de dimension w, contenant Ij,.

11 est stable pour la multiplication (donc est un sous-anneau et une sous-
algebre de ./, (K)).

M Attention - Pas trop vite
Lensemble des matrices triangulaires d’ordre n, a coefficients dans K,
n’est pas un sous-espace vectoriel de .4, (K).
Laddition d'une matrice triangulaire supérieure et d'une matrice trian-
gulaire inférieure ne donne pas une matrice triangulaire, la plupart du
temps

e Remarque - Mais notons :
Une matrice a la fois triangulaire inférieure et supérieure est diagonale.

/Savoir faire - Montrer qu’'une matrice est triangulaire supérieure
11 faut montrer (condition nécessaire et suffisante) :

Vi, jeN, i>j =  Coef;;(T)=0

11 faut démontrer la stabilité par somme (facile) et par multiplication de
matrices triangulaires supérieures.

Démonstration
Soit T3 et T» deux matrices triangulaires supérieures.
Pourtouti>j:

n
Coef; j(T1T2) = ). Coef; 1 (T1)Coefy, ;(T2)
k=1

i-1 n
= Y Coef; ¢ (T1) Coefy, j(T2) + Y Coef; 1 (T1) Coefy, j(T2) =0
k=1 ——— k=i ——
=0:i>k

Donc T T est triangulaire supérieure. O

4.5. Trace d’'une matrice carrée

@Pﬂur aller plus loin - Matrices et graphes
Que signifie pour un graphe que sa matrice

associée est symétrique ? Antisymétrique?

@Paut aller plus loin - Base 4
Donc il s'agit de vect((E;;, j)i<jen, ), espace de
dimension %n(ﬂ +1).

@Pﬂur aller plus loin - Inverse d’une matrice
triangulaire supérieure

Nous verrons que si T une matrice triangulaire

supérieure, carrée.

Alors T est inversible ssi ¥ i € N, Coef; ; (T) #

0.

Et dans ce cas, T~ est également triangulaire

supérieure
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Définition - Trace d’'une matrice
Soit A € ., (K) une matrice carrée. On appelle trace de A le scalaire égal a
la somme de ses coefficients diagonaux :

2 o 2
TrA=Y aii=) '[Al;=) Coef;;(A)
i=1 i=1 i=1

Proposition - Propriété de la trace
Lapplication
Tr: MK —K
A—TrA

est une forme linéaire sur 4, (K) : Tr(AA+ puB) = ATr A+ uTrB et

V(A, B) € M, (K)?, Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration
Par linéarité de Coef; ; :

n n
Tr(AA+uB) = ) Coef; j(AA+puB) =1 Coef; ;(A)+pu
i=1 i=1 i

i=

n
Coef; ;(B) = ATt(A) + uTr(B)
=1

n
Tr(AB)= ) '[AB]; =)
i=1 i=lh

M=

) non
fAtBl =Y Y MBIHAl, = Tr(BA)
1 h=1i=1

5. Opérations élémentaires sur les matrices
5.1. Opérations élémentaires sur les lignes d'une matrices

*Heuristique - Lien résolution de systéme/inversion de matrice
Le calcul Ax X = b o X et b sont des matrices colonnes est exactement I'écriture d’'un
systeme linéaire.
La résolution X = A1b (si A est inversible donc carrée) exploite les opérations élémen-
taires sur les lignes du systéme pour appliquer I'algorithme de Gauss.
Essayons de transférer directement la méme idée sur les colonnes de A.

Définition - Opérations élémentaires sur les lignes
On appelle opération élémentaire sur les lignes L; de la matrice Al'une des
transformations suivantes effectuée sur A:
— Permutation (ou échange)de deux lignes
Pour i # j, L; < L; signifie que I'on permute la i-itme et la j-ieme
lignes de la matrice.
— Addition d’'un multiple d’une ligne a une autre ligne
Pour i # j, Lj — L;j+ AL; signifie que I'on remplace la j-ieme ligne
Lj dela matrice par Lj + AL;, ou A € K.
— Multiplication d’'une ligne par un scalaire NON NUL
Pour tout @ € K, @ #0, L; — aL; signifie que I'on remplace la i-ieme
ligne par aL;.

Chacune des manipulations précédentes correspond a un produit matriciel :
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Proposition - Transformation élémentaire sur les lignes comme un
produit
Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d'une matrice A €
My, p(K) revient a calculer le produit matriciel & gauche de A: EA out E est
I'une des matrices suivantes :

— Pour L; < L jr

1

o
—

E= =1I,~E;i~Ejj+Eij +Eji

—
o

1

C’est une matrice de transposition, notée habituellement P; ;(=
Pji)
— Pour L; — L; + AL;

5= 1 =1I,+AE;; Aenligne i, colonne j

1

C’est une matrice de transvection, notée habituellement T;,j (1)
— Pour L; — alL;

E= 1 =Ip+(@-1E;;

1

C’est une matrice de dilatation, notée habituellement D; (a)

Démonstration

Soit A€ Mn,p(K) et E; j € 4, () une des matrices de la base canonique.
n
On rappelle que "[BAJ; = Y "(B]," (Al

n .
Donch[E,,]mk:z”[E,,ﬂ,’m]k:"[E,»,ﬂjf[mk:{ j
r=1

0 sih#i
L/(A) sih=1i
dont toutes les lignes sont nulles saufla i-ieme, qui est la j-ieme ligne de A:

0 sih#i
Al sih=i

On adonc Ly, (E; jA) = =0y=iLj(A) Alors E; A est la matrice de .y, p (K)

VY h#iLy(E;jA)=0  Li(E;jA)=L;(A)
VI #i,0 € NpCoefy, o (E; jA) =0 Coef; o(E;, j A) = Coef; 7 (A)

Puis comme I, A = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat.
. Lk((I” —Eji—Ejj+Ejj+ Ej',‘)A] =Lp(A) =06k, Li(A) 75k,iLJ (4) +5k,iLj(A) +5k,jLi(A)-

Li(A-Li(A+LjA)=Lj(A) sik=i
Ly(EA)=1 Lj(A)—L;j(A)+L;(A)=L;(A) sik=i

Li(A) sinon

o Li((In +AE; ) A) = Li(A) + 8 ;AL (A).

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



184

Calcul matriciel

_ Li(A)+ALj(A) sik=i
LiEA ’{ Li(4) sinon
o Lig(Un + (@=DE; ) A) = L (A) + (@ = 1D i Li (A).
_| LA+ (@-DLi(A)=aLi(4) sik=i
Ly (EA) 7{ Li(A) sinon

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considére une opération élémentaire, notée ¢, qui transforme une
matrice A € My,,(K) en la matrice ¢(A) € My, (K) et la matrice I, en
@Un).

Alors @(A) = @(I,) x A.
Et par récurrence, si @1, @2, ...\ sont k transformations élémentaires (sur
les lignes) qui s’appliquent a des matrices possedant n lignes, alors, pour
tout A€ My, p(K) :

[pro---op1](A) = i(Ip) x - x p1(I) x A.

Démonstration

Cela a bien un sens de considérer que ¢ peut s'appliquer a A et a I, car il s’agit d’opération sur
les lignes et A et I, ont le méme nombre de lignes.

Pour prouver ce résultat il suffit de vérifier que pour les trois transformations possibles on a bien
E = @(Iy), puisque ¢(A) = EA.

On démontre ensuite I'hérédité de la récurrence : Supposons que @y o---0 1 (A) = @y (Ip) x -+
@1In) x A.

Notons A’ = @ 0-+-0p1 (A).

Alors

[Pk+199k00P1(A) = Qi1 (9001 (A) = Pt (A) = Pt )X A = Py Un) x @) -+ x 1 (In) x A

o
Cela se concrétise dans le savoir faire suivant

/Savoir faire - Retenir les opérations matricielles codant les opérations
élémentaires

Pour une opération sur les lignes de 4, il s’agit toujours de produit a
gauche de A.

(On verra pour les colonnes, il s’agit de produits a droites de A)
Par quelle matrice?

C’est toujours par la matrice qu’on obtient lorsqu’on applique la trans-
formation élémentaire en question a I,,.

Ainsi, par exemple, sil'on veut faire L3 — L3 — 2Ly, pour n = 3, on multi-

plie par la matrice
1 0 0 1 0 0
0 1 0 — 0o 1 0
Ly—Ls-2L
0 0 1 0 -2 1

Proposition - Inversibilité des opérations élémentaires
Si une matrice B est déduite de A par une opération élémentaire ¢, alors A
peut se déduire de B par I'opération inverse ¢~ suivant le tableau suivant :

® ¢!
Li—L; Li—L;
Li—Lj+AL [ L= =
Li—al; g ==
a
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Proposition - Inversibilité des matrices élémentaires
Si ¢ est une opération élémentaire sur les lignes alors la matrice carrée
@(I,,) est inversible et ¢ (I,,) ™! = @~ (I,,).

On a alors P:Il = P;,j (symétrique, involutif),
(T1,;) ™" = T, (-1, et (Di@) ™" = Di(L).

Démonstration
D’apres la proposition précédente ¢~} (I)(In) = ¢ (p(In) = I, O
5.2. Opérations élémentaires sur les colonnes d’'une matrice

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes que sur les
lignes. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition - Transformation él aire sur les col
produit
Effectuer une transformation élémentaire sur les colonnes d'une matrice

A€ My,p(K) revient & calculer le produit matriciel AF out F est I'une des
matrices suivantes :

— Pour C; = Cj,

C un

F=1,-E;i—Ejj+E;j+Ej
— Pour C; — C; +AC;
F=1,+AEj;

— Pour C; — aC;

F=I,+(@-DE;

Démonstration
Soit A € Mn,p(K) et Ejj € 4p(K) une des matrices de la base canonique. Alors AE;; est la
matrice de .#p,p(K) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-iéme , qui est la j-ieme

colonne de A. Al = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat. O

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considére une opération élémentaire, notée v, qui transforme une
matrice A € My (K) en la matrice ¢(A) € y,p(K) et la matrice I, en
y(Ip).

Alors y(A) = Ay (Ip).
Et par récurrence, si y/1,¥>,... ¥ sont k transformations élémentaires (sur
les colonnes) qui s’appliquent a des matrices possédant p lignes, alors,
pour tout A€ .ﬂn_p(K) 3

Yrooyi(A) = Axyi(Ip) x - x Yr(ly).

Démonstration
On démontre le résultat par récurrence :

Vi Wgo oy 1)(A) = Y1 (A) = A Ip) = Ax 1 Up) <+ x yip) x Yien (A)
par hypothese de récurrence. O

5.3. Méthode du pivot de Gauss pour obtenir I'inverse d’'une
matrice

Conservation de l'inversibilité

|&\ Histoire - Gauss et le calcul matriciel li-

néaire

Encore Gauss... Voir le cours d’arithmétique.
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|&) Histoire - Fang-cheng

«Cette méthode est connue des Chinois depuis
au moins le Ier siécle de notre ére. Elle est réfé-
rencée dans le livre chinois Jiuzhang suanshu
(Les Neuf Chapitres sur I'art mathématique),
dont elle constitue le huitiéme chapitre, sous
le titre « Fang cheng » (la disposition rectan-
gulaire). La méthode est présentée au moyen
de dix-huit exercices. Dans son commentaire
daté de 263, Liu Hui en attribue la paternité
a Chang Ts'ang, chancelier de I'empereur de

Proposition - Conservation de l'inversibilité
Soient A, B € .4, (K). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible

Démonstration
Si B est inversible, alors AB est inversible (d’inverse B~ A™1).
Si AB estinversible, alors B = A~1 (AB) est inversible (dinverse (AB) ™! 4) O

Corollaire - Conservation d’inversibilité par les opérations élémen-
taires

Les opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes) d'une ma-
trice carrée conservent le caractere inversible/non inversible d'une ma-
trice.

Démonstration
Une opération élémentaire sur une matrice est un produit a gauche par une matrice inversible.
D’apres le théoreme précédent, on en déduit la conservation du critere d'inversibilité O

Critere d’inversibilité des matrices triangulaires (supérieures)

i Analyse - Inversibilité d’'une matrice triangulaire

Si ap,n #0, les opérations Vi< n—1,L; — L; — Z’”Z Ly, transforme

ayy ap as ar,n-1 0
aip a2 aiz - aip 0 " 0
0 azp a3 az,n-1
azpy a3 - azp
0 0 ags - agn-1 0
7=| 0 0 a3 - @n|en = )
. 0 0 0 ap—1,n— 0
0 0 ann n-1,n-1
o 0 o0 0 ann

Notons que les opérations précédentes sont codés par des matrices T}, ; (7%)’
triangulaires supérieures, et dont le produit est également triangulaire supérieure.
On en déduit un résultat par récurrence (ou par algorithme).

e Remarque - Ni dilatation, ni permutation

La encore, a ce stade la, pour passer de la matrice T triangulaire supérieure a la
matrice D diagonale (avec les mémes coefficients sur la diagonale), on n’a pas utiliser
de dilatation, seulement des transvections (il n'y a pas non plus de permutations).

Proposition - Inverse d’'une matrice triangulaire supérieure

Si T est une matrice (carrée) triangulaire supérieure, avec des coefficients
non nuls sur la diagonale.

Alors il existe T’, triangulaire supérieure et inversible telle que 7" x T = I,,.
On a alors T inversible.

Démonstration
On va démontrer le résultat par récurrence sur 7, I'ordre de la matrice T.
— Sin=1,alors T’ estla matrice a un élément : b
— Soit n € N. Supposons le résultat vraie pour toute matrice triangulaire supérieure d’ordre
n.
Soit T, triangulaire supérieure d’ordre n + 1.
D’apres I'analyse précédente, il existe Tj, triangulaire supérieure inversible telle que
T Op-1y )
O "MTln )
T est I'extraction de T sur les n premiéres lignes et colonnes, elle est donc triangulaire
supérieure, sans coefficient nul sur la diagonale.
On peut appliquer I'hypothése de récurrence.

ThxT=

Chine-au-He-sicele-avant notreSre—r(pompag
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Tlexiste " triangulaire supérieure et inversible telle que T’ x T = I;,.
T 0p-1n

Considérons T, définie par blocs par : 0Lt " 1~ | triangulaire supérieure.
n-1 7
’ [T]n

On a alors (par bloc:

T Op-1,1 T 0 T o
Tox Ty xT = . n-1,1 ):( n-11 | _p
2x 0 ( 01,n-1 ﬁ [ 01,1 "[TIn 01,n-1 1 i

Et comme le produit de deux matrices triangulaires supérieures et inversible est trian-
gulaire supérieure et inversible, 'hypothese de récurrence est héréditaire.
Enfin, comme 7’ est inversible, en multipliant a4 gauche par T"], on trouve T = T'~" et donc
TxT'=I, O

Proposition - Matrices triangulaires supérieures non inversible
Réciproquement, si T est une matrice (carrée) triangulaire supérieure,
avec (au moins) un coefficients non nuls sur la diagonale, T n'est pas
inversible.

Démonstration
Notons h =max{i | '[T]; = 0}, ensemble non vide.

h
Alors pour tout i > h, ![T]; #0, et en faisant Ly, — Ly, - #Lhﬂ , on obtient une matrice
h+1
T' avec h[T]j =0, pourtout j<h+1.
Et on continue ainsi.. .
On trouve donc une matrice T, triangulaire supérieure et inversible telle que T x T posséde la
ligne h nulle.
Cette derniere matrice Z n'est pas inversible car Z x Ej, j, =0.
C'est également le cas de T (puisque T est non inversible).
a

Algorithme

Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont constructives, per-
mettent d’écrire un algorithme (récursif, en particulier). Comme toute ma-
trice échelonnée est triangulaire supérieure, on peut terminer I'algorithme
de Gauss :

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € My, (K).

A est inversible si et seulement s'il est possible de transformer A en une
matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a I'aide unique-
ment d’'opérations élémentaires portant sur les lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la décomposition de A vers I, par suite
d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I, les mémes opérations élémentaires,
dans le méme ordre, on obtient A~L.

Démonstration

Soit A€ My (K).

Supposons que par une succession de k opérations élémentaires sur les lignes de A on obtienne
une matrice triangulaire T, cela signifie

ExEp_y...EYA=T

En posant Q = ExEj._; ... E1 € M, (K), on obtient QA= T, donc A= Q’] T.

Alors A estinversible si et seulement si T est inversible, c’est a dire T a des coefficients diagonaux
tous non nuls.

Supposons que T soit inversible et que par une succession de m — k nouvelles opérations
élémentaires sur les lignes de A on obtienne la matrice Iy, cela signifie

EmEm-1...E1A=1Iy

En posant B = EypEpy—1 ... E1 € M, (K), on obtient BA = Iy, A étant inversible, on a BAA™! =
InA~ d'ot B= A1.Or B= EpEp-1 ...E1 = EmEp-1 ... E1 I, est la matrice déduite de I, par
la méme succession des m opérations. O

@Pgur aller plus loin - Réussite de I'algo-
rithme de Gauss - Conditionnement

Théoriquement, la question ne se pose pas :

TI'algorithme réussit toujours sa mission.

Mais dans la pratique, en particulier informa-

tiquement, il peut y avoir des approximations

numeériques (par exemple a 2752 pres en Py-

thon).

Supposons donc la donnée de A avec une er-

reur a6 A prés.

On note (par exemple) ||Bllo = V(Tr(BT x B), il

s’agit d'une norme. Elle est de plus multiplica-

tve: | ABll2 <[l Allz x | Bll2.

On définit alors le conditionnement de A

cond(A) = || Allz x | A7}z

On a alors I'erreur relative a I'arrivée propor-
tionnelle a I'erreur relative du départ par le
conditionnement.

184742 1812

———= < cond(A)
[y P [lAll2

On dit qu’une matrice est mal conditionnée si
cond(A) est important. Plus une matrice est
mal conditionnée, plus I'impact d’'une petite
erreur au départ est important sur I'erreur fi-
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e Remarque - Et les colonnes
On peut également procéder a I'aide d’opérations élémentaires sur les colonnes
puisque I'on aura alors AF ... Fp = I, d'out AV =I,F . Fp,

M Attention - Surtout pas!

Mais en revanche il ne faut surtout pas mélanger les deux types d’opé-
rations car 'on aboutit a EyyEy-1 ... E1AF; ... F) = I, qui n'est pas de la
forme AB = I, et ne permet pas de conclure a I'inversibilité de A.

Mais néanmoins, comme souvent, rien n'est perdu dans ce cas la : on
montrera que A est équivalente a I, donc de méme rang : n, donc elle
est inversible...

@Pout aller plus loin - Autres algorithmes
Il existe d’autre méthode (raffinement de
Gauss) pour inverser une matrice. Elles ont
une complexité algorithmique plus faible (on
gagne sur la constante dans le O - ou mieux en-
core dans certains cas tout particulier de ma-
trices). 1l s’agit des méthodes LU, QR, Choleski.
On peut aussi employer des méthodes itéra-
tives assez différentes dans leur philosophie
comme les méthodes de Jacobi... On crée une
suite de matrice (Ay), avec Ag = A etlim(Ay) =
AL, On s'arréte quand on est « assez proche »
de A7L.

@Pour aller plus loin - Coiit de P'algorithme
de Gauss

Si I'on suit parfaitement la démarche de I'al-

gorithme de Gauss, la complexité calculatoire

est en O(n®) ol n est I'ordre de la matrice

considérée.

En effet, il faut mettre en place trois boucles

imbriquées, indexée par n (pas tout a fait 'une

est triangulaire).

Corollaire - Inversion a droite suffisante

Soit A € ., (K). Supposons qu'il existe B € .4, (KK) tel que AB = I,,.
Alors A est inversible et A™! = B.

(De méme, B est inversible et B! = A)

Démonstration
On applique une série de transformations élémentaires a A pour I'échelonner.

3Ey,Ep,...Ey, Ttellesque EgE_y---EYA=T
Onadonc TB=EgEy_;---Ey.
Puis en multipliant a droite par El'1 .,.E;l, ona T(B(EpEg—y BN =1,
On avu que si T avait un coefficient nul sur la diagonale, il est impossible d’obtenir I;,.
Donc T n'a aucun coefficient nul sur la di ilesti 3
Par produit de matrices inversibles : A= (EEg_; -+ E1) ™! T est inversible.
EtdoncB=A"14B=A"1.0

/“Savoir faire - Inversibilité et inverse d’'une matrice par l'algorithme de
Gauss

1 0o -1
Calculer'inversede A= 1 -1 0
-1 0 0

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

0 -1]1 0 o0 1 0 00 0 -1 Ly —-Ls
-1 0|0 1 0|—|1 0 1|1 0 o Ly~ 1L
-1 0 00 0 1 1 -1 0o 1 o Ly —Ly

1 0 oo 0 -1 Ly—Ls—L; 1 00[0 0
—lo 0o -1|1 0 1 —|o0o 1 00 -1
0 -1 0|0 1 1 Ly —L3—L 0 0 1

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est

inversible.

Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en AL
0o 0 -1

doncA'=[ o -1 -1

-1 0 -1

A retenir : dans une opération élémentaire, il ne faut pas perdre I'informa-
tion d’'une ligne. Autrement écrit, il faut toujours pouvoir revenir en arriere!!
Exercice

1 2 3
Calculer linversede A=| -1 -1 -2
2 2 5

Correction
On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

1 2 3|10 0 1 2 3|1 00
-1 -1 20 1 0 |—[o 1 1]1 10 { ohith
2 2 5]0 0 1 0 -2 -1|-2 0 1 ST
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1 2 3|1 0 0 1 0 0|-1 -4 -1
—]o 1 1|1 1 0 {Iz—L3+2, —| 0 1 0| 1 -1 -1 {i‘“i‘:?z’“
00 1]0 2 1 00 1|0 2 1 22T

Par suite d'opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en A7l donc A7 =

-1 -4 -1
1 -1 -1 |
0 2 1

L Remarque - Et si A n’est pas inversible?

Si An'est pas inversible, alors I'algorithme conduit & une matrice échelonné (triangu-
laire supérieure) dont la diagonale posséde (au moins) un zéro. Il est alors totalement
impossible d’obtenir I;,.

Nous verrons plus loin que I'algorithme donne alors une nouvelle information a pro-

pos de la matrice A : son rang!
Exercice
Déterminer les inverses de

2 1 -2 1 -1 0 10 9 1 i —21 i 711
A=lo0 3 1|B=|1 2 1|,C=|9 10 5|,D=|, = .

-2 -3 5 11 0 1 5 9 1 5 1
Correction

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

2 1 2|1 0 0 2 1 2|1 0 0
0 3 1/0 1 0|—|0 3 1|0 1 0 { Ly—L3+L;
-2 -3 5[0 0 1 0 -2 3|1 0 1
13 1)1 0 o0
2 2 —1
H( 003 1|0 1 0] {fl LZLizL
11 2 3 — L3+t 3L2
00 H |1 %5 1 3
1 1
13 1]t 0 o0 1
_( o1 1o boo ) {2k
p P Ly — -3 L
3 3 3 3
00 1|4 f{ 1 B
13 1] 4 o0 o
=1 3 =1 1
—]l0 1 o0 YT { Lo—L2-%I3
o0 1 |- &
9 1 7
(1> [1) g 1% 3 Li—Li— 3L +L;
- B { Li=Li-zla+L3
00 1]-% & #

Par suite d'opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en A’l, donc A7l =

18 1 7
-2 6 -2 |

65 -76 35
c*‘:( -76 89 —41]&(D":% 371 =2

35 -41 19 LS
6. Bilan
Synthese

~~ Les problemes a double entrées se codent dans des tableaux. Ces pro-
bléemes s’articulent lorsqu’ils ont une entrée commune; cela se code
par la multiplication des tableaux. Nous avons ainsi défini des opéra-
tions sur les tableaux (a taille fixée), donnant une structure d’anneau
et d’espace vectoriel a cet ensemble (lorsque les dimensions corres-
pondent bien). Attention c’est un anneau non commutatif, avec des
diviseurs de zéros. ..

~+ Un espace est particuliérement intéressant, celui des matrices de taille
carrée, car dans cette situation, elles codifient les transformations d'un
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espace sur lui-méme. Cas tres fréquent. Retour sur les problemes
Pour ces matrices, on peut étre amené a étudier leurs puissances A"
(cf. Sciences physiques). Mais ici on se concentre surtout sur I'étude
de l'inversibilité de A et le calcul de A~! si possible.

42. Addition naturelle des éléments de mémes caractéristiques (donc si-
tués dans une méme case)

43. Linterprétation en terme de graphes qui figure dans la marge donne

~» On met en place un algorithme pour répondre a ces questions. C’est des éléments de réponse a ce probleme.
un algorithme sur les matrices, mais qui se code aussi par du calcul [Al;; est le coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve i par
matriciel. Ainsi on voit les matrices (ou plutdt des ensembles de ma- rapport a la note j.
trices) agir sur les matrices (ou plutdt d’autres ensembles de matrices). [B]j,« estle poids de la partie k dans la note j.
Cela nous donne I'idée de considérer des actions de groupes GL,(K) Alors [AB];  estle coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve
(groupe des matrices carrées de taille n, inversibles) sur tout plein i par rapport aux parties k.

d’ensembles.
En exploitant cette idée, on dégage la notion de rang d’'une matrice; il
est invariant par produit par matrices inversibles a droite et a gauche

44. Lamatrice de la question n'admet aucune racine. On démontre qu'on
devrait la chercher parmi les matrices triangulaires avec des zéros sur

o B . o 0 a B
et on trouve une forme normalisée adaptée (pour la relation d’équiva- la diagonale: a=| 0 0
lence qui conserve le rang). Cette méthode est exploitée similairement & : 0 0 g
dans plein d’autres parties des mathématiques (matrices congruentes, 0
matrices semblables...) 2 ay X .
Onaalorsa®=| 0 0 0 [.Iln'yapasderacine.
00 O
En revanche, le méme calcul montre que pour tout @ € R* et f € R,
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre 0 a B 00 1
_ 1 i - i
__ Savoir-faire - Notations a=| 0 0 4 | estuneracine dea 0 0 0 [,quiadmetdonc

0 0 0 0 00

— Savoir-faire - Notation et multiplication matricielle . L .
une double infinité de racines...

— Savoir-faire - Présentation des calculs

— Savoir-faire - Exploiter un polyndme annulateur pour trouver M~ 45. Lanneau des matrices n’est pas commutatif, les éléments ne sont pas
— Savoir-faire - Exploiter un polyndme annulateur pour trouver M" tous inversibles ni régulier. Il y a des diviseurs de 0.
— Savoir-faire - Montrer qu’une matrice est triangulaire supérieure Les seules matrices qui commutent avec toutes les matrices sont les
— Savoir-faire - Retenir les opérations matricielles codant les transfor- AMy. o
mations élémentaires. (AE;j = Y [AlkiEkj et EjjA= Y [AljcEir = [Al;j = 0sii# jet
— Savoir-faire - Inversibilité et inverse d’'une matrice par algorithme de (Al = (Al ]_SC K
Gauss i} ’

Essentiellement (a peu de choses prés...) si B commute avec A, alors
il existe P € K[X] tel que B = P(A)...

46. Ouisi An'est pas inversibles, alors Ker (A) # @. Il existe une colonne X

Notations tel que AX =0.
. Dt Promricie 7 Si B = (X|X]---|X) alors AB=0.
roprietes emard Py . . R LT Z .
10O Ensemble (espace) des matrices avec 1 P On nmz Pour étudier l'inversibilité de A, on peut étudier son noyau. On peut
n, S S S S . . 4

lignes et p colonnes 2 coefficients dans K aussi exploiter la méthode de Gauss-Jordan.

D . s matri 6 T_ sp. AT = — .
Fn(K), resp. hljnsemblg (espace) des matrices symé Al = A resp. AT =-A 47. Voir cours.
A (K) trique (nécessairement carrées), resp. anti-

symétrique
GLp(K) Groupe (linéaire) des matrices carrées

d’ordre n inversible
i[AJj ou lA]i,j ou Coefficient en ligne i et colonne j de la  C’est une application linéaire i[AB]j
Coeff; j(A) matrice A
“Aou AT Transposée de la matrice A i[AT]]‘ =114y Applica
An, Al Puissance n¢ de A (par récurrence). Inverse

de A (si inversible)

n

Tr(A) Trace de A (somme des coeff. sur la diago- ~ Tr(4) = ) ‘[A]; Tr(AB) :

nale) i=1
(Ei, i)ij Base canonique de .#p, ), (i) h[E,vyj]k = 5“15]-',(
P;, In + Ej j +  Matrice de transposition Inversion des lignes (resp. colonnes) i et
Eji-Eii-Ej;j J si multiplication par la gauche (resp. la

droite)
T;,j(A)=1In+AE;;  Matrice de transvection Lj — L;+ALjagauche (resp.Cj — C;+AC;  T;;(A)”
- adroite)
Dj(a) = In + (@ — Matrice de dilatation L; — al; A gauche (resp. C; — aC; -2 Dj(a)”
DE;; droite)
Jr(n, p) = Matrice Jr 1g (A)=r < 3IPQeGLy(K) x GLp(K) tel
Ir Or,p-r que A=PxJrxQ

On-r,r  On-rpr
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Chapitre

10

Structure logique

@Résumé -

En mathématiques, on s'intéresse a des objets sur lesquelles on formule des as-
sertions. Si, partant des axiomes ou des définitions on peut, en respectant des
regles logiques, démontrer qu'une assertion est vraie, elle prend alors le nom de
théoréme (avec un certain nombre de variantes sur ce nom : proposition (résultat
considéré comme un peu moins important qu'un théoreme), lemme (résultat qui
est avant tout une étape intermédiaire pour arriver au résultat final), corollaire
(conséquence plus ou moins immédiate d'un résultat précédemment démontré).
Le but de l'activité mathématique est de prouver de nouveaux résultats. Pour évi-
ter les erreurs, il faut : du bon sens (i.e. de la logique), de la méthode, de la rigueur.
Quelques vidéos de youtubers :
— Canal unisciel - Logique et raisonnement -
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1. Cours mathématiques

1.1. Lénigme mathématique

Pas de réponse, que des questions. Extrait de « 'efficacité des mathématiques
est-elle déraisonnable » de D. Lambert.

? Probléme 47 - Déraisonnable efficacité des mathématiques
Le développement des sciences physiques contemporaines a clairement
manifesté lefficacité surprenante des mathématiques. Dans un article
souvent cité, E. R Wigner parle a ce propos d’'une « efficacité déraisonnable
», d’'une sorte de « miracle » qui est comme un « don magnifique que nous
ne comprenons ni ne méritons ». Einstein lui-méme manifeste son éton-
nement a cet égard ? : « Comment est-il possible que la mathématique, qui
est un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience,
puisse sadapter d’'une si admirable maniere aux objets de la réalité? La
raison humaine serait-elle capable, sans avoir recours a l'expérience, de
découvrir par la pensée seule les propriétés des objets réels » 2 Aujourd’hui
cet étonnement est encore renforcé par les confirmations expérimentales
tres précises apportées a la mécanique quantique, a l'électrodynamique
quantique, a la théorie unifiée des interactions électro-faibles (qui a per-
mis la découverte effective des bosons vectoriels intermédiaires) ou encore
a la théorie cosmologique standard (grdce aux mesures effectuées par le sa-
tellite COBE par exemple). De plus, cette efficacité se manifeste également,
quoique de maniere plus discrete, dans d'autres domaines des sciences. En
biologie, par exemple, les mathématiques apportent des résultats surpre-
nants au niveau de la compréhension des dynamiques de populations en
écologie. ...

? Probléme 48 - Un simple langage ? Ou plus
Les mathématiques sont-elles un langage? Est-ce un jeu? Un apergu sur
la/une vérité? Autre chose...

? Probléme 49 - Inspiration...
Les deux sources d’inspiration pour les mathématiques jusqu’au XXeme
siecle sont la physique dans sa globalité (mécanique, électricité, chi-
mie...) et 'arithmétique (le calcul avec des nombres entiers). La géomé-
trie a été aussi d'une certaine fagon une source d’inspiration.
11 est donc nécessaire en filiere mathématique d’étudier la physique et
l'arithmétique. ..
La biologie et I'informatique (quoi que pour cette derniére, il est parfois
compliqué de déméler informatique et mathématiques) sont de nou-
velles sources d’inspiration...

1.2. Structure de cours

¥ Analyse - Formalisation
Le cours se construit d'une fagon systématique. La chronologie est importante.
1. Quelques axiomes : des résultats de base admis, sans démonstration, sur un
bon sens commun.
2. A partir de ces axiomes, on développe des idées, des mots, des images men-
tales et des heuristiques.
Ces images permettent de bien comprendre mais pas ne permettent pas les
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démonstrations.

Une heuristique, c’est I'art de trouver, de découvrir. En pédagogie : I'adjectif
heuristique signifie : « Qui consiste a faire découvrir par I'éleve ce qu'on veut
lui enseigner ».

w

. Il faut formaliser les idées pour pouvoir agir dessus : on donne donc des dé-
finitions précises avec un langage trés précis, mais finalement assez restreint.
Une définition, c’est une légalisation d’une idée.

-~

. La manipulation des définitions pour créer des théoremes ou propositions
(moins importantes qu'un théoréme, ou étape intermédiaire), des corollaires
(résultats immeédiats), des lemmes (propositions pour des démonstrations).

5. Les démonstrations sont les étapes intermédiaires entre définitions et propo-

sitions ou entre propositions et théoremes. C’est I'essentiel de notre cours!

6. Pour bien comprendre et apprendre a manipuler les mathématiques, nous au-
rons beaucoup d’exercices d’applications, de moments d’analyse, des devoirs
(maisons ou surveillés) et des colles évidemment!

Exercice

Pour ces six étapes, donner un pourcentage du temps passé en cours de mathématiques
pendant le lycée ?

Reprendre I'exercice en fin d'année pour évaluer le cours de CPGE.

Correction

2. Quantificateurs et notations ensemblistes

2.1. Appartenance, éléments

Définition - Ensemble

Un ensemble est une “collection” d’objets appelés éléments. On introduit
une relation particuliére entre un élément x et un ensemble E, la relation
d’'appartenance:

x € E, ce qui se lit “x appartient a E” ou “x est un élément de E.

La négation de la relation d’appartenance s’écrit x ¢ E, ce qui signifie que
x € E est faux.

Proposition - Propriété essentielle
Un ensemble est défini dés que pour tout objet x, on peut dire si x est, ou
n’est pas, un élément de cet ensemble.

Définition - Formalisation
On formalise les idées et objets pour signifier un certain type d’apparte-
nance par :

Vx , quise lit «quel que soit x» ou pour « pour tout x »,

Ix  selit «il existe x »,

Alx  selit «il existe un unique x »,

[ Attention - Pas d’abus
On n’abuse pas de ce formalisme dans un texte en frangais.
Seul un « x € E » peut étre toléré.

@Pout aller plus loin - Propriété essentielle,
sinon, c’est la faillite. ..

Trés vite dans la théorie des ensembles sont
apparus quelques paradoxes, ce qui a de-
mandé de faire une théorie plus fine. Ici, on
reste au stade naif, car cela demanderait beau-
coup de temps et il serait assez peu productif
de prendre ce temps.

La contradiction est de cette forme (en notant
catalogue ou lieu d’ensemble) : « Peut-on faire
un catalogue des catalogues qui ne se citent
pas?»
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7 Exemple - Applications

Par exemple,

Vx€E selit» quel que soit x appartenant a E », « quel que soit 'élément x de E» ,
ou encore « pour tout élément x de I'ensemble E »...

De plus si P(x) désigne une propriété dépendant de x,

Vx€E,P(x) selit«pourtout x de E, la propriété P de x...»

etdxe E|P(x) (ou3dxe E;P(x) )selit«il existe x dans E tel que la propriété P de

X...»
¥ Exemple - Ensembles classi

P q

Les plus connus : N (dont les éléments sont appelés “entiers naturels”), Z (“entiers
relatifs”), @ (“nombres rationnels”), R (“nombres réels”), C (“nombres complexes”),
mais également 'ensemble des éléves de la classe, 'ensemble des professeurs de la
classe, 'ensemble des aliments contenus dans le frigo de la cuisine de vos parents...

Exercice
Que pensez-vous de I'affirmation suivante ?
On adonc
VxeR x®#-1mais3xeC|x?= -1
Correction

Remarquez la négationdu 3....

e Remarque - Convention de notation

La lettre x peut étre remplacée par n'importe quel autre symbole, bien que quelques
conventions tacites existent en mathématiques (parfois différentes de la phy-
sique) : n,m,p,i,j,k,¢,... pour des entiers, x,¥,z,5,t,0,€,... pour des réels, z pour
un complexe...

Proposition - Regle de la théorie des ensembles
Quelques régles régissent les ensembles (dont certaines sont des axiomes
de la théorie des ensembles) :
— régle n°l : Deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux.
— régle n°2 : Il existe un ensemble qui n’admet aucun élément, soit

JE|Vx,x¢ E

D’apres la regle n°1, cet ensemble est unique, on I'appelle ensemble vide et
on le note @.

2.2. Différentes maniéres d’écrire un ensemble

Descriptions : en extension, en compréhension, par image

Définition - Singleton, paire

Soit a un objet mathématique. Lensemble dont a est 'unique élément
s’appelle un singleton, on le note {a}.

Soient a et b deux objets distincts. Lensemble dont ce sont les deux seuls
éléments s’appelle la paire formée de a et b. On le note {a, b}

D’aprés la régle n°1, {a, b} = {b, a}, qu'il ne faut pas confondre avec le couple
(a,b).
Sia=b,{a,b}={a}.
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Définition - Définition en extension
On dit que I'on définit un ensemble en extension lorsque I'on énumere ses
éléments :

{ar,az,...,an}

Cette notation sous-entend que I'on sait interpréter les ... intermédiaires.

" Exemple - Ensemble défini en ex

{1,2,..., n} représente I'ensemble des entiers compris entre 1 et n, on le note parfois
aussi [1,n].

{0,2,...,2n} est'ensemble des entiers de la forme 2k o1 k varie de 0 a n.

Par abus courant, la méme notation s’emploie pour énumérer des ensembles infinis,
comme

...Jou2N=1{0,2,4,...}.

, 10,1,-1,2,-2,..} =

Correction
{1,2,3,..}=N, {0,1,-1,2,-2,...}=Z

Définition - Définition en compréhension

On peut définir un ensemble en compréhension, c’est a dire par I'intermé-
diaire d’'une propriété qui le caractérise : soit E un ensemble et P(x) une
propriété dépendant d'un objet x de E, alors

@Pour aller plus loin - Définition par image
On peut définir un ensemble par image, c’est
adire par I'intermédiaire d'une application qui
le caractérise : soit E un ensemble et f : E— F
etenfin AcE.

{xe E| P(x0)} Alors

fA)={f(x),xe A}
est] en.semb'le” des x éléments de E tels que P(x) (sous-entendu “tels que est le sous-ensemble de F dont les éléments
P(x) soit vraie”).

sont des images d’éléments de A par f.

Exercice

(xeRIX>+1=0}=
(xeNlx+1=0}=
(xeClx®+1=0}=
{xeZlx+1=0}=
{@®+2lac 1,50} =

Correction
(XeRIX?+1=0}=9
{xeNlx+1=
{xeClx®+1
{xe€Z|x+1=0}={-1}
(u2+2laE [1,5]} = {3,6,11,18,27}

Le dernier ensemble de cet exercice est un exemple d’ensemble défini
comme image.

Intervalle de R

Définition - Intervalles de R
Pour a,b € R, a < b, on définit les intervalles de R, ce sont les ensembles

suivants :
[a,b]={xeRla<x<b} labl={xeRla<x<b} [a,bl,]a,bl...
]-o0,al={xeR|x<a} ]-ooal={xeR|x<a} [b,+ool,]b,+0l...

Les intervalles du type [a, b],] — o0, al, [b, +oo[ sont des intervalles fermés
Les intervalles du type |a, b[,] — oo, al, b, +oo[ sont des intervalles ouverts
Les intervalles du type [a,b[ ou ]a,b) sont dits semi-ouverts (ou semi-
fermés)

[a, b] s’appelle un segment.
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@Pour aller plus loin - Motivations

Il'y a d’autres motivations.

Nous verrons plus loin I'articulation forte entre
ces deux quantificateurs, en particulier pour la
négation.

Nous verrons encore plus larticulation trés
forte entre ces connecteurs et les opérations
ensemblistes Nje1 A;j etUjer A;

7 E ple - Autres pl
2 =10,0(
R-=]-00,0], RX=]-00,0[, R4 =[0,+o0l, R} =]0,+oo[ (on trouve aussiles nota-

tions R, R**..)

/Savoir faire - Montrer que ] est un intervalle de R
11 suffit de montrer que pour tout a,be I, [a,b] :={teR|a<t<bic .
C’est-a-dire :
«Soient a, b € I (quelconques puis fixés).
Soitte€la,b] G.e.a<t<b)alors......... etdonctel.»

Exercice
Montrer que J = {x € R | 1 < x+ e* <10} est un intervalle.

Correction
Soient a,b € J. Soit t € [a, b].
Notons ¢ : x — x + e¥, croissante comme addition de deux fonctions croissantes.
Aorsast<b=1<g@@<t+e <p(b) <10
—— ——

ae] be]
2.3. Utilisation de quantificateurs

*Heuristique - Quantificateurs nécessaires
En mathématiques classiques, deux quantificateurs sont essentiels :
— V,lu«pourtout» ou«quel que soit», pour désigner qu'une propriété a un certain
degré d’universalité :
V x,2(x). La propriété 2 est donc toujours vraie, puisque vraie pour tout
point.
V x € E,x € F. Tous les éléments de E sont dans F. Dans sa totalité : Ec F.
— 3 lu«ilexiste » estlanégation du précédent.

e Remarque - Existence ET unicité

1l arrive qu’on ait besoin d’ajouter I'unicité a I'existence (cas des antécédents pour
une fonction bijective...).

On écrit alors : 3 !x, pour dire «il existe un unique x qui...»

¥ Analyse - Non itativité des ]

Les deux assertions suivantes ne sont pas identiques :

Vx3y... JyVx...

Lune est plus forte que I'autre : la seconde. Pour la seconde assertion, il s’agit du
méme y pour tous les x. Dans la premiére assertion, chaque y dépend de chaque x.

Exemple - Suite majorée, ou rien
V neN,3 M eRtel que uy, < M est toujours vraie. Comme M peut dépendre de 1, on
peut prendre My, = xp +1
IMeRtel que V neN, u, < M signifie qu'une suite est majorée. Ce n’est pas toujours
vraie (ex: (up) = (n)).
Exercice
On considére la suite de FIBONACCI : Fp4p =Fpy1+Fpet Fp=Fy =1.
Que pensez-vous des deux assertions suivantes :

m\1 _A\n
— VneN,34,BeRels que Fy = A(155)" 1 B(155)
n n
— 3ABeRtelsque ¥ neN, Fy = A(155)" + B(155)
Correction
F,
Le premiére est sans intérét cela est toujours vrai. Il suffit de prendre B, =0 et A, = T })n
+V5
2

La seconde est tout a fait intéressante, voire incroyable !

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

2. Quantificateurs et notations ensemblistes

201

/Savoir faire - Noter les dépendances

Sil'on écrit V a, 3 b..., le nombre b en second dépend grandement de a.
On devrait noter b(a) ou b,.

En revanche, si on écrit 3 b tel que V a..., le nombre a ne dépend pas
(plus particulierement que les autres) de b. La notation a; ou a(b) n'au-
rait pas d'intérét. Rappelons que cette formulation est la plus forte.

De nombreux problemes rencontrés en mathématiques en MPSI par les
éléeves reposent sur la non compréhension de cette (in)dépendance.

Une autre stratégie est de faire comme en Python, des indentations
dans la démonstration.

A chaque parametre introduit, on fait apparaitre un petit retrait dans
I’écriture de la démonstration qui permet de voir comme ces parametres
dépendent mutuellement les uns des autres. ..

2.4. Parties d'un ensemble

Définition - Partie d’'un ble (sous
On dit qu'un ensemble F est inclus dans un ensemble E, ce que I'on note
F c E, sitous les éléments de F sont éléments de E.

On dit aussi que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

/Savoir faire - Montrer que F c E
Pour montrer que F c E, on démontre :
FcEe (Vx,xe F=>x€E).

Proposition - Relation d’ordre
Quelques propriétés :
— @ c E pour tout ensemble E
— E c E (I'inclusion est une relation réflexive)
— Siona Ec FetF c G alors on a aussi E ¢ G ('inclusion est une
relation transitive)
— SionaEc FetF c E alors E = F (I'inclusion est une relation
antisymétrique)

/~Savoir faire - Prouver I'égalité de deux er
| Laderniére propriété sert souvent a prouver I'égalité de deux ensembles.

Exercice
A quelle condition a-t-on : {a} c E? {a,b} c E? {a} c {b}?

Correction
{a}cEssiacE {a,b}cEssia,beE {a} < {b} ssi a = b ssi{a} = {b}
Définition - Ensemble des partes de E

2(E) est'ensemble des parties de E : X € 22(E) signifie donca X c E.

v Exemple - Singleton...
2((a) = {9, (a}}

2 ({a,b}) = {@,{a}, b}, {a, b}}
2(9) = (o}

P(2(9) ={2,{p}}
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2.5. Produit cartésien

Définition - Produit cartésien de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et
on note E x F, 'ensemble dont les éléments sont les couples formés d'un
élément de E et d'un élément de F (dans cet ordre) :

ExF={x|3a€ E,3be F; x=(a,b)} ={(a,b)lac Eetbe F}.

L ] Remarque - Role de la ponctuation
Le “;” dans la définition en compréhension peut étre remplacé par “:”, “tels que”.
Plus généralement,

Définition - Produit cartésien de n ensembles

Soit n € N, si Ejy, ..., E, sont n ensembles, on définit le produit cartésien
E) x---x E, comme |'ensemble des n-uplets (aj, ..., a,) formés d’éléments
a €Ey,...,a, € E,.

Si les E; désignent un méme ensemble E, on note E; x --- x E, = E"
(R?,R3...)

@ Remarque - Associativité du produit cartésien
Apriori E x (F x G) # (E x F) x G, mais on les identifie fréquemment a E x F x G.

2.6. Opérations sur les ensembles

Définition - Réunion, intersection, différence d’ensembles
Pour E et F deux ensembles on définit :
— la réunion (ou union) de Eet F: EUF = {x|x € Eou x € F} (le “ou”
est inclusif : on peut avoir les deux simultanément)
— l'intersectionde Eet F: ENF={x|xe Eetx€ F}
— la différence de Eetde F: E\F={x|x€ Eetx ¢ F}

e Remarque - Interprétation avec une table de vérité
En d’autres termes on a:

x€E | xeF || xeEUF | x€e ENnF | x€ E\F
\% \% \% \% F
\% F \% F \%
F \% \% F F
F F F F F
Définition - Compl ire d'un ble (dans un ensemble plus

gros)

Lorsque F c E, 'ensemble E \ F est appelé complémentaire de F dans E et
noté CpF.

On ne peut parler de complémentaire de I'ensemble F que relativement a
un ensemble “contenant” ce dernier. Toutefois, en I'absence d’ambiguité
sur E, on peut noter CF ou F€ ou F (cette derniére notation ayant cepen-
dant différents sens suivant le domaine des mathématiques...)

M Attention - Le verbe contenir
Attention également a I’ambiguité du verbe “contenir”, parfois utilisé
pour dire que x est élément de E, parfois pour dire que F est une partie
de E.
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Exercice

Soit A={xeN|x/2eN etx=10}. Que représente A? Ecrire cet ensemble différemment.
Ecrire en extension Copny A puis déterminer Gy A.

Déterminer les sous-ensembles X de N tels que AU X =N.

Correction

A est I'ensemble des nombres paires plus grand que 10. Cop A = {0,2,4,6,8}.

CnyA=1{0,2,4,6,8} U {2k + 1,k € N}. On doit prendre des ensembles qui contiennent au moins Cry A
Exercice

Soit E un ensemble. Que peut-on dire de deux parties A et B de E vérifiant AnNB=AUB?

Correction

A= B. En effet, nécessairement: AUBc AnB...

Exercice

On définit la différence symétrique de deux ensembles E et F par

EAF = (E\F)U(F\E).
Ecrire EAF al'aidede EUF et ENF.

Correction
EAF=(EUF)\(EnF)

@Paur aller plus loin - Probabilité

Nous reprenons ces notions lors du cours de
probabilité. Il y aura quelques modifications

de vocabulaire

Proposition - Quelques régles de calcul
E, F et G désignent trois ensembles quelconques.

EUu(FuG) =(EURUG

En(FNnG)=(ENnF)nG

Pour A et B deux parties de E :

ANE=A
AUE=E
CeCeAH=A

Ce(AUB) = (CrA) N (CeB)
Cz(AnB) = (CrA) U CEB)

Les deux derniéres formules sont connues sous le nom de lois de Morgan.

EUF=FUE (commutativité de la réunion)
(associativité de la réunion)
PUE=EU®=E (I'ensemble vide est neutre pour la réunion)
ENnF=FNnE (commutativité de I'intersection)
(associativité de l'intersection)
ONE=Eng=9 (I'ensemble vide est absorbant pour I'intersection)
EN(FUG)=(ENF)U(ENG) (distributivité de I'intersection par rapport a la réunion)
EU(FNG)=(EUF)N(EuG) (distributivité de la réunion par rapport a l'intersection)

Pour la démonstration, on lie ces résultats aux affirmations correspondantes.
On peut aussi faire une table exhaustive de vérité

Démonstration
xel(AnB) < x¢ AnB < Non(x€ AnB)

<= Non(x€ Aet x€ B) < Non(x € A) ouNonx € B
= x¢Aoux¢ B xel(A)ouxel(B) = xel(AUlB) O

3. Vocabulaire sur les assertions

3.1. Définitions
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Définition - Assertion (proposition) et prédicat

Dans ce paragraphe une proposition, ou assertion est un énoncé qui peut
prendre deux valeurs logiques : V (vrai) ou F (faux).

Si cette assertion dépend d’une variable x on parle alors de prédicat.

7 Exemple - Propositions

«tout entier est pair» est une assertion de valeur logique F;

«tout réel est un complexe » est une assertion de valeur logique V;

«4 estpair» estune assertion de valeur logique V;

«x est un multiple de 4’ » est un prédicat dont la valeur logique dépend de la valeur
de x.

Comme on peut le voir dans les parties suivantes, a partir de deux assertions
A et B, on en définit d’autres dont la valeur logique est donnée par une table
de vérité.

Exercice

@Paur aller plus loin - Logique floue (1)
Formalisée en 1965, la logique floue élargie ce
point de vue : on associe un nombre entre
0 et 1 pour mesurer la véracité de chaque
proposition. Une proposition de valeur 0 est
fausse. Une proposition de valeur % est a moi-
tié fausse. L'arithmétique qui en découle est
comparable a celle des probabilités d’événe-
ments.

Cela s’appuie sur les ensembles floues avec des
degré d’appartenance entre le € et le ¢.

On I'utilise en automatique ou en médecine. ..

Que pensez-vous de 2y dans I'énoncé formel suivant ?

Notons, V neN, 2y, :«3 ke Etelque ay = k»

Correction
Il s’agit d'une famille (suite) de prédicats, il y a donc 2y, ... P1224....
Peut-étre que certains sont vraies et d'autres sont faux. ..

3.2. Négation

Définition - Négation d’une assertion
Considérons une assertion A.

On appelle négation de A I'assertion qui dit le contraire de A, c’est a dire
qui est vraie exactement lorsque A est fausse, on la note “nonA” (ou 7 A en
logique).

Latable de vérité de nonA :

A | nonA
\% F
F \

Exercice
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours & Toulouse » est :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est :

Soit I un intervalle de R.
La négationde «0€ I » est
Lanégationde « Vxe I, x>0» est
La négationde «3xe I|x=0» est

Correction
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours a Toulouse » est « il n'a pas plu (au moins) un
jour de I'hiver dernier & Toulouse » :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est « il y a (eu) des hivers sans
neige en Aveyron ».
Soit I un intervalle de R.

Lanégationde «0€» est:«0¢1»

Lanégationde « Vxe[,x>0» est«Ixel, x<0»

Lanégationde « 3xeI|x=0» est«V xel,x<0»

D’une maniére plus générale il faut savoir nier une proposition écrite avec
des quantificateurs :

Exercice

P désignant une propriété dépendant de x ou de x, y suivant les cas, écrire la négation des
assertions suivantes :
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1. Vx€E, P(x);
2. 3x€E|P(x);
3. Vx€E,Ay€E|P(x,));
4. Ax€E|Vy€E, P(x,));

5 JAreR,IseR|VxeR,x<rets<r.

Correction

1. 3x€E, Px);
2. VxeE|P(x);
3. 3x€E, VY yeE|nP(x,y);
4. YXx€E|3yeE,~P(x,y);
5 VreR VseR3xeRx>rous>r.
Lexercice suivant permet de revoir également la table de vérité d'une
conjonction («et») ou disjonction (« ou») d’assertions.
Exercice
Compléter le tableau suivant :

A | B AetB | AouB | non(AetB) | non(AouB) | non A | non B
V|V \% \Y
V | F F \Y
F Vv F \
F|F F F

On a laissé une colonne pour des « tests ». Quelle relation remarquez-vous ?

Correction
A B AetB AouB non (A et B) non (A ou B) non A non B non A etnon B non Aounon B
v v v v F F F F F F
v F F v N F F N F v
F v F v Vv F v F F v
F F F F \2 \ \ \ \ \

On démontre les lois de Morgan :
— non(A et B)< (non A) ou (non B)
— non(A ou B)¢ (non A) et (non B)

3.3. Implications et équivalence d’assertions

Définition - Implication d’assertions

Considérons deux assertions A et B.

Si, lorsque 'assertion A est vraie, alors, nécessairement, I’assertion B I'est
également, on dit que A implique B et1'on écrit A= B

(ce qui se lit donc “A implique B” ou “si A alors B”).

Plus précisément, la table de vérité de A = B est donnée par :

A| B | A=>B
V|V \Y%
V| F F
F |V v
F | F \%

[ ] Remarque - Et si A est fausse

On remarquera qu’en logique, dés que A est fausse, A = B est évaluée vraie, en bref,
vous pouvez construire sans probléme une démonstration juste avec une hypothese
fausse, mais finalement c’est sans intérét parce que vous n'avez aucun résultat a
énoncer a la fin...c’est la raison pour laquelle usuellement “prouver A = B” sous
entend “prouver A vraie = B vraie ".

Etdonc si E = @, tout énoncé “Vx € E, P(x)” (ou “x € E = P(x)”) ala valeur logique V

Exercice

@Pour aller plus loin - Logique floue (2)

A la place de V et F, on peut respectivement
écrire1 et 0.

Dans ce cas si p; est une proposition et v(p;)
sa valeur (v(p;) =0, si p; est fausse...).

On a donc vipy N p2) = vip1) x vpa),
v(non(p1)) = 1-vip1) et v(ipr U pz) =

' 3 3
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Quelle est I'assertion qui a méme table de vérité que « non(A= B)'» ?

Correction
Il s’agit de « A et non(B) » (il suffit de faire une table de vérité)

Avec deux implications, on a exactement une équivalence :

Définition - Equivalence d’assertions

Considérons deux assertions A et B.

On dit que A et B sont équivalentes si elles signifient la méme chose,
mais dite differemment, c’est a dire si, simultanément, A implique B et B
implique A;

on note alors A © B.

Plus précisément, la table de vérité de A < B est donnée par :

[ATB| AeB
VIV Y
V|F F
F|V F
F | F \

7 Exemple - Deux assertions équivalentes

On a par exemple pour x réel: (x>0) & (-x<0).

Exercice

Comparer la table d’équivalence de A < B avec celle de [(A = B) et (B = A)]

Correction

[ATB][AeB || A>B | B>A | [A=BetB= 4]
V|V v Vv v v
V|F F F v F
FlV F Vv F F
F|F v v v v

M Attention - A démontrer?
Certaines équivalences correspondent en fait a la définition d’'un objet
mathématique, d’autres en revanche nécessitent une démonstration.

M Attention - Ne pas abuser de A < B
Les étudiants écrivent TROP souvent A <= B, en faisant un calcul dans
leur téte (ou une démonstration) qui permet de passer de A a B, SANS
vérifier sil’on passe aussi de B a A.
11 est important de ne pas faire cette erreur, surtout si I'on demande
qu'une implication. ... Il ne faut pas en faire trop, si c’est faux!

4. Principales méthodes de démonstration

4.1. Démonstration d’'une implication

Démonstration directe

Considérons deux assertions A et B. On veut démontrer que A= B.
/“Savoir faire - A= B. Raisonnement direct

On suppose A vraie, par une succession d’implications connues (calculs,
résultats de théorémes...), on prouve qu’alors B est vraie.
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M Attention - Abus
1l existe un abus courant de la notation = chez les étudiants (mais aussi
les professeurs).
Comme réflexe de protection face a ces abus, il est conseillé de lire A = B
a voix haute en disant «si A est vraie alors B est vraie » plutot que « A
implique B ». Cela permet d'insister sur la prémisse.

Exercice

1 1
Montrer que si (x, y) est élément de ]0,2[x] —2,0[ alors < ; >1

Correction

x€]0,2[=

Exercice
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |x+ %\ - % Montrer que

xz-1=f(x)=0

Correction

Six>-lalorsx+3>%>0donc f(x) =|x+3|-=x+3f(0-3>0

On peut-étre amené a faire une disjonction de cas :

Exercice

Compléter I'énoncé suivant pour que la démonstration nécessite I'étude de deux cas
séparés.

Soit f la fonction définie par ...

Montrer que x = —1 = f(x) = 0.

Correction
On peut par exemple prendre f(x) = |x+ %H\xf]\f%.
Dans ce cas,
— sixe(-1,1], x-1<0etx+3 >0,donc f(x) = (x+3)+(1-x) -} =220
— six=1,x-1>0etx+3 >0,donc f(x) = (x+3)+(x~ 1)~} =2x>0,carx>0

Le chemin de la démonstration

<*Heuristique - Démontrer que...
Lorsqu’on cherche a démontrer un résultat, il y a fondamentalement deux attentes :

1. Trouver la (une) démonstration,
satisfaisante i.e. qui donne la certitude du fait

2. Ecrire la démonstration,
de sorte que toute personne qui lise la démonstration soit également persuadé du
fait
Avec le temps du passage de 1 a 2, il faut donc trois temps dans la recherche d'une
démonstration.

M Attention - Premier pi¢ge
Le temps 1 est le temps de I'analyse.
Le temps 2 est le temps de la synthese.
Ce sont deux choses trés différentes. Lorsque vous lisez une démonstra-
tion d’'un théoréme faite par un professeur, un corrigé dans un livre...
vous ne voyez que le second temps, celui de la synthese. Apres la lecture,
vous pouvez vous dire : « et oui, je vois que c’est vrai », mais vous n'avez
pas appris comment on trouve la démonstration!!!
La seule solution est de chercher, chercher, chercher... et de ne pas se
précipiter sur la (une) solution.
De méme, si pour vous écrire une démonstration de cours lors d'une
colle est uniquement un exercice de mémoire, alors c’est que vous n'avez
pas compris le premier point, ni le point 1 — 2 de la démonstration du
fait considéré. Pouvez-vous donner un exemple d’une telle situation ren-
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contrée?

O Analyse - La métaphore du petit poucet
Faire une démonstration, c’est partir d’'un point A (les hypotheses) pour arriver a un
point B (la conclusion).
11 s’agit donc de trouver un chemin, sans se perdre en route. ..
— On peut avancer discrétement, les yeux fermés
ou bien laisser des traces afin de pouvoir revenir (classique trace du
petit poucet)
— On peut tourner autour du point de départ (on parle de mouvement brownien)
ou bien fixer son cap et se diriger en direction du point B (méme s'il
peuty avoir quelques obstacles en chemin)
(mettre un phare, prendre une boussole qui indique une direction)
voire placer quelqu'un d’autre en B, le laisser venir vers nous et nous
vers lui et chercher a faire la jonction (s’appeler, mettre un phare)
— On peut se précipiter sur son GPS
ou bien chercher a reconnaitre 1a ot 'on se trouve, voir si on ne voit
pas une route déja connue (courage, familiarité avec le chemin) le monstre
— Prendre du recul, de la hauteur. .. prendre le temps de voir de plus haut (bottes
de 7 lieux)

7 E ple - Exercice « de base »

@Pour aller plus loin - f surjective, injective
On verra plus loin les définitions. A ce stade,
il suffit de savoir que par définition f est sur-
jective de E sur F siVy € F, 3x € E tel que
y=f.

Et par définition f est injective de E (sur F) si
YV x1,x2 €E, f(x1) = f(x2) & x1 = xp.

On suppose que f : E — E est surjective, montrer que f2 (= fo f) estsurjective.
Si I'on mécrit pas ce que 1'on veut obtenir i.e. le point B : « f2 est surjective », on ne
peut s’en sortir uniquement en dérivant du point A : « f est surjective ».
Pour préparer la démonstration, il faut donc laisser des espaces et compléter au fur et
amesure.
Le temps joue un réle important, or il n'y parait plus lorsque la démonstration est
écrite. Pour le voir a I'oeuvre, nous allons présenter la démonstration comme succes-
sion de photos prises de son écriture.

ler 2eme 3eme 4eme 5eme 6eme 7eme

‘ Soit y € ‘ ‘
[ estsurjectivedoncV be E,3ac Etelque b= f(a)
‘ ainsi 3 x]1 tel que y = f(x1)
et 3 xp tel que x1 = f(x2)

donc 3 x(= x2) tel que fz(x) =flx)=y

VyeEdxeEtelquey= f2(x)
donc f?2 est surjective
Cela s’écrit ensuite :
Soit ye E
f estsurjectivedonc V be E,Jac Etelque b= f(a).
ainsi 3 x1 tel que y = f(x1)
et3 xp tel que x1 = f(x2)
donc 3 x(= x2) tel que fz(x) =fx)=y
Donc:V yeE, 3xeEtel que y = f2(x) et finalement : f2 est surjective
Exercice
Soit E un ensemble et f: E — E, une application sur E.
On suppose que f3 = f. Montrer que si f est injective alors f est surjective. Et réciproque-
ment.

Correction
ter 2eme 3eme 4eme Seme
Soit ye E
Soit x = f(y). Alors f2(x) = f3(y) et puisque % = f
20 = f(p) et f(x) = y car f injective
VyeE AxeEtelque y=f(x)
donc f? est surjective
Ce qui s’écrit :
Soit ye E.
Prenons x = f(y), alors f2(x) = f3(y) = f(y) car f3 = f.
Puis comme f est injective : f(x) = y.
Donc il existe x € E tel que y = f(x).
Par conséquent : V y € E, 3 x € E tel que y = f(x), donc f surjective.
De méme, réciproquement
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1er 2eme 3eme 4eme Seme 6eme

Soit x1,x2 € E tel que f(x1) = f(x2)
Jay,az € E tels que x1 = f(a1) et x = f(ap) car f surjective
Lainsi a0 = o) = e, i )= e
or f3= f,donc x1 = f(a1) = f(az) = x2
donc x] = xp
V x1,x2 €E, f(x1) = f(x2) = x1 = X2
donc f est injective
Ce qui s'écrit :
Soient x1, x € E tels que f(x1) = f(x2).
Comme f est surjective, il existe aj, az € E tels que x1 = f(ay) et x2 = f(ap).
Et donc en composant par f : f2(a1) = f(x1) = f(x2) = f2(ap), puis f3(a1) = f3(az)
Mais comme f3 = f, alors f(ay) = f(az), soit X1 = Xp.
On a donc démontré : V x1,x2 € E tels que f(x1) = f(x2), alors x = x2.
Donc f est injective.

Contraposée

Proposition - Contraposée
(non B = non A) s’appelle la contraposée de (A= B).
1l est équivalent de prouver 'une ou I'autre de ces deux implications

Démonstration
On complete la table de vérité :

A| B nonA | nonB | A=>B | nonB=nonA
V|V F F \ v
V| F F v F F
F |V v F v v
F | F N v Vv Vv

/~Savoir faire - A= B. Raisonnement par contraposée
On suppose donc B fausse et on prouve qu'alors A est fausse, comme
précédemment

Le résultat de I’exercice suivant sera fréquemment exploité en analyse :
Exercice
On considére un nombre réel x = 0. Montrer que

(Ve>0,0<sx<e)=>x=0.

Correction

On fait donc un raisonnement par contraposée (c’est presqu’un raisonnement par I'absurde ici).
Si x>0, alors avec € = %, onalapreuve de : 3¢ >0 tel que x > €.

Donc I'assertion négative de notre hypothése A est alors vérifiée.

Ainsi non(B)= non(A) et par contraposée : A= B.

4.2. Démonstration d’'une équivalence

Deux possibilités pour prouver I'équivalence A< B :

/Savoir faire - A < B. On procéde en deux temps
1. On montre A= B

2. Onmontre B= A
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Exercice
On considére une fonction f définie sur R a valeurs dans R. Montrer que

(f est une fonction paire et impaire ) < (f est la fonction nulle ).

Correction
En deux temps.
— Supposons que f est nulle.
Alors pour tout x € R, f(—x) =0 = f(x) donc f est paire et f(~x) =0 =~ f(x) donc f est
impaire. Bilan : f est nulle = f est une fonction paire et impaire.
— Réciproquement, si f est une fonction paire et impaire,
Alors pour tout x € R, f(x) = f(=x) et f(x) = —f(-x), donc f(x) = —f(x) donc
2f(x)=0donc f(x)=0.
Ceci est vrai pour tout x € R, donc f =0 (f est identiquement la fonction nulle).
Bilan : f est une fonction paire et impaire = f est nulle.
Par double implication : f est nulle <= f est une fonction paire et impaire.

/Savoir faire - A & B. On procéde par équivalences connues successives.
Cette méthode est surtout utilisée pour des résolutions calculatoires.
Attention de ne pas en abuser : il faut a chaque étape étre str que I'on
peut «remonter » les équivalences.

Exercice
Montrer que
2x+y=2 _
{ 3x+y=3 = (x,y)=(1,0)
Correction

Les régles d’équivalence sur les systémes sont strictes, il faut bien les respecter! En particulier la
substitution mal employée ne conserve pas les équivalences de systéme. Nous reverrons cela plus
tard dans l'année.
2x+y=2 2x 4y = 2 y = 0| L—L+%l
3x+4y=3 —5x Ly —Ly—4L, x = 1

Insistons :
“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de <
11 faut éviter le plus possible d’écrire < comme un tic de langage.
1. Siiln'est pas utile, on ne le note pas!

2. Si on choisit de le noter, on vérifie bien a chaque étape le sens <
tout particuliéerement.

4.3. Raisonnement par 'absurde

@Pout aller plus loin - Raisonnement par
Pabsurde, a accepter?

Certaine axiomatique de mathématique refuse
le raisonnement par 'absurde, en effet la no-
tion d’existence qui en découle est quelque
peut frustrante.

On sait que V2 n'est pas un nombre rationnel,
c’est un nombre algébrique de degré 2 (qua-
dratique).

Notons a = \/Eﬁ. Alors il existe un nombre
transcendant a la puissance v/'2 (transcendant)
qui est algébrique (contraire de transcendant).
En effet, si a est algébrique, alors V2, 4 la puis-
sance /2 est algébrique.

Si tel n'est pas le cas alors a est transcendant

/Savoir faire - Raisonnement par 'absurde
Pour démontrer un certain énoncé, on fait I'hypotheése qu'il est faux et
on aboutit a une contradiction.

Exercice
Montrer que le réel /2 est irrationnel (i.e. n'est pas rationnel)

Correction

SivZ= % fraction irréductible, alors Zqz = pz, donc 2 divise pz, puis p qui est donc pair.

Puis p = 2p’ et donc 2¢2 = 4p'?, donc g2 = 2p'?, puis 2 divise q2, puis ¢ qui est donc pair.

Et ainsi la fraction g n’est pas irréductible. . .

© Remarque - Différence avec la contraposée

Pour la contraposée, on suppose nonB et on aboutit a nonA.

Pour I'absurde, on suppose nonB et A ensemble et on montre qu'il y a une contradic-
tion. Dans ce second cas, on exploite plus d’hypotheses!

2
eta=y2'2  —\a'2x zzﬂzzz‘mnc
c’est a qui résout le probleme.
Et pourtant...
On ne sait toujours pas aujourd’hui lequel des

deux nombres V2 ou \/iﬁ répond a la ques-
tion!
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4.4. Conditions nécessaire, suffisante

1l s’agit simplement d’un peu de bon sens sur la signification des mots « né-
cessaire» et «suffisant».

7 Exemple - A:«xestlecarré d’unentier» et B:«x=0»
Considérons un réel x et posons

A': x estle carré d'un entier
B:x=0

Qu’est-ce qui est nécessaire, qu’est-ce qui est suffisant (ou ne l'est pas)?

Définition - Condition nécessaire. Condition suffisante
Plus généralement A = B peut se dire :
— B est une condition nécessaire (CN) pour avoir A (puisque si on A,
nécessairement on a B)
— A est une condition suffisante (CS) pour avoir B (puisqu'il suffit
d’avoir A pour avoir B
Rechercher une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour avoir A re-
vient donc a chercher B tel que A & B.

/Savoir faire - Analyse-Synthése
Certaines démonstrations, difficiles a gérer par équivalences, ou lorsque
le résultat n’est pas donné, se font en deux phases :

1. phase d’ "analyse” : on obtient une condition nécessaire (par im-
plications successives par exemple) pour qu'une premiére hypo-
these soit vérifiée

2. phase de “synthese”, ou phase de vérification : la condition précé-
demment obtenue est-elle suffisante?

Exercice

Montrer que toute fonction définie sur R & valeurs dans R s’écrit de maniére unique comme

somme d’'une fonction paire et d’'une fonction impaire.

On procédera de la maniére suivante :

Premiére étape (analyse) : supposons qu'il existe deux fonctions f et g telles que ..., alors
= ,g=

Deuxiéme étape (synthese) : on vérifie que les solutions trouvées a la premiére étape

conviennent

Correction
ANALYSE : Si h = f + g avec f paire et g impaire,
alors V x €R, h(-x) = f(=x) + g(-x) = f(x) - g(x) et h(x) = f(x) + g(x).
1 1
En additionnant et retranchant : f(x) = i(h(x) +h(-x)) et g(x) i(h(x) - h(-x)).
Lanalyse a aboutit 2 une unique décomposition (sous reserve d'existence. ..).
SYNTHESE : Soit /z une fonction de R et associons lui :
fix— E[h(x) +h(-x))etg:x— i(h(x) - h(-x)
alors par construction h = f +g,

mais aussi f(-x) = %(h(—x) +h(x) = %(h(x) + h(-x)) = f(x), donc f est paire
également g(—x) = %(Iz(fx) —h(x) = f%(h(x) — h(~x)) = g(x), donc g est impaire

Exercice

Soit A, B, C et D quatre points du plan tel que AC = BD et (AB) non paralléle a (CD).

Alors il existe une unique rotation du plan r tel que r(A) =B et r(C) = D.

Donner ses caractérisations

Correction
Nous allons raisonner par analyse-synthése.
ANALYSE. Supposons que r(A) =B et r(C) = D.
Notons Q le centre de r et 6 son angle de rotation.
Comme r(A) = B, on a donc [Q.A| = |QB| et (04, QB) = 6.
Ainsi, Q est sur la médiatrice de [AB]. De méme (Q est sur la médiatrice de [CD].

& Repr

Pexercice
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Histm're - Citation de Henri Poincaré, La
science et 'hypothése, 1902

«Le caractére du raisonnement par récurrence
est qu'’il contient, condensés, pour ainsi dire
en une formule unique, une infinité de syllo-
gismes.

Pour qu’on s’en puisse mieux rendre compte,
je vais énoncer les uns apres les autres ces syl-
logismes qui sont, si I'on veut me passer 'ex-

s . B

Ces deux médiatrices se coupent en un seul point, ssi elles ne sont pas paralléles.

Si ces médiatrices sont paralléles, alors (AB) et (CD) sont paralléles,

la contraposée donne donc :

si (AB) et (CD) ne sont pas paralléles, alors les deux médiatrices se coupent en un seul

point.
Ainsi ) est obtenu de maniére unique et 6 := (SZ—A,SZ—BJ, bien défini.
SYNTHESE. Considérons la rotation, centrée Q concours des médiatrices et d'angle 0 := (SZ—A,Q—BL
On a par définition r(A) = B.
Comme QC , QA =QB et AC = BD, les triangles QAC et QBD sont semblables.

Donc (Q4,QC) = (@B, QD).

Ainsi, avec la relation de Chasles (des angles) :

0= (@A4,08) = @4,00 + @C,0B) = @B,aD) + (C,QB) = QC,0D)
Donc r(C) = D. BILAN : Il existe une unique rotation tel que r(A) = B et r(C) = D, c'est la rotation dont
le centre est , le point de concours des médiatrices de [AB] et de [CD] et d'angle 6 = (QA,QB).
On appliquera ce résultat dans le cours sur les nombres complexes.

4.5. Exploiter un contre-exemple dans une démonstration

/“Savoir faire - Utilisation d’un contre-exemple
Lorsque I'on veut prouver qu'une implication est fausse, on cherche un
exemple vérifiant 'hypothese mais pas la conclusion, ce que I'on appelle
un contre-exemple.

Exercice

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |x + %\ - % Montrer que (x = —1) et (f(x) =0)
ne sont pas équivalents.

Correction

4.6. Démonstration par récurrence

Proposition - Principe admis (axiome)
Soit P(n) (parfois notée 22,) une propriété portant sur I’entier n.
Siona

P(0) vraie
VneN, (P(n) vraie = P(n+ 1) vraie )

alors P(n) est vraie pour tout entier 7.

/Savoir faire - Rédaction d’un raisonnement par récurrence
« Pour n =0, P(0) est vérifiée, avec vérification effective! (souvent deux
simples calculs)
« Supposons la propriété vérifiée pour un certain n = 0 (et surtout pas
“pour tout”, parce que 13, ce n'est plus la peine de faire une démonstra-
tion!).

= Montrons que P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : Yn € N, P(n) est vraie.

e Remarque - Démarrer a un autre nombre
On peut aussi démarrer a une valeur de n autre que 0.
Exercice

Montrer que VreN, n< 2",

Correction
Remarquons d’abord que pour tout entier 72, 2" = 1 Notons pour tout entier n €N, 2, : « n <2 ».
— 0<1=2% donc 2 est vraie.
— Soit n € N, supposons que 2, est vérifiée.
Donc n<2" etdonc n+1<2"+1<2"+2" =21+
Donc 27,41 est alors vraie.

Ce sont bien entendu des syllogismes hypPhé=
tiques.

Le théoréme est vrai du nombre 1.

Orsi il est vrai de 1, il est vrai de 2.

Donc il est vrai de 2.

Orsi il est vrai de 2. il est vrai de 3.
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Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : ¥ ne N, n <2,
Exercice
Y a-t-il des erreurs dans les raisonnements suivants ? Ou sont-elles ?
1. Ona:10"1 +1=10x10"+1=(9+1)x 10" +1=9x 10" +10" +1
Donc, si 10" + 1 est divisible par 9, il en est de méme de 10”*! + 1, ce qui prouve
que pour tout entier naturel n, 10™ + 1 est divisible par 9.

2. Prouvons que tout ensemble fini a tous ses éléments égaux :
Si dans tout ensemble Ej a n éléments, tous les éléments sont égaux, alors, soit
Ep41 unensemble a n+1 éléments :
Eps1=1{x1,%2,..., X, X1}
Avec I'ensemble de n éléments {x1,x2,...,Xn}, on a, par hypothése de récur-
rence : Xy = X3 =+ = Xp.
Avec I'ensemble de n éléments {x2,x3,...,Xp+1}, ON @, par hypothése de récur-
rence : X = X3 =Xpt1
Donc x1 = x2 =Xp+1.
Comme la propriété est vraie pour n =1 (cas d’'un singleton), il en résulte que tout
ensemble de n éléments a tous ses éléments égaux.
Correction

Dans le premier raisonnement, on montre bien le moteur de la récurrence : 22(n) = 2(n+1).
Mais l'initialisation n’est pas démontrée ; et pour cause : elle est fausse.
Le résultat (pour tout n € N) n’est donc pas démontré (et d'ailleurs il est toujours faux).
Dans le second raisonnement, c'est plus subtile. Dans le passage 2(n) = 2 (n+1),
il faut nécessairement que Ej 1 posséde au moins 3 éléments, et donc n = 2.
Ainsi, l'initiation ne sert a rien ici, il faut commencer par démontrer 22(2).

/Savoir faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)

Suivant la fagon dont est énoncée la propriété de récurrence P(n) il peut
étre nécessaire

« d'initialiser la récurrence avec plusieurs (k) valeurs de n

« de supposer P(n),...,P(n+k-1) (ily en a aussi k) vraies pour un certain
nz0

« de prouver que ces k propriétés exactes entrainent P(n + k) vraie

/“Savoir faire - Récurrence forte

« Pour n =0, P(0) est vérifiée (avec vérification effective!)

« Supposons la propriété vérifiée jusqu'a un certain n = 0 (ie
P(0),P(1),...,P(n) vraies)

* Montrons que P(n+ 1) est vraie.

On parle parfois alors de « récurrence a plusieurs pas » ou de « récurrence
forte », par opposition a la récurrence du théoreme dite « récurrence simple
(ou faible) »).

Exercice

2
Soit (uy) la suite définie par up = 5 u1 = 1 et pour tout entier naturel 7,

Up+2 =SUp+1 —6Up.
on 4 3n

Démontrer que pour tout n €N, uy, = 5

Correction

Nous verrons par la suite d'autre méthode que la récurrence.

En attendant, nous devons employer ici une récurrence a deux pas.
ony3n

Notons pour tout entier n € N, 2y, : « up =

5
0, 30
27437 5 g P
- 5 —5° ug, donc 2 est vraie.
243!
- = = g = uj, donc 2| est vraie.

5
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— Soit n € N, supposons que 2, et 2, sont vérifiées.
n+l | gn+l M43 2N(10—6)+3"(15-6) 212 4 3n+2
Donc up4p =5 -6 5 = 5 = = Donc
5

5
Pn+2 est alors vraie.
; . . ) 2" +3"
Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : V n €N, u, = -5
Exercice
Montrer que tout entier n =2 se décompose en produit de nombres premiers.

Correction
On fait une récurrence forte.
Notons pour tout entier n =2, 2, : « n se décompose en produit de nombres premiers ».
— 2 est un nombre premier donc 2%, est vraie.
— Soit n€N, n =2 supposons que pour tout entier k < n, 2. est vérifiée.
Si n+1 est un nombre premier, alors il est le produit de nombres premiers.
Si n+1 n'est pas premiers, il existe a,b = n tel que n+1 = ab.
Or g et 2}, sont vraies, donc on peut décomposer ces deux nombres,
et par produit 1 + 1 est également le produit de nombres premiers.
Donc 2,41 est alors vraie.
Le résultat est donc bien démontré par récurrence (forte) et on peut affirmer que tout entier n > 2 se
décompose en produit de nombres premiers.
Exercice
Montrer qu'un changement d’hypothése de récurrence raméne une récurrence a plusieurs
pas ou une récurrence forte & une récurrence faible.

Correction

Dans le cas d'une récurrence a h pas, on peut considérer 2, : « Py et Py 1 et... Ppip ».

Dans le cas d'une récurrence forte, on peut considérer 2, : « V k= n P ».

Exercice

Montrer par récurrence forte que toute suite décroissante d’entiers est stationnaire (i.e.
constante a partir d’'un certain rang).

Correction
On note, pour tout entier k € N, 2. : «si (uy) € NN avec up = k et (up) décroissante, alors (uy) est
stationnaire. »
— Siug =0, alors nécessairement, il s'agit de la suite stationnaire égala 0, car0 = up = up =0.
o
Donc 2 est vraie.
— Soit k € N. Supposons que pour tout i = k, 2, est vraie.
Soit () suite d’entiers, décroissante telle que up = k+ 1.
« Ou bien pour tout n € N, up, = k+ 1 et donc (u,) est stationnaire.
+ Ou bien il existe 19 € N tel que un, # k + 1, par décroissance, up, < k+1.
Considérons la suite (extraite) (vy) telle que vp = Up+ng-
Alors (vy) est une suite d'entiers, décroissante de premier terme up, < k.
On applique @uun a (vp), qui est donc stationnaire a partir du rang N.
Alors (1) est stationnaire & partir du rang N + ng. Donc Py est vraie.

4.7. Démonstration par algorithme

Algorithme

~*Heuristique - Exploitation d’un algorithme
Un algorithme peut permettre de démontrer, constructivement, I'existence d'un certain
objet (ou d’une certaine fonction).
La difficulté est plutot de démontrer que I'algorithme :
— se termine bien
— réalise bien ce que I'on désire

Définition - Algorithme

Un algorithme est une suite finie de régles a appliquer dans un ordre déter-
miné a un nombre fini de données pour arriver avec certitude (c’est-a-dire
sans indétermination ou sans ambiguité), en un nombre fini d’étapes, a un
certain résultat et cela indépendamment des données.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

215

4. Principales méthodes de d ration

Terminaison de 'algorithme

Pour démontrer que 'algorithme termine (que le nombre d’étapes est fini),
on exploite un variant de boucle, en régle général, en suite d’entiers décrois-
sante. Pour des boucles for, la terminaison de boucle est en regle générale
immédiate.

/Savoir faire - Démontrer qu'une boucle se termine
On identifie une expression (variable) qui :
— est entiere
— décroit strictement a chaque étape de la boucle
Alors, nécessairement, la boucle se termine.

/ Exemple - Division euclidienne

On considere le bout de programme suivant :
g=0
r=n
while r>=d :

r=r-d
Ce programme calcul le quotient g et le reste r de la division euclidienne de n par d.
(A démontrer)

Mais est-ce qu'il termine bien? Oui

On constate que la suite des valeurs prises par la variable r est strictement décrois-
sante de n a un nombre compris entier positif plus petit que d.

Si Ia boucle ne s’arrétait pas, alors cette suite de valeur serait infini, ce qui est impos-
sible.

Exercice
On consideére le bout de programme suivant :
c=0
while p>0 :
if c= H
p=p-2
c=1
else :
p=p+1
c=0

1. Que fait ce programme ?
2. Les variables p et c sont-elles décroissantes, strictement ?

3. Montrer que la variable t=2p+3c est entiére, strictement décroissante.
En déduire la terminaison de I'algorithme.

Correction

1. On commence par faire le tableau pour comprendre, avec les premiers étapes ce qui peut se

temps P c

0 P

1 p-2 1
passer : 2 p-2+1=p-1 0

3 p-3 1

4 p-2 0

5 p-4 1
Le programme donne donc pour finir p=0 (condition d’arrét) et c=0, si p est pair initialement,
et c=1 sinon.

2. Les variables p et c ne sont pas décroissantes.

3. Il'y adeux évolutions possibles pour t=2p+3c, selon la valeur de c.
— sic=0, alors t=2p+3c—2 (p-2) +3 (c+1)=2p+3c-1
— sic=1, alors t=2p+3c—2 (p+1) +3 (c-1)=2p+3c-1
Donc la variable t=2p+3c est entiére, strictement décroissante.
Lalgorithme se termine donc bien.
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Correction de P'algorithme

1l faut aussi savoir démontrer que le programme (avec de nombreuses répé-
titions de la boucle) réalise se que I'on souhaite.

On utilise alors pour cela des invariant de boucles.

Comme son nom l'indique il s’agit d’identifier (créer) une expression-
variable qui ne change pas de valeur tout au long du programme.

Puis lorsque le programme se termine, en exploitant cette expression, nous
pourrons démontrer que I'on obtient bien le résultat attendu.

/“Savoir faire - Utilisation d’'un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu
Pour démontrer qu'une boucle réalise bien le résultat attendu,
1. on cherche une expression qui reste constante tout au long des
calculs de la boucle;
2. on calcule sa valeur initiale (avant le début de la boucle);
3. on en déduit sa valeur finale;
4. enfin connaissant les valeurs finales des variables du systéme (tes-
tées pour la sortie de boucle), on en déduit la valeur de la variable
retournée par le programme.

7 Exemple - Retour sur la division euclidienne
Reprenons 'algorithme de la division euclidienne par soustraction successive :

g=0

r=n

while r>=d
g=g+1
r=r-d

— Lavaleur qui n'évolue pas est t=dq-+r.

En effet, on passe a chaque boucle de t=dg+r—d (g+1) + (r-d) =dg+d+r-d=dg+r

— De plus initialement, t=dx0+n=n
— Etpour finir r appartient a I'intervalle [0, d[.
On a donc trouver le couple (q, r) tel que n=dg+r avec re [0,d[.
C’est la définition de la division euclidienne. Et le résultat obtenu est bien celui at-
tendu.
Exercice
Montrer que le programme

1 def somme2(n)

2 S=0
3 for i in range(1,n+1):
4 S=S+i*+2
5 return(S)
100

calcule bien Y i

Correction
i-1
Notons T=5- Y k°.
k=1
ol R
Alors & chaque étape, on a T=S- Y k* —s+i2-) k*~s-) k* Nous avons trouvé notre
=1 k=1 k=1
invariant : T.
n
Initialement, T=0, a la fin aussi et donc S= ) k*
k=1
Exercice
On cherche a écrire un programme qui calcul n!.
1. Ecrire un programme avec une boucle while.

2. Démontrer que le programme se termine bien.
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3. Démontrer que le programme effectue bien ce que I'on souhaite.

Correction

1.
1 def factorielle2(n):
2 """Calcul de la factorielle de n"""
3 f=1
1 k=1
5 while k<n
6 fok=f«(k+1),k+1
7 return(f)

2. |l s’agit de trouver une variable entiére qui décroit strictement.

Ici, c'est clair, il faut prendre k.

Elle commence a n, et décroit strictement & chaque étape. Donc a partir d’'un certain moment
(ici n étapes, puisqu’elle diminue de 1 & chaque étape), elle est nulle; et la boucle s'arréte
bien.

. Notons = f* (k).
Alinstant initial, k= n, f =1 etil a pour valeur I =1x n!=n!.
A chaque instant, ona I = f # (k!) — (f = k)((k—1)!) = I. Donc I est invariant.
Enfin, en fin de course, pour la derniére boucle, k = 1, et donc I = f % 1! = nl. Ce qui implique
que f=nl
Le programme renvoie la valeur de f, donc c'est bien la valeur de n!.

&)

Proposition - Plus petit élément d’'un ensemble fini
Considérons E un ensemble muni d'une relation d’ordre totale.
Un ensemble A de n éléments de E admet un plus petit élément.

Nous allons faire la démonstration par algorithme

Démonstration
Soit A un ensemble fini, on peut supposer que A = {x1,X2,...Xn}.
Considérons I'algorithme :
a=A[1]
for k in range(n):
if A[k]<a
a=A[k]
return(a)
Lalgorithme termine car il s'agit d'une boucle for
11 faut montrer la correction en trouvant un invariant de boucle. On va considérer pour le tour k
la proposition 2 :«V i < k, a < x;, a € A». Au premier tour, comme A[l] = X1 = a, 2| est vraie.
Si Py, est vraie, il en est de méme de Py, selon que xj) < aou xgi) = a.
En bout de course, onadonc a < x;, pourtouti<netac A.

o
5. Bilan
Synthése

~+ En mathématiques, les raisonnements se fondent sur une vision en-
sembliste des objets ou des propositions. Nous faisons un premier pas-
sage, de bon sens, sur ce qu’est un ensemble et ce que signifie apparte-
nir a un ensemble ou en étre une partie; ce qu'est un intervalle ou un
produit cartésien d’ensembles.

~+ Naturellement, apparait fréquemment dans les affirmations mathé-
matiques ensemblistes deux notions : une notion d’universalité pour
tout et une notion d’exception il existe. La formalisation qui est le lan-
gage écrit des mathématiques, réserve donc deux symboles pour ces
notions: V et 3. On les retrouve tout le temps.
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~+ Les mathématiques donnent des relations (de vérité?) entre les asser-

tions. Nous voyons différentes méthodes exploitées dans l'artisanat de
la démonstration : table de vérité (cas par cas), implication ou équi-
valence, analyse-synthése, contraposée, raisonnement par 1’absurde,
contre-exemple ou récurrences. . .

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Montrer que I est un intervalle de R

Savoir-faire - Noter les dépendances

Savoir-faire - Montrer que F c E

Savoir-faire - Prouver I'égalité de deux ensembles

Savoir-faire - A= B. Raisonnement direct.

Savoir-faire - A= B. Raisonnement par contraposée.

Savoir-faire - A < B. On procede en deux temps.

Savoir-faire - A & B. On procéde par équivalences connues succes-
sives.

Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de <

Savoir-faire - Raisonnement par I’absurde

Savoir-faire - Analyse-Synthése

Savoir-faire - Utilisation d'un contre-exemple

Savoir-faire - Rédaction d’un raisonnement par récurrence
Savoir-faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)
Savoir-faire - Récurrence forte

Savoir-faire - Démontrer qu'une boucle termine

Savoir-faire - Utilisation d'un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu

Notations

Notations Définitions Propriétés Remarques

V-3 Pour tout (ou quel que soit) - Il existe Les affirmations mathématiques exploitent  Attention, on
trés souvent uniquement ces deux sym- Va3ibe3b
boles

A=B=B<A Implication de A vers B Aestsuffisante pour B et B estnécessairea  Ex:3 bV a=
A

A<= B A et B sont équivalentes Identique 8 A= B&B= A Ne pas en ab

Retour sur les problemes

47.
48.
49.

Quoi dire...
Ce n'est probablement pas qu'un langage, mais. ..

Ce n'est pas un probleme
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Chapitre

Applications (entre
ensembles)

@Résumé -
Nous plét uelques notions ntielles du fonde des mathématique:
(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur
les bles et sur les applications entre ces bles!

Quelles sont les applications qui ne transforment pas trop les ensembles ?

Les ensembles images ou réciproques (retour) permet de décrire (par des en-
bles) les qualités de l'applicati

Une appli est l'application qui compte les éléments. On précisera

ici les notions intuitives de cardinaux des ensembles ici.

Nous terminerons pas étudier les familles Quelques vidéos :

ion classiq

— Canal unisciel (P Dehornoy) - La théorie des ensembles 50 ans apres Cohen
- https :/lwww.canal-u.tvlvideolinstitut_fourier/patrick_dehornoy
_la_theorie_des_ensembles_cinquante_ans_apres_cohen.41917

— Khan Academy - Intersection et union d'ensembles - https ://www.youtube.com/watch 2v=vcwMTpgNIQA

Sommaire
1. Problemes .............0iiititinenann 220
2. Applicationsde EdansF. .. ................. 220
2.1.  Vocabulaire lié aux applications . ... .. . 220
2.2. Bijections (injections et surjections) . . . .. ... .. 222
3. Image directe et image réciproque d’'un ensemble. . . . . 226
3.1. Imagedirecte . ...................... 226
3.2. Imageréciproque d'unensemble ........... 228

4. Fonction indicatrice . . .
4.1. Définition . ...... ... ... . ... ... ...,

4.2.  Propriétés ensemblistes et calcul avec fonctions in-
dicatrices . . ... ... ... . L L

5. Cardinal d’ensemble fini .
5.1.  Principe des tiroirs

5.2. Classe des ensembles de méme cardinal . . ... .. 231
5.3. Cardinal, fonction indicatrice et somme (finie) . .. 232
6. Familles................. ... 0. .. 233
6.1.  Familles quelconques 233
6.2. Familleindexée surN. Suites . . ............ 234
7. Bilan ... ... i i e 237
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Applications (entre ensembles)

1. Problemes

? Probléme 50 - Qualités des fonctions
Résoudre une équation, c’est trouver x (tous les x) tel que f(x) = b, o b
et f sont connus.
1l est intéressant de savoir si :

— I’équation a (au moins) une solution.

— I’équation a exactement une solution.

— I’équation a (au plus) une solution.
Evidemment, la réponse dépend de b et de f, on peut la noter f’l({b}),
c’est un ensemble de solution (qui peut étre vide) !.
Si on reprend ces trois options, qu’'on généralise a tout b, on trouve 3
qualités précises de f. Comment peut-on qualifier ces trois propriétés?

? Probléme 51 - Description d’ensemble simple
Peut-on comparer deux ensembles facilement. Pour étre un tant soit peu
identique, ils doivent au moins avoir le méme nombre d’éléments.
Comment fait-on pour savoir cela? Quelle est la nature du lien qui unit
I'un a I'autre? Existe-t-il des ensembles de référence a k éléments?
Comment calculer formellement le nombre d’éléments d'un sous-
ensemble?

? Probléme 52 - Cardinal fini. Cardinal infini

Deux ensembles sont de taille identique s'il existe une application bijec-
tive de I'un sur I'autre.

Méme I'existence d’une application bijective d’'un ensemble a un autre
peut trés bien se produire méme si les ensembles ne sont pas de taille
fini.

Existe-t-il des ensembles infinis de méme taille? Des ensembles infinis
de tailles différentes? Existe-t-il une relation d’ordre (totale?) entre les
ensembles de taille infini?

N2

Probléme 53 - Famille (O;) ;¢

Lorsqu'une application dépend d’'un nombre réel, on note f : x — ...
cette application.

Lorsqu’elle dépend d’'un nombre entier naturel, on la note (i) yen-
Existe-t-il une notation officielle pour une application qui dépend d’'un
ensemble I de points. Et comment on appelle cette application : fonc-
tion, suite, autre chose?

2. Applications de E dans F

1l s’agit ici de donner une théorie plus précise sur les fonctions.

2.1. Vocabulaire lié aux applications
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~*Heuristique - Application (définition non formelle)
Une application d'un ensemble E dans un ensemble F est un “procédé” qui associe a
chaque élément x € E un élément f(x) € F. Une telle application est notée
f: E—F
x— f(x)
f(x) est appelé image de x par f;
I'ensemble E est appelé ensemble de départ de I'application f;
I'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de f.
On a donc une application de E dans F dés qu'a tout élément x € E on peut associer sans
ambiguité un élément f(x) € F (c'est-a-dire s'il y en a un et un seul possible).

Une application est donc déterminée par la donnée des couples (x, f(x)) out
x parcourt E, d’ou la définition plus formelle :

Définition - Application
Soient E et F deux ensembles et ¢ c E x F vérifiant

VxeE,AyeFE|(x,y)e¥9.

La donnée d'un tel triplet (E, F, %) s’appelle une application de E dans F.
On note
f: E—F
x—y=f(x)
oll y est'unique élément de F vérifiant (x, y) € 4.
¢ s'appelle le graphe de I'application. On le note souvent I'y.
On a donc Tp={xy €ExF|y=fx)}={xf(x)|xe€E}.

[ Remarque - Fonctions ou applications?

D’apres la définition, une fonction définie sur E, a valeurs dans F, est une application
de Edans F.

De cette définition découle le résultat suivant :

/~Savoir faire - Montrer une égalité de deux fonctions
Soient f: E— F et g: E' — F' deux applications. f et g sont égales si et
seulement si:
— E=E' (méme ensemble de départ),
— F=F (méme ensemble d’arrivée),
— Vx€E, f(x) = gx).

Définition - Ensemble de fonctions
On notera % (E, F) (on trouve aussi les notations </ (E, F) ou F£) I'ensemble
des applications (ou fonctions) de E dans F.

7 Exemple - Classiques

— Pour tout ensemble E, I'application x — x de E dans lui-méme est appelée
application identité de E et notée Idg, son graphe est la diagonale de E2.

— Soient E et F # ¢ deux ensembles, et a € F. Lapplication x — a de E dans F
s’appelle une application constante, son graphe est E x {a}.

— Soient Ey,..., Ep des ensembles. Pour chaque i € {1,..., n} 'application

pi: Eix--xEp—E;
(x1,++, xXp0) = X;

s’appelle la i-ieme projection ou la i-ieme application coordonnée.
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Définition - Restriction et prolongement
Soit f': E — F une application.
— Soit Ac E. Larestriction de f a A, notée fj4, estl'application

fia: A—F
x— f(x)

— Si E < B, une application f:B— Festun prolongement a B de
I'application f si fig = f, c’est-a-dire si Vx € E, f(x) = f(x).

Définition - Composée
Soient deux applications f : E — F,g : F — G. On définit 'application
composée, notée h = go f, de E dans G par

Vx € E, h(x) = g(f(x)

7 Exemple - Identité

Sion a une application f: E— F, alors Idpo f = fet foldg = f.
e Remarque - Répresentation

1l est parfois utile de représenter les applications par un graphe.

[ Attention - Non commutativité
En général, méme lorsque les deux applications go f et f o g ont un sens,
elles sont différentes.

Proposition - Associativité de o

Pour trois applications E £ F£G6L Hona

ho(gof)=(hog)of.

On peut donc noter hogo f.

Démonstration
ho(go f)=(hog)o f sont toutes deux des applications de F dans H.
Soit x € F,
[ho(go N(x) = h(g(f(x) = (ho@)(f(x) = [(hog)o f1(x)
a

2.2. Bijections (injections et surjections)

Applications injectives ou surjectives

*Heuristique - Résoudre une équation

Une fonction est de la forme : E £ F.Atout x de E, f donne une valeur de F.
Résoudre une équation est toujours le probléme inverse :

Sont données : E— F et b€ F. Il s'agit de trouver x € E tel que f(x) = b.
Les questions naturelles sont les suivantes :
— Cette équation admet-elle (au moins) une solution?
— Cette équation admet-elle au plus une solution?
— Cette équation admet-elle exactement une solution? Ce qui évite les quiproquos. ..

@Paur aller plus loin - Exemples

DonnerE, F, f et b pour les équations :

I
—_——

]
=
+

=
I
—
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Définition - Injection et surjection
Soit f': E — F une application. On dit que
— f est injective (est une injection) si V(x, x') € E?, f(x) = f(x') = x =
'3
— [ estsurjective ( est une surjection) si Vye Fixe€ E|y = f(x).

e Remarque - Notation
On pourra noter f : E— F pour exprimer que f est une application injective de E sur
F

On pourra noter f : E — F pour exprimer que f est une application surjective de E
sur F.

Comment écrire une fleche de bijection? E— F  Exercice

Montrer que f estinjective ssi V b€ F, f(x) = b admet au plus une solution.

Montrer que f est surjective ssi V b€ F, f(x) = b admet toujours (au moins) une solution.

Correction
Supposons f injective.
Si f(x) = b admet deux solutions x7 et x, alors f(x1) = f(x2), impossible si f injective.
SiV beF, f(x)=badmet au plus une solution, alors f(x) = f(x)(= b) donc x=xPrime
La deuxiéme équivalence correspond exactement a la définition de la surjection.

/Savoir faire - Autres formulations équivalentes (injectivité, surjectivité)
1y a différentes fagons équivalentes de formuler ces propriétés :
— Dire que f est injective revient a dire (par contraposée) que :

Vix,x) e B x£x = f(0) # f(x))

c’est-a-dire que deux éléments distincts de 'ensemble de départ
ont des images distinctes.

— Dire que f est surjective revient a dire que tout élément de l'en-
semble d’arrivée posséde au moins un antécédent.

7 Exemple - x — x%, x— x3, xw—sinx
Les applications de R dans R suivantes sont-elles injectives? surjectives?

h cx— X2, fzzx-x3, f3:x—sinx

/1 n'est ni injective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur R, puis méme
injective de R+ sur R+ oude R— surRy.
[> estinjective et surjective de R sur R.
f3 estniinjective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur [-1, 1], puis méme
injective de [ + k, § + (k+ 1)l sur [-1,1].
Exercice
Lapplication

f R SR

(x,y) = (x=-y2x+y)

est-elle injective ? surjective ?
Mémes questions avec

f: R —R3
(6y) = (&=-p2x+y,x-3y)

Correction

(x=y2x+)) = (a,b) = (x,y) = (4L, 2=2a)
Donc f est injective et surjective.
(x=y,2x+y,x=3y)=(a,bc) = (x,y) = (%I’M) avec ¢ = Lfl’

Donc f est injective mais pas surjective (si ¢ # 7"32b , pas de solution. ..).

Nous ferons plus tard une étude plus complete de I'étude des systemes li-
néaires.
Exercice

f: C€c—cC*
z—expz
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est-elle injective ? surjective ?

Correction

Elle n'est pas injective : 1 = ¢¥ = ¢’ in,
En revanche, exp est bien surjective de C sur C*. En effet, si z = pei‘q #0,
exp (In(p) +i0) = exp™P ¢ = z.
Remarque - Les ensembles qui sont importants!
On remarquera que :
— c’est]’ensemble de départ joue un role important pour I'injectivité,
— c’est]'ensemble d’arrivée joue un réle important dans la surjectivité.

*Heuristique - Stratégies
Soit f: E— F.1l est pratique que f soit bijective, mais cela ne nous appartient pas en regle
générale.
Toutefois, il est possible de rendre :
— [ surjective en restreignant « simplement » I'ensemble d’arrivée a f(E).
— [ injective en restreignant I'ensemble de départ, ou plus fréquemment en consi-

dérant non plus f : EoF, mais f : - F,x— f(x).
Af

Exercice
Montrer que pour cette derniére stratégie, la fonction f est bien définie et qu’elle est injective
Correction

Six=Y,alors f(x) = f(y) etdonc il n'y a pas de probléme pour écrire f(%).
Elle est injective, car si f(X) = f(x'), alors f(x) = f(x') et donc xZ x' et donc T = x".

Théoreme - Propriétés des composées

Soient f: E— F et g: F — G deux applications.

Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f est injective
(resp. surjective).

Démonstration
Supposons que f et g sont injectives.
Soient x, x' € G tel que go f(x) = go f(x').
Par injectivité de g : f(x) = f(x)
Par injectivité de f: x = x’
Donc go f est injective.
Supposons que f et g sont surjectives.
Soit y € G,
par surjectivité de g, il existe u € F tel que g(u) = y.
par surjectivité de f, il existe x € E tel que f(x) = u.
Doncgof(x)=g(fx)=gw=y
Donc go f est surjective.

Exercice

Soient f: E— F et g: F — G deux applications. Montrer que :
— si go f estinjective, alors f est injective;
— si go f estsurjective, alors g est surjective.

Correction

Supposons que g o f est injective.
Soient x,x' € E tel que f(x) = f(x).
alors g(f(x)) = g(f(x)), donc x = x’ car go f injective.
Par conséquent f est injective.

Supposons que go f est surjective.
Soit y € G. Alors il existe x € E tel que go f(x) = y.
donc avec X = f(x),ona g(X)=y.
Par conséquent f est surjective.

Applications bijectives

Pour que I'equation f(x) = b admette une unique solution, quel que soit
b € F, il faut (et il suffit) que f soit bijective :
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Définition - Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou est une
bijection) de E sur F sisi f est injective et surjective.
Dire que f est bijective revient a dire que :

VyeF3lxeE telque y=f(x)

c’est-a-dire que tout élément de I’ensemble d’arrivée possede un et un seul
antécédent.

Définition - Application réciproque
Soit f une bijection de E sur F, on définit une application g par
g: F— E
y— x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette application g est elle-méme bijective et appelée bijection réciproque
de f, et notée f~1.

Démonstration

11 faut montrer que g ainsi définie est bien bijective.

Soit x € E, alors prenons y = f(x), on a donc g(y) = x. Donc g est surjective.
Si g(y) = g(y) = x, alors cela signifie que y = f(x) = y'. Donc g est injective. O

/~Savoir faire - Critére pour montrer la bijectivité
Soient f: E — F et g: F — E deux applications telles que go f = Idf et
fog=1dr.
Alors f et g sont bijectives et g = f~!

Exercice
Soit
. g: N— N
f: ’;\; :’\L‘+1 et " 0sin=0
n—1sin#0
Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications f et g.
Déterminer les applications go f et f o g. Conclusion?

Correction

£(0) = g(1) =0, donc g n'est pas injective (donc pas bijective).

0 n'a pas d'antécédent par f, donc f n'est pas surjective (ni bijective).

Pour tout n €N, go f(n) = n en revanche fog(n) = n pour n#0, mis fog(0)= f(0)=1.
Conclusion : il faut bien les deux conditions fo g = Idp ET go f = Idg pour affirmer la bijectivité.

Proposition - Relation entre f et !
Si f est une bijection de E sur F, on a
VxeE, (flofi) =x soit f~'o f = Idp;
VyeFE (fof h=y soit fo f! = Idp;
y=f® = x=f"0%;
=1
Démonstration

Soit x € E, avec y = f(x), on f~1(f(x)) = f~1(y) = x car y = f(x). Donc f o f = Idp.
Soit y € F, notons x = f~1(y), donc y = f(x) etainsi: f(f "1 (y) = f(x) = y. Donc fo f~! = Idp.
L'équivalence proposée découle de la définition.

Y E—~Fz—ytelque fl(3) =z ie. y = f(2). Ainsi ¥ z€ E, (f ) (@) = f(2).0

@Paur aller plus loin - Homographie de C
Comme le montre I'exercice, il y a une certaine

stabilité pour les fonction homographique z —
az+b

réciproque de la méme forme).
z+d (réciproq )
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48 Représentation - Image directe
Avec un graphe :

Exercice
Soit
f: C\it —C
z+2i
z — —
zZ—1

Montrer que I'on peut trouver F < C tel que I'application f de C\ {i} dans F définie par
f(2) = f(2) soit une bijection. Déterminer sa bijection réciproque.

Correction

, 2420 - . , P (Z+2)i
fB=72= ﬁ_z@“zz:A(z—m:»z(l—z):—Zz—m.:z:ﬁ‘
Doncsi Z#1, f(2) = Z=> h(Z) =z, avec h: Z+— LB1.
Ainsi f:C\ {i} — C\{1},z— f(z) est bijective et admet une application réciproque : /1.
Il est possible de donner une interprétation géométrique a ce calcul.

Théoreme - Bijection réciproque d’'une composée
Sif:E— Fetg:F— G sontdeux bijections, alors go f est une bijection et

goHt=fTog™

Démonstration

(flog™o(gof)=fog logof=flof=1dp.
(goflo(flog )=gofoflogl=gog™ = Idp.

On a ainsi et la bijectivité de go f etla valeur de (go f)~1.0

3. Image directe et image réciproque d’'un en-
semble

*Heuristique - Si les applications ne sont pas bijectives
Si f: E — F n'est pas bijective, peut-on néanmoins trouver « comme » une application
réciproque.
On a vu que tout n’est pas perdu, a condition de limiter I'ensemble de départ (pour tenter
de gagner l'injectivité) et de réduire I'ensemble d’arrivée (pour gagner la surjectivité).
Dans le premier cas, on s'intéressera a I'ensemble réciproque de F par f, c’est un sous-
ensemble de E.
Dans le second cas, on s'intéressera a I'ensemble image de E par f, c’est un sous-ensemble
de F.

3.1. Image directe

Définition - Ensemble image

Soit f : E — F une application.

Lensemble des éléments de F qui admettent un antécédent par f est une
partie de F appelée ensemble image ou image de f et notée Im f :

Im f={yeF|3xeEy=f(x)}.

€ Remarque - Autre écriture
On peut écrire Im f = {f(x)| x € E}

/Savoir faire - Critére de surjectivité.
On adonc
[ surjective & Im f=F

Et toute application f : E — F définit une surjection en restreignant
I'ensemble d’arrivée, c’est a dire en considérant 'application de E dans
Im f qui a x associe f(x) (que 'on continue usuellement a noter f, on
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. ditalors que f est surjective de E sur Im f).

Définition - Image directe
Soient f : E — F une application et A c E. On appelle image (directe) de A
par f la partie de F, notée f(A), définie par

fA={yeF|3xe Ay=fx)}={f(x)|xe A} ={f(x); x€ A}.

@ Remarque - Autres notations en exploitant Im f
On constate que I'on a également Im f = f(E).

Donc f est surjective si et seulement si f(E) = F.
Et f(A) =Im fis.

/~Savoir faire - Montrer que y € f(A)
| Pour montrer que y € f(A) il faut trouver x € A tel que f(x) = y.

Proposition - Stabilité et image

Soit f': E — F une application et A;, Ay ¢ E. Alors
Arc Az = f(AD) c f(A2);
f(A1UAz) = f(A) U f(A2);
f(A1NAz) c f(A) N f(A2).

Démonstration
Supposons que Aj € Ay,
Soit y € f(Ay), alors il existe x € Ay tel que y = f(x).
Mais x € Ay également, donc y = f(x) € f(Az).
Donc f(A}) € f(Ag).
Soit y € f(A] U Ap) donc il existe x € A U Ay tel que y = f(x).
donc il existe x € Ay tel que y = f(x) ou x € Ay tel que y = f(x)
doncye f(Aj)ouye f(Ap)ie ye f(A)U f(A2).
Réciproquement, soit y € f(A;) U f(Az).
donc y € f(Ay) ou y€ f(Az)
donc il existe x) € A} tel que y = f(x1) ou xp € A tel que y = f(xp)
donc il existe x1 € A} U A tel que y = f(x1) ou xz € A2 U A tel que y = f(x2)
dans tousles cas y € f(A] U Ap).
Soit y € f(A1 N Az) donc il existe x € A} N Ay tel que y = f(x).
donc il existe x € Ay tel que y = f(x) et x€ Ap tel que y = f(x)
doncye f(A1) etye f(Ap)ie. y€ f(A1)N f(A2). O

M Attention - Une seule inclusion pour l'intersection!
On fera bien attention qu'il n'y a pas I'égalité : f(A; N Az) = f(A1) N f(A2)
Pour se convaincre on peut penser au cas ol A; N Ay = @.
Par exemple, avec f: x — x?, Ay = [-2,—1] et A» = (1,2],
alors f(A1 N A2) = f(@) =@, et f(A)N f(A2) =[1,4]1N[1,4] =[1,4]

Définition - Partie stable et application induite @ Pour aller plus loin - Suite de la forme
Soit f: E — E une application. On dit qu'une partie A de E est stable par f U1 = fun)
si f(A) c A. Pour les suites définies par récurrence par une
On appelle application induite par f sur Al'application fonction f itérée, ces notions de partie stable
(souvent intervalle) ou de points fixes sont trés
A—A importants. Nous reviendrons sur ces notions
x— f(x)

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



228

Applications (entre ensembles)

Représentation - Image réciproque
P! 18 Iproqi
Avec un graphe :

7 Exemple - Point fixe
Par exemple pour x € E, le singleton {x} est stable si et seulement si f(x) = x, c’est-a-
dire si x est un point fixede f.

3.2. Image réciproque d’'un ensemble

Définition - Image réciproque

Soient f : E — F une application et B c F. On appelle image réciproque de

B par f la partie de E, notée f’1 (B) (ou [f € B] en probabilité), définie par
') ={x€E|f(x) € B}.

C’est donc I'ensemble formé des antécédents par f des éléments de B.

V Exemple - Pour x — x° et x — exp x
Par exemple pour
f: R—R
x—x?

ona f71({0,4D=1{-2,0,2}, flUah=1-2,2}, fl(-1,4)=[-2,2] et pour

g: C—C
zZ—expz

onag loh =9, g lUlh=1{Rikrlkez}, g 'R ={L+2ikn|LeRkeZ}

M Attention - Ne pas confondre la fonction f~! et 'ensemble f~!(B)
1l s’agit d'une notation qui ne demande pas que f soit bijective. (voir
I'exemple précédent)

/“Savoir faire - Montrer que x € f -1(B)
| Pour montrer que x € f"1 (B) il faut montrer que f(x) € B.

7 Exemple - Fonction sin
Soit
f: R—R
X~ sinx
Déterminer, si cela a un sens : f(0); f({0}); f([0,7)); f(R); f’l(O); f’l((O));
F71(0, +oo).
£0)=0; £({0D) = {0}; £(10,7D = [0,1]; f(R) = [-1,1]; £~} (0) pas de sens;
FYaon =nz; £710, +0oD = U [2kn, 2k + 7).

kez
@ Remarque - Et si f est bijective
Soit f : E — F un bijection. Pour B c F la notation f~!(B) n'est pas ambigiie.
En effet, ici £~ existe, et f~!(B) est I'image de B par f~!. Donc
@ =Im fipl =M, yeBi=(xe El3yeBx= T (y)
={xeE| fx)(=y)eBt=f"1(B)

Proposition - Stabilité et image réciproque

Soit f': E — F une application et By, B < F. Alors
BicBy= (B (B2
S BinB) = T BN (B
' BiUBy) = f B U (B
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Démonstration
Supposons que By < By,
Soit xe f~1(B)), alors f(x) By =B,  Doncxe f~!(By)
Donc f~1(By) < f~1(Ba).
On peut reconduire le méme genre de démonstration que plus haut. Ou autre :
f’l(BlnBz):{xEE\f(x)EBl NB}={xeE| f(x) € B et f(x) € By}
=(xeE|xefiBpetxe f1B = BN (B
(On a directement I'égalité sans faire la double inclusion).
De méme :

SN BIUBy) = (xe E| f(x)€ BiUBy} = (x€ E| f(x) € By ou f(x) € By}

=(xeElxef ' Bpouxe f B} =fBNUST (B

[ Attention - Attention f~!(f(A)) # Aet f(f1)(B) # B
§ Le schéma montre sur un exemple qu’on a pas I'égalité. ..
Onaaumieux: Ac f~'(f(A) et f(f~1(B)) =B

Exercice
Démontrer ces inclusions. Donner des contre-exemple de I'inclusion réciproque

Correction
Soit x € A, alors f(x) € f(A) etdonc x € f~1(f(A)).
De mémesi y€ f(f" (B)), alors il existe x € f’] (B) tel que y = f(x).
Mais comme x € f~1(B), cela signifie que f(x) € B, donc y = f(x) € B.
Prenons f:x— x%, A=10,2], f(A) = [0,4] et f~1(f(A)) = [-2,2]sup A.
Clest un probléme d'injectivité De méme avec B = [-1,2], f~1(B) = [-V2,v2], f(f~1(B) =
[0,2]cB C'est un probléme de surjectivité

4. Fonction indicatrice

4.1. Définition

Définition - Fonction indicatrice
Soit E un ensemble. Pour A c E, on appelle fonction indicatrice de A
I'application de E dans R, notée 14 ou y 4, définie par

lsixe A

V"EE'“’*(’C):{ 0six¢ A

e Remarque - Pourquoi et comment exploiter une telle fonction?
Cela permet de représenter certaines fonctions définies par morceaux par une seule
expression (tres utile en probabilités) sur R, par exemple la loi uniforme sur [a, b]

a pour densité ; Tjq,p et la loi exponentielle de parametre A a pour densité la

—a
fonction définie sur R par  — /13’“1]\0#00[ (1.
Cela permet également de ramener certaines égalités d’ensemble a des calculs sur les

fonctions.

4.2. Propriétés ensemblistes et calcul avec fonctions indica-
trices
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Proposition - Propriété essentielle de la fonction indicatrice
Soient A et B deux parties de E. Alors

Tgea=1-14
Tang =14 % 1g;
Taup=Ta+1p—14x1p.

Ia<Tpe© AcB 14 =1 © A= B (d’ot1 le nom de fonction caractéristique);

Exercice
Soit E un ensemble. Pour deux parties A et B de E, on appelle différence symétrique de
ces deux parties la partie de E définie par

AAB=(AUB)\(ANB).

Comment exprimer la fonction indicatrice de AAB a I'aide des fonctions indicatrices de A
etB?
En déduire que pour trois parties A, B,C de E, on a (AAB)AC = AA(BAC).

Correction
TaaB =1auB —1anB =14+ 15 —2141p On adonc AAB = BAA (ce qui est assez évident).
On a également :
Juapac  =laap+Ic—2laaslc
=Ta+1p+1c—2[1415 +141c151¢]
+4T4131¢
Ce résultat est symétrique en A, b et C, donc : (AAB)AC = (BAC)AA= AA(BAC).

Démonstration
Si A< B. Soit x € E Supposons que T, (x) = 1, alors x € Adonc x € B donc Ig(x) = 1.
Donc, comme les indicatrices sont a valeurs dans {0,1}, ona T4 < 1p.

Réciproquement, si 14 < 1. Soit x € A, alors 1g(x) = 14(x) = 1, donc x € B.
La double inclusion signifie la double inégalité. Donc A = B ssi 14 = 1p.
X€CpA) = x¢ AT (0)=0—1-T4(x) =1
Quatriéme proposition :

Tanp(x)=1<=>xe€ AnNB<>xecAetxeB
=W =letlp() =1 1=T4x) xIp(x) = (14 x 1p)(x)

car pour a,b € {0,1}, ax b = 1 si et seulement sia=b =1 Comme il n'y a que deux
valeurs, on peut affirmer T4qp =14 x 1p.
Cinquiéme proposition :

On peut aussi faire un autre type de démonstration, avec comme une table de vérité

xe? Taup™) [ 140 Tg(x)  [1a+15—T4 x T5](x)
x€AXxeB 1 1 1 1+1-1=1
xXe€Ax¢B 1 1 0 1+0-0=1
x¢AxeB 1 0 1 0+1-0=1
x¢Ax¢B 0 0 0 0+0-0=0

[}

On retrouve évidemment des résultats comparables a ceux vus en logique...

5. Cardinal d’ensemble fini

5.1. Principe des tiroirs

Nous considérons ici que I’ensemble N est bien connu. Nous expliquerons au
chapitre suivant sa construction, en attendant, il nous faut savoir que c’est
I'ensemble d’appui du raisonnement par récurrence. . ..

On rappelle que I'on note Ny = {1,2,3,...k— 1, k}, 'ensemble des k premiers
entiers naturels non nuls.

On commence par deux lemmes.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

5. Cardinal d’ensemble fini

231

Lemme - Injection de N, sur N,. Principe des tiroirs (DIRICHLET)
Soient 1, p € N*.

S'il existe une fonction ¢ : N, — N, injective, alors n < p.
Sous sa forme contraposée : si ¢ :N,, — N, avec n> p,

Alors il existe x # x7 € N, tel que ¢(x) = ¢(x') (¢ non injective).

Démonstration
On peut le démontrer par récurrence sur 7.
Posons, pour toutentier n> 1, #y, : «¥ p= 1, 3 ¢ :N, — Ny injective)= n < p».
— Le cas n =1 est simple, car nécessairement p > 1.
Donc 2 est vraie.
— Soit n € N*. On suppose que 2, est vraie.
Soit p € N*. On suppose qu'il existe ¢ : Nj+1 — N, injective.
Onnoter=¢@n+1) eNp.

p sik=r
On considere y:Np —Np, k—<{ 1 sik=p
k  sinon

En fait, y intervertit p et r. y est une bijection de N, sur N).
Dong, par composition, ¢ o ¢ :Nyi1 —Np, injective et (yop)(n+1) =y (r) = p.
Notons ¥ = (y o ¢)ny,,, alors ¥ est également une injection.
EtW:Np —Np1.
On peut appliquer 2y, avec V. Etdoncn< p-1.
Donc 22,41 est vérifiée.
[m]

5.2. Classe des ensembles de méme cardinal

Lemme - 2 comme relation d’équivalence

On note %, la relation entre ensembles définies par :
E®RF <=  3¢:E— FEbijective

2 est une relation d’équivalence.

Démonstration
On vérifie les trois qualités d’une relation d'équivalence :
— Pour tout ensemble E, I'application ¢ : E — E, x — x est bijective de E sur E.
Donc pour tout E, EZREi.e. Z estreflexive.
— Soient deux ensembles E et F tels que EZ F.
Alors il existe ¢ : E — F bijective de E sur F.
Elle admet une réciproque q)’l : F — E bijective.
Donc pour tout E, F, ERF = FZEi.e. Z est symétrique.
— Soient trois ensembles E, Fet Gtelsque EZF et FZG.
Alors il existe ¢y : E— F et ¢ : F — G bijectives.
¢ = @2 0 estune bijection de E sur G.
Donc pour tout E, F, G, ERF et FRZG=EZGi.e. Z est transitive.

Définition - Ensemble de cardinal . Ensemble fini.

Soit n e N.

On dit qu'un ensemble E est fini de cardinal n(e N), si EZN,. On note
Card(E)=n

On dit qu'un ensemble E est fini, si il existe n € N tel que E est fini de
cardinal n.

V Exemple - Cardinalde E = {1,2,... k}

Lidentité est bijective de E sur Ny, donc card(E) = k.
Exercice

Montrer que si n, p e N et n < p, alors on n'a pas N"%Nr,.

Correction
On démontre le résultat contraposé.
Soient n, p € N. On suppose que N ZNp.
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Alors il existe ¢ : N — N, bijective donc injective.

Et d'aprés le résultat admis : n < p.

Et par symétrie de la relation 22, on a de méme : p < n.
Ainsi n= p. Donc par contraposée :

n<p=n#p=NON [Ny ZNp]

Proposition - Classe d’équivalence pour %
Sur I'ensemble des ensembles E, F... de cardinaux finis, on a I'équiva-
lence : EZ F < Card(E) = Card(F).

Les classes d’équivalence pour % sont formé des ensembles de méme car-
dinaux.

On peut les paramétrer par leur cardinaux

@Pour aller plus loin - Construction deN

Un mode de construction de N qui a fait grand
bruit au début du XX siécle consistait a dire
que I'ensemble des nombres entiers était en
fait I'ensemble des cardinaux possibles pour
les ensembles finis.

Qu’est-ce que 3, un représentant de tous les
ensembles a 3 éléments. Si on veut...

5.3. Cardinal, fonction indicatrice et somme (finie)

Proposition - Calcul avec I'indicatrice
Soit E, un ensemble fini et A un sous-ensemble de E.

Alors le calcul Z T4(x) aun sens et il vaut Card(A).
x€E

Démonstration
Comme E est un ensemble fini, il existe k € N et ¢ : E— Ny, bijective.
On peut donc écrire que E = {p~! (1), (2)...¢ 1 (k)} que 'on préfere noter {x], xp,... Xt}

On aalors lasomme ) T4(x) qui se calcule de la fagon suivante: Y T4(x;).
xeE i=1
h
Onnotealors ¢: A—N, x,(€ ACE) — Z 14(x;). Alors
i=1
— ¢ estinjective :
si xp # xg, alors on peut supposer h < ¢ (SPDG) et donc ¢(xp) = ¢(xp) +

3 140 = @lxp) +14(xp) = @(xp) +1, donc @ (xp) # plxp).
i=h+1

k.
— Parailleurs, par construction ¢(A) est de la forme N avec s= ) 14(;) :

@(xms1) = @(xm) =1 4(xXme1) € {1,0}. I ne peut y avoir de trou.
k.
La fonction ¢ établit donc une bijection de A sur Ns. Nécessairement s = Card(A4) = ) 14(;).
i=1
[m]

Corollaire - Inclusion et cardinaux
Si Ac B(€ E) avec E un ensemble fini, alors Card A < CardB.

Démonstration
Onavu Ac Bimplique 14 c 1p.
On somme en tout x de E. O
Exercice
Soient E, un ensemble fini de cardinal n et F, un ensemble fini de cardinal m.
1. On suppose que f: E — F est une application injective.
(a) Montrer que f(E) est un ensemble fini de cardinal n.
(b) Montrer que n < m.

N

. Que se passe-t-il si f est surjective ?

w

. Démontrer le théoréme de Cantor-Bernstein pour des ensembles E et F finis.

3i:E— Fj:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective
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Correction

1. (@) EZNy.Etonnote f:E— f(E),x— f(x).
Par définition de f(E) : pour tout y € f(E), il existe x € E tel que y = f(x) = f(x).
Donc f est surjective de E sur f(E).
Etsi f(x) = f(x), alors f(x) = f(x/) etdonc x = x', car f injective.
Donc f est injective.
Par conséquent f est bijective de E sur f(E) et donc EZ f(E).
Par transitivité, f(E) 2Ny, f(E) est un ensemble fini de cardinal 7.
(b) Onnote ¢ : E — Ny, bijective (elle existe bien car EZ2Ny).
Alors ¢! est injective. Il en est de méme de fog~! (f estinjective).
Puis on note v : F — N, bijective (elle existe bien car F ZN,;,).
¥ est injective et par composition :

yofop ™ Ny —Nm
est également injective. Donc n < m.
Si f est surjective : f(E) = F, et donc CardF = Card f (E).
Or Card(f(E)) < CardE, donc CardF < CardE.
. Soient E et F deux ensembles finis.
On suppose qu'il existe i : E — F injective. Donc d'aprés 2., Card(E) < Card(F).
On suppose qu'il existe j : F — E injective. Donc d'aprés 2., Card(F) < Card(E).
Donc, par double inégalité : Card(E) = Card(F).

D’aprés la question 1.(c), cela signifie que EZ F. Et par définition, cela signifie qu'il existe une
bijection de E sur F.

3i:E—Fj:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective

L

w

Lexercice donne le résultat suivant (dans le cas injectif)

Proposition - Cardinaux, injectivité et surjectivité

Si E et F sont des ensembles finis.

S’il existe une fonction f : E — F injective, alors cardE < card(F) (la réci-
proque est vraie).

S'il existe une fonction f : E — F surjective, alors cardF < card(E) (la réci-
proque est vraie).

Démonstration
On a toujours card f (E) < card(E), avec égalité ssi f injective.
On a toujours card f (E) < card(F), avec égalité ssi f surjective. O

6. Familles

6.1. Familles quelconques

On peut définir de maniere formelle la notion de famille d’éléments ou de
famille d’ensemble.

Définition - Familles

Soient I et E deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée
par I toute “liste” (finie ou non, avec répétitions éventuelles), notée (a;) 1,
telle qu’a tout élément de I (appelé indice) soit associé un unique élément
a; de E (appelé terme d’indice i de la famille).

Cette famille peut donc étre considérée comme I'application

a: I—E
i—a;=ali)

@Pﬂur aller plus loin - Cardinal d’un en-
semble

Si A c E, sont des ensembles finis.

Alors Card(A) = ) 1a(x).

xeE
En déduire Card(A U B) = Card(A) + Card(B) —
Card(An B).
Que vaut Card(AUBUC) =?
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Définition - Sous famille
Soit (a;) je; une famille d’éléments d’'un ensemble E.
Si J < I, on dit que (a;) s est une sous-famille de (a;) ;.
on dit également que (a;) ¢ est une sur-famille de (a;) je;.

WExemple-E:Ret[:N
Par exemple, si E = R et I =N, on définit ainsi une suite de réels.

Définition - Intersection et réunion d’une famille de parties

Soient un ensemble I (les indices) et un ensemble E.

On consideére une famille de parties de E (c’est-a-dire une famille d’élé-
ments de 2 (E)) (Aj)ier-

On note

(NAi={xeE|Viel,xe Aj}et | JAj={xeE|Jiel,xec A}

iel iel

VExemple-E:IR{
Par exemple, si E=R, ona
11
Nikk= L U-kk= L 0 ]-=1]=
keN keN keN* k' k

Exercice
On dit que la suite numérique (u,,) converge vers ¢ si :

Ye>0,ANeN|Vn=N, |lup—€l<e

1. Montrer que |uy — €| <€ < C €lup —€,up +€l.

2. En déduire que I'ensemble des limites possibles pour la suite (1) est I'intersection
d’une réunion d'intersection d'ensembles

Correction

1. Jup—ll<e<==—-e<l-up<e<=up—-€e<l<up+e<Lle€luy—¢€uy+el
2. Onadonc:
Ve>0,YNeN, {£|Vn=N, |up—Cl<et= ) lun—€up+el
n=N
Puis
Ve>0, {(|INeN|Vn=N, |up—ll<et=J (ﬂ]u,,—e,z¢n+s[)
NeN\n=N
Et

{0IVe>0,INeN|Yn=N, |up—fl<el=[)

>

( n lun—syumc{)
Nel

N\n=N

6.2. Famille indexée sur N. Suites

Vocabulaire de base sur les suites (infinies)

Lensemble E n'est pas précisé pour le moment. Cela peut étre Q, R, C ou
autre chose (/) (R)...).
Par la suite nous pourrons avoir besoin que I'ensemble E soit ordonné.

Définition - Suite et ensemble de suites

Soit E un ensemble.

Une suite est une application u : N — E (on dira aussi qu'une application
de {n € N|n = np} dans E ol1 ny € N est une suite). On note cette application
sous forme indicielle :

(Un)nen  (éventuellement (1) n=n,) OU (Uy)
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LOn note EN I'ensemble des suites a valeurs dans E. J

[ Attention - Avec ou sans parenthéses
§ (u,) désigne une suite alors que u, désigne un nombre de E (le n ou
n+ 1-ieme terme de la suite).

V Exemple - Suite (ou famille) de fonctions

1l arrivera, de plus en plus souvent durant ces années de CPGE que vous rencontriez
des suites de fonctions.

On les note en générale (fy), avec pour tout n€N, fr: I —R.

On peut, par exemple, avoir a étudier My, = sup ¢ frn(x), puis le comportement de la
suite (My,).

N est ordonnée

*Heuristique - Particularité des suites aux familles
Lensemble d’indexation des suites N a une particularité trés importante que n'a pas I.
1l est ordonné naturellement. Ainsi, une notion importante des suites qui n’existe pas pour
les familles est la notion de suite croissante que I'on verra un peu plus bas ou encore les
propriétés vraies a partir d'un certain rang.
Autre propriété : si AN, alors A est borné si et seulement si A est fini.

Définition - Propriété vraie a partir d’'un certain rang...
On dit qu'une propriété p(n) est vérifiée a partir d'un certain rang s'il existe
ng € N tel que la propriété p(n) soit vraie pour n = ny.

Exercice
Quelle est le contraire, formalisée, d’une propriété vraie a partir d'un certain rang ?
Que penser égalementde A= {n €N | p(n) vraie}

Correction

La formalisation positive est : 3 ng € N tel que ¥V n = n, p(n) est vraie. La négation donne : V n e N,
31 = ntel que p(n) fausse.

Dans le premier cas A est bornée (par ng) et dans le second cas A est infini.

O Analyse - Suites extraites (sous-suite)

Si on enléve des termes d’une suite, on obtient une suite extraite.

Soit E une partie infinie de N. On dit (u,) yef est une suite extraite de (un) pen-

Le probleme est que I'indexation sur E n’est pas trés aisée a exploiter.

Par ailleurs, la particularité de la croissance doit étre conservé. Il faut garder 'ordre.
On aimerait que si ¢ : N — E(c N) est une bijection, elle conserve I'ordre :

k<h< ¢k)<¢(h)(cE)

On a donc la définition suivante :

Définition - Suites extraites
On dit que (v,,) nen €st une suite extraite de () sen si il existe ¢ : N — N,
strictement croissante telle que

VReN, vp=uUpm

. On note parfois : pour tout k € N, v = ty,.
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’/ Exemple - Suites extraites paires et impaires

La suite extraite des termes d’indice pair de (u;,) est la suite (u25) pen-

La fonction ¢ est ici n— 2n...

Exercice

Montrer que si p(n) est vraie a partir d'un certain rang alors elle est vraie pour tous les
termes d'une suite extraite de N a préciser

Correction
Il s’agit simplement de la suite obtenue avec ¢ : k— ng + k

Proposition - Suite extraite et ensemble infini

Considérons une famille de propriété indexée par N, notée (P;) yen-

On note A= {neN| P, vraie.}. Alors

A est infinie si et seulement si 3 ¢ : N — N, strictement croissante telle que
V neN, Py est vraie.

Démonstration
Siil existe une suite extraite de (Py,) toujours vraie,

i.e. siil existe ¢ :N— N, strictement croissante telle que ¥ n €N, Py(p) est vraie.

Notons A’ = p(N) = {¢(0),@(1),...¢(n),...} = {p(k), k € N}, c'est un ensemble infini car ¢ est
injectif.

Enfin A’ < A. Donc A est infinie
Réciproquement, supposons que A est infini.

11 faut construire ¢.

AcN, donc A possede un plus petit élément ng = ¢(0).

Construisons ¢ par récurrence, i.e. pour tout k € N, on donne une valeur a ¢(k) bien
déterminée, selon les valeurs de {p(0),...¢(k—1)}.

Ainsi fixons k € N* et supposons que ¢(0) < --- < ¢(k — 1) sont bien définis.

Lensemble Ay = {¢(0),...¢(k - 1)} est fini, donc By = A\ [[0, ¢(k — 1)]] est infini, inclus dans
N.

Il possede un plus petit élément noté ny = ¢(k) et p(k) > @(k - 1) et Pyy) est vraie. O

Suites bornées

On considéere E, < un ensemble ordonnée.

Définition - Suite majorée, minorée, bornée

On dit qu'une suite (u,) d’éléments de E est
— majorée s'il existe M € Etelque VneN, u, < M.
— minorée s'il existe m € E tel que VR eN, m < u,,.
— bornée si elle est majorée et minorée.

@ Remarque - Familles bornées, majorées...

Cette définition est également adaptable au cas des familles simples.
Exercice

Montrer qu’une suite majorée a partir d'un certain rang est une suite majorée.

Correction

Si (x5;) est majorée a partir du rang ng,

Alors il existe M tel que pour tout n = ng, x, < M.

Notons M’ = max(M, X0, X1,...Xpy-1) (ensemble fini), alors : V n € N, x, < M’

Suites monotones

Définition - Suite croissante, décroissante
On dit qu'une suite (u,) d’éléments de E est
— croissante
sivneN, u, <ups1.
— décroissante
sivrneN, up) < uy.
— monotone si elle est croissante ou décroissante.
— stationnaire si elle est constante a partir d'un certain rang.
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’/ Exemple - Deux suites monotones :

— Lasuite (up,) ol up = [2,7] est monotone.

Up+l—Un = (

2n ((2(2n+1) ] 2n\3n+1
— 1= >0
n n+1 nf|n+l

— Soit (u,) une suite de nombres positifs et m), = infy,> p up. Alors (mp) est une
suite croissante.

En effet: mp = min(mp.+1, up), donc m)p < Mp+1
Nous élargirons ces notions, lorsque nous nous concentrerons sur les suites
numériques, une fois que R sera construit...

7. Bilan

Synthese

~~ Depuis la fin du XIX, on travaille en mathématiques a partir d’en-
sembles. On peut aussi passer d'un ensemble a un autre par des ap-
plications. Les applications injectives ne mélangent pas les éléments
de I'ensemble du départ, les applications surjectives sont completes
(vu de I'arrivée).

~+ Treés souvent en mathématiques (probabilité, construction de I'inté-
grale), on s'intéresse plutdt aux ensembles réciproques (ie des antécé-
dents) f’1 (B) qu’aux ensembles images directes f(A).

~ La fonction indicatrice d'un ensemble A dans E est une projection
naturelle de E sur A. Elle est d’'une utilité essentielle en mathématique,
par exemple pour calculer le cardinal (ou en probabilité).

~» On termine par décrire les propriétés pour des familles indexées sur
un ensemble I fini ou dénombrable.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Montrer une égalité entre deux fonctions.

Savoir-faire - Autre formulations équivalentes (injectivité, surjectivité)
Savoir-faire - Critére pour montrer la bijectivité
Savoir-faire - Critere de surjectivité.

— Savoir-faire - Montrer que y € f(A)
— Savoir-faire - Montrer que x € f’l (B)

Notations

Propriétés Remarques

définition (du terme de gauche)

. def.
autre notation: s =

splication de E sur F, injective

Cette notation donne deux infor-

mations

splication de E sur F, surjective Cette notation donne deux infor-
mations

de f alensemble de départ A fia: A— F, x— f(x) et f‘B :E— B, x—  Pourlarestriction d’arrivée, il faut

ment d'arrivée B) Jx) vérifier que cela a du sens. ..

:te de A par f {f),xeAl.yef(Ae3xeAly=f(x) autre notation : [Im(fj4

Image) réciproque de B par f (XxeE|feBLxef !B e flx)eB autre notation (probabilité) : [f €
Bl

1ion disjointe des ensembles A;  xe Cssidlie Ny telque x€ A; Deux informations : C est la

=x€A

réunion des A; & les A; sont
disjoints deux a deux.
Codage numérique d'une propriété carac-  Tgqp =14 x 1, CardA = Z Talx)
téristique XEE

Retour sur les problémes

50. Voir cours
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51. Une bijection montre que deux ensembles sont équivalents (si ce n’est
égaux).

52. Laon sort du cours.
Z et N ont la méme puissance (= cardinal) car on peut les mettre en
bijection I'un par I'autre.

Avec par exemple ¢ : Z — N, m— 2|m|+1z_(m).

De méme (c’est plus subtile) Z xN est en bijection avec N (vous pouvez

trouver une bijection?), donc Q est également en bijection avec N. Chapitre
On dit que N, Z et Q ont la puissance du dénombrable (le méme

cardinal infini).
En revanche, il n’existe aucune bijection entre R et N. R a un cardinal

. 1(3:lus grand, on parle du cardinal du continue. Relations binaires Sur un
ensemble

@Résumé -

Nous plé uelques notions essentielles du f des

(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur

les ensembles!

Mais il faut agir sur ces ensemble. Nous commengons donc d'abord par voir deux

notions dont l'emploi en mathématiques est fréquent (en particulier lorsqu'il s'agit

de construire de nouvelles notions). I s'agit des relations binaires : relation d'ordre

et relation d équivalence.

Dans ce chapitre, il y a beaucoup de définitions. A apprendre!! Quelques vidéos :
— Sciencedall - Les mathématiques modernes - hitps ://www.youtube.com/watch 2v=7fbn99VIfOU
— Maths Adultes - Relations binaires - https ://www.youtube.com/watch 2v=W7cH06qOImM

. b6
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Relations binaires sur un ensemble

1. Problemes

? Probléme 54 - Graphe

En option « maths expertes », les éléeves étudient les graphes : sommets,
arrétes....

C’est une famille essentielle d’objets en mathématiques et en informa-
tique (nous les y retrouverons en fin d’année). Comment formaliser pro-
prement les graphes? Comment passer de I'idée bien comprise (de som-
mets et d’arétes/fleches) a une représentation mathématique/informa-
tique acceptable?

2 Probleme 55 - Forcer I'égalité. Qu’est-ce qu’une égalité ?
Pour résoudre un exercice, on exploite souvent des équivalences (). La
bijection de f permet d’écrire : f(x) = y < x = f~!(y) en prenant x et
y dans les bons ensembles.

Si f n'est pas surjective, il suffit de changer I'ensemble de définition de y
et la résolution du probléme se conserve.

Mais si f n'est pas injective, qu'il y a plusieurs solutions xi,xp,...x, a
I'équation f(x) = y. Que faire?

Une idée : forcer I'égalité et affirmer que x; = xp = ...x,, comme pour
I'équation tan x = v/3 qui permet d’affirmer x = Zoux= %". -

C’est choquant! Comment rendre cela propre : en redonnant un sens
nouveau a I'égalité x; = xp =...x,. Qu'est-ce qu'une égalité?

? Probléme 56 - Relation d’ordre ?
Pour résoudre le probleme précédent, nous créons la notion de relation
d’équivalence.
Mais plus souvent, lorsque nous prenons deux objets nous ne pouvons
pas affirmer qu'ils sont pareils. Souvent 1'un est PLUS quelque chose que
l'autre.
Comment formaliser cette idée? Qu'est-ce qu'une relation d’ordre? Et
comment I'exploiter?

? Probléme 57 - Plus grand élément
Existe-t-il nécessairement un, un seul, plus grand élément a un ensemble
ordonné?
Par exemple : quel est le plus grand élément de [0, 1[?

? Probléme 58 - Codage de graphe (ou relation) a partir d’ap-
plications. Et réciproquement...
Apres avoir défini les ensembles, on peut ou bien définir les applications
et a partir de la les relations (ou graphes), ou bien définir les relations et
a partir de la les applications.
Comment faire naturellement ces deux implications? (Evidemment, pas
en méme temps...)
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2. Graphe

2.1. Formalisation

*Heuristique - Images mentales des graphes!
Pour I'heuristique et les images mentales (a ne pas oublier et vraiment a garder en mé-
moire!!), il faut revoir le cours de mathématiques de terminale.

Définition - Graphe non orienté
On considére un ensemble S (de sommets), fini en régle générale. Puis un

S}
ensemble Ac (2) de paires d’arétes.

On appelle graphe non orienté le couple (S, A).

Définition - Graphe orienté

On considére un ensemble S (de sommets), fini en regle générale. Puis un
ensemble A c S x S de couples d’arétes.

On appelle graphe orienté le couple (S, A).

Exercice
Donner la définition formalisée d’un graphe complet.

Correction
Un graphe complet est, heuristiquement, dont chaque sommet est relié & tous les autres.

N
Formellement : A= S x S (cas orienté) ou A = (1) (cas non orienté).

2.2. Vocabulaire

Définition - Sommets reliés
On dit que deux sommets sy, s € S sont reliés si (s1, s2) € A (cas orienté) ou
{s1, $2} € A (cas non orienté)

Définition - Degré d’'un sommet

Soit s € S un sommet d'un graphe non orienté (S, A) a pour degré d(s) =
card(As) ot A;={a€ Al sea}.

Soit s € S un sommet d’'un graphe orienté (S, A) a pour degré sortant
d.(s) = card(A;) ot A = An({s}x S) et pour degré entrant d_(s) = card(A’S)
ou Ay = An(Sx{s}.

Exercice
Comment définir chemin d’'un sommet & un autre ?
Et graphe connexe ?

Correction

On dit que le graphe (S, A) admet un chemin de s & s’ (€ S) s'il existe un entier n et une suite
(50,51, 2,-..5n) d'éléments de S tels que sp = s, s, = s’ et Vi € Ny, (s;i_1,5;) € A (cas orienté)
ou {s;_1,s;} € A (cas non orienté).

Un graphe est connexe si pour tout sommets s, s’ € S, il existe un chemin de s a s’

2.3. Applications

On retrouvera trés vite les graphes dans le cours sur les relations binaires,
plus loin en probabilité et algebre linéaire (chaine de Markov), ou en infor-
matique. .. Al'occasion, nous verrons en informatique, un fagon supplémen-
taire et pratique de coder/définir un graphe a l'aide de matrice. ..
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4§ Représentation - Graphe

[/ T ——S

C’est le graphe de I'exercice du Stade Toulou-
sain.

3. Relations binaires

3.1. Construction et représentation

Définition - Relation

Soit E un ensemble.

Une relation binaire sur E est un sous-ensemble G de E x E. Si (x,y) € E?
on écrit x2y lorsque (x, y) € G.

On peut représenter une relation par un graphe (diagramme sagittal) : une
représentation de E x E et avec des fleches on indique que x (du premier E)
est en relation a y (du second E).

7 E ple - Stade Toul i
Par exemple dans I'ensemble E=Boutique du Stade Toulousain ot :

E = {beret rouge, chaussette blanche, maillot rouge, maillot noir, short rouge,
cuissart noir} = {Bg, CHg, Mg, M, Sr, Cn},

on définit la relation %7 par “est de la méme couleur que” c’est-a-dire que 'on a

Gy = {(Br, MR), (MR, BR), (MR, S), (S, MR), (BR, SR), (Sr, BR), (Br, Br), (MR, Mp),
(Sr,SR), (CHp, CHp), (M, CN), (CN, MN), (MN, MN), (CN, CN)}

ou encore Bp #1 Mg, Mg %1 Bg, MR %1 Sg...

Exercice

On peut définir dans I'ensemble {0, 1,2,3,4,5, 6} les relations 27 “est un multiple de” ou %
“est le double de”.

Expliciter G1, G2 et les diagrammes sagittaux de ces deux relations.

Correction
G = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (1,1),(2,1),(2,2), 3,1),(3,3), 4, 1), (4,2), (4,4),(5,1),
(5,5),(6,1),(6,2), (6,3), (6,6)} et G2=1{(0,0),2,1),4,2),(6,3)}

3.2. Caractérisations

Définition - Propriétés des relations
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que £ est :
—  réflexive siVx€E, xRx;
—  symétrique siV(x,y) € E?, XRY = YRX;
— antisymétrique siV(x,y) € E?, XRYy et yRx=>x=y;
—  transitive siV(x,),2) € E3, XRY et YRz = XRz.

7 Exemple - Stade Toulousain

Dans I'exemple précédent, la relation est réflexive, symétrique et transitive.
Exercice

Comment se représentent pour un graphe les propriétés précédentes ?

Correction
En terme de graphe, cela signifie que :
— pour la réflexivité : chacun est relié a lui-méme, donc le diagramme présente des lignes droites.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : que des 1 sur la diagonale)
— pour la symétrie : un fleche dans un sens, donne une fléche dans I'autre sens (on pourrait faire
des doubles fléches).
On parle alors de graphe non orienté.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : la matrice est symétrique)
— pour I'antisymétrie : il ne peut y avoir de double fleche, excepté sur eux-mémes.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : la matrice est presque antisymétrique)
— pour la transitivité : il y a des blocs de points regroupés entre eux.

4. Relation d’ordre

4.1. Définitions
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Définition - Relation d’ordre
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation d’ordre
si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition - Plus petit
Une relation d’ordre permet de comparer deux éléments. Lorsque X2y on
dit que x est “plus petit” que y et on note usuellement x < y.

/“Savoir faire - Montrer que Z est une relation d’ordre.
1l s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, antisymé-
trique et transitive.

4.2. Ensemble avec ordre total

Définition - Ordre total
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’ordre total si

V(x,y)EEz,xsyouysx

(c’est-a-dire si deux éléments quelconques de E sont comparables).

@ Remarque - Concernant le treillis (ou graphe)
Le fait que 'ordre soit total signifie que le treillis/graphe est connexe (en un seul
morceau).

Exemple - Sur R
Par exemple, dans [ la relation < est une relation d’ordre total, en revanche < n’est
pas une relation d’ordre.
En effet, < n'est pas reflexive.
Exercice
Sur E = R? on définit les deux relations suivantes :

— T'ordre produit :

oy =1, y)ex<xety<y
— Tl'ordre lexicographique :

(x,3) = (X, )& (x<x)oux=x"ety<y

Vérifier qu'il s’agit de relations d’ordre. S’agit-il d’ordre partiel ou d’ordre total ?

Correction
Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x,y €R,ona x<xety<y,donc (x,y) <1 (x,))
— Antisymétrique :Soient x, y, x'y' € R tels que (x,y) =1 (x/,y") et (x/, ") <1 (x,¥)
Doncx<x',x' <x,y<yety <y.
Donc x = x' et y= y’ (car < est antisymétrique sur R).
Finalement (x,y) = (x/,y)
— Transitive : Soient x,y,x', ', x", y" € R, tels que (x,y) <1 ',y et (x',y) =1 (", y"").
Onadonc x<x'<x"ety<y <y, donc (x,y) =1 (x",y")
Cette relation n'est pas totale : il n'y a aucune relation entre (1,0) et (0,1) (et pas de relation d'ordre
totale sur C). Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x,y € R, ona x = x et y < y, donc (x,y) <2 (x,y)
— Antisymétrique :Soient x, y, x'y’ € R tels que (x,) < (x, y') et (', y') =2 (x, )
On ne peut avoir x < x', sinon, on aurait pas (x', ) <3 (x,y), donc x = x".
Puis y<y'ety <ydoncy=y'
Finalement (x,y) = (x,y)
— Transitive : Soient x, y, x', )/, x", y"" € R, tels que (x,y) <2 (x',y) et (x',y) <2 (x", y"").
Alors x < x' < x''.
« Oubien x < x” etdonc (x,y) <2 (x", ")
« Oubien x=x" etdonc x=x"=x"
etdoncy<y <y’  etainsi (x,)) = (x",y")
Dans tous les cas (x,y) <2 (x",")
Cette relation est totale : elle permet d'écrire le dictionnaire !
C’est aussi l'ordre total qui permet de classer les nombres écrits décimalement (ou une base quel-
conque, d'ailleurs).

@Pour aller plus loin - Treillis (de Galois)
Pour les relations d’ordre, au lieu du grpahe,
on préfére une représentation graphique sous
forme de treillis (de Galois).

Six <y, alors on représente x «sous» y, etI'on
trace un lien entre les deux.

Si 'ordre est total, il n'y a qu'un élément a
chaque hauteur.

Cette représentation n'a d'intérét que pour E
de cardinal fini (et petit), méme si elle peut
aussi donner de bonnes idées complémen-
taires.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




244

Relations binaires sur un ensemble

8 Représentation - Treillis de diviseurs de 30

et36

30

36

4.3. Ensemble avec ordre partiel

Définition - Ordre partiel

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’ordre partiel s’elle n’est pas total.

C’est-a-dire : il existe (x,y) € E2 tel quexZyetyZx.

Exercice
Soit Q un ensemble et E = 22((2). On définit sur E la relation 2 par

V(A,B) € E%, A%B < Ac B.
Veérifier que la relation 2 est une relation d'ordre. S’agit-il d’'une relation d'ordre total ?

Correction
— Elle est réflexive : pour tout ensemble A,ona Ac A.
— Elle est antisymétrique : soient A et B tels que Ac Bet Bc A, alors A= B.
— Elle est transitive : soient A, Bet Ctelsque AcBet Bc C, alors AcC.
Mais ce n'est pas une relation d'ordre totale : si Card(E) = 2, il n'y a pas de relation entre {a} et {b} si
a#b.
7 Exemple - Divisibilité sur N
La relation «divise » : n|m, si il existe k € N tel que m = nk est une relation d’ordre
partielle.
Exercice
Montrer ce résultat

Correction
C’est une relation reflexive, antisymétrique et transitive

[ Remarque - Treillis
On peut faire un treillis de divisibilité de certains nombres entiers.
Ce n’est pas une droite, comme avec (R, <) par exemple.

4.4. Eléments particuliers

Majorant/minorant

Définition - Majorants,minorants
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— M € E estun majorantde AsiVxe A, x<M;

— me E estun minorantde AsiVxe A,m=<x;

gf Exemple - Majorant sur (<,R)

Pour la relation d’ordre < sur R,
3 est un majorant de 'ensemble (%, neN}.
D’une certaine fagon, ce n’est pas le meilleur.

V/ Exemple - Majorant sur (|,N)
Pour la relation d’ordre | sur N,
— 120 est un majorant de {1,2,3,4, 5}
Ce n’est pas le meilleur. On dit que c’est un multiple.
La majorant le plus intéressant serait le plus petit multiple. (PPCM)
— 3 estun minorant de {6,9,12}.
On dit que c’est un diviseur.
C’est d'une certaine fagon le meilleur car c’est le plus grand des diviseurs
(PGCD).
Exercice
Pour la relation d'ordre  sur R.
Donner un majorant et un minorant de {{1,2,3},{2,3,5}}

Correction
On peut prendre par exemple : A ={1,2,3,5} et B = {2,3} respectivement.
En fait tout majorant doit contenir A et tout minorant est inclus dans B
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Plus grand/petit élément

Définition - Plus grand él plus petit élé;
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— ae€ Eestun plus grand élémentde Asiae AetVxe A x=<a;

— ac€ E estun plus petit élémentde Asiae AetVxe A,a=x.

En fait a est respectivement un majorant de A et élément de A ou bien un
minorant et élément de A

Théoréme - Unicité

Un plus petit grand élément de A c E, lorsqu'’il existe, est unique, noté
max(A).

Un plus petit petit élément de A < E, lorsqu'il existe, est unique, noté
min(A).

Démonstration

Supposons que A admettent (au moins) deux plus petits éléments : a; et az.
Alors pour tout x € A, a1 < x, donc en particulier pour x=az € A: ay < ap.
Et pour tout x € A, az < x, donc en particulier pour x=aj € A: ap < ay.

Par antisymétrie : a1 = ap. A admet au plus un seul plus petit élément. O

[ Attention - Attention au mot
Ici il ya une source d’erreur classique. On fera bien attention aux mots
définis ici : (un) majorant, (un) minorant, (le) plus grand élément, (le)
plus grand élément.
S’ajoutent a ces mots : élément maximal, minimal...
1l y aura bientot également I'expression borne supérieure, borne infé-
rieure. ..

On rencontre trés souvent le cas suivant :

Exercice

On suppose que = est une relation d’ordre total sur E.

Soit Ac E. On suppose que A est fini.

Montrer que A admet nécessairement un plus grand élément

Correction

On fait une récurrence sur Card(A).

PPy, SiCard(A) = n, alors A admet un plus grand élément. Pour I'hérédité, on note que si A= A, wia},
alors max(A) = max(max(Ay,), a)...

Exercice

On admet qu'un ensemble fini admet toujours un plus petit élément (il suffit de faire au plus
a(n-1) comparaisons - mais on peut se contenter de n — 1 comparaisons. ...).

Montrer que tout sous-ensemble de N admet un plus petit élément.

Correction
Soit AcN. Soit a€ A.
Alors A’ = AN [0, a]] est fini (car inclus dans [[0, a]]), il admet un plus petit élément a’.
Pour tout x € A,

oubien x>aetdonc @’ <a<x,  oubienx<adoncxe A etdonca’ <x.
Ainsi @’ est le plus petit élément de A

El maximaux/minimaux

@ Remarque - Généralisation : élément maximal ou minimal

On peut également définir la notion d’élément maximal ou minimal :
— M e Aestun élément maximalde AsiVxe AM=<x=x=M;
— me Aestun élément minimalde AsiVxe A, x<m=x=m.
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§'il s’agit d'une relation d’ordre total, ces éléments coincident avec les plus grand et
plus petit éléments (s'ils existent).

E ple - E ble avec plusieurs élé maximaux
Pour qu'il y en ait plusieurs, il ne faut pas qu'ils coincident avec I'unique plus grand
élément.

Donc d’apres la remarque, I'ordre ne doit pas étre total.
On peut prendre 'ordre produit sur E = R? et A = {(x, YEE] X2+ y2 < 1}, le disque
unité.
Alors A n'admet pas de plus grand élément et tous les éléments de M = {(x,y) €
R2 | x% + y2 =1,x=0,y =0} sont des éléments maximal de A.
En effet, si (xp, yo) € M et (x,y) € A, avec (xp, o) <1 (x,¥), alors xp < xet yp < y.

Alors 1 :xo+y0<x2+y2s 1,0nadoncx2+y2: 1 :x§+y§.

Ainsi (x? — xg) + (y2 - yﬁ) =0, avec un somme de termes positifs, donc x2- xg =0
et y2 - yg =0.

Enfin pat positivité de xp et yp : x = xg et y = yp, donc (x, y) = (xp, y0).

Borne supérieure/inférieure

Une derniére définition, pour des cas plus simples que celui de I'exemple
précédent :

Définition - Borne inférieure, borne supérieure
Soit AcR.
— Sil'ensemble des majorants de A est non vide et admet un plus petit
élément a, a est appelé borne supérieure de A, on note a = sup A.
— Si I'ensemble des minorants de A est non vide et admet un plus
grand élément b, b est appelé borne inférieure de A, on note b =
infA.

Cette définition sera au coeur de la définition de I'ensemble R (a partir de Q
avec la relation d’ordre totale <). Mais elle sert aussi a d’autres moments du
cours

Exemple - Borne inférieure et supérieure pour (|,N)
Comme leur nom I'indique :

— Laborne supérieure de I'ensemble fini d’entiers {u, v} estle PPCM (u, v).

— Laborne inférieure de I'ensemble fini d’entiers {u, v} estle PGCD(u, v).

/~Savoir faire - Montrer que a = sup E
On montre en deux temps :

1. VxeE x=a

2. VztelqueVxeE, x=<zalorsa=<z
(tout majorant z de E est plus grand que a)
OU (de maniére équivalente)
VYu=<a,IxeEtelqueu=<x
(tout élément plus petit que a ne peut pas étre un majorant de
E)

Exercice
Comment repérer sur le treillis des multiples et diviseurs de u et de v, leur PGCD et leur
PPCM?

Correction
C'est le grand pére commun (PPCM) ou le petit fils commun (PGCD)
Exercice

Comment peut-on définir 'ensemble borne supérieure de deux ensembles A et B pour la
relation <?
On indiquera que dans le cadre des espaces | Méme question avec la borne inférieure ?

vectoriels, oli I'on exige en outre une stabilité
pour I'addition vectoriel, la borne supérieure | Correction

des sous-espaces vectoriels F) et Fy est donnée | Toutsimplement: AU B et An B respectivement
par L ble Fy + E:

@Pour aller plus loin - Espaces vectoriels
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4.5. Ordre strict

Définition - Ordre strict
Soit (E, =) un ensemble ordonné. On définit la relation < par:

x<ye(x=yetx#y)

ce n'est pas une relation d’ordre sur E car elle n’est pas réflexive.

7 Exemple - Sur R
La relation < est une relation d’ordre (totale).
Alors que < est une relation d’ordre strict.

5. Relation d’équivalence

5.1. Propriétés caractéristiques

Définition - Relation d’équivalence
Soit #Z une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

7 Exemple - Stade Toulousain
On a vu une premiére relation d’équivalence, avec I’exemple du stade Toulousain.

7 Exemple - Fractions rationnelles
Montrer que 2 définie sur Z x N par (a,b)%(c,d) ssi a x d = b x ¢ est une relation
d’équivalence.
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
axb=bxa(=ab) donc (a, b)%(a, b).
— symétrique.
Supposons que (a, b)Z(c,d), doncaxd=bxc
donc cx b=d x adonc (c,d)%(a,b).
— transitive.
Supposons que (a, b)Z(c,d) et (c,d)%(e, f) doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc(ax fyxd=fx(axd)=fx(cxb)=(fxc)xb=dxexDb.
et comme d est non nul, il est inversible (dans R) et donc a x f = ex b donc
(a,b)%(e, f).

/Savoir faire - Montrer que Z est une relation d’équivalence
1l s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, symétrique
et transitive.

Exercice
u
Montrer que % définie sur ([RZN)2 (ensemble des suites) par (un)Z%(vy) ssi nliToo o= 1

est une relation d’équivalence.

Correction
Montrons que 2 ainsi définie est :
— réflexive,
N Un
lim — =1donc (up)Z(un).
n—+00 uy
— symétrique.
. u
Supposons que (u;)Z(vy), donc  lim 2o
n—+oo vy
vy 1
donc lim — = — =1donc (vp)Z(up).
n—+oo u, 1
— transitive. u v
Supposons que (1) (vp) et ()R (wy) done lim —" =1et lim —*=1.
n—+co vy n—+oo wy,
u, u v
donc lim —% = lim —2x lim —% =1etdonc ax f = ex b donc (in) % (wy).
n—+00 Wy, n—+00 vy n—+oo wy

@Pour aller plus loin - Relation d’équiva-
lence : volonté de définir =

Sur le site images des maths, un article intéres-

sant : http ://images.math.cnrs.fr/Egalite

|2 Histoire - Construction de Z

Etant donné N, construit par un principe de
type récurrence (par Péano); on peut suivre
Dedekind est construire Z.

On note surN?, % telle que (n,m)Z(n', m') ssi
n+m'=n"+m

Les classes d’équivalence sont de la forme
(0,n) = {(k, k + n), k € N}, représenté de I'entier
relatif : —n.
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Exercice

Soit f: E—F.

On définit la relation 2 ¢ sur E par x% ¢y ssi f(x) = f(y).
Montrer que .@/ est une relation d'équivalence sur E.

Correction
Trivial

5.2. Classes d’équivalence

Définition - Classe d’équivalence

Soit Z une relation d’équivalence sur E.

Pour a € E, on appelle classe d’équivalence de a I'ensemble C(a) = {x €
E|xZaj}. a est un représentant de C(a).

7 Exemple - Fractions rationnelles

Les classes d’équivalence des fractions rationnelles sont exactement les couples dont
les fractions sont égales.

On voit sur cette exemple le but de la notion de classe d’équivalence : préciser et
généraliser la notion d’égalité!

Les fractions rationnelles simplifiés sont des représentants particulierement simple
de leur classe d’équivalence.

Exercice

Montrer que % définie sur C*2, par z = a+ib%z = a' +ib' ssi ax b/ = a’ x b est une
relation d’équivalence.

Quelles sont les classes d'équivalence de 2 ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
axb=Dbxa(=ab)donc a+ibRa+ib).
— symétrique.
Supposons que a+ib%c+id,donc axd=bxc
donc ¢ x b=d x adonc c+id%a+ib.
— transitive.
Supposons que a+ibZc+id et c+id%e+if doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc (ax f)xd=fx(axd)=fx(cxb)=(fxc)xb=dxexb.
et comme d est non nul, il est inversible (dans R) et donc ax f = ex b donc a+ibZe+if.
Les classes d'équivalence peuvent représentées par les droites passant par 0.
Exercice
Montrer que 22 définie sur R, par 6220’ ssi 3 k € Z tel que 6 — ' = 2kx est une relation
d’équivalence.
Quelles sont les classes d’équivalence de % ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
6—60=0=0x21 donc 6%6.
— symétrique.
Supposons que A%6’, donc 8 -0’ = 2kn
donc 0’ — 6 = -2k donc 0’ 20.
— transitive.
Supposons que 020" et 0’0" donc 0 — 0" =2kn et 0’ —0" = 2k'n.
donc@-0"=0-0")+©0"-0")=2kn+2kim =2(k+k)m.
etdonc 260"
Les classes d'équivalence peuvent représentées par les arguments principaux. En fait, on retrouve la
méme classe d'équivalence que précédemment.

Proposition - Caractéristique par les classes d’équivalence
Soient £ une relation d’équivalence sur un ensemble E, a et b deux élé-
ments de E. Alors

aZb < C(a)=C(b).

Démonstration
Supposons que aZb.
Soit x € C(b), alors x2Db et par transitivité (et réflexivité) : x%a, donc x € C(a).
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V x € C(b), x€ C(a), donc C(b) = C(a).
Et, si y € C(a) alors yZa, donc yZb, donc y € C(b). Et C(a) c C(b).
Bilan: C(a) = C(b).
Réciproquement, si C(a) = C(b), alors a € C(a) c C(b), donc a€ C(b) et a%b. O

Exercice
On note 2 le plan usuel. On définit sur 22 x 22 |a relation 2 par

(A,B)%(C, D) & ABDC est un parallélogramme.

Il s’agit d’une relation d’équivalence. Que représentent les classes d’équivalence de cette
relation ?

Correction
Les classes d'équivalence sont données par I'ensemble de tous les vecteurs (pas d'origine).

Définition - Systéme de représentants
Soit Z une relation d’équivalence définie sur un ensemble E.
Siil existe S  E tel que pour tout x € E, 3!s € S tel que xZs,
on dit que S est un systéme de représentants de la classe d’équivalence
3o
(Il'y a une bijection naturelle entre S et %).
On note souvent S\ un tel systéme.
Si E est fini, il existe toujours un systeme de représentants (sinon cela peut
nécessiter I'axiome du choix).

] Remarque - Notation floue

La notation Sp\ ¢ est trés imprécise (pas de différence entre un systéeme et un autre).
Souvent ce qui compte pour les démonstrations est d'un considérer un systéme
quelconque, sans précision

5.3. Partitionde E

*Heuristique - Classe d’équivalence : partition de E
Avoir une relation d’équivalence, c’est faire I'assimilation entre différents objets a priori
différents et finalement identique (ou plutot équivalent) du point de vue de la relation.
Lensemble du départ est alors réduit en partie plus petite, ces éléments sont les classes
d’équivalence. Elles forment une partition de I’ensemble initial.

Définition - Partition d’'un ensemble
Une partition de E est un ensemble de sous-ensembles (non vides) de E tel
que:

— leur réunion fait E

— leur intersection 2 a 2 est vide

Proposition - Partition de E
Si Z est une relation d’équivalence sur E, alors ses classes d’équivalence
forment une partition de E.

Démonstration
On note O;, la famille des classes d’équivalence (la notion de famille est vue en fin de chapitre).
Pour tout x € E, x appartient & sa propre classe d'équivalence, donc x € JO;,

i

donc Ec|JO;.

i
Réciproquement, toutes les classes d’équivalences O; sont des parties de E.
Donc | JO; cE.

i
Finalement E = JO;.
i
Soit O; et O deux classes d’équivalence.
Six € 0;n0j, alors tous les éléments de O; sont en relation avec x donc O; = C(x).

De méme tous les éléments de O; sont en relation avec x donc O; est la classe de x.
Donc ou bien O; = Oj(: C(x)), oubien O; n Oi =@. 0
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e Remarque - La réciproque est vraie
Etant donnée une partition sur E: E = | 0;.
iel
Considérons alors Z : (xZy) ssidie Itelque xe O; ET y€ O;.
Z est une relation d’équivalence sur E.
e Remarque - Classes d’équivalence et dénombrement
Si E fini se décompose en classe d'équivalence (O;) ¢, alors #E = Z #0;.
i€l
11 arrive souvent que E se décompose en n classes d’équivalence toutes de méme
cardinal c¢. Dans ce cas: #E = ¢ x n.
Application - Dénombrement et classe d’équivalence
La relation # définie sur F x G par :
(a,b)Z(c,d) <= a=c
est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont en nombre de #F. Et chacune des classes possede
exactement #G éléments.
Donc#(F x G) = L #0; =Y qer #G =#G x L qep 1 = #G x #F.
11 s’agit vraiment de la formalisation du premier résultat de dénombrement. ..
6. Bilan
Synthése
~~ Les ensembles, dont on a vu qu'ils étaient a la base des raisonnements
mathématiques, peuvent étre « travaillés ». Ils peuvent étre coupés en
morceaux, avec des classes d’équivalence ou bien structurés visuelle-
ment avec une relation d’ordre.
~ Selon chaque situation, on fait évoluer notre regard!
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre
— Savoir-faire - Montrer que £ est une relation d’ordre
— Savoir-faire - Montrer que a = sup E
— Savoir-faire - Montrer que £ est une relation d’équivalence
Notations
Définiti Propriétés Remarques
def.
= Egalité, par définition (du terme de gauche) autre notation : 5 =
<, ~ =, Relations d’équivalence variées Réflexive, Symétrique, Transitive
% Ensemble des classes d’équivalence sur E  Les classes d’équivalence forment une par-
pour la relation d’équivalence % tition de E
Sp\% Systeme de représentants de é Sp\g cEetY xeE,3IseS g tel que xZs.
=,5,G,, Relations d’ordre variées Réflexive, Antiymétrique, Transitive
maxE Plus grand élément de E pour UNE relation maxE€ EetV x € E, x <maxE (ou c. ) Si la relation est totale, maxE est
d’ordre fixée a priori au plus unique.
minE Plus petit élément de E pour UNE relation minE€ Eet¥ x€ E,minE<x (ouc.....) Si la relation est totale, min E est
d’ordre fixée a priori au plus unique.
supE Plus petit des majorants de E VxeE x<supEet[Vxe Ex<y=  Auplusunique.
supE<y
infE Plus grand des minorants de E VxeE infE<xet[VxeEy<x=y< Auplusunique.
infE

Retour sur les problémes

54. Voir cours
55. Voir cours
56. Voir cours

57. Pas de plus grand élément a [0, 1[. Mais un plus petit élément a tous
ses majorants : sup[0, 1[= 1, on I'appelle la borne supérieure.
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58. Siles applications sont bien définies.
Alors une relation # est une application f de E? dans {0,1}, avec
f((a, b)) =1ssiaZzb.
Siles relations sont bien définies.
Alors une application f de E sur F est définie par f(a) = b ssi aZb.
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Groupes

@Résumé -

Comme structure algébrique, nous devons étudier les groupes (une seule loi, in-
terne), les anneaux et corps (deux lois internes) et les espaces vectoriels (deux lois
internes et une externe). Nous parlerons stirement a l'occasion d'algebre et siire-
ment d'espace affine.

Le chapitre qui suit est assez court, et se concentre sur la structure de groupes.

La notion de groupe a été formalisée au début du XIX-ieme siecle mais n'a trouvé
toute sa force qu'a la fin du siecle. Nous préparerons quelques notions de seconde
année. Et nous reprendrons cette notion en étudiant au second semestre le groupe
des permutations, et ensuite nous verrons agir des groupes sur les matrices carrées.

— Michaél Launay - Structure algébrique - https ://www.youtube.com/watch ?v=RaqlxOihGxw
— PoincareDuality - « Les maths ne sont qu'une histoire de Groupe » Poincaré

par Etienne Ghys - https ://www.youtube.com/watch ?v=dLwi_opxLxs
— Interview Cirm - Claire voisin - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=vcwMTpgNIQA
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La vie (trés courte et trés romantique) d’Eva-
riste Galois (1811-1832) pourrait faire la base
d’un excellent film. ..

On le présente souvent comme le premier, avec
de nombreuses années d’avance, qui a com-
pris le role fondamental de la structure de lois
internes et de groupe. Il a ainsi démontré que
pour =5, il n’existe pas de formule explicite et
avec des racines n° exprimant les racines d’'un
polynéme quelconque de degré n.

1.

?

?

2

?

Problémes

Probléme 59 - Structure

En MPSI, la recherche de la démonstration, optimale la plupart du temps
conduit a réfléchir précisément sur les hypotheses qui permet d’obtenir
les résultats. Ainsi les objets sont épurés sur les hypotheses principales.
De quel ensemble et avec quelle loi (structure) minimale doit-on partir
pour 'essentiel de nos théorémes a I'origine?

Probléme 60 - Résolution des équations polynomiales
Comment démontrer qu’en régle générale, un polyndme de degré 5 n’ad-
met pas de formules explicites des racines du polynome?

C’est I'une des questions qui a conduit GALOIS a créer (inventer, décou-
vrir) lanotion de groupe. .. Quel chemin I’a conduit a cette construction?

Probléme 61 - Groupe de Poincaré

En physique relativiste, les éléments de I'espace sont des quadruplets
(x,%,2,0).

On appelle groupe de Poincaré 1'ensemble (G,o) des transformations
¢ :R* — R* € G tel que pour tout paire de quadruplets (x,y,z,1) et
(x',y',2,1'), la distance est conservée :

=P+ -y +-2-Eu- )2 =(X- X+ -Y)2+(Z-2Z)2-cAT-T')?
ougx,yz0=XY,Z Netpx,y,z, 1) =X",Y',Z',T.

Montrer qu'il s’agit bien d’'un groupe.

Probléme 62 - Mariage chez les Murngin (citation)

A New York, [Lévi-Strauss] s’était lancé dans un vaste travail de sociolo-
gie théorique qui devint sa these de doctorat (aujourd’hui célebre) sur les
structures ?élémentaires de la parenté. Un jour, dans I’étude d’un certain
type de mariage, il se heurta a des difficultés inattendues et pensa qu'un
mathématicien pourrait lui venir en aide.

D’apres ce qu’ont observé les sociologues travaillant? sur le terrain?, les
lois de mariage des tribus indigénes d’Australie comportent un mélange
de regles exogamiques et endogamiques dont la description et I'étude
posent des problémes combinatoires parfois compliqués. Le plus sou-
vent le sociologue s'en tire par I'énumération de tous les cas possibles
dans l'intérieur d’'un systeme donné. Mais la tribu des Murngin, a la
pointe Nord de I’Australie, s'était donné un systéme d’une telle ingénio-
sité que Lévi-Strauss n'arrivait plus a en dérouler les conséquences. En
désespoir de cause il me soumit son probleme.

Le plus difficile pour le mathématicien, lorsqu'il s’agit de mathématique
appliquée, est souvent de comprendre de quoi il s’agit et de traduire dans
son propre langage les données de la question. Non sans mal, je finis
par voir que tout se ramenait a étudier deux permutations et le groupe
qu’elles engendrent. Alors apparut une circonstance imprévue. Les lois
de mariage de la tribu Murngin, et de beaucoup d’autres, comportent le
principe suivant :? Tout homme peut épouser la fille du frere de sa mere?
ou, bien entendu, I'équivalent de celle-ci dans la classification matri-
moniale de la tribu. Miraculeusement, ce principe revient a dire que les
deux permutations dont il s’agit sont échangeables, donc que le groupe
qu’elles engendrent est abélien. Un systeme qui a premiére vue menacait
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d’étre d'une complication inextricable devient ainsi assez facile a décrire
des lors qu’on introduit une notation convenable. Je n'ose dire que ce
principe a été adopté pour faire plaisir aux mathématiciens, mais j'avoue
qu'il m’en est restéune certaine tendresse pour les Murngin.

Oeuvres scientifiques, André Weil, 1979 p. 567-568

2. Lois de composition internes

2.1. Définitions

Définition - Loi de composition interne (Magma)
Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de
ExEdansE:® :ExE—E,(x,y) — x* .
On note, pour (x, y,2) € E3,
(x* y) * z=D(D(x,y),2) et x * (y * z) = (x, D(y, 2)).
Un tel couple (E, ) est appelé un magma.
Quand la loi interne est clairement identifiée, par abus, on peut dire que E
est un magma sans précision supplémentaire.

7 Exemple - N
(N, +) ou (N, x) sont des magmas.

Définition - Caractéristiques
On dit que le magma (E, x) :
— est commutatifsiV(x,y) EExXE, xxy=y*x
— estassociatifsiV(x,y,z) EEXEXE,xx(yx2)=(x*xy) %z
— est unifere ou posseéde un élément neutre s'il existe e € E tel que
Vx€E, exx=xx%e=x (eestalors I'élément neutre.)
Pour x élément de E, on dit qu'un élément y de E est un symétrique ou un
inverse de x pour x si X x y = y x x = e, (e neutre de E)

Définition - Monoide
Un magma (M, x) associatif et uniféere est appelé un monoide.

e Remarque - Notations
Plusieurs remarques
1. Les lois de composition interne sont usuellement notées %, L, T, +, x, en
notation multiplicative x x y = xy.

N

. La notation additive est usuellement réservée a une loi commutative et asso-
ciative, dans ce cas le symétrique de x (s'il existe) est noté —x.

w

. Lorsque la loi est commutative et associative, on peut écrire :

e

n
X; = X1+ -+x, (notation additive) ou H X; = X] ... Xp (notation multiplicative).
1 i=1

-~

. Silaloi * est associative, on peut écrire x*" = x % -+ * x (1 termes x).
En notation multiplicative on obtient ainsi x” et en notation additive nx.

Définition - Distributivité

Supposons que I'ensemble E est muni de deux lois internes * et T.

On dit que * est distributive par rapport a la loi interne T si:
V(x,y,2) € K3, x* (¥yTz) = (x* y)T(x* z) (distibutive a gauche)
Y(x,),2) € K3, (xTy)*z=(x*2)T(y* z) (distibutive a droite)
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[&) Histoire - Plusieurs naissances

En fait, cela est comme toujours plus subtil.
1l semble que I'idée de groupe est en germe a
la fin du XVIII siécle (en particulier chez La-
grange) et donc le concept apparait clairement
ensuite mais a plusieurs endroits en méme
temps : chez Galois en France, dans les écrits
de Cayley en Grande-Bretagne ou dans les
oeuvres de Dedekind en Allemagne.

Les définitions étant  parfois lé-
gérement différentes. .. (citation

2.2. Propriétés directes

Proposition - Unicités (éléments neutres, symétrique)... si existence
Soit (F, T) un magma.
Si F est uniféere, I'élément neutre pour T est unique.
Soit (E, x) un monoide.
Si x € E admet un symétrique alors celui-ci est unique;
Si x, y € E admettent des symétriques x~! et y~!
alors x * y admet un symétrique : y~! x x~L.
Si x est symétrique alors x est régulier (a gauche et a droite) :
Vy,zeE xky=xxz=>y=zetykx=zxx=>y=az.

Démonstration
On va faire chacun des cas
— Supposons que ej et ez soit deux éléments neutres de (F, T).
Alors comme e, estneutre: ej =ejTexete;Tex =ep
car e) est neutre.
Donc e) = e;. Il ya au plus un élément neutre.
— Siy et y» deuxsymétriquesde x: yy =y xe=y * (xxy2) = (Y1 *X) % ya=exy2 = y2
— e hxaxy =y tx Tk xy=y lxexy=y lxy=e
car % est associative. Deméme:: (xk y)x (y~Lax™1) = xk (yok y 1) ex ™! = xkenx” .
— Si x*y = x*z, alors en starisant par 7 x symétrique) a gauche : y = x L xxx y=
xlrxrz=z
De méme a droite.

1

2.3. Induction

1l s’agit de I'induction de la loi sur une partie ou une restriction d'un magma
E.

Définition - Loi induite

Soit Ac E, avec (E, T) magma.

A est stable par T (loi de composition interne sur E) si Vx,y€ A, x Ty € A.
T =T|axa sappelle laloi induite (par T sur A).

e Remarque - Transmission des propriétés

T 4 est alors une loi interne sur 4, i.e. (A, T 4) est un magma (induit).

Si T est commutative (resp. associative), T 4 est nécessairement commutative (resp.
associative).

En revanche I'élément neutre de T ou I'élément symétrique de x € A pour T (s'ils
existent) ne sont pas nécessairement dans A.

3. Structure de groupe

3.1. Définition et propriétés

Un groupe est un monoide dont tous les éléments sont inversibles :

Définition - Groupe
On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi de composition interne
T vérifiant :
— laloi T est associative;
— G posséde un élément neutre pour T;
— tout élément x de G possede un symétrique pour T (ou tout élément
de G est inversible, est symétrisable).
Si de plus la loi T est commutative, on dit que le groupe est abélien (ou

http_//images.math.cnrs.fr/
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Lcommutatif). J

v Exemple - Groupes des racines de I'unité

Lensemble (U, x) est un groupe.

« En effet, (C, x) est associatif donc en prenant trois éléments zj, z2, z3 de U, donc de
C,ona z; x (22 x z3) = (21 x 22) x z3). Ainsi (U, x) est associative

* Siz1,2p €U, alors |z 22| = |z11l22] = 1 donc z1 2z € U.

eleUestunélément neutredeU:1xz=2zx1=2z.

« Soit z € U, alors % =z € U. Pour les mémes raisons, puisque si z € Uy, zZ € Uy, on peut
dire que (Up, x) est un groupe.

@ Remarque - Sous-groupe

Finalement, on a utilisé ici le fait que (C, x) était lui méme un groupe, que U est stable
par la loi induite, que 1¢ € U et pour tout z € U(c C), %(E Oel.

On reviendra sur ces propriétés plus loin.

Proposition - Régularité
Dans un groupe tous les éléments sont réguliers a gauche et a droite

Démonstration
Tous les éléments sont symétriques donc réguliers d’apres un point précédent O

Comme des groupes sont des magmas unifére, ol tous les éléments sont
inversibles par définition :

Théoréme - Existence et unicité
Soit (G, T) un groupe. Alors :
— Lélément neutre est unique.
— Tout élément possede un unique symétrique.
— Ennotant x~! le symétrique ('inverse) de x, ona (x™)~! = x.
— Ty t=y Tl

3.2. Groupes produits

Définition - Produit de groupes

Soient (G, L) et (H, T) deux groupes.

On appelle groupe produit (de ces deux groupes) le groupe (G x H, x) tel
que

YV (x1,y1), (x2,¥2) €Gx H,  (x1, 1) * (x2,y2) = (x1Lx2, )1 T y2)

11 s’agit bien d’'un groupe :

Démonstration
« Il est associatif. Pour tout (x1, y1), (x2, y2), (x3,y3) € Gx H,

@Pout aller plus loin - Produit direct. Produit
indirect

En réalité, le produit comme il apparait ici est
souvent qualifié de produit direct.

Le produit semi-direct est alors le produit de
décomposition d'un groupe G sous la forme
G = HK, ol H est un sous-groupe normal ou
distingué de G et K est isomorphe a %

(1, YD *((x2, y2) % (x3, 3)) = (x1, y1) * (X2 L3, 2 Ty3) = (x1 L(x2.Lx3), y1 T (32 Ty3) = (x1 Lxa Lxs, ;1 Ty2 T3)

(Ge1, y1) % (2, y2)) * (x5, y3)) = (01 Lz, y1 Ty2) * (x3, y3) = -+ = (x1 Lxa Lx3, 1 T2 T3)
« Son élément neutre est (eg, ep), car pour tout (x,y) € Gx H,
(eg,ep) x (x,y) = (eg Lx, ey Ty) = (x,y) = (xLeg, y, Tep) = (x,y) * (eg, ep)
« Tous ses éléments sont inversibles, pour tout (x,y) € Gx H,
Ly Y x oy =y y Ty = egrep) = = o x Ly Th
[m]
e Remarque - Souvent G = H

On considere donc le groupe produit noté(G2, 1) plutot que (G2, 12).
Et par récurrence, on peut étendre le produit de groupes a plus de deux groupes.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




260

Groupes

3.3. Exemples

Groupes triviaux

4 Exemple - Avec I'addition
Les ensembles de nombres munis de 'addition : (Z,+),(@,+), (R, +),(C, +) sont des
groupes commutatifs.

7 Exemple - Avec la multiplication

Les ensembles de nombres munis de la multiplication : (Q*, x), ®*, x), (C*, x) sont
des groupes commutatifs.

Moins trivialement : (Uy, x) est un groupe.

z
Ensemble >

Définition - Ensemble des classes d’équivalence modulo
Soit n € N, fixé.
Larelation =, ou encore - = -[n] est une relation d’équivalence sur Z.

z
Lensemble des classes d’équivalence associées est noté =
n
Un systeme de représentant est [[0, n —1]]], puisque aZ =1{0,1,...n-1},

ol pour tout k € [0,n—10,k={k,k+nk+2n...k-n...}={k+rnrez.

z _
On peut alors définir sur — les lois + et X par:
n

-] Remarque - Le plus dur dans ce qui précéde

est de démontrer que les lois + et x sont bien définies.

C'est-a-dire qu'elles sont indépendantes des représentants de k et / choisis.
Nous ferons cette démonstration dans le cours d’arithmétique

z _
Proposition - Groupe | —, +
p pe( =7

Pour tout entier n, (ﬁ;) est un groupe commutatif.

Son élément neutre est 0, et 'opposé de k est n— k.

Démonstration

Pour tout h, k€ Z, h+k = k= X
PourtoutkeZ, k+0=k+0=k —k=k+n-k=m=0.0

¥ Analyse - Et pour la multiplication % 2

En revanche, il existe des diviseurs de 0, donc des éléments non inversibles, pour la
multiplication modulo 7 : les diviseurs de n.

Mais si k est premier avec 7, alors d’apres le théoreme de Bézout :

Ju,veZ|uk+vn=1 TUxk=uk=uk+vn=1

YA
Proposition - Groupe (—Z,?) avec p premier
p

z _ q
Pour tout nombre premier p, (p—z, x) est un groupe commutatif.

Son élément neutre est 1, et 'opposé de P est obtenu en exploitant le
théoréme de Bézout.
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On peut donc obtenir I'inverse de k en exploitant 'algorithme d’Euclide.
Exercice
A démontrer

Correction

Pour tout I, k € Z, hXk
Pourtout ke Z, k+1=kx1=k.

Pour I'existence de l'inverse, voir 'analyse précédente.

e Remarque - Autre point de vue

zZ*
Dans le cours sur les anneaux, nous définirons le groupe (7 R x), valable pour tout
n

entier n, en ne considérant que les classes inversibles, modulo n.
Dans le cas ol1 1 est premier, on retrouve le groupe précédent.

«Petits » groupes

Comme les groupes sont réguliers, il ne peut y avoir chaque lettre ne peut ap-
paraite plus d'une fois par ligne et par colonne.

Remplir ces tableaux, c’est comme remplir un carré latin (nom mathéma-
tique des sudoku).

ye Analyse - Groupe a deux éléments

Essayons de construire un groupe a deux éléments : a et b.

Lun des deux éléments est le neutre, supposons qu'il s’agisse de a.

Onadonc a®=aetab=ba=b.

b est inversible, nécessairement b = a.

Ce groupe se résume dans le tableau :

/1 lalb
a |a|b
b |b|a

C’est le seul groupe a deux éléments. Notons qu'il est commutatif.
Mais surtout remarquons qu'il s'incarne ou a de nombreux avatars :
— a = fonction croissante, b = fonction décroissante et T = o
— a =1 (ouclasse des nombres positifs), b = —1 (ou classe des nombres négatifs)
etT=x
— a =0 (ouclasse des entiers pairs), b = 1 (ou classe des entiers impairs) et T = +
dans %
— a=idc et b= symétrie (ou involution quelconque) et T =o
Exercice
Construire un (le) groupe de 3 éléments

Correction
Par essais/erreurs, il s'agit de
/ST lal|b|c
a a|b|c
b blcla
c clal|b

Dans la construction, on voit une notion importante : & cause de la régularité, il n'est pas possible de
trouver sur une méme ligne ou une méme colonne deux valeurs identiques.

Par suite, dans chaque ligne et chaque colonne, on retrouve toutes les valeurs de G.

Une incarnation possible est é.

Groupes matriciels

Lensemble des matrices (.#p,,(IK),+) est un groupe. Il nous intéresse assez

peu.

Lensemble (.#,(K),x) n'est pas un groupe! (c’est un monoide) Tous les

éléments ne sont pas inversibles.

En revanche

— (GL,(K), x), ensemble des matrices inversibles est un groupe appelé,

le groupe linéaire. Par définition : GL,(K) = {M € #,(K) | AN €
Mu(K) telque M x N=N x M = I,}

@Pour aller plus loin - Au début d’année...
Nous avons vu apparaitre a plusieurs reprises
des calculs avec {1, ], j?} (expression des ra-
cines d’'un polynéme de degré 3 ou bien calcul
n
n

de lasomme S = ) | "|...). Cela était né-

i=ki3I\?
cessaire, car il s’agit de la meilleure incarnation
du groupe (unique) a trois éléments

@Pout aller plus loin - Groupes a 4 éléments
Il existe deux groupes a 4 éléments : Dy =
{1,i,-1,-i} = é et Vy le groupe de Klein.

Tllafb]c]d]
a cld

a b

Var=| b |[blald]c
c cld|al|b
d dlc|b|a

1l s’'incarne par exemple dans le groupe des sy-
métries par rapports aux médiatrices d'un tri-
angle équilateral et de la transformation iden-
tité.

a: [BCD] — [BCD], b: [BCD] — [BDC], c:
[BCD] — [DCB] etd:[BCD] — [CBD]

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




262

Groupes

— (0(K), x), ensemble des matrices orthogonales est un groupe appelé,
le groupe orthogonal.
Par définition : 0,,(K) = {M € 4, (K) | MT x M= I}

Groupes des permutations

Un groupe trés important, on reviendra sur cette notion plus tard. ..

Proposition - Groupe des permutations d'un ensemble

Soit X un ensemble non vide. On note Sy 'ensemble des permutations
de X (c’est-a-dire des bijections de X dans X). Alors (Sx, o) est un groupe,
généralement non commutatif, appelé groupe des permutations de X.

e Remarque - Permutation
Qu’est-ce qu'une permutation de X ?
1l s’agit, par o de changer «I’ordre » ou notre regard sur tous les éléments de X.
Donc cela signifie que
{ox),xeX}=X
et donc o est surjective. Il suffit de montrer que o estinjective: o(i) =0 (j)=i=j.

Démonstration
Point par point :
— Pourtoutoy,op € Sy,
VxeX, (01002)x) =01(02(x) € X
—
€x
On notera que o' 007 est bien une bijection de X.
Donc o est bien une loi de composition interne de Sx.
— Puis cette loi est associative.
Pour tout 01,02,03 € Sx,

VxeX,(o10(02003)(x) =01(02(03(x)) = (01 0 02) 003)(x)

— Sy possede un élément neutre : idy : x— x:
ide Sy etpourtouto € Sx:V x€ X, id(o(x) =0 (x) =o(id(x)).
— Last but not least : on note pour tout o € Sy,

o':x— ytelque x=0(y)

Clairement s~ o (())) =0 () = yetooo () = a(y) = x,

donc o est bien inversible et d'inverse o~ 1.

Mais il faudrait vérifier que o~ ! ainsi définie existe bien. Pour cela, il est nécessaire que

tout x € X soit aussi I'image d'un y par o, ou encore que o (X) = X.

Or o est une permutation de X, donc cette hypothése est bien vérifiée (cf. remarque).
a

Ce groupe non commutatif sera longuement étudié plus tard dans I’année.

Groupes et géométrie

@Pour aller plus loin - Programme d’Erlan-
gen
Felix Klein (1849-1925) est un mathématicien
allemand qui proposa dans le programme
d’Erlangen de re«voir » toute les géométries en
étudiant les groupes de symétrie qui agisse sur
I'espace en question. ..
1l a eu une grosse influence sur Henri Poincaré.
o

Proposition - Groupes des similitudes directes du plan C

Lensemble des similitudes directes est un groupe pour la loi o.

Lélément neutre est I'identité.

Linverse de la similitude de centre Q, d’angle 6 et de rapport k est la
similitude de centre ), d’angle —0 et de rapport %

Linverse de la translation de vecteur i est la translation de vecteur —ii.

Démonstration

Nous sommes bien obligé de considérer les translations car la composition de deux rotations de
centre A et B respectivement, d’angle 6 et 2 — 6 et de rapports 1 est la translation de vecteur
2AB.

Rappelons que la similitude de centre Q(w), d’angle 0 et de rapport k est z — ke’ (z - ) + w.

A partir de cette notation, on peut tout démontrer. O
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4. Sous-groupe

4.1. Définition et caractérisations

Par la suite, on considérera (G, T) un groupe.

Définition - Sous-groupe

H c G (non vide) est un sous-groupe de G si H est stable pour la loi interne
et si la loi induite (restriction de la loi a H) munit H d’'une structure de
groupe. Onnote H < G

Proposition - Elément neutre et symétriques

Soit H un sous-groupe de G.

Alors I'élément neutre de H est’élément neutre de G.

Si x € H, le symétrique de x dans H est le symétrique de x dans G.

Démonstration
Soit e} I'élément neutre de H et e celuide G.e;Te; =e; =eTe;

—_— ——

eH €G

Et comme e) est régulier (dans G) : e] =e.
Puis si on note x’ l'inverse de x dans H, xTx' =e=xTx!
Par régularité :
en «composant a gauche» par x~1, inverse de x dans G (par la suite, tout se passe dans G)

K =x AT =TT = a7

Théoréme - Caractérisation 1
Soit H c G. H est un sous-groupe de G si et seulement si il vérifie :

— H#9¢
— Y(x,y)€ H?, xTye H
— VxeH,x'eH

Théoreme - Caractérisation 2
Soit H c G. H est un sous-groupe de G si et seulement si il vérifie :
— H#¢
— V(x,y)eH%, xTy 'eH
(en notation multiplicative : ¥ (x, y) € H?, xy~' € H;
en notation additive : V(x, y) € HZ? x— yE€H)

/~Savoir faire - Démontrer que H est un (sous-)groupe
Dans la pratique, lorsque H est une partie de E, groupe. On démontre
qu’il s’agit d'un sous-groupe de E
— avec la caractérisation 1, lorsque H et E sont explicites
— avec la caractérisation 2, lorsque H et E sont théoriques

Démonstration
On a trois propositions équivalentes a démontrer, nous allons faire en trois temps

A=Ay = A3 = A

1. Supposons que H est un sous-groupe de G.

— Nécessairement H n’est pas vide.

— H est stable pour la loi interne donc ¥ (x, y) € H2, xTy € H

— Etledernier point: Vx € H, x~! € Haété démontré dans la proposition précédente.
2. Supposons que H vérifie les trois assertions de la caractérisation 1.

@Paur aller plus loin - Le « monstre »

1l s’agit du plus gros groupe fini « connu ».
On Tl'appelle le Monstre M ou groupe de
Fischer-Griess F;. Son ordre (= son cardi-
nal ici) est 246 x 320 x 59 x 76 x 112 x 133 x
17 x 19 x 23 x 29 x 31 x 41 x 47 x 59 x 71 =
808017424794512875886459904961710757005

754368000 000000 ~ 8 x 1053,

C’est bien un nombre fini (mais c’est gros).
11 a été découvert (est-ce le bon verbe?) ou
construit en 1980

@Pﬂur aller plus loin - Action de groupe et
représentation
FEtant donné un groupe G, dont la loi est notée
multiplicativement et dont I'élément neutre
est noté e, on peut définir une action (ou opé-
ration) de G sur un ensemble E par une ap-
plication : Gx E — E, (g,x) — g-x vérifiant
les propriétés suivantes : Vx € E, e-x = x et
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— H#¢

— V(x,y)e H? z=y~! € H, d'aprés la troisieme assertion.
Puis xTz=xTy ! € H d'apres la seconde assertion.
Donc ¥(x,y) € H2, xTy ' e H.

3. Supposons que H vérifie les deux assertions de la caractérisation 2.

— H n'est pas vide, on doit montrer qu'il est stable pour la loi interne.
Laloi T est nécessairement associative sur H < G.
Soit x€ H, alors x€ G, et e = xTx~ ! € H d’aprés la seconde assertion.
En outre, tout élément x € H G posséde un symétrique x~! dans G, qui est aussi
dans H :

exeH=eTx '=xeH

o

Exercice
Montrer que si Hy < (Gy,1) et H» < (G2, T) alors Hy x H» est un sous-groupe du groupe
produit (G x G, %).

Correction

On va exploiter la seconde caractérisation.

Puisque e} € H, e € Hp, alors (e}, ez) € Hy x Hp et donc Hy x Hp est non vide.
Puis si (x1, x2), (y1y2) € Hy x Hp, alors

(e1,22) % (1, y2) "= G, x) * 07 Ly D = o Ly L Ly, e Hy x Hy
AN
em, el

Donc Hj x Hp est un sous-groupe du groupe produit (G x G2, ).

4.2, Intersection

Théoréme - Intersection de deux sous-groupes
Soit H et K deux sous-groupes de (G, T).
Alors HN K est un sous-groupe de G.

Démonstration
e€ Hetee K, donc Hn K n'est pas vide.
Soit x,y € HN K, alors xy’1 €Het )c)"1 €K, donc )c)"1 eHNK.O

Lexercice suivant donne TOUS les sous-groupes de (Z, +) :
Exercice

1. Soit a € Z. Montrer que aZ est un sous-groupe de (Z, +).
2. Soit G un sous-groupe de (Z,+), G # {0}.
Justifier que GNN* a un plus petit élément a > 0.
Montrer que G = aZ (utiliser la division euclidienne).

Correction

1. 0O€aZetsix,yeaZ, alorsx—y=ka-ha=(k-hlae€aZ.

2. GNN* cN*, donc il a un plus petit élément, noté a > 0.
On a nécessairement aZ G Soit x € G, on applique la division euclidienne : x = pa+ q.
Or g = x—pa€ G, par stabilité et donc g € G, mais g € [0, a[, donc g = 0, sinon, on a une
contradiction avec la définition de a.
Donc x=paetGcaZ.

La démonstration s’adpate a une infinité de sous-groupe.

Théoréme - Intersection de sous-groupes
Soit (H;)ie; une famille de sous-groupes de (G, T). Alors N;e; H; est un
sous-groupe de G.
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Démonstration
Viel, H; <G, doncjes Hi <G.
Vi€, e€ H;, car H; estun groupe. Donc e € ;e H;, qui n'est pas vide, donc.
Soit x, y € Njes Hj, alors pour tout i € I, x, y € H; et xy~' € H;
Donc xy~! € Njey H;. O

4.3. Sous-groupe engendré

Premiére manipulation (trouver un candidat)

¥e) Analyse - Plus petit groupe contenant une partie A de G
Considérons une partie A (ensemble) d’'un groupe G.
Onnote o/ = {H < G | Ac H},I'ensemble de tous les sous-groupes de G contenant A.
Alors «/ estnon vide car G€ /.
On se souvient, qu'en théorie des ensembles, on a vu que inf(4,B) = AnB

(inf est ici la borne inférieure pour la relation d’ordre de I'inclusion, i.e. le plus
grand ensemble des plus petits ensembles que A et B).

Considérons alors < A >:= ﬂ H, l'intersection (non dénombrable, peut-étre) de
Hedd
tous les sous-groupe contenant A.

Cette intersection est un sous-groupe et elle contient A.
En fait < A > est le plus petit élément de «/.

Définition - Groupe engendré

Soit (G, T) un groupe. Soit A une partie de G.

On appelle groupe engendré par A4, le plus petit sous-groupe de G, parmi
les sous-groupes de G contenant A.

Onlenote < A>. Onadonc<A>= (| H=ming/

Hedd
(ouef ={H<G|Ac H}).

1 faut démontrer que (1) H est bien le plus petit sous-groupe de G conte-

Hed
nant A.
Démonstration
Comme, pour tout He &/, Ac H,onabien Ac (| H.

Hest
Par ailleurs, ﬂ H est une intersection de sous-groupes de G. Donc il forme bien d'un sous-
€

Hedl
groupe de G.
1l reste a démontrer que c’est le plus petit.
Soit K, un sous-groupe de G 1t A. Alors Ked.
Donc K fait partie des sous-groupes donc I'intersection définie < A >,

onadonc<A>=Kn| (| H|ck.O
Hesd\K

Proposition - Croissance de 'engendrement
Si A c B sont deux parties d'un groupe G.
Alors < A>c< B>

Démonstration

< B > estle plus petit sous-groupe contenant B donc A car Ac B.

Donc < B > est un sous-groupe de G contenant A.

Mais < A > est le plus petit des sous-groupe contenant A, donc il est plus petit que B: < A>c<
B>.0O

4 Application - Réflexes

Si A est un sous-groupe de G qui est contenu dans B, alors nécessairement
<A>=Ac<B>.

Si B est un sous-groupe de G qui est contient A, alors nécessairement < A>c< B >=
B.
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/Savoir faire - C trouver le sous-groupe engendré par une partie
A?
1l faut

1. Pré-sentir la bonne description (efficace) de ce sous-groupe.
On donne alors un nom a cet ensemble K.

2. Montrer que K est bien un groupe, qui contient A

3. Montrer que K est nécessairement entierement inclus dans < A >
ou dans tout sous-groupe de <.

Comme < A > est le plus petit sous-groupe contenant A, propriété véri-
fiée par K, alors < A>=K

Croi e par drement (deuxiéme point de vue)

M Attention - Nom contradictoire?
Ce nom semble contradictoire. Par groupe engendré on entend plutot
quelque chose qui s’agrandit (pour I'inclusion) a partir de A, alors qu’il
s’agit visiblement de quelque chose qui diminue a partir de G.
A-t-on la méme chose?

i Analyse - Engendrement
On aurait plutdt envie de considérer A:={a) * ap % --- % ap | keN,ay,az,---ag N},
ensemble de tous les éléments obtenables a partir de répétition de produit (fini)
de A.
C’est bien en ensemble engendré par A. En fat :
« cet ensemble contient bien A, avec n = 1 et a; décrivant tous les éléments de A.
cet ensemble est un groupe A, avec n=2et a = al’l, onaegeA.
siay * agx-- % ag, by % by *--- % by, € A, alors,
(ay % @y %% ag) % (by x by x % b)) "L = ay kag x - x ap x bt % byl x
<ok byl eA
Enfin, il contient tous les sous-groupe H contenant A,
car pour tout i € N, a; € Ac H. H est un groupe donc aj x ap -+~ x ay € H.
Exemple - Groupes engendré par p dans Z.
On considere le groupe (Z,+). Le groupe < p > contient nécessairement tous les
nombres de la forme: p+ p+---+ p =rp, c'est a dire les multiples de Z.

r fois
DoncpepZc<p>.
Par ailleurs pZ est un sous-groupe de Z. Donc < p >= pZ.

Exercice
Quel est le sous-groupe engendré par {p, q} dans (Z, +) ?

Correction
On pense qu'il s'agit du sous-groupe engendré par le PGCD de p et g, dont on adéja un nom: (pAg)Z.
On sait déja que c’est un groupe.
Comme p A g estun diviseur de p etde g, pe (pAq)Z et g€ (pAg)Z. Donc {p,qt = (p A q)Z.
Le groupe < {p, g} > contient tous les nombres de la forme up + vq ot u,ve Z.
Drapres le théoréme de Bézout, il contient donc p A g, le PGCD de p et g.
Comme il s'agit d’un groupe, il contient également tous les multiples de p A g, donc tout (p A ) Z.
Donc (pAg)Z c<{p,q}>.
Et comme < p A g > est le plus petit sous-groupe contenant {p, g} : < p,q > (=<{p,q} >) = (p A q)Z

Groupe monogene

Définition - Groupe monogéne
On dit que G est un groupe monogene, s'il existe x € G tel que G =< x >.
Dans ce cas G = {x¥, k € Z}.
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/Savoir faire - Etudier des groupes monogénes
Si G estun groupe que I'on sait monogene, alors il existe x € G (référence,
que l'on fixe) tel que G =< x >.
Lapplication ¢ : Z — G, k— x* est bien définie, surjective. Elle peut étre
injective ou non (cas fini).
On transfere ensuite par ¢ (ou ¢~ 1) I'étude de G, a partir de propriétés
de Z.

Exercice
Montrer qu’un groupe monogene est nécessairement abélien

Correction

Soit (G, x) monogéne, donc il existe x € G tel que G =< x >.
Soient a,b € G, alors il existe n,m e Z tel que a = x" et b= x".
Ainsi ax b=x"xxM=x"M = xM x x"=bxa

Exemples a partir de U

Lexercice suivant nous aide a faire le point.
Exercice
On considére le groupe (U, x).
2im
1. Soit z =e k . Que vaut le groupe < zj. >?
2. Avec les mémes notations, que vaut le groupe < zr,zs >?

3. A-t-on pour tout n € N, pour tout ze Up, Uy =<2>?
Sinon, a quelle condition sur z, a-t-on : Uy, =<z>7?

4. Quel est le groupe U, nU;, ?
5. U est-il monogéne ?

Correction

1. < zj > continent toutes les puissances de zj, donc tous les nombres complexes z,’C de Ug.
Donc Uy ©< zj. > et Uy est un groupe, ainsi < zj >=Uy.
us+uvr

2. Tous les nombres complexes de la forme z}! x z{ = exp2in appartiennent & <

Zr,Zs>,avec u, Ve Z. 5
D’aprés le théoréme de BEZOUT, il existe u, v € Z tel que us+vr = SAT, puis st = (SAT)(sVr)
donc zgvr €< zr,zs >.
Etdonc < zrys >c< zr,zs >.
Par ailleurs, r|(r v s), donc il existe ' tel quervs= rr' etdonc zﬁ:” =zy donc zy €< Zyys >.
De méme zs €< zpys > etdonc {z;, zs} €< zpys >, donc < zy, z2g >C< Zpys >.
Par double inclusion < zy, zg >=< zpys >.
3. Non, clairement. En effet, pour tout n €N, 1 € Uy et < 1>= {1} #Uj.
Lorsque z € Uy, vérifie < z>=Up, on dit que z est une racine primitive premiére de I'unité.
On sait que z € Uy, signifie qu'il existe k € ([0, n—1]] tel que z = exp %
Si kA n=1. Alors d'aprés BEZoUT (toujours) : il existe u, v € Z tel que uk+vn=1
etdonc 2% = exp 28KT » exp 2y = exp 2HUktvmn
Donc z, c< z>etdonc U, =<z, >c<z>.
Comme zeUy. Onadonc < z>c< U, >=Uy.
Par double inclusion U, =< z>.
Réciproquement, si Uy, =< z >, alors il existe u € Z tel que z = z,,(€ U)
etdonc uk =1[nli.e. kA n=1 (réciproque de BEZOUT).
nam

=zn.

4. Soit z€ Uyam, alors z' =1. Et comme n A m|n,
on adonc 2" = (MMM ("AM) — | donc z € Uy,. De méme z € Uyy,.
Par conséquent : Upam < Up NUpy,.
Evidemment, si z € Uy, NU,y, alors pour tout u, v € Z, 24" FVP = (24 (™) = 1.
Donc 2"\ =1 et z€ Upam.
Par double inclusion Uy NUp =Upam

5. Non, sinon U serait dénombrable.

4.4. Démontage d’'un groupe

Théoréme de Lagrange

@Pout aller plus loin - De qui parle Felix
Klein?

«Depuis longtemps déja, il s'occupait a étudier
des groupements de racines complexes de l'unité
sur la base de sa théorie des racines primitives.
Et voila que ce matin-la (le 30 mars 1796) en se
réveillant, il lui apparut clairement qu'a partir
de sa théorie, on pouvait construire un polygone
a 17 cotés]... ]. Cet événement marqua un grand
tournant dans sa vie : c'est précisément ce jour-
la qu'il décida d’abandonner les langues pour se
consacrer exclusivement aux mathématiques ».
Les mathématiques y ont beaucoup gagné!
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Proposition - Relation d’équivalence modulo un sous-groupe
Soit (G, *) un groupe et H < G, un sous-groupe de G.
On note Z, la relation définie sur G par:

1

aRyd <= a'xd eH

Alors Z y est une relation d’équivalence.

Démonstration
Rpest:
— réflexive : pour tout a€ G, a 'a=ee H.DoncV a€ G, aZya.
— symétrique : si a%ya’, alors ™' + a’ € H.
Mais H est un groupe donc (a'a)™! = @' ' ae H donc d' Zpa
— transitive : si aZa’ et a' Ry’ alors a~! 'yq' e H.
Mais H est un groupe donc (a~! x a/) « (@'~ x a” = a™! x a" € H donc aZ yya’"

a,a
[m]

e Remarque - Lien relation d’équivalence et sous-groupe

On voit sur cette démonstration le lien trés étroit qui unit les caractéristiques d'un
sous-groupe et les propriétés d'une relation d’équivalence. Plus précisément : I'élé-
ment neutre a la réflexivité, I'inversibilité a la symétrie et la stabilité a la transitivité
Quand on a une relation d’équivalence, on a naturellement une décomposi-
tion en réunion disjointe

Proposition - Décomposition de G

Soit H un sous-groupe de G.

Onnote S:= S g un systéme de représentant des classes d’équivalences
g

de .@H.

Alors G = Wuesa, la réunion disjointes des classes de a.

‘an'est pas un groupe, mais il est en bijection avec H.

Par la suite, on notera aH, cet ensemble. Onadonc aH =a'H © aZpya <
aldeH

Le produit cartésien H x S et le groupe G sont en bijection (c’est la décom-
position).

Démonstration
La premiére partie de la proposition a été donnée dans le cours sur les classes d'équivalence.
Soitg: H—a, x— ax.
Montrons que ¢ est bien définie a valeurs dans a.
On a, en effet, aZyax = ¢(x), car alvax=xeH.
@ est bijective car elle admet une application réciproque (/)’1 :b(e@) — a~'b(e H).
Onabien ¢~ (b)=a"'be H, car be @ donc aZ b, ie.a 'be H.
Pour I'équivalence.
On considére g € G, alors il existe un unique a€ Stelque g =a,
i.e. il existe un unique 1 € H tel que g = ah.
On a alors une bijection naturelle (a, h) — g = ah
dontla réciproque est donnée sur la ligne précédente. O

En fait, les ensembles @ sont comme des sous-groupes affines de G...

Proposition - Théoréme de LAGRANGE
Si H un sous-groupe de G, groupe de cardinal fini, alors card H|cardG.

Démonstration
G = w,ega. La réunion est disjointe, donc en terme de cardinaux :
card(G) = ) card(aH) = ). card(H) = card(H) x . 1 =card(H) x card(S)
aes aes aes
ol1 on a exploité que H et aH sont en bijection, donc ont méme cardinaux.
On aurait pu aussi exploiter le fait que card(G) = card(H x S) = card H x card(S). O
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Sous-groupe distingué

i Analyse - S comme un groupe?
On a dit et redit que sauf pour @ = H (exemple : a = e, mais pas uniquement), @ = aH
n'est pas un groupe et donc ¢ n'est pas un morphisme de groupe (cf partie suivante).
Néanmoins, on peut se demander si S, 'ensemble des représentants ne pourrait pas
étre un groupe. Sous quelles condition?
Pour que cela ait du sens, on devrait pouvoir créer I'opération * sur S de la fagon
suivante :

aH¥*bH = (axbH

Dans ce cas, il faudrait que pour tout @’ = ax € aH (avec x € H) et b’ = by € bH (avec
y€H),onait: a xb' € (axb)H, c'est-a-dire axby € (ab)H.

11 suffit alors que pour tout x € H, xb € bH, ce que 'on note Hb < bH < Hb = bH.
Cette condition est également nécessaire : car elle doit étre vérifiée pour tout a € G et
donca=e(ety=e)aussi: xbebH.

Définition - Sous-groupe distingué
On dit que H < G est un sous-groupe distingué (ou normal) de G si

VaeG VYxeH alxacH

On peut retenir que pour tout a € G, aH = Ha.
On note alors H<G

Démonstration
Montrons que:V a€ G,x€ H, alxacH correspond bien a ce que I'on souhaite.
Supposons doncque Y a€ G, x€ H, a'xaeH.
Soit y€ aH. Alors 3 x € H tel que y = ax.
Alors ycfl =axa~' € H, donc y= (axa')ae Ha. Ainsi aH c Ha.
—_—
zeH
Soit y € Ha. Alors 3 x € H tel que y = xa.
Alors a’ly: a~'xae H, donc y= a(a™'xa) € aH. Ainsi Hac aH.
—_—
zeH
Supposons que pour tout a€ G, aH = Ha.
Soita€ G, x € H. Alors xa€ Ha=aH, donc 3 z € H tel que xa=azetdoncz=a ‘xacH.
[m]

Proposition - Groupe quotient
Soit (G, *) un groupe.

o)

G
Si H <G est un sous-groupe distingué de G, alors S = 2 souvent noté —

T

H
est un groupe pour la loi * définie par aH*bH = (a * b) H.

Exercice
A démontrer! (Attention, ce n’est pas un sous-groupe. Il faut donc tout redémontrer a com-
mencer par la bonne définition de la loi. . .)

Correction

7 Exemple - Groupe trivial

H = {e} est un sous-groupe distingué. Mais cela n'a pas beaucoup d’intérét.
Sauf si on I'associe avec la réciproque d’'un morphisme (cf partie suivante).
7 Exemple - G abélien

Si G est abélien, alors tout sous-groupe H est distingué.

En effet, pour touta€ G, xe H: alxa=a'lax=xeH.

z _
Ainsi, pour tout n €N, nZ <Z et donc (ﬁﬁr) est un groupe.

@Pour aller plus loin - Théorie de résolution
par radicaux
Comme écrit wikipédia : « Pour n supérieur ou
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Définition - Groupe simple
On dit qu'un groupe est simple lorsqu’il ne posséde pas de sous-groupe
distingué autre que {e} et lui-méme

Cela ne vous rappelle pas une autre définition?
Exercice

Soit G un groupe de cardinal p, premier.

Montrer que G est simple

Correction

Soit H<1G. Alors card H|cardG, donc cardH € {1, p}, i.e. H = {e} ou H = G respectivement.
Donc G est nécessairement simple

5. Morphismes de groupes

5.1. Définition et propriété immédiate

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes.

Définition - Morphisme de groupes
Une application f de G dans G’ vérifiant :
Y(x,y) G fx*y) = fOTf(.
est appelé morphisme (de groupes) de (G, x) sur (G, T).

Proposition - Conservation du noyau
Soit f: G— G’ un morphisme de groupes. Alors f(eg) = eg'.

Démonstration
Soient x€ G,

f)Teq = f(x) = fx*eg) = f(O)T fleg)
Puis par régularité : ey = e O

Proposition - Image de l'inverse
Soit f: G— G’ un morphisme de groupes.
Alors pour tout x € G, f(x™1) = (f(x)) "

Démonstration
Soient x€ G,

FEOTFO = fa %)= fleg) =eqr = F0 T Tf(x)
Donc par régularité : f(x™!) = (/(x))’l m]

7 Exemple - exp
Le morphisme du groupe (R, +) vers (R*, x) est I'application :
YabeR, fla+b)=f(a)x f(b)
On a nécessairement f(0) = 1.
On montre :
1. parrécurrence:V neN, f(n) = (f(1))"
2. par passage au symétrique:V neZ, f(n) = [f(l))"
3. pour Q: pourtout me Z, ne N*,
(FON™ = fm) = fnx 2y = f(T+---+ T = (F(I)™.
donc pour tout ¥ g € Q, f(q) = (f(1))

4. si f est continue ou croissante, alors on peut passer a la limite f : x — a* avec

a=f(1)

5.2. Image et noyau d’'un morphisme
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Proposition - Sous-groupe
Soit f: G— G’ un morphisme de groupes.
Soit A un sous-groupe de G, alors f(A) est un sous-groupe de G'.
Soit B un sous-groupe de G/, alors f~1(B) est un sous-groupe de G.
En particulier :
— Im f = f(G) = {f(x), x € G} est un sous-groupe de G, appelé image

de G
— Kerf = f"'eg) = {x € G | f(x) = e} est un sous-groupe de G,
appelé noyau de f.

7 Exemple-7Z - U,
f:(Z,4) — (Up, x), k— eX™/" est un morphisme de groupe.
Son noyau est nZ.

Démonstration
f(A) =G, nonvide (e¢ € A, donc ey = fleg) € f(A)).
Soient yy,y» € G, il existe x1,x2 € A tel que f(x1) = y; et f(x2) = ya.
NTy, = FanT o)™ = FeDTFG D) = flx *x; 1) € £(4) Donc f(A) est bien un sous-
groupe de G'.
f71(B) < G, non vide (e € B, donc e € f~1(B) car f(eg) = egr).
Soient x1,x2 € G', alors f(x1) € B et f(x2) € B. Ainsi : f(x) % x;1) = f(x)Tf(x2)~" € B Donc
f’l(A) est bien un sous-groupe de G. O

Exercice

Montrer que f : G — G’ morphisme de groupes est :
— surjective ssi Im f = G’
— injective ssi Ker f = {eg}

Correction
La premiére équivalence est évidente, simple écriture.
Pour la seconde,
onasi f injective,
pour tout x € Ker f, f(x) = egr = f(eg), donc x = eg et Ker f < {eg}.
Linclusion réciproque est triviale, donc Ker f = {eg}
Réciproquement, si Ker f = {eg}.
Si f(x)= f(x), alors ey = fOTf(x) 7! = Fe*x'™Y), done x* x' L e Ker f = feg).
Ainsi xxx' "' = eg, i.e. x = x'. Et f estinjective
7 Exemple - Ker f est un sous-groupe distingué
On sait que Ker f < G.
Soit a€ G et x € Ker f,
fla'xa) = fla™) ) f@ = fla) fl@=fla™ a) = f(e) = ey
[
=eqr
Donc a”'xaeXKerf.

5.3. Premier théoréme d’isomorphisme

Théoréme - Premier théoréme
Soient G et G’ deux groupes et f: G — G', un morphisme de groupes.

Alors f induit un isomorphisme de groupes : f : G/Ker f < Im f.

Démonstration
Ker f est un sous-groupe distingué de G.

G/Xer f est la notation du groupe quotient

Ker fi.e f(a) = f(b).

Soit donc @, un élément de G/Ker f (C'est la classe de ) et f: @a— f(a).

1l faut donc commencer par vérifier que cette définition de f a bien un sens.
Compte-tenu de la définition de 2, c'est évident que f est bien définie.

f est clairement bijective, puisque £~ est 'application qui z€ Im f —Zz. O

pour la relation d’équivalence a%b ssi ab™! €
Ker f

@Pgur aller plus loin - Une deuxiéme, un
troisiéme?

Le deuxiéme énonce :

siN<GetH<G,alors NNnH<H et H (Nn

H)<» HN/N.

Le troisieme énonce :

si N,M <G tels que M < N, alors N/M <G/M

et (G/M)/(N/M)<» GIN.
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@Pour aller plus loin - Dans les espaces vec-
toriels...

Ce théoréme est a comparer avec le lemme

préparatoire qui conduit au si fondamental

théoréme du rang dans les espaces vectoriels

de dimension finie.

Ainsi si f est une application linéaire de E sur

F, avec E de dimension finie.

Alors dimE = dimIm f + dimKer f car fiy :

H — Im f est une application bijective (oit H

telque E= He Ker f.

e Remarque - Notation symbolique ou formelle
Onretrouve dans la littérature (mathématique) le diagramme suivant que l'on qualifie
de commutatif :

G
G—»——»Imf—G

Ker f

6. Bilan
Synthese

~ La notion de groupe est la brique élémentaire des théories mathé-
matique. C’est une notion primitive : un ensemble et une loi in-
terne associative, unifére et dont tous les éléments sont symétriques.
Cette structure est naturellement comparable a une relation d’équi-
valence : associativité— transitivité, élément neutre—reflexivité et
inversion—symétrie.

~+ On peut réduire des (sous-)groupes par intersection, ou bien générer
des (sous-)groupes par engendrement de parties. Ces deux méthodes
sont tres classiques en algébre ou en topologie.

~» On décompose ensuite les groupes en produit de sous-groupes a
condition que le premier de ce produit soit un sous-groupe distingué.
Finalement les sous-groupes distingués (ou normaux) sont comme
des nombres premiers.

~» On peut aussi déplacer des structures avec des morphismes de
groupes, voire comparer des groupes (est-ce que ces morphismes
sont bijectives (isomorphisme) ?)

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Démontrer que H est un (sous-)groupe

— Savoir-faire - Comment trouver le sous-groupe engendré par une par-
tie A?

— Savoir-faire - Etudier des groupes monogenes

Notations
Notations Définitions Propriétés Re
H<G H est un sous-groupe de G egeHetYx,yeH xy TeH Pa
H<G H est sous-groupe distingué de G H<GetVxeG,xHx ' cH Pa
% Ensemble des classes d’équivalence sur G Les classes d’équivalence sont chacune en ~ Or
pour la relation d’équivalence aZZyb <= bijection avec H. GR

ableH

Retour sur les problemes

59. Groupes, anneaux, COIps...

60. Pas facile. Il faut plonger dans un cours sur le corps de Galois. Lors-
qu’on aura fait le cours sur le groupe symétrique (= groupe des permu-
tations d'un ensemble a n éléments), cela sera peut-étre plus simple. ..
En gros une formule de résolution, c’est une décomposition du groupe
des permutations (qui agit sur 'ensemble des racines) en sous-groupe
distingué x groupe quotient. Si une telle décomposition n’est pas pos-
sible (le groupe est simple), nous sommes bloqués. Or pour les équa-
tions de degré 5, on regarde S5 (cf second semestre), il se décompose
en Ast x {—1,1}, mais A5 ne se décompose pas plus...

61. La composition conserve nécessairement la distance.

La question fondamentale est dans I'existence de la transformation
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inverse (bijectivité de ¢).
A noter qu'il s’agit d'un groupe continue (ou de LIE) par opposition
aux groupes discrets (et souvent finis comme Sj,).
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Construction d’ensembles
numériques : des entiers a la

droite réelle

@Résumé -

étaient exploités. ...

Z,D,Q,RetC?
Quelques vidéos sur internet :

eMNZiARM

Ce chapitre est comme une application du chapitre e sur les relations pour donner
une assise mathématique satisfaisante aux ensembles bien connus des éleves car
largement utilisés. Dans histoire, ces constructions se sont passés a la fin du XIX
siecle. Cela faisait des siécles (voire des millénaires) que certains de ces ensembles

1l n’y a au fond qu'un seul probleme : comment donner du sens aux ensembles : N,

— Yvan Monka - 1ls sont fous, ces nombres! - Classification - https :/[www.youtube.com/watch 2v=kL-

— Exo7Maths - Nombres réels - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=NCWWVven9Cs

— Sciencedall - La diagonale dé
Sommaire

rice de Cantor - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=xqSKawORrPo
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Construction d’ensembles numeériques : des entiers a la droite réelle 2. Nombres algébriques

1. Problemes 2. Nombres algébriques
2.1. Nombres entiers
? Probléme 63 - Construction des entiers naturels Nombres entiers naturels
Au milieu du XIXieme siécle, les mathématiciens se sont rendus compte
que leurs sens leur faisaient défaut lorsqu’ils ont découvert les géomé- On commence par admettre la construction de I’ensemble des entiers natu-
trie non euclidienne. Il a fallu tout reconstruire sur des bases trés solides. rels N.

Comment construire I’ensemble des entiers sans équivoque!
<*Heuristique - Nombres entiers naturels
La construction suivante est die a Péano. Soit E un ensemble non vide, possédant un
élément de référence et dont tous les éléments ont un unique successeur (différent de
I'élément de référence).
Cet élément de référence se note 0 (ou 1, selon). Puis on définit 'addition +1 comme le
? Probléme 64 - Construction des entiers relatifs, des ration- passage d’un nombre  son successeur.
nels On a ainsi les bases pour un raisonnement par récurrence et I'ensemble des entiers.
Ce qui suit est en fait assez naturel, méme si cela peut paraitre un peu compliqué la

Une fois que les entiers 1,2,3... sont définis, ainsi que le 0, comment - B N
premiére fois qu’on le voit. ...

définir proprement les nombres entiers négatifs.
A savoir que dans I'histoire, les fractions sont apparues bien avant les
nombres négatifs!

Nous verrons en algebre générale qu'il est souvent préférable d’avoir un Théoréme - Construction de PEANO

corps plutot qu'un anneau (tous les éléments sont inversibles). 1l existe un ensemble N non vide, munie d’'une loi s (comme successeur)
Comment définir alors proprement I'ensemble des fractions § et justi- telle que :

fier 'égalité § = 5, alorsque a# cet b # d? — N étant non vide, il admet une élément premier noté 0.

Une fois que la construction est acquise (avec les lois + et x), comment — Pour tout élément a € N, il existe b e N* tel que b = s(a).
généraliser sur Q la relation d’ordre < définie sur Z? — sestinjective (s(a) = s(a) = a=a')

@ Remarque - Addition +1
s(a) correspond a la classique addition +1.

? Probléme 65 - Construction des réels Lhabitude consiste a associer aI’élément so so--- 5(0), le nombre 1 égal au nombre de
Pour le familier de la calculatrice (ou de Python), les nombres réels sont fois que s est utilisé
obtenus en écrivant les nombres décimalement quitte a ce que cette
écriture soit infini. Cela marche bien; la preuve : le sur-développement Proposition - Opérations sur N
des ordinateurs et autres objets numériques. On définit 'addition sur N par : a+ b = s%(0) + s2(0) = s#+2(0).
Comment faire cette construction et surtout comment gérer la problé- Onaa+b=b+a.
matique 1-0,999...9--- = 0, donc la non unicité d’écriture de certains La multiplication est alors la répétition de 'addition: axb=a+a+---+a
nombres réels. T
La aussi : comment définir la relation d’ordre? Onaaxb=bxa.

Proposition - Relation d’ordre

N est naturellement ordonné (récursivement) :
VabeN*, asb<e s'(a)<s (D).

Lordre est total.

? Probléme 66 - Construction des réels

Une autre possibilité : exploiter le principe de la dichotomie. Cela rap-
pelle la méthode des coupures de DEDEKIND, en séance de cours-TP.
Pouvons-nous dés maintenant anticiper cette méthode?

Et il existe un algorithme, qui termine, permettant de connaitre le plus petit
entreaetb:
@ Informatique - Ordre

? Probléme 67 - Densité de Q dans R -
La construction de R conduit a voir tous les éléments de R comme limite : def Sedljé (z,b) :
d’elements de Q. i L . 3 while ¢>0 and d>0 :
On dit que Q est dense dans R (associé a la continuité, c’est une propriété . ¢,d=c-1,d-1
tres forte!). s if c==0:
Et pourtant, les cardinaux de Q et R sont-ils comparables? Existe-t-il une N return(a)
bijection de N sur Q? de Q sur R? 7 else

8 return (b)
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Nombres entiers naturels

Ensuite on construit I'ensemble des entiers relatifs. On propose ici un exer-
cice.

*Heuristique - Problématique
La problématique : I'addition a trou (ou recherche d’une opération réciproque) n'est qu'a
moitié possible. En effet, elle dépend de la relation d’ordre entre les nombres soustraits.
1l faut donc créer un premier ensemble, afin que toute soustraction de nombres entiers soit
possible.
Mais certaines soustractions peuvent conduire a un « méme » résultat

Exercice
Sur NZ,

1. Montrer que ~ définie par :
(a,b) ~1 (¢,d) — a+d=c+b

est une relation d'équivalence.

2. Montrer que tout couple (a, b) est dans la classe d’'un couple (0, d) ou (d,0) selon
queasbouaz=b

N2
3. En déduire la construction de Z comme équivalent a 'ensemble —
~1

Correction

1. Elle est bien réflexive, symétrique et transitive (déja démontré)

2. Sias<b,alors b—a=0etdonc (a,b) ~1 (0,b—a) car a+(b—a) =b+0.
Sia=b, alors a—b=0etdonc (a,b) ~) (a—b,0) car a=b+ (a—Db).

3. Aucun des couples (0, ¢) ou (d,0) n'est en relation avec un autre si les nombres ¢ ou d sont
différents.
On a donc trouvé un représentant de chacune des classes d'équivalences de N2 pour la
relation ~7.
On peut noter +c¢ = (c,0) et —c = (0, ¢). En on construit ainsi Z.

7 Exemple - Le nombre -2

Selon cette construction, le nombre habituellement noté —2 correspond a la classe
d’équivalence des nombres (0,2), (1,3),... (n,n+2)...

Etle nombre +3?

Proposition - Opération sur Z
N\

Lensemble Z est 'ensemble — (des classes d’équivalence sur N2 de la loi
~1

~1).
On définit alors la relation d’ordre <z par:

(a,b) <z (c,d) = a+d<ync+b

Laddition est alors simplement : (a, b) +7 (c,d) = (a+n ¢, b+n d)
La multiplication est plus compliquée :
(a,b) xz (c,d) =(axnc+nbxnd,bxyc+yaxyd)

-] Remarque - La difficulté : 'indépendance au repré
Il faut bien vérifier que chacune de ces définitions est indépendantes du représentant
de la classe d’équivalence.
Ainsi:si(a,b) = (a’,b') et (c,d) + (c',d"),
alors (a+ o)+ (b’ +d)=(a+b) +(c+d)=(d +b)+('+d)=(a' + )+ (b+d).
donconabien: (a+c,b+d) ~ (a' +c',b' +d).
Ainsi la définition de +7 est bien indépendante des représentants choisis.
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7 Exemple - Multiplication
Vérifions sur un exemple que la multiplication donne le résultat attendu :

—3x4=(L4)x(6,2)=(1x6+4x2,1x2+4x6)=(14,26) = —12

Démonstration
11 s’agit bien d’'une relation d’ordre. Il faudrait montrer aussi qu’elle est indépendante des
représentants choisis.
C’estI'opération d'ordre naturelle associée a une relation d’équivalence.
— Reflexive: (a,b) sz (a,b)cara+b<ya+b.
— Antisymétrique : (a,b) <z (c,d) et (c,d) <z (a,b) alors a+d <y c+betc+bsya+d,
donc a+d =c+d,donc (a,b) ~ (c,d).
— Transitive: (a,b) <z (c,d) et (c,d) <z (e, f)alorsa+d <y c+betc+ f<sye+d.
Donc, par transitivité de <y : a+d+ f<syc+b+ f=c+ f+b<e+d+Db,
doncavecs™@:a+f<ye+b.
Ainsi (a,b) <7 (e, f)
L'addition et la multiplication sont indépendants des représentants choisis.
[m]

Exercice
Montrer que l'ordre est total

Correction

Lordre est total sur N. Soient (@, b), (¢, d) € Z.

Alors on a ou bien a+d <p b+ c ou bien b+c<yn a+d.
Donc l'ordre <7z est bien total

2.2. Nombres rationnels

La construction de @ est en tout point équivalente a la construction de Z,
mais pour un probléme lié a la multiplication (et donc division) au lieu de
I'addition (et donc la multiplication).

Exercice
Sur Z x N*,

1. Montrer que ~ définie par :
(a,b)~2 (c,d) <<= axzd=cxzb
est une relation d'équivalence.

ZxN
2. Montrer la construction de @ comme équivalent a I'ensemble

3. Montrer que <¢ définie par (a, b) <q (c,d) ssi axz d <z bxz c définie bien une
relation d’ordre sur @

4. Comment définir +¢ et xg

Correction

1. Elle est bien réflexive, symétrique et transitive (déja démontré)

2. Supposons que (a,b) ~2 (c¢,d) et b = d (on ne perd pas de généralité).
Siil existe k € N tel que d = bk, alors abk = cb et donc ¢ = ak. On notera alors que k divise
aetb.
On appelle couple irréductible un couple (a,b) € Z x N tel que ¥ ke N, k fa ou k }b.
Chaque classe d'équivalence a un unique représentant irréductible, que I'on note habituelle-
ment .
En on construit ainsi Q.

3. C'est la relation d'ordre qui découle naturellement de la relation d'équivalence sur I'ensemble
ordonné Z

4. On peut imaginer : (a,b) +Q (c,d) = (axzd+zbxzc,bxzd et (a,b) XQ(c,d) =
(axzc,bxzd

11 faudrait vérifier que Q est bien un corps (addition, multiplication inver-
sible) compatible avec <. Cela se fait sans grande difficultés...

@Pﬂur aller plus loin - Comment définir n
simplement?
Nous savons que le périmeétre d’'une forme
réguliére est proportionnel a son agrandisse-
ment.
Donc pour un cercle, il existe une constante
telle que son périmétre est égale au produit de
cette constante par le diamétre : p = C x d.
Par définition, on peut appeler pil my cette
constante.
Ou bien, de méme nous savons que la sur-
face d’une forme réguliére est proportionnel
au carré de son agrandissement.
Donc pour un disque, il existe une constante
telle que son aire est égale au produit de cette
constante par le carré durayon : S = C' x r2. Par
définition, on peut appeler my cette constante.
L'enjeu : montrer que ry = m...

@Pgur aller plus loin - Généralisation

Ce principe qui permet de passer de I'anneau
Z au corps des fractions Q est un principe ré-
guliérement repris en mathématiques.

On suivra exactement ce méme principe pour
décrire le corps des fractions de polynémes
K(X) a partir de'anneau des polynémes : K[ X]
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Proposition - Opération sur Q

*

ZxN
Lensemble Q est 'ensemble (des classes d’équivalence sur Z x N

delaloi ~7).
On définit alors la relation d’ordre <q par :

(a,b) <q (c,d) = axzd<zcxzb

La multiplication est alors simplement : (a,b) xq (¢,d) = (axz ¢,bxgd)
Laddition est plus compliquée : (a,b) +¢ (¢,d) = (axzd+zbxz ¢,b xz d).
Lordre est total (démonstration comme pour comme pour < Z).

2.3. Nombres algébriques

La plupart du temps les nombres se définissent par une phrase, qui elle
méme se traduit en une équation (polynomiale).
On définit alors :

Définition - Nombre algébrique

Un nombre r est un nombre algébrique si il existe une fonction polyno-
miale P a coefficients entiers telle que P(r) = 0.

Si n estle plus petit degré d’'un polyndme vérifiant cette relation, on dit que
r est algébrique d’ordre n

7 E ple - Nombres rationnels

@Pour aller plus loin - Nombres irrationnels
Ce fut un choc dans I'antiquité lorsqu’on com-
pris que V2, qui existe bien (longueur de la
diagonale du carré de coté 1), n'est pas une
nombre rationnel. Quel type de nombre est-
ce?

SiI'on considére des nombres irrationnels (i.e.
non rationnels) dans leur singularité, on n'en
trouve pas beaucoup, ils sont en effet difficile a
définir.

@Pour aller plus loin - Probléme ouvert
Est-ce que y est un nombre transcendant ou
algébrique?

LS
Par définition, y =lim()_ 7-inm
k=1

@Pour aller plus loin - Autre complétion
Lensemble R est 'ensemble que 'on obtient
naturellement, a partir limites de suites de
rationnels (éléments de Q), limites définies a
partir de la distance d(a,b) = |a— b| ol 'on
retrouve la valeur absolue classique.

Mais__il existe une (seule) autre fagon

Les nombre rationnels sont des nombres algébriques d’ordre 1.
g est racine du polynéme x— gx— p.

7 Exemple - Nombres quadratiques
Les nombre quadratiques sont les nombres algébriques d’ordre 2.

-1+v5
V2, racine de x2 -2 ou ® = T‘[

tiques.

D’une certaine fagon, on peut également dire que i est quadratique.

D’autres nombres, toujours «naturels » ne s'expriment pas a partir d'une
équation polynomiale a coefficients entiers. C’est le cas de w ou de e.

, racine de x2 + x — 1 sont des nombres quadra-

Définition - Nombre transcendant
Si r n'est pas algébrique, on dit qu'il est transcendant.

Démontrer qu'un nombre donné est transcendant n'est pas une mission
évidente.

3. Propriétés de R
3.1. Principe de construction de R

«*Heuristique - Un principe : les coupures de DEDEKIND. Rappel
@ est un ensemble, relativement naturel, muni d'une relation d’ordre totale <.
R ~ €(Q) estl'ensemble des sections ouvertes commencantes sur Q.

€@Q={TcQ|VacT,b<a=beT&AmeQtelque T={xeQ|x<mj}

Laddition est assez naturellement prolongée, ainsi que la relation d’ordre totale.

La multiplication par des positifs est simple, ensuite c’est la regle des signes.

On obtient ensuite quelques résultats topologiques, nouveaux principes de bases ici. Cela
est fondamentalement lié au fait qu'il existe des rationnels infiniment proches.

de faire. On fixe un nombre premijp p
nn
51782
pUpVHVp(2)=vp(2=129) oy pour a € Z,

et on mesure la distance d[

vp(a) = maxia | p®|a}.
A partir de cette distance, en complétant Q) de

Limita da cuita (Aa Canehi) satinnnallae an
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3.2. Fonctions classiques associées a R

Valeur absolue

Définition - Valeur absolue
x six=0

Pour x € R, on pose |x| = max(x,—x) = 3
, on pose || w-0=1 _1 Sreo

(plus grand des
deuxréels x et —x).

d(x,y) = |x—y| mesure la distance entre deux réels x et y de la droite réelle.

Définition - Partie positive, partie négative

Pour x € R, on pose x* = max(x,0) (partie positive du réel x)
et x~ = max(—x,0) (partie négative du réel x).

Ces deux réels sont POSITIFS.

Exercice
Ecrire |x| en fonction de x* et x™.
Ecrire x™ en fonction de | x| et de x.

Correction

- c|+2
x| =x" —x ,x*:"“T‘

Proposition - Encadrements a connaitre
[XISM<—-M<x<

|[xX|>M < (x=Moux<-M)
V(x,y) eR?,  |xyl =|x||yl
V) eR:, [lxi=1yl| <le+yi<lxd+ 1yl

¥(x,)) € R, d(x,) > d(xl, IyD oulx -yl > [Ixi - 1y

Démonstration
Premiere proposition :
Supposons que |x| < M.

e Six=0,|x|=xetdonc|x|<sM=0sxsM=-M<xs<M.
—xetdonc|x|SM=0s-xsM=-Msx<0=-Msxs<M.
Réciproquement si—M <x< M,

alors M = —x = —M, et donc x et —x appartiennent a [-M, M].
Comme | x| est I'un des deux nombres x ou —x, alors | x| € [-M, M].
La seconde proposition est la contraposée de la premiere proposition.
Troisieme proposition, par étude de cas :
six,y=0,alors [xy| = xy=|x||yl

e six=0,y<0,alors|xy|=-xy=xx(-y) = x||yl

e six<0,y=0,alors|xy|=-xy=(-x)xy=|x||yl

e six,y<0,alors|xy|=xy=(-x) x (=y) = |x||y|
Quatriéme proposition :
x+y<Ixl+lylet—(x+y)=-x+-y<|x|+|yl,

donc |x+ y| = max(x+y,—-x—y) <|x| +|y|
On en déduit que |x| = |(x + y) + (=p)| < [x + ¥l +|yl, donc |x| = |yl < |x + yl.
De méme [y|—|x| < [x+yl.
Ainsi: ||x] = |yll = max(|x| - |yl,|y| - |x]) < |x + y|. Cinquiéme proposition :
On asimplement : ||x| = |yl = |lx| = |- yll < |x+ (=) =|x-y| O

Partie entiére

Proposition - Corps archimédien
Comme @, R est archimédien :

V(a,A)eeR; xRy, 3IneN,telquena=A
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Avec a = 1, cela conduit a la définition :

Définition - Partie entiére
Soit x € R. Il existe un unique n € Z vérifiant n< x <n+1.
n s'appelle la partie entiére de x, on la note |x]. On a donc

lx]sx<|x]+1 et x-1<|x]<ux.

Démonstration

* SixeZ, alors n = x fonctionne.

s Six>0.

Lensemble Ey = {m €N | m < x} est borné par k.

Tout sous-ensemble non vide et majoré de N admet une borne supérieur n.
Onaalorsn<xetn+1¢Ey,doncn+1>x.

Etsix <0 (avec x ¢ Z).

Alorsil existe n’ eNtel que n' < —x<n'+1.
Donc—n'=x>-n'—1,etcomme x¢ Z, x#—n'.
Ainsiavecn=-n'-1,onan<x<n+1cequiimpliquen<x<n+1

o

Exercice
Pour tout entier n = 1, montrer :
1

1
= <2(Vn+1-vn)< %

1 1 1
En déduire la partie entiére duréel A=1+ — + —+-+-+ ——.
V2 V3 V10000
Correction
On peut faire une étude de deux fonctions.
On peut aussi penser a la quantité conjugué :

m_ﬁi(\/rw -Vn)Wn+l+yn)  n+l-n 1
- Vn+l+vn) S Wntltvm (it

Etcomme 2yn<vVn+1+yn<2vn+1,ona

‘/%sz[m—ﬁ]s

On peut alors sommer ces inégalités, par télescopage :

1
n

Bl

10000
198=2(100-1)<2(VI0001 - VT) = 3. 2(Vat1-va)< )

n=1

Et de méme :

9999

9999
A=1+ <1+ Y 2(VarT-vi)=1+20100-1) =199

n=1 Vn+l n=1

Donc la partie entiere de A vaut 198.

/~Savoir faire - Travailler avec la partie décimale
Fréquemment, on exploite également la fonction partie décimale 0 :
0(x)=x—[x].
On voit que 0(x) € [0, 1[, pour tout x € R

Exercice

x|+ 2x) 4+ |nx,
Pour tout réel x, déterminer Ia limite lim Ll +12x] + -+ [nx)
—00

n2
Correction
On sait que kx = |kx] +0(kx), avec 0(kx) € [0,1].
Done Lx) + [2x] + -+ [nx] = x+ 20+ -+ nx = 0(x) = 0(2x) - ...0(nx) = 2B x —©(x, 1) avec
O(x,n) €[0,nl.
Donc
Lx] +[2x] +---+nx] x x 1

(n2+n 1) O(x)

n? 2 2n? 2 n?

Et donc par encadrement, ceci tend vers 0 et donc la suite a pour limite %

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

4. Parties de R et topologie

283

4. Parties de R et topologie

4.1. Bornes supérieure et inférieure

On commence par quelques rappels de définitions, mais adaptés ici au cas
réel :

Définition - Sous-ensemble majoré, minoré, borné
Soit A un sous-ensemble de R. On dit que :
— A est majoré s'il existe un réel M tel que, pour tout x de A, on ait
xs< M.
M est alors un majorant de A.
— A est minoré s'il existe un réel m tel que, pour tout x de A, on ait
ms<x.
m est alors un minorant de A.
— Si A est majoré et minoré, on dit qu'il est borné.

] Remarque - Ensemble N
Pour I'ensemble N, on a quelques propriétés :
— Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément.
— Tout sous-ensemble non vide et majoré de N admet un plus grand élément.
Ce résultat n’est pas vrai siI’on remplace N par R.
Rappels :

Définition - Borne inférieure, borne supérieure
Soit AcR.
— Sil’ensemble des majorants de A est non vide
et si il admet un plus petit élément a,
alors a est appelé borne supérieure de A, on note a = sup A.
Formellement :

supA:=min{M eR |V a€ A, a< M} (si non vide)

— Sil’ensemble des minorants de A est non vide
et si il admet un plus grand élément b,
alors b est appelé borne inférieure de A, on note a = inf A.
Formellement :

infA:=max{meR |V a€ A, a=m} (si non vide)

M Attention - Borne supérieure
Comme son nom ne I'indique pas, la borne supérieure est par définition
le plus petit élément d'un certain ensemble (celui des majorants).

Lexercice suivant donne des exemples a toujours bien garder dans un coin
de sa téte...

Exercice

Déterminer, s'ils existent, le plus grand élément, le plus petit élément, la borne supérieure,
la borne inférieure (sur R) des parties suivantes :

A=[0,1], B=[0,1], c={ln\neN*}

Correction

— Aadmet 1 comme plus grand élément, 0 comme plus petit élément.
Les majorants de A forment I'ensemble [1,+ool et donc 1 est également la borne supérieure
de A. Les minorants de A forment I'ensemble ] —o0,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de A.

@Pﬂur aller plus loin - Rappels
Un majorant M est le plus grand élément de A
si et seulement si il appartient également a A.
Un minorant m est le plus petit élément de A si
et seulement si il appartient a A

@Pﬂur aller plus loin - Récurrence

C’est la premiére propriété ici (avec un raison-
nement par I'absurde) qui permet de montrer
I'exactitude du raisonnement par récurrence
(et aussi de la descente infinie) et aussi la mé-
thode du variant de boucle en informatique.
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— B n'admet pas de plus grand élément, mais bien 0 comme plus petit élément.
Les majorants de B forment I'ensemble [1,+ool et donc 1 est également la borne supérieure
de B. Les minorants de B forment I'ensemble ] —o0,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de B.

— C n'admet pas de plus petit élément, mais bien % =1 comme plus grand élément.
Les majorants de C forment 'ensemble [1,+oo[ et donc 1 est également la borne supérieure
de C. Les minorants de C forment I'ensemble ] —oo,0] et donc 0 est également la borne
inférieure de C.

Proposition - Condition d’existence de la borne supérieure

Soit A < R non vide. On suppose que A posseéde un plus grand élément a
(resp. plus petit élément b).

Alors A possede une borne supérieure (resp. inférieure) et sup A = a (resp
infA = b).

/Savoir faire - Etudier une borne supérieure
En regle générale, pour obtenir une égalité sur la borne supérieure, on
exploite deux inégalités :
— V ae A, a<supA (minoration de sup A)
— VMeRtelqueV ae A, a< M, alors M =sup A
(majoration de sup A, par tous les majorants de A)

On a évidemment des relations symétriques pour la borne inférieure. ..
Exercice
Soient A et B deux parties de R admettant des bornes supérieures. Montrer que

AcB=supA<supB.

Donner un résultat similaires avec les bornes inférieures.

Correction
Il s’agit de majorer sup A.

On exploite donc la deuxieme inégalité du savoir-faire (pour sup A). On démontre donc que
sup B est un majorant de A.

Et pour cela, on exploite la premiére inégalité du savoir-faire (pour sup B) On «remonte » : V a € A,
a€Bcar Ac B,donc a<supB.
Donc sup B est un majorant de A et sup A est le plus petit des majorants.
AinsisupA<supB
Les deux propositions suivantes donnent des caractérisations opératoires
(avec lesquelles travailler dans les démonstrations) et donc un nouveau
savoir-faire :

Proposition - Caractérisation de la borne sup.
Soit AcRetxeR
Alors x = sup A si et seulement si

YaeA a<x
Ve>0,3a.€Al,x—€e<ae

Proposition - Caractérisation de la borne inf.
Soit AcRet xR
Alors x = inf A si et seulement si

Yae A x<a
Ve>0,3a.€ Ala. <x+e
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Démonstration
Si Aadmet une borne supérieure a.
Alors'ensemble M4 = {M |V x € A, x < M}, des majorants de A est non vide
et admet @ comme plus petit élément.
Ainsiae My etdoncV x€ A, x<a.
Ensuite, considérons € > 0, alors a —€ ¢ My, et donc 3 x¢ € A tel que a —e€ < x¢ (absurde).
Réciproquement, si il existe atel que V x€ A, x<aetVe>0,3xc€A|,a—€e<Xe.
Alors A est majorée et l'ensemble des majorants de A (M) estnonvide: ae My.
Soit m € M4, un majorant de A. Supposons que m < a.
Soite = 451 > 0.
Onaalorsa—e<xe<metdoncasm+e=m+ 4% = &M < G54 - g,
Ceci est contradictoire. Donc si m est un majorant, alors m = a. O

a+a

Le théoréme suivant est parfois pris comme caractérisation de R. Nous en
avons vu la démonstration dans le cours-TD (il faut une défintion pour R)

Théoréme - Existence de la borne supérieure
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.
Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

M Attention - Propriété non vérifiée par Q
Cette propriété différencie Ret Q :
— {x € R|x* < 2} admet une borne supérieure (dans R), que 'on
notera: v2
— mais {x € Q| x* < 2} "'admet pas de borne supérieure dans Q
(non existence d'un plus petit élément dans Q de I'ensemble des
majorants rationnels).

«*Heuristique - Manipuler I'ensemble des majorants et non 'ensemble £
lui-méme

1 1 1
Lensemble E peut étre trés compliqué, un ensemble a trous par exemple | I(l ) - 50+ )+
N non n

11 vaut mieux raisonner sur I'ensemble des majorants .# : celui-ci est nécessairement un
intervalle :
Mieux (mais on ne le sait pas encore) il s'agit de I'intervalle fermé [sup E, +ool.

Exercice
Soit A une partie de R. On note .# (A), 'ensemble des majorants de A.
A quoi ressemble . (A) ?

Correction
Si A n'est pas majoré alors ./ (A) = @.
Sinon, alors A admet une borne supérieure, notée sup A. Nécessairement sup(A) € ./ (A).

Si m = sup A, alors par transitivité, V a € A, a < sup A < m, donc m € .4 (A). Ainsi [sup A, +oo[c
M(A).

Réciproquement si m € .#(A), alors par minimalité de supA, m = supA. Donc #(A) c
[sup A, +ool.

Dans ce cas .# (A) = [sup A, +ool.

Corollaire - Critere de nullité d'un nombre
Un réel a vérifiant Ve > 0, |a| <€ est nul.

Démonstration
Si a vérifie Ve > 0, |al <, alors |a| est la borne supérieur de {0}.
Or cette borne supérieur est 0, donc a=0. O

On avait déja fait une démonstration ici par contraposée.

1
n? 1’

@Pour aller plus loin - Démonstration de ce
résultat

E ={r € Q" | r? <2} n'admet pas de borne

supérieure dans Q en considérant s = % —

3p+iq

2p+3q°

o 2 3p+4
b:s:%eﬁ,alors%<29t§':2Z+3ZEO.

Par ailleurs, s> < §?<2.
Eneffet:s'>0ets<s o p2p+3q) <q@Bp+
2
4q)o2p?<aqt & % <2
ets? <2 Bp+ag)? <22p+3q)% < 9p? +
2
1642 +24pq < 8p? +18¢2 +24pq & % <2
Par conséquent, si s = 2 est le plus petit des
majorants de E, alors nécessairement s ¢ E.
2
Mais de méme si s = % ¢ E, alors % > 2 puis
§'= g;:g; ¢ E est un majorant plus petit!
Il n’est donc pas possible de trouver un majo-
rant, le plus petit, de E dans Q.
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4.2. DensitédeD ou Q dans R

Ensemble D

Définition - Ensemble des décimaux
Soit x € R.

On dit que x est un nombre décimal s’il existe p € Z, n € N tels que x =

P
10m°
On note D I’ensemble des nombres décimaux. Ona Z cD c Q.

e Remarque - Un nombre décimal...

... c'est tout simplement un nombre qui s’écrit avec une virgule et une fin dans le
développement.
25456394

Par exemple : 25,456394 =
106

Définition - Valeur décimale approchée
. |4 p+1
SipeZesttelque — <sx<———,
107 . 107
+
on dit que 07 (resp. %) est une valeur décimale approchée par défaut
(resp. par exces) de x ala précision 107",

Proposition - Obtenir la valeur décimale approchée

[10"x] [10"x] +1
-~ (resp. T) est une valeur appro-

chée de x par défaut (resp. par exces) a la précision 10~".

Soit x € R. Pour tout n € N,

Démonstration
On fait le calcul p = [10"x] € Z,onadonc p<10"x < p+1,
puis en divisant par 10" : P ocx< prl [m]

107 107

D (et Q) denses dans R

*Heuristique - Une partie dense?
Une partie X est dense dans R si elle peut toucher (a € > 0 prés - choisi par avance, aussi
petit qu’on veut) tous les éléments de R avec les propres de X.

VxeR,  Ve>03reX,|x-rl<e

b Analyse - Vers une définition équivalente
Si X est dense dans R, alors,
pourtout xeRettoute>0,3r€ Xtelque |x—r|<e,doncx—e<r<x+e.
pour tout x e Rettoute >0, |x—€,x+€e[NX # @.
Ainsi pour tout @ < b € R, en prenant x = %b ete=
Réciproquement, si pour tout a < be R, onala,bnX # @,
alors pour tout x € R, € >0, en prenant a=x—eetb=x+€,0nax—e<r<x+e.

,onala,bnX #@.

Définition - Partie dense dans R
Une partie non vide X de R est dite dense dans R
si elle rencontre tout intervalle ouvert non vide,
c’est-a-dire si pour deux réels a et b, a < b, il existe x € Xn|]a, bl.

Théoreme - Parties denses dans R
D, Q et R\ Q@ sont denses dans R.
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Démontrons la densité de D et celle de R\ Q. Comme D c Q, on en déduira la
densité de Q

Démonstration
Soient x € R. Soite > 0.

1l existe n € N tel que € > 107", Puis il existe p € Z tel que 2 <x< ptl
’ 107 7 10n

PuisonaanEIDel
PPl P
107 107 107

—n
|x 10”|— =10""<e
Donc D est dense dans R.
Puis comme D @, on a donc aussi Q dense dans R. Enfin, on sait que v/ ¢ @ (raisonnement par
I'absurde). Doncsir € Q, v2+r¢Q
Soit xe Rete > 0. Il existe r € Q tel que |(x — v2) - r| <e.
Donc |x - (r + v2)| <e.

Ainsi v2+Q < (R\ Q) est dense dans R, donc R\ Q aussi. O

Par I'absurde :

Corollaire -

Tout intervalle de R contient donc au moins un rationnel et un irrationnel.
On en déduit qu'’il y a un rationnel (ainsi qu'un irrationnel) « aussi proche
quel'on veut» d'un réel x donné :

SoitxeR : Ve>0,3reQ,|x—r|<e, 3IeR\Q, |x-¢|<e
5. Bilan
Synthese

~ Les ensembles numeériques classiques (de N a R), se déduisent les uns
des autres a partir de relation d’équivalence, qui permet d’étendre la
relation d’ordre < toujours totale sur chaque ensemble. Au commen-
cement, 'ensemble N est la répétition (récursive) de I'addition +1.

~» Nous proposons ici une construction originale et complete de R, a
partir de suite de bissecantes de rationnels. Le processus n’est pas
nécessairement a retenir, mais il permet de TOUT démontrer, 1a o1 le

programme demande d’admettre le théoréme de la borne supérieure
sur R.

~ On termine par définir la fonction valeur absolue, la partie entiére sur
R. On étend aussi la notion d’intervalle numérique en sur-ensemble et
sous-ensemble de R.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Manipuler des nombres réels
— Savoir-faire - Travailler avec la partie décimale
— Savoir-faire - Etudier une borne supérieure

Notations
Définitions Propriétés Remarques

| x| Valeur absolue de x, |x| = max(x, —x), |x|=0 On note x; = max(x,0), x- =
max(—x,0). Alors |x| = x4 +x_, x =
Xp—Xx-etxy 20,x-20

|xJ Partie entiere de x. |x] =sup{neN| n < x} lxJeNet |x] <x<|x]+1 On note 0 = x - |x] € [0,1], partie
fractionnaire ou décimale de x.

sup A Borne supérieure de A.

TOUS les éléments de A

Le plus PETIT des éléments plus grand que

m

{

= sup A
YaeAasm
M=zaVacA=>M<m

<
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Retour sur les problemes

62. Parrécurrence...
63. Vu en cours (avec deux relations d’équivalence)

64. Vu en cours (avec une relation d’équivalence)

65. Vu en TD-cours
66. Bien que Q = R, on a une bijection de N sur @, mais pas de N sur R. .
D’apres un théoreme de Bernstein, il suffit de montrer qu'il existe une Chapltre
injection de Q sur N.
On peut prendre Q@ — N, (%) — 2la=013l4l5D injective (non surjec-

Z"e)' 0;)1 voit qu’?n f)ait pour tout g € N, N7 s'injecte dans N (infinité DiViSibilité et Congruence Sur
e nombres premiers).
Z.PGCD & PPCM

Par ailleurs, si il existe ¢ : N — [0,1] bijective. On note ¢(i) = x;
0,xix}...xk -+ €[0,1] (écriture décimale)

Considérons alors le nombre X = 0,X;X5,...X,,... tel que X;
@(i); +5[10].

Nécessairement, pour tout i €N, ¢(i); # X;, donc ¢(i) # X.

Ainsi ¢ n’est pas surjective. Contradiction. @Résumé _

Nous plongeons ici dans une des parties mathématiques les plus ancestrales : la
théorie des nombres (entiers) ou arithmétique. Beaucoup de résultats présentés
ici datent (au moins) d’Euclide (3-ieme siecle avant notre ere) : la notion de
divisibilité, iée a la divisi lidi .

Etonnament, le meilleur point de vue sur la question est assez récent : il date des
Disquisitiones arithmeticae de GAUSS, publié a l'aube du XIX siecle. Ce point de
vue insiste sur les congruences (modulo n) comme des nouvelles égalités.

Nous nous concentrons ensuite, dans ce chapitre sur la notion de PGCD de deux
(ou plusieurs nombres) et l'algorithme d’Euclide pour l'obtenir. Un théoreme clé,
ignoré des mathématiciens grecs, est la décomposition de (Bachet-)Bézout. C'est le
théoreme clé de ce chapitre.

On termine par l'étude du PPCM (sorte de complément symétrique du PGCD)
Youtube (parodies?) :

— Canal Universaitaire - Arithmétique dans Z - https :/lwww.canal-
u.tv/chaii l-unisciellarithmetique-dans-zichapitre-arithmetique-
partie-1-division-euclidienne-et

— Optimal sup-spé - Arithmétique modulaire - https ://www.youtube.com/watch 2v=jZoOGBIWUms
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1. Problemes

? Probléme 68 - Pairs, impairs et ...

Laddition de deux nombres pairs ou de deux nombres impairs donnent
toujours un nombre pair.

Laddition d'un nombre pair et d'un nombre impair deux toujours un
nombre impair.

Une multiplication donne un nombre impair si et seulement si les deux
nombres multipliés sont impairs.

Comment démontrer ces résultats? Existe-t-il un résultat équivalent
pour des multiples de 3, 4, 5, n?

A propos de multiples, on sait que les nombres divisibles par 9 (et 3) sont
exactement ceux dont la somme des chiffres est divisible par 9 (respec-
tivement par 3). Est-ce vrai? Pourquoi? Existe-t-il d’autres regles équiva-
lentes?

? Probléme 69 - Table de multiplication modulo n
Lorsqu’on trace les tables des multiplications modulo 5 ou modulo 6, on
trouve les deux tableaux suivants :

o1 2 3 4 5
|l 2 3 4 1 1 23 45
L1234 2 12 40 2 4
gg‘fii 3130303
wla s 51 404204 2

505 43 2 1

on voit que sur certaines lignes, on retrouve tous les nombres possibles
et pas sur d’autres. Pourquoi?

Existe-t-il des tableaux ou sur toutes les lignes on retrouve tous les
nombres (comme celui de la multiplication modulo 5)?

? Probléme 70 - Représentation sous un treilli

La divisibilité est I'exemple typique d'une relation d’ordre non totale.

Le treillis est le bon outil pour visualiser les relations d’ordre non totales.
Est-il possible de convertir tous les théorémes qui suivent en un schéma
visuel basé sur des treillis?

? Probléme 71 - Division euclidienne et PGCD
Si la division de a par b donne combien de fois on peut placer b dans a
(quotient) et la place qui reste (reste), on peut continuer I’algorithme en
plagant ensuite r dans b...
On crée ainsi l'algorithme d’Euclide. Est-ce que cela (se) termine?

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

2. Divisibilité dans Z

291

. Qu’est-ce qu’on obtient au bout du compte

? Probléme 72 - Monde fictif
Dans un monde o1 il n'y aurait que des piéces de 3 euros et 5 euros, quel
montant pourrions-nous payer? (Sachant que le vendeur pourrait nous
rendre la monnaie).
Ets'ily a des pieces de 6 et 9 euros?
Et des pieces de 6, 10 et 15 euros?

2. Divisibilité dans Z

2.1. Intégrité de Z et régularité

Proposition - Intégrité de 'anneau Z
Z est un anneau integre.
Formellement :

YabeZ, axb=0=a=0o0ub=0

Démonstration
On raisonne par contraposée.
Si a et b sont non nuls.
On suppose que a >0 et b>0.Donc a€N.
Par récurrence: ax b= b>0.Doncaxb#0.
Sib<0,demémeaxb<b<0.Doncaxb#0.
Si a<0, alors —a >0 et avec le méme raisonnement a x b #0. O

Comme pour tout anneau integre :

Proposition - Régularité
Les éléments non nuls de Z sont réguliers. Formellement :

YaeZ a#0, VbceZ axb=axc=b=c

Démonstration
Si ab = ac, alors par distributivité : a x (b—c) = 0.
Puisa#0doncb-c=0ie b=c O

e Remarque - A quoi sert cette propriété?

Ce résultat assure I'unicité de la décomposition, si a divise d, il n'y a qu'une décom-
position possible de d sous la forme a x b.

Par ailleurs, on remarque aussi, qu'a ce stade, n'avons pas besoin de plonger dans Q
I'inégalité a x b = a x c en faisant une division par a. Cela est rassurant.

2.2. Diviseurs, multiples

Définition - Diviseur, multiple

Soit (a, b) € Z2. On dit que b divise a s'il existe k € Z tel que a = kb et on
note b|a.

On dit aussi que b est un diviseur de a, ou que a est un multiple de b.

On note bZ = {b x k; k € Z} I'ensemble des multiples de b.

@Paur aller plus loin - Anneaux, Corps...
Nous reviendrons sur ces propriétés formali-
sées lorsque nous étudierons les anneaux (eu-
clidiens).

On a vu dans le cours sur les groupes, que 1'in-
versibilité entraine la régularité. On voit ici que
la réciproque est fausse.

Il existe donc des anneaux intégres qui ne sont
pas des corps

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)




292

Divisibilité et congruence sur Z. PGCD & PPCM

4 Repr - Premiére représentation

/Savoir faire - Montrer que b divise a
(Sous-entendu en arithmétique entiére) Le plus important n’est pas de
montrer I'existence de k tel que b divise @, mais bien montrer qu'il s’agit
d’'un nombre entier.

Définition - Ensemble des diviseurs
On notera par la suite 2(a) 'ensemble des diviseurs de a. Pour a # 0, cet
ensemble ne contient qu'un nombre fini d’éléments puisque

dla=|d|<|al.

4 Application - Majoration du cardinal
On a donc Card(2(a)) < 2a. Le pire étant 2(2) = {-2;-1;1;2}.
e Remarque - Le casde O et 1

— 1et—1divisent tous les entiers mais ne sont divisibles que par 1 et —1.
— 0 estun multiple de tous les entiers mais n’est diviseur que de lui méme.

Définition - Nombres associés
Soit (a,b) € Z2. on dit que a et b sont associés si alb et bla. On a la
caractérisation suivante :

(albet bla) < |a| = |b| © a=ebavecee {-1,1} =Z*

Proposition - Division de combinaison linéaire
Soit (a, b) € Z2. Pour (u,v) € ZZ, neZ,n#0ona :

(d|aetd|b) = d|au+ bv

an|bn < alb

Démonstration
Sid|aetd|b, alors il existe a;, by € Z telsque a=day et b=dby.
Donc au+bv=d x (aju+ by v), etdonc d divise au+ bv.
Si a|b, alors il existe k € Z tel que b = ka, donc nb = nka, donc nalnb.
etsi nalnb, alors il existe k' € Z tel que nb = k'na, donc b= k'a, donc alb O

Exercice
Montrer que la relation « divise » est une relation d'ordre

Correction

Elle est clairement réflexive : ax 1= a.

Elle est antisymétrique ce qu'on a vu sur les nombres associés.

Elle est transitive : si alb et blc, alors b= ka, ¢ = kb, donc ¢ = k' ka, donc alc.

2.3. Division euclidienne de a par b
Théorie

~*Heuristique - La division euclidienne : des soustractions!
A cause de I'algorithme de la division présentée au XIV-ieme par Fibonacci, treés efficace,
on a tendance a considérer la division euclidienne comme une vraie division de a par b,
qui s'arréte avant d’écrire les chiffres derriere la virgule.
Mais il est souvent beaucoup plus efficace de considérer I'algorithme d’Euclide comme une
succession de soustraction de a par b (ou d'addition de b a asia <0).
Lalgorithme suivant le précise.

dela
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Théoréme - Division euclidienne
Soient a € Z, b € N*. 1l existe un unique couple (g,7) € Z x N tel que

a=bg+ret0Osr<b.

g et r sont appelés respectivement quotient et reste de la division eucli-
dienne de a par b.

Dans ce cours, nous noterons comme en Python : a//b pour désigner g et
a%b pour désigner r.

Démonstration

Démontrons l'existence. On note R = {a - bk, k € Z}.

Alors R < Z, et donc RN N est un sous-ensemble de N.

Ce dernier ensemble admet une valeur minimale : r = 0.

1l existe donc g € Z tel que r = a— bq.

Sir=b,alorsT=r-b=0,ett=a-b(g+1)e RNN.
on a donc un nouvel élément de R NN plus petit que r.
Cela est impossible, donc r < b.

Démontrons l'unicité. Si a=bq+r=bq' +r'.

Onadonc b(q—q')=r"-r. Ainsi b divise r' - r.

Orrr'e{0,1,...b—1}, onadonc r' —re{-b+1;-b+2;...;
Et le seul nombre de cet ensemble divisible par b est 0.
Doncr—r'=0ier=r',puisbg=bq' =a-r0

;0;1;...b=-2;b—1}.

Proposition - Critere de divisibilité et division euclidienne
Soienta€Z, be N*.
bla si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b vaut 0.

Démonstration
Sile reste vaut 0, alors avec le quotient g : @ = bq donc b divise a.
Réciproquement, si b divise a,

il existe g € Z tel que a= bg = bg +0.

Par unicité de la division euclidienne, on peut identifier: r =0. O

Algorithme

Cette démonstration n’est pas explicite. On préferera le programme suivant :
Informatique - Division euclidienne

1 def div_eucl(a,b):

2 """division euclidienne de a par b"""

3 #Principe : on soustrait b autant que necessaire a a
1 d,k=a,0

s if a<0

6 c,eps=-b,-1 # si a<0, il faudra additionner b
7 else

8 c,eps=b,1

9 while d>=b or d<0:

10 d=d-c

1 k=k+eps #k = nbre de soustractions = quotient
12 return (k,d)

& Application - Déroulementdediv_eucl (12, 5) etdiv_eucl (-12,5)

Pour suivre un algorithme, on fait un tableau :

da k c | eps test
d|k|c|eps test
P . 120 |5 | -1 | -12<0:vrai
12105 1 12> 5:vrai .
. =7 | -1]-5| -1 —7<0:vrai
711]|5 1 7>5:vrai .
2|2|5| 1 |2<5et2>0:faux A I ~2<0:vral
3 -3 | -5| -1 | 3>0et3<5:faux
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@Pour aller plus loin - Démontrer qu'un pro-
gramme fait bien ce qu'il faut...
Pour démontrer qu'un programme fait bien ce
qu'il faut, on a besoin :
— d’un variant de boucle.
1l nous assure la terminaison du pro-
gramme.
Icion prend d
— d’un invariant de boucle.
Connaissant sa valeur initiale et finale,
on obtient le résultat final donné par
I'algorithme. On compare avec le résul-
tat attendu.
Ici, on considére kb+d=a

4§ Représentation - Voir les congruences mo-
dulo n

Si on prend [I'habitude de regarder les

congruences modulo n dans un damier

(comme lors de la premiére représentation).

Alors a = b[n] ssile denier carré de a et de b est

dans la méme colonne. Ici 15 = 7[4].

b

La premiere application du programme renvoie (2,2). C’est correct: 12=2x5+2

La seconde application du programme renvoie (—3,3). C'est correct: —12=-3x5+3
® Informatique - Récursivité

Une autre possibilité est d’exploiter la récursivité :

1 def div_eucl_rec(a,b):

2 """calcul de la division euclidienne de a par b, par recyrsivite"""
3 if a<b and a>-1:

4 return(0,a)

5 elif a>b :

s m,n=div_eucl_rec(a-b,b)

7 return (m+1,n)

s else

9 m,n=div_eucl_rec (a+b,b)

10 return (m-1,n)

2.4. Arithmétique modulaire

Relation d’équivalence

Définition - a congru a b modulo n

SoientneN, a,be Z.

On dit que a est congru a b modulo n si n divise a— b(< a—b e nz),
c’est-a-dire s'il existe k€ Z tel que a = b+ kn.

On note a = b[n].

Pour tout n € N*, larelation de congruence modulo 7 est une relation d’équi-
valence (nous 'avons déja vu).

e Remarque - U,

Le groupe des racines n-ieme de 'unité (avec la multiplication) est bien un lieu o1 les
congruences modulo 7 sont naturelles.

En effet, sion note ¢, = exp(%, onaé, =&y ssir=r'[n].

Puis, si on consideére ¢y x s, on trouve {r4s = (4 5)9%n-

La proposition suivante donne un systéme de représentant naturel (et donc
le nombre de classe d’équivalence)

Proposition - Reste
Soit n € N*. Pour tout a,be Z
a=b[n] < a%n = b%n.

Ainsi, [0, n —1]] est un systeme de représentant de , ensemble pos-

z
[n]

sédant donc n éléments

Démonstration

Pourtout a,be Z, a=(alln) x n+(a%n), et b= (b//n) x n+(b%n),
donc a%n)(n] et b= (b%n)[n).

Par transiti :

a=b[n] < (a%n) = (b%n)[n]

Or (a%n) - (b%n) € [[-(n—1),n—1]] et donc n|((a%n) — (b%n)) = (a%n) — (b%n) = 0.
Etdonc a = b[n] < (a%n) = (b%n) O

Arithmétique modulaire

Proposition - Opérations : arithmétique modulaire
Soit n € N. La congruence modulo 7 est compatible avec 'addition et la
multiplication :
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Pour a,d’, b, b’ entiers relatifs on a

a=adln] . a+b=d +b'[n]
b=b'[n] axb=d xb'[n

Démonstration

Sia=a'+kn,b=b"+hn.

Alorsa+b=a +b'+(k+hnetaxb=a'b'+n(a h+b'k+nhk).
[m]

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Réduction modulo 1
La réduction modulo 7 réduit les calculs : les nombres ne dépassent pas
la valeur n.
En revanche, on perd des informations ou bien parfois, on supprime les
informations inutiles (a quoi sert de connaitre exactement un nombre,
alors que seul son dernier chiffre est demandé?)

o] Remarque - Vérifier un calcul
Dans I'art de calculer, nous avons vu I'importance d’avoir des clés de vérification de
calcul.
Ainsi d’apreés la formule précédente, si a = a'[n], alors af = a’k[n],
et par linéarité, pour tout polynéme P : P(a) = P(a’)[n].
Par exemple, montrer qu'une racine entiére x d’'un polynéme P = ap+ a1 X +--- +
ag X% e Z[X) vérifie : x|a.
1l suffit d’écrire : P(x) =0=ap+ ayx+---+ adxd =aplx].
Exercice
Avons-nous I'équivalence a = b[n] <= ca=cb[n]?
Quelle est I'implication. Donner un contre-exemple de I'implication réciproque. Une condi-
tion pour I'équivalence ?

Correction

On a d'aprés la proposition précédente : pour tout c € Z, a = b[n] = ca = cb[nl].
La réciproque est fausse : 0 x 1 =0 x 2[3], mais 1 # 2[3].

SicAan=1,alors ca=cb(n) = n|c(a—b) = nl|(a—b) (Gauss) = a = b[n].

e Remarque - Réduction modulo p, p € 2

Si p est premier, donc premier avec tous les nombres, pour tout a€ Z, aA p =1, donc
d’apres le théoreme de Bézout il existe u, v € Z tels que ua+ vp = 1, donc modulo p :
au=1[p].

Ainsi, a est inversible. Donc % est un corps (tous les éléments sont inversibles, donc
régulier.

3. Plus Grand Commun Diviseur de deux nombres

3.1. PGCD de deux nombres. Définition « naturelle »

11 s’agit du plus grand pour la relation d’ordre classique : <.

¥ Analyse - Construction du PGCD

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Lintersection des deux ensembles des diviseurs de a et de b : 2(a) N2 (b) est non vide.
En effet, 1 appartient a ces deux ensembles.

Puis, I'ensemble des diviseurs entiers de a et de b : 2(a) N 2(b) NN est un sous-
ensemble de N, non vide majorée par |a| (et/ou |bl).

Cet ensemble admet donc un plus grand élément, c’est le plus grand diviseur com-
munaaetb.

@Pgur aller plus loin - Treillis des diviseurs
1l est possible de représenter sous forme de
treillis les diviseurs de 30 et 36 et chercher le
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S Représentation - Illustration de Ilalgo-
rithme d’Euclide (Wikipedia)

pour a=21etb=15. On compleéte les trous par

des carrés hot‘izontale{pentw verticalement :

Définition - PGCDde aetb

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) de a et b, le nombre
PGCD(a,b) =max(2(a) n2(b) NN).

On le note également a A b.

On aclairement bAa=aAb=|a|A|b|.

Par convention on pose pour a € Z, aA0 = |a| (y compris si a = 0).

7 Exemple - a =36, b =30
9(a) ={-36,-18,-12,-9,-6,-3,-2,-1,1,2,3,4,6,9,12,18,36}.
2(b) = {-30,-15,-10,-6,-5,-3,-2,-1,1,2,3,5,6,10,15,30}.
2(a)n2(b)nN=1{1,2,3,6},
et donc PGCD(36,30) = max(2(a) n2(b) N\N) =max({1,2,3,6}) =6
e Remarque - Divisibilité des nombres de 2(30) N 2(36)
6,le PGCD(36,30) est divisible par tous les éléments de 2(30) N 2(36).
Et c’est le seul (avec son associé : —6)!
Remarque - Algorithme des facteurs premiers
Plus jeunes, les étudiants exploitaient 'algorithme de la décomposition en facteurs
premiers.
11 s'agit de faire deux listes : celles des facteurs premiers de chacun des deux nombres.
Puis on multiplie tous ceux qui sont en commun (avec leur multiplicité) pour obtenir
le PGCD.
Tant que nous ne savons pas ce qu’est un nombre premier, cet algorithme attendra. ..

3.2. Algorithme d’Euclide

Algorithme des divisions successives pour obtenir le PGCD

Lemme - Stabilité par division euclidienne
Soit (a,b) € Z x N*.
Sia=bqg+r,alors2(a)N2(b)=2(r)n%(b) etdoncanb=bAr.

Démonstration
Supposons que a = bq +r.
Side2(a)n2(b),
dlaetd|b,alorsd|la—gb=r,doncde2(r)n2(b).
Réciproquement, si d € 2(r) N2 (b),
d|retd|b,alors d|gb+1r = a, donc d € 2(b) N2 (a).
Donc2(a)n2(b)NN=2(b)n2(r)NN
et nécessairement, par égalité des maximum: aAb=bAr O

~*Heuristique - Algorithme pour obtenir le PGCD de deux nombres

La proposition qui donne un algorithme qui exploite une suite de division euclidienne pour
trouver le PGCD(a, b).
1l permet également d’obtenir les ients de Bézout des aetb.
On notera qu'il s'applique a deux nombres a et b vérifiant : 0 < b < a. Toute recherche de
PGCD(a, b) se ramene a ce cas 13, en effet :

— Sib=0alors PGCD(a,b) = |al

— Si b #0, notons alors que PGCD(a, b) = PGCD(lal,|b) = PGCD(|bl,|al),

on peut donc supposer que les deux nombres sont positifs et que le premier
est le plus grand.

Proposition - Algorithme d’Euclide
Soient a, b € N*. Supposons que 0 < b < a. Lalgorithme d’Euclide consiste
en un succession de division euclidienne :

— On commence par poser ro = aetr; = b;

— ensuite, k désignant un entier naturel non nul (étape de I'algo-
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rithme),
tant que ri4q #0,
on note 1y le reste de la division euclidienne de ry par ri.1
(onadonc risp < rgs1).
1l existe N € N* tel que ry =0,
rn-1 est alors le dernier reste non nul de la suite (ry), et: aAb=ry_;

Démonstration
11 faut démontrer qu'il existe bien N tel que ry = 0.

En fait, a l'issue de I'algorithme, on crée une suite strictement décroissante d’entiers : g = r; >

rp>--20.

Une telle suite est nécessairement nulle a partir d’un certain rang : il existe N € N* tel que ry = 0.

(Mieux : ce rang maximal N < r).
1l reste ensuite a appliquer le lemme stabilité par division euclidienne :

PGCD(a,b) = PGCD(rg, 11) = PGCD(r1,12) = - = PGCD(ry-1,7N)
=PGCD(ry-1,0)=ry-1
o

& Application - PGCD(1542,58) = 2

On calcule une succession de division euclidienne, le diviseur et le reste de la division
euclidienne k deviennent respectivement le dividende et le diviseur de la division

euclidienne k+1:
1542 =26x58+34, 58=1x34+24, 34=1x24+10, 24=2x10+4, 10=2x4+2,

d’ol

4=2x2+0

PGCD(1542,58) = PGCD(58,34) = PGCD(34,24) = PGCD(24,10) = PGCD(10,4) = PGCD(4,2) = PGCD(2,0) = 2.

La division euclidienne s’exploite en pratique, c’est-a-dire avec un calcul
réel, a savoir-faire (on fait plutdt des divisions que des soustractions). Ou bien

/Savoir faire - Exploiter la division euclidienne (théorie)

Sif: 72 > E(E quelconque) tel que f(a,b) = f(b,a%b), alors f(a,b) =

flanb,0).

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Trouver son erreur dans un algorithme

d’Euclide

Une fois l'algorithme terminé, il est important de vérifier que le dernier

reste non nul est bien un diviseur de a et de b.

Si ce n'est pas le cas, il faut revenir a la ligne de calcul o1 le reste obtenu

n'est pas divisible par le PGCD-candidat.

Informatique - Division euclidienne

On peut écrire I'algorithme d’Euclide sous Python. Remarquons que dans le pro-

gramme ainsi écrit, on tient compte des cas b = 0 et a ou b négatif.

eucl(a,b):
2 """pged(a,b) par algorithme d'Euclide"

3 if b==0:

n return (a)

s al,a2=max(abs(a),abs(b)) ,min(abs(a),abs(b))
6 ra,rb=al,a2

7 while rb!=0:

s re=div_eucl(ra,rb)[1]

9 ra,rb=rb, rc

10 return(ra)

@Pgur aller plus loin - Fractions continues
Lalgorithme d’Euclide a une autre applica-
tion importante : la décomposition en frac-
tions continues. C’est clairement le cas concer-
nant les fractions comme le montre I'exemple :

1542
58

2+ -

Mais c’est aussi le cas concernant les nombres
irrationnels
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|&) Histoire - Bézout

Etienne  Bézout  (1730-1783) est un
mathématicien francais. 1 généra-
lisa l'identité de Bachet, c'est pour-
quoi elle lui est couramment attachée.

|&) Histoire - Bachet de Méziriac ou Bézout

Le théoréme de Bézout est en fait obtenu
pour la premiére fois par Gaspard Bachet
de Meéziriac (1581-1638). C’est un mathé-
maticien, poéte et traducteur frangais. Il

a en particulier traduit l'arithmetica de
L E

3.3. Couple de Bézout
Exploitation plus fine de l'algorithme d’Euclide

ye Analyse - Exploitation plus approfondie encore de P'algorithme d’Eu-
clide
Lorsqu’on applique I'algorithme d’Euclide, on se trouve avec une suite de relations :

Tk = qkTke1 + Tkr2 0S Ty <T1

Avecrg=a>b,r1=b>0,ry=0etry_1=aAb.
On peut alors affirmer (constructivement) qu'il existe . et vy € Z tels que

VkeN rp=ura+vib
On a, en effet :
— rp=a,doncupy=1etvg=0,
— rp=b,doncu; =0etv; =1,
— sirg=uga+vigbetri,) = up 1a+viy b, alors
Ties2 = T = Q1 Ther1 = U = Gy U+ 1) @+ (W = Geg1 Vies )b
Et en particulier pour k= N-1:

Ju,veZ|anb=ua+vh

Sia<b,oua<O0..., onapplique I'algorithme a |al et |b| et si nécessaire on multiplie
uetvpar-—1.

Théoreme - Coefficients de Bézout

Soit (a, b) € Z2. 1l existe des entiers u et v tels que au+bv=anb.

Un tel couple (u, v) est appelé un couple de coefficients de Bézout de a et
b.

/Savoir faire - Pas unicité du couple de Bézout. Les obtenir tous
Il n'y a pas unicité du couple (i, v) :
si (ug, vp) est un couple de Bezout, en divisantpar§ =aAb:

+b +v0b= L u—up) = 2(vo- ) “\w-vp)
ua+bv=upa+vob=-(u-up) =-(wo—v = “l(v-p)...
5 5 ~

lemme de Gauss

Alors pour tout n € Z, (ug + ng, vo— n%) en est aussi un .

Informatique - Division euclidienne
En étendant la division euclidienne (elle garde en mémoire les calculs des quotients),
on peut obtenir les coefficients de Bézout

1 def Bezout(a,b):
2 """pged(a,b)+coefficient de Bezout"""

3 if b==0:

n return (a)

5 al,a2=max(abs(a),abs(b)) ,min(abs(a),abs(b))
6 u,uu=1,0

7 v,vv=0,1

8 ra,rb=al,a2

9 while rb!=0:

10 q,rc=div_eucl(ra,rb)
n ra,rb=rb, rc

12 u, uu=uu, u-q+uu

13 V, VV=VV, V-Q*VV

14 return(ra,u,v)

Dic da—oitr—Fermat—a—éeritFénoneé
de son grand théoréme), et est I'auteBP de
Problémes plaisants et délectables qui se font
par les nombres
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“¢-Truc & Astuce pour le calcul - Obtenir un couple de Bézout
En pratique, il y a deux stratégies.
« Celle plutot vue en terminale, assez naturelle et peut-étre bien ancrée
en vous. On trouve (, v) en EN REMONTANT I'algorithme d’Euclide.

(a la main, il vaut mieux partir des valeurs numériques,

elles n’arrivent qu’en fin d’algorithme).
Par exemple pour 1542 et 58 on a (en remontant les division eucli-
dienne) :

2 =10-2x4=10-2(24-2x10)=-2x24+5x10=-2x24+5x (34—24)
=5x34-7x24=5%x34-7x(58-34) =-7x58+12x34
=-7x58+12x (154226 x58) =12 x 1542 —-319 x 58

Donc 1542u +58v = 2, avec (par exemple) : u =12 et v = -319.
« Celle qui découle ici, avec un tableau a remplir directement :
On rappelle qu'a chaque étape k € N* : riy) = giri + gi—1 et (ug) et (vg)
vérifient la méme relation de récurrence Xy, = — i X + Xg—1.

k Tk qr | uk 778 1542 x U +58 x v =1y
0 | 1542 1 0 1542

1 58 26| 0 1 58

2 34 1 1 —26 34

3 24 1 |-1 27 24

4 10 2 2 -53 10

5 4 2 | -5 133 4

6 2 0 | 12 | =319 2

Algorithme d’Euclide, arithmétique modulaire et carrelage

§e Analyse - Relation de Bézout modulaire
Siona ua+ bv=aADb,on pourrait passer cette relation modulo a :

bv=anbla)

Si la relation modulo a permet de trouver a A b et v (et u), cela peut valoir le coup de
représenter I'algorithme d’Euclide.

Exercice

Donner une représentation théorique de la recherche du PGCD de a et de b, par algorithme
d’Euclide dans un carrelage.

On pourra appliquer la méthode pour donner le PGCD et les coefficient de Bézout pour les
couples (13,7) et (12,6)

Correction

On cherche le PGCD de a et de b.

On se place sur un carrelage de taille a x b et on repére les carreaux tous les b déplacements. Ainsi

on trouve les restes k x b divisé par a, pour k de 1 a a.

Le figure obtenu nous donne des informations. Voici trois exemples avec a = 36 et b = 30
a=13etb=7 et a=12etb=6.
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Soient a et beN.
Pour tout u, v € Z, ua+vb=c= vb=clal
et donc la v-iéme case noircie sur le carrelage se trouve en colonne c (reste de la division).
Or on sait que a A b = min{au+ bv,u,v € Z}.
Donc le numéro de la colonne ayant la case noircie la plus & gauche indique le PGCD de a et b.
(Il faut montrer que {au+ bv,u, v € Z} = {au+ bv,u € Z,v € [1, al}, mais c'est possible. . .).
Puis v, le facteur devant b, donne le numéro de la case noircie (c'est la v-iéme case noircie).
Enfin, si ua+bv=c,onabv=-ua+c
et donc —u = g est le quotient de la division euclidienne de vb par a.
Or ce quotient est exactement égale a £, le numéro de la ligne —=1. Donc u=-g=—(/-1)=1-¢
On remarque ainsi que le PGCD des deux nombres a et b est toujours égal au numéro de la colonne
noircie la plus a gauche. On trouve alors u et v en faisant :
— u (coeffcient de a) : est I'opposé du numéro de la colonne de la case noiricie indiquant le
PGCD +1.
— v (coefficient de D) : est le numéro de la case noircie, rappelons que I'on va d’abord de gauche
adroite, puis de bas en haut.
Sur le premier exemple, la case noircie la plus a gauche, puis la plus basse se trouve en (6,5). Donc
36 A30=6.
Puis u=—-5+1=—-4 et v =5, car c'est case noircie est la 5-ieme.
Eten effet : —4 x36+5x 30 = —144 + 150 = 6 On le lit sur le schéma :
— 13A7=letona-1x13+2x7=1.
— 12A6=6etona0x12+1x6=6.

3.4. Deux caractérisations essentielles du PGCD

Caractérisation par divisibilité

En fait la définition de plus grand diviseur commun peut s'entendre d'une
seconde fagon : plus grand pour la relation d’ordre de divisibilité.

e Remarque - Relation binaire

La relation binaire "est un diviseur de”, définie par aZb < alb, est une relation
d’ordre partiel sur N.

Pour cette relation d’ordre 2 (a) N 2(b) admet un plus grand élément qui est a A b.
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Proposition - Caractérisation essentielle du PGCD

Soit (a, b) € 7.

Alors a A D est le seul entier naturel dont les diviseurs sont exactement les
diviseurs communs a aet b:

2(anb)=2(a)n2(b)
autre facon de I'écrire :

VdeZ, (dlaetd|b) <= dlanb

@ Remarque - Force de cette propriété
Dans I'équivalence trouvée (ou la double inclusion d’ensemble),
une équivalence est triviale : dlaA b= d|a et d|b.
Lusage fréquent que I'on fera donc de cette proposition est : dla et d|b = d|a A b.

Démonstration
D’apres le lemme de stabilité :
2@n2(b)=2Mb)ND(r) =+ =D(rN-1)ND(rN)
(avec les notations de I'algorithme d’Euclide.
Or ry41 =0, donc ry divise ry_1, et Z(ry-1) N2 (ry) = 2(ry).
Et comme r = aA b, on en conclue :
2(anb)=2(a)n2(b)
En ce qui concerne 'équivalence :
dlaetd|b) = de2(@n2(b)=P(anb) < dlanb.
Autre démonstration possible :

Si d|a A b, alors comme a = a'(a A b), alors d|a, de méme d|b.
Sid|a et d|b, alors pour tout u, v, d|lau + bv, en particulier avec le couple de Bézout. O

/Savoir faire - Trouver un PGCD. Exploiter un PGCD.
Onnoted=anb.
Pour trouverle PGCD de aet b:
on démontre que si m|a et m|b, alors nécessairement m|d.
Puis on cherche m le plus grand possible.
(si m =1, a et b sont premiers entre eux).
Pour exploiter le PGCD de aet b:
on exploite le fait que si m|d, alors m|a et m|b.
Et on travaille sur cette co-divisibilité.

Caractérisation par combinaison linéaire

Proposition - Combinaison linéaire
Soienta,be Z.
On note aZ + bZ I'’ensemble {au+ bv, (u, v) € Z} des combinaisons linéaires
deaetb.
Alors
aZ+bZ=(anb)Z

Démonstration
Notons § = a A b. D’apres le proposition de Bézout, il existe u, vg € Z tels que § = aug + bvy.
Comme §|a et §|b, alors pour tout u, v € Z, 5|au + bv,
donc pour tout u,ve Z au+bv=56w € 6Z.
Ainsi aZ + bZ c 7.
Réciproquement, pour tout w € Z, §w = a(uow) + b(vow) € aZ + bZ.
DoncéZcaZ+bz0O

@Pour aller plus loin - Construction clas-
sique
La tradition mathématique utilise donc une
autre stratégie pour définir le PGCD de a etb :
1. on s'intéresse a 'ensemble aZ + bZ =
{ua+vb,u,vez}
2. on démontre qu'il existe § € N* tel que
aZ+hZ =4

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023,

zég%pelle alors § le PGCD de a, b




302 Divisibilité et congruence sur Z. PGCD & PPCM 5. Généralisation a plusieurs entiers 303

/“Savoir faire - Combinaisons linéaires (entieres) (anb=1,alc, blc) = ab|c
Des que I'on a des combinaisons linéaires d’entiers (on appelle cela un
réseau d’entiers), il faut penser que la maille élémentaire est donnée par
le PGCD des nombres. C’est par exemple, le cas du probléeme « monde Démonstration =~ L L

. D’apres I'identité de Bézout il existe u, v, 1, v’ tels que au+bv=1etau'+cv' =1,
fictif» d'ott par produit a(u(au’ + cv')) + a(bu'v) + bevv' = 1,
ce qui peut s'écrire aU + beV = 1 avec (U, V) € Z2,
et par réciproque de I'identité de Bézout an bc =1.
Pour la seconde implication : a|c donc ¢ = aq; blc=agetbra=1

4. Entiers premiers entre eux. Factorisation donc blg; g =bp ete=abp dot ablc. 0
Exercice
4.1. Définition et critere de Bézout On note %, 'ensemble des nombres premiers avec a et aZ, les multiples de a.

Ré-écrire les théoremes de GAUSS avec ces ensembles.

Correction

Le lemme de Gauss : b€ #;. bce aZ = c€ aZ.

Facteur (1) : b€ Pg,c € Pg = bce Pyq.

Facteur (2) : be Pq(= a€ Py) ceaZnbZ=ceabZoua,beP(c)= abeP(c).

Définition - Couple d’entiers premiers entre eux
a et b sont dits premiers entre euxsianb=1.

On note que pour le théoréme suivant, nous avons bien une équivalence :

Plusieurs facteurs (relativement premiers)

Théoréme - Théoréme (ou identité) de Bézout
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors

Corollaire - Facteurs premiers

Ab=173 € 7% tel +bhv=1
TR (wv) lape -Gy Soient a, c, by, ..., b, des entiers relatifs.

n
Démonstration (Viell,nl,anb;=1)=>an[]b;
On applique la décomposition de Bézout : siaA b =1 alors 3(u, v) € 72 tel que au+bv=1. i=1

Réciproquement si au+ bv = 1 alors dla et d|b= dlau+bv=1doncd=1.0

n
VG, ) e [L,nl2i # = bi Abj=1etVie[l,nlbilo) = [ b,-|c

Comme il est plus simple de travailler avec des nombres premiers entre eux, iL ]

on exploite souvent le savoir-faire suivant :

/~Savoir faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (1)
Soienta,be Z.Onnote 6 =aA b.
Alors,a=6a' etb=56b',aveca AD' =1.
Puis on travaille avec les a’ et b’

Démonstration
11 suffit de faire une récurrence sur n = Card({b;} O

Corollaire - Forme irréductible d’'un rationnel

4.2. Lemme de Gauss et décomposition en facteurs relative- Soit r € Q. Il existe un unique couple (p, q) € Z x N* tel que r = g et tel que
ment premiers p et g soient premiers entre eux.
Enoncé Cette écriture est appelée la forme irréductible de r.

|&) Histoire - Disquisiti Arithmeti Les autres écritures fractionnaires sont de la forme r = /All avec A€ Z*.
En 1801, Gauss agé de 24 ans publie les [ |Théoréme - Lemme de Gauss Y

Disquisitiones  Arithmeticae  (recherches Soient a, b, c € Z. Alors
arithmétiques) et révolutionne totalement
le genre. Pour la premiére fois, on pense les (anb=1etalbc)= alc. Démonstration

nombres a laIde.de I anthmeflque modulaire — existence: r = & = %P avec d = PGCD(a, b) et donc pAg=1.
(congruence - voir fin de chapitre)! I,a dq
Démonstration — unicité: £ = E/ avec pAq=p' Aq' =1implique pg' = p'q etdonc p|p (car pag=1)

Sianb=1alors3(u,v) € 7% tel que au+ bv =1
d’olt acu+ bev = c et albc = albcv => alc - acu.
Or alacu d'otalc = (c— acu) + acu.O

etp'lp(carp’'aq' =1),doup=petqg=¢q'.

Facteur relativement premier 5. Généralisation a plusieurs entiers

Proposition - Facteur relativement premier 5.1. PGCD d’un nombre fini d’entiers relatifs
Soient a, b, c € Z. Alors

(anb=1etanc=1)= aAbc=1 (réciproque vraie)
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~*Heuristique - Définition
Au lieu de construire le PGCD de k nombres en prenant :
5 =max(2(a)) nZ(az) -+ Z(ap) NN))

nous allons prendre pour définition, une méthode récursive.
On notera ensuite I'extension de la caractéristique vue par la suite :

dlaetd|b= d|6

Dans ce cas le terme « plus grand » ne doit pas étre pris pour la relation d’ordre n < n, mais
pour la relation d’ordre n|m.

@Pour aller plus loin - Lien PGCD et inf
infE est le plus grand des minorants de E.
— Vx€eE,infE<x
— VmtelqueV x€E, m<x, alors m <
infE.
PGCD(E) est le plus grand des diviseurs de E.
— VYV x€E,PGCD(E)|x
— Vm tel que Vx € E, mlx, alors
m|PGCD(E).
Ce n'est pas la méthode la plus naturelle
(compte-tenu du nom PGCD), mais la plus
pratique pour les démonstrations. . .

Définition - Définition par récurrence

Soient k e N*, k=2, et (a1, ay, ..., ax) € Zk. Alors, on définit récursivement :
k-1
N\ ai| A a
i=1

Lidentité de Bézout se généralise également :

Proposition - Décomposition de Bézout
Soient ke N*, k=2, et (a1, az,...,ar) € zk.

k k
..., up) €2F | /\ai:zuiai~

Démonstration
1 faut faire une récurrence sur k.
Notons, pour tout ke N*, k=2
P «Pour (a1,az,..., ar) €25, 3 (uy, ..., up) € ZF | AK_ 0 = 7K |
— 2 estvraie. C'est le théoreme de Bézout vu plus haut.
— Soit k€N, k= 2. Supposons que . est vraie.
Soient (ay, ay,..., ag, ag41) € z*.
Notons &1 /\f.‘=1 a; eté:/\:.:'l1 a;.
Par définition de §, 6 = 61 A @j41-
D’apres I'identité de Bézout, il existe u, v € Z tel que § = udy + vag, ;.
Puis on applique 2, a (ay, az,...,ay) : 6] = uyay +---+ upa.

uja;.»

k+
Finalement§ = Y uja;, avec u) = vet “’,’ =ujxupour j<k.
i=1
Donc %y, est vraie.
Notons qu’on aurait pu commencer a k = 1, mais le résultat obtenu n'a pas d'intérét O

Proposition - Avec 'ensemble des diviseurs
Pour tout j € N, /\i.C:l a; estun diviseur de a;.
Mieux: AK_| a; = max(2(a1) N2 (ap) - D(ar) NN,
au choix pour max : au sens de la relation d’ordre | ou <.
Ona2(\L, a) =Nk, 2(a)).

Démonstration
On fait la démonstration par récurrence sur k.
Le résultat est vrai par définition pour k = 2.
Supposons que le résultat soit vrai pour un nombre ke N et k = 2.
Soit ay, az,...ax4y €N.
Alors par définition du PGCD a deux éléments : /\f;']] a; divise aj,;,
k+1 4. divi k .
et/\i:1 a; divise /\L.:1 a;.
Mais par récurrence, /\;‘:l a; divise aj, pour tout j < k
et par transitivité de la divisibilité : /\:.‘;'lI a; divise donc a;, pour tout j < k.
Ce qui permet de montrer I'hérédité.
Cela montre également que /\t?:l a;j € ﬂﬁ”:l %(aj), donc {Z(/\ﬁ.‘:1 a;)c ﬂj?:l 2(aj).
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Tl reste a montrer la maximalité du PGCD.
Soit n€ Z(a1) N2 (az) -+ 2(ay) NN, alors nlay, nlay... nlay et n est positif.
Donc n divise toute combinaison linéaire de ces nombres,
et en particulier /\f.‘:l a;, d’apres la décomposition de Bézout généralisé.
Mais on vient de voir que /\ﬁ?: a; € D(a1)ND(az)---P(ax) NN, c’est donc bien le plus grand
élément pour la divisibilité et pour la relation d’ordre classique.
Et on a également ﬂ;?:l (Z(aj) c ?)(/\;‘:l a;) O

5.2. Deux caractérisation du PGCD(ay, ay, ... ay)

Réécriture de la propriété précédente :

Proposition - Critére caractéristique du PGCD(ay, ay, ... ay)

Soient k€ N*, k=2, et (ay, ay, ..., ax) € ZF.

(/\;“:1 a;) est 'unique entier naturel d dont les diviseurs sont exactement
les diviseurs communs a tous les a;, c’est-a-dire tel que

Vnez, (Vie[l,kl, nla;) < nld.

Démonstration
Notons § = /\é‘:1 aj,
Pour tout i € N, § € 2(a;), i.e. 5la;.
Si m|§, alors, par transitivité pour tout i € Ny, m|a;,
Réciproquement, si pour tout i € N, m|a;. (On suppose aussi que m = 1)
alors m divise toute combinaison linéaire entiére des a;.
& est une de ces combinaisons linéaires (Bézout), donc m|§. O

Cela donne bien une caractérisation

/“Savoir faire - Démonter/utiliser le PGCD de (a;, a,, ... ay)
Tout diviseur du PGCD, divise chaque a;.
Toute diviseur de tous les a; est un diviseur de leur PGCD.
Et le PGCD est le plus grand de tous les diviseurs au sens de la relation
d’ordre de la division (c’est une borne inférieure).

Proposition - Linéarité absolue
Le PGCD de (xay, xay,...xay) est x| x /\5.‘:1 a;

Démonstration .
Notons d’abord qu'il existe uy,...uy € Z tel que /\{?’:1 a;j= Y uja;.
i=1

1. Notons que | x| x /\{.‘:l a; estun entier naturel.

2. Puis pour tout j € Ny, /\f»c:l ajlaj, donc |x| x /\:F_l ajlxaj.

3. Enfin, si pour tout j €Ny, zlxaj, alors 2| £5_ w;xa; = x AL a;, donc zllal AK_, a;
(Attention, ce qui compte au point 3., ce sont bien les implications!!).

Donc x| x /\i‘:1 a; est bien le plus grand des diviseurs communs des (xa;)1<j<x O

Proposition - Sous-groupe a,Z + ayZ + -+ apZ

Soient aj, ap,...ar € N.

Alors a1Z + apZ + --- + aiZ est exactement le sous-groupe de (Z,+) :
(AL, @)z

Autrement écrit, le groupe engendré par {a,ay,...ax} est le groupe

(/\k:l a;)Z.

i

k
<ay,a,...ap>7= (/\ u,-)Z

i=1
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Démonstration

L'addition de sous-groupes est un sous-groupe de Z.

Comme § := /\{.‘:1 a; est une combinaison linéaire entiere de ay, ay,...a; (Bézout),
onadoncd e mZ+axZ+---+ayZ,
Par stabilité de groupe: 6Z c a1 Z+ apZ +--- + ay Z.

Réciproquement, puisque &|a;, alors pour tout i € Ny, a; € 5Z.
Par stabilité de groupe : a1Z + aZ +---+ arZ <67 O

5.3. Entiers premiers entre eux dans leur ensemble

Définition - Entiers premiers entre eux dans leur ensemble
Les entiers ay, ..., ai sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si leur
PGCD vaut 1.

[ Attention - Ne pas confondre « premiers entre eux dans leur ensemble »
et « premiers deux a deux »
11 ne faut pas confondre « premiers entre eux dans leur ensemble » et
«premiers deux a deux».
Par exemple a = ,b= ,c=
sont
ne sont pas

Tous les savoir-faire donnés précédemment sur les PGCD se généralisent a
plusieurs nombres. Nous ne les ré-écrirons pas mais il faudra savoir y penser.
Voici un exemple

/Savoir faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (2)
Soient ay, az,...ay € Z. On note § = /\f.‘:] a;.
Alors pour tout i € [1,k], a; = 6a;, avec (a}, a,..., a;c] premiers entre eux
dans leur ensemble.
Puis on travaille avec les a;

Proposition - Théoreéme (identité) de Bézout
Soient ay, ..., ai des entiers relatifs. Alors

k
ai=1<=3u,...,u) €ZF| Y wja; =1
1 i=1

~.

i

Démonstration

Si /\:.‘:l a; = 1, alors d’apres la décomposition de Bézout, I(uy,...,uy) € Zk|)::.‘:] uja; =

/\f.‘:l a;=1.

Réciproquement, si 3(uy, ..., ug) € zk| Z:-(:I u;a
alors si pour tout i € [1, k], nla;, onan\):ﬁ‘:1 u;
Par définition duPGCD: A¥_ a;=10

a;=1,doncnll,ie.n=1.

Selon que I'on cherche a montrer que des nombres sont premiers entre eux,
ou utiliser cette connaissance, on exploite ce I'identité de Bézout de 'une ou
l'autre de ces fagons :

/Savoir faire - Exploiter 'identité de Bézout
Pour montrer que (ai,...ay,) sont premiers entre eu, ils arrivent, qu’'on
montre :
n
Juy,up,...up € Ztelsque Y uja; =1
i=1
Quand, on sait que (ay,...a,) sont premiers entre eux, on génere alors
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n
| uy, Up,...Up € Z tels que Z u;a; =1 et on exploite ces (u;).
i=1

6. Plus Petit Commun Multiple

6.1. Construction

On considére une borne supérieure. ..

¥ Analyse - Construction du PPCM

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

aZ nbZ NnN* est une partie non vide de N*.

En effet, elle contient au moins|ab|, donc elle admet un plus petit élément non nul.
Ce plus petit élément estle PPCM de aet b

Définition - PPCM de a etde b
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On appelle PPCM (Plus Petit Commun Multiple) de a et b, le nombre

PPCM(a,b) =min(azZ nbZnN*)

On le note également a v b.
On a clairementbva=av b=|alV|b|.

Les deux caractéristiques du PGCD se fusionne en une seule, concernant le
PPCM :

Proposition - Caractérisation essentielle du PPCM
Soit (a, b) € Z2. Alors a v b est le seul entier naturel dont les multiples sont
exactement les multiples communs a a et b

aZnbZ=(avb)Z

c’est-a-dire tel que

VYmeZ, (almet bjm) < aVv blm

Démonstration
Si alm et b|m, alors m est un multiple commun de a et de b.
1l est a priori plus grand que a v b, le plus petit de tous.
La division euclidienne donne: m = g(av b) +r avecr <av b.
Donc r = m—q(av b) et divisible par a et par b. C’est un commun multiple de a et de b.
Orr < av b,laseule possibilité est r = 0 et donc a v b divise m.
Réciproquement, si a v b divise m.
Alors m=av bxk.Mais avb=aa' =bb'
Donc m = a(a'k) = b(b'k). Ainsi m est un multiple de a et de b. O

/Savoir faire - Trouver un PPCM. Exploiter un PPCM.
Onnote u=av b.
Pour trouver le PPCM ,
on démontre que si a|m et b|m, alors nécessairement p|m.
Puis on cherche le m le plus petit possible.
Pour exploiter le PPCM,
on exploite le fait que si u|m, alors a|m et bim.
Et on travaille sur cette co-divisibilité.
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Proposition - Linéarité
Soient a, b, A € Z, alors Aav Ab =|A|(aV b).

Démonstration
Si Aa|m, alors A|m, donc % ez
On a donc les équivalentes :

Aa\m,lh\m@a\;,b\;@uvb\%«:)t(avb)lm

On peut identifier, en faisant attention a la positivité : Aav Ab= A(av b). O

6.2. Relation PPCM et PGCD

Proposition - Relation PPCM et PGCD
Soienta,be Z.

— sianb=1alors |ab|=(aV b).

— dans le cas général, |ab| = (aA b) x (aV b).

Démonstration

— ab estun multiple commun a a et b.
Soit 7 un autre multiple commun. Alors n = ga et b|qa, donc b|q et ab|n.
Tous les autres multiples de a et b, sont des multiples de ab.
— Soitd=anb,a=dd,b=db aveca nb' =1,
doud v =|d'b'letavb=da vdb' =d(a vI')=|da'b'| dotle résultat.
[m]

[ Remarque - Généralisation a un nombre fini d’entiers

On peut également généraliser la notion de PPCM a un nombre fini d’entiers relatifs.
1l existe un unique entier naturel m dont les multiples sont exactement les multiples
communs a tous les a;, c’'est-a-dire tel que

Vnez,(Viell,kl, ajln) < m|n.

k
On l'appelle PPPCM de ay, ay,...,a) etonlenote a; Vaz V...V a; ou V a;.
i=1

7. Bilan

Synthése

~~ Les nombres entiers relatifs sont les premiers objets reconnus comme
mathématiques rencontrés. IIs sont donc comme a la base du senti-
ment mathématique de tout apprenti mathématicien.

~» Comme un jeu, leur manipulation est ludique. On travaille unique-
ment avec addition et soustraction, puis multiplication ou division eu-
clidienne (soustractions répétées). Pour deux (voire n) nombres quel-
conques, le commun est le PGCD. C’est comme la plus grosse molé-
cule constitutive de chacun de ces nombres; avec ces deux nombres,
il n'est pas possible de dégager des nombres plus fins que cette mo-
lécule. De 1a, de nombreux lemmes, théoréemes découlent dont les es-
sentielles : théoréme de Bézout et lemme de Gauss.
On peut également réfléchir en terme de PPCM.

~+ Reprenant une idée fondamentale simple et simplifiante de GAUSS,
nous pouvons étudier les nombres entiers réduits modulo 7. La plu-
part des propriétés arithmétiques se prolongent bien lors de cette ré-
duction : addition et multiplication (pas trés bien pour la division, car
tous les nombres ne sont pas nécessairement inversibles. . .).
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Montrer que b divise a

— Truc & Astuce pour le calcul - Réduction modulo n

— Savoir-faire - Exploiter la division euclidienne (théorie)

— Truc & Astuce pour le calcul - Trouver une erreur dans un algorithme
d’Euclide

— Savoir-faire - Pas d’unicité du couple de Bézout. Les obtenir tous

— Truc & Astuce pour le calcul - Obtenir un couple de Bézout

— Savoir-faire - Trouver un PGCD. Exploiter un PGCD.

— Savoir-faire - Combinaisons linéaires (entieres)

— Savoir-faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (1)

— Savoir-faire - Démontrer/utiliser le PGCD de (ay, a, ... ax)

— Savoir-faire - Réduction a des entiers premiers entre eux (2)

— Savoir-faire - Exploiter I'identité de Bézout

— Savoir-faire - Trouver un PPCM. Exploiter un PPCM.

Notations
Propriétés Remarques
les diviseurs de a
les multiples de a
reste (resp.) deladivisioneucli-  a= (a//b) x b+(a%Db) avec a%b € (0,b—1]] ~ Notations Python. Non officielle.
tpar b
>3 keZtelquea=b+nk Relation de congruence modulo 7 (relation  Va€Z, neN, a=(a%n) [n]
d’équivalence)
et b (généralisable) anb=max(2(a)N2(b) aZ+bZ=(anbZ
dlaetd|bssidlanb
et b (généralisable) avb=min(aZnbz) aznbZ=(avbz
almetblmssiav blm
les nombres premiers avec a bePg<—=anb=1 Equivalent a a € 7, (symétrie)

Retour sur les problemes

67. Oui, on peut tout faire. Sinon, on rajoute le nombre dans les premiers.
68. C’estles congruences.

69. Par exemple, les nombres premiers sont les nombres au premier étage
du treillis des diviseurs.
Le PGCD de deux nombres a et b est celui situé le plus haut dans les
racines communes de a et de b.
Le PPCM de deux nombres a et b est celui situé le plus bas dans les
décédants commus de a et de b...

70. Oui cela termine (suite d’entiers naturels, strictement décroissantes).
On obtient en dernier reste non nul, le PGCD.

71. Avec 3 et 5 euros, on peut obtenir tous les nombres entiers d’euros.
Avec 6 et 9 euros, on peut obtenir tous les multiples de 3 euros.
Avec 6, 10 et 15 euros, on peut obtenir tous les nombres entiers d’euros
(6+10-15).
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e 1 O

Nombres premiers

@Résumé -

hé : l'arithméti

Nous continuons notre plongée dans la reine des

Euclide s'est particulierement concentré sur l'ensemble des nombres premiers. C'est

le but de ce chapitre.

Nous verrons que cet ensemble reste toujours le graal des mathématiciens.

Ces dernieres années, les nombres premiers sont revenus au centre des mathéma-

tiques comme le coeur des applications numériques de codes secrets (internet...).

Cela nous permettra d'étudier I'énoncé et des applications du petit théoreme de

Fermat. Nous prendrons le temps de comprendre les idées du plus grand mathé-

maticien toulousain!

Youtube (parodies?) :
— Panpan1963 - Petit théoreme de Fermat - https ://www.youtube.com/watch ?v=Ei4PMxddm9Q
— ScienceEtonnante - Les nombres premiers - https ://www.youtube.com/watch ?v=R37JHiA-

HOg
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@Pour aller plus loin - Nombres premiers
Dans un anneau euclidien (muni d’une divi-
sion euclidienne), un nombre premier est un
nombre qui n'est divisible que par des inver-
sibles de I'anneau : si p = a x b, alors a ou
be A*.

Ici Z* = {-1,1}. Et pour les polynémes, un
polynéme premier n'est divisible que par des
constantes : (K[X])* =K, c’est un polynéme ir-
réductible.

Un autre anneau euclidien bien connu est
Z[i] ={a+ib | a,b € Z}, 'anneau des entiers
de GAUSS.

1. Problemes

? Probléme 73 - Produit de premiers
Est-ce qu’on peut vraiment tout faire (multiplicativement) qu’avec des
nombres premiers?

2 Probléme 74 - Construction du cours
La notion de divisibilité est toujours premiere dans un cours d’arithmé-
tique d’entiers.
Puis, ici nous avons choisi (selon le programme officielle) un cours sous
la forme : PGCD (et PPCM) = Nombres premiers => congruence.
Dans son cours, GAUSS avait choisi : congruence = PGCD (et PPCM)
— Nombres premiers. Quant a EUCLIDE, il commence par les nombres
premiers.
Quel est le choix qui vous semble plus naturel? Comment les démons-
trations en sont-elles changées?

? Probléme 75 - Fonctions arithmétiques
Si une fonction f : N — Z est un morphisme : f(ab) = f(a) x f(b) ou
flab) = f(a) + f(b), que peut-on dire de f, en particulier concernant
son image sur £, I'ensemble des nombres premiers qui générent N par
multiplication?

2. Théoremes d’Euclide

2.1. Définition

1l ne s’agit plus d'une notion relative comme précédemment (a et b sont
premiers entre eux). Ici, il s’agit d'une notion absolue.

Définition - Nombre premier
Soit p e N*.
On dit que p est (un nombre) premier
si p # 1 et siles seuls diviseurs de p dans N'sont 1 et p.
On note souvent 2, I'ensemble des nombres premiers.

Le premier théoreme d’Euclide est la version « nombre premier » du lemme
de Gauss.

2.2. Lemmes d’Euclide

On reconnait le lemme de Gauss et ses corollaires, mais associés a des
nombres premiers.

Proposition - Premier théoréeme d’Euclide

Un nombre premier est premier avec tous les entiers qu’il ne divise pas.
Un nombre premier divise un produit si et seulement si il divise I'un des
facteurs.
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Démonstration
Soit p un nombre premier et a € Z.
Notons § = p A a. Alors §|p, donc d =1 ou p.
Sid = p, alors pla.
Etsid =1, alors a et p sont premiers entre eux.
Supposons pla x b.
Ou bien pla,
ou bien p ne divise pas a, alors p A a =1 et d’'aprés le lemme de Gauss p|b. O

Lintérét des nombres premiers est d’étre des briques élémentaires multipli-
catives de Z, on ne peut la couper en deux.

La remarque suivante est un savoir-faire, puisqu’elle donne un truc de ma-
nipulation de nombres premiers. Mais c’est aussi un ATTENTION, car il y est
associée une erreur fréquente, dans le cas de nombres non premiers.

/~Savoir faire - Trouver un facteur premier avec un nombre premier
Soit p € 22 tel que plab alors p divise a ou p divise b.
Ce n'est pas le cas de p = 12 qui divise 6 x 4 avec a = 6 et b = 4, par
exemple

Théoréme -
Tout entier naturel n > 2 posséde au moins un diviseur premier.

Démonstration
Soitn=2.
Lensemble 2 (n) NN = {d € N;d|n, d > 2} est une partie non vide de N,
donc admet un plus petit élément p > 2.
Orsi k =2 est tel que k|p alors k|n d’ott k = p et finalement k = p donc p est premier. O

Corollaire - Critere de primalité entre deux entiers

Soienta,be Z.

Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement s’ils n'ont aucun
diviseur premier en commun.

Démonstration
On raisonne en contraposée. Le théoréme est équivalent a :
anb#1sietseulementsi3 p, premier tel que pla et p|b.
Cette équivalence est vraie en prenant p, un facteur premier de a A b.
(c'est possible d'apres le théoréme) O

2.3. Théoreme fondamental

Puis le théoreme fondamental de I'arithmétique :

Théoréme - Décomposition en produit de facteurs premiers
SoitneN, n=2.

Alors il existe r € N, py, pa, ... pr, r nombres premiers et a;y,...a, € N* tel
que

n=

r
i=

Qi
Pi
1

Cette écriture est unique.

@Paur aller plus loin - Idéaux premiers

On retrouve aussi la méme notion dans la dé-
finition des idéaux premiers d’'un anneau in-
tégre (vu en seconde année).

De méme un groupe simple est un groupe qui
ne peut se décomposer en produit de sous-
groupes (distingués). La décomposition d’un
groupe en produit de sous-groupe simple suit
ala méme philosophie. ..
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9@ Représentation - Deux visions de &
Sans commentaires :

Spirale d’Ulam :

Démonstration
On démontre d'abord I'existence (récurrence) de la décomposition puis son unicité.
— Posons, pour tout 1 € N, n > 2, #, :«tout entier compris entre 2 et n admet une telle
décomposition. »
— 6 estvraie car 2 est premier.
— supposons %, vraie pour un certain n = 2.
aurang n+1:sin+1 est premier, c'est fini,
sinon n+1= pq avec p premier et 2 < g < n eton applique %, a q.
— Si

ST % =TT
n=lp; ’HP]-
i=1 j=1

alors pour tout i p;|n d’ottil existe j tel que p;|q; (p; premier) soit p; = q; (q; premier),
donc en fait on ales mémes polyndomes irréductibles dans les deux décompositions.
Reste a prouver que les puissances sont les mémes.

Supposons pour un i que I'on ait alors a; > f;, en simplifiant par pf“ ona

P Bi nl ka: Il pfk
k#i k#i

d’ot1 p;| l_[ p;:k ce qui est absurde car p; premier et p; Apy =1pour k # i.D'olia; = ;.
k#i

3. Lensemble des nombres premiers

3.1. Ensemble infini

Proposition - Théoréme d’Euclide
Lensemble des nombres premiers, noté 2 (parfois ) est infini.

Démonstration
Par I'absurde :
Supposons qu'il n'y ait qu'un nombre fini de nombres premiers p; < p2 <--- < py (ordonné).
Posons N=pipa...pn+1.
Ona N =2 donc N posséde un diviseur premier p, et il existe j tel que p = p;

alors plp1p2...pn et pIN donc p| = Nfl'l":1 pi=1etp=1,cequiestimpossible.
Donc I'ensemble des nombres premiers est infini. 0

Cet ensemble mystérieux représente une sorte de graal du mathématicien.
e Remarque - Ensemble dénombrable

Comme tout ensemble inclus dans N et infini, 22 est dénombrable, c’est-a-dire il
existe une bijection de N dans 2. Et cela signifie qu'on peut donc écrire 2 =
{p1,p2,...pr,...}, olt p; =2 est le premier des nombres premiers, p =3, p3 =5...,
pr estle r-ieme nombre premier.

Proposition - Enumération des nombres premiers
1l existe une bijection p :N* — 2, i — p;, le i-iéme nombre premier

Exercice
Que vaut p1o?

Correction
On n'a pas d'autre option que de faire la liste des 20 premiers nombres premiers.
P1=2,p2=3,p3=5ps=7p5s=11,ps =13, p7 =17, pg =19, pg =23 et p19 =29

Démonstration
On construit par récurrence une suite d’ensembles P; et une suite d’éléments (p;) ot p; €P; :
— Aurang1:Pj =2 et p; = p(1) =minPy, on a bien p; € Py
— On suppose qu'au rang n, P, et p, sont bien définies (avec p, € Pp).
On définit alors P41 =Py \ {pp} et ppy1 = p(n+1) =minP 4.
Onabien pp41 €Ppyy
La construction ne s’épuise pas car 22 est infini, et qu'a chaque étape, 2, reste infini. O
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3.2. Crible d’Eratosthéne

Informatique - Crible d’Eratosthéne

Pour obtenir la liste des nombres premiers, nous n'avons pas trouvé beaucoup mieux
que le crible d’Eratostheéne (3-ieme siecle avant J-C).

11 s’agit d’écrire la liste des entiers de 1 a n. Puis d’enlever les multiples des nombres
qui restent. Une fois terminée (deux boucles), il ne reste que la liste des nombres
premiers plus petit que 7.

1 def Eratosthene(n):

2 """Crible d'Erathostene adapte"""
3 L=[1]*n

4 for k in range(2,n):
5 if L(k]==1 :

6 h=2xk

7 while h<n :
8 L[h]=0

9 h=h+k

10 P=[]

1 for k in range(l,n):
12 if L(k]==

13 P=P+[k]

" return (P)

e Remarque - Conjectures

Lensemble 2 est infini, mais une question résiste : contient-il une infinité de
nombres premiers jumeaux?

On dit que (p, p +2) est un couple de nombres premiers jumeaux si ils sont tous les
deux premiers. Par exemple (3,5) ou (11,13) sont des nombres premiers jumeaux.
Ben Green(1977-) et Terence Tao (1975-) ont démontré ce qui est désormais connu
sous le nom de théoréme de Green-Tao (pré-publié en 2004 et publié en 2008). Ce
théoreme établit qu'il existe des progressions arithmétiques de nombres premiers ar-
bitrairement longues.

Un résultat culturel (mais pas nécessairement a retenir)

Théoréme - Hadamard - De la Vallée Poussin (1896)
Notons 7(n), le nombre de nombres premiers plus petit que 7. Alors

n(n)

n—+oo Inn

Le livre Merveilleux nombres premiers de Jean-Paul Delahaye donne une

foule d’informations et d’anecdotes concernant les nombres premiers (par
exemple : I'histoire des jumeaux John et Michael qui voient les nombres
premiers...).

Exercice

En exploitant le théoreme de Hadamard-De la vallée Poussin, donner une valeur approchée
du 1000 nombre premiers (i.e. de p1000)

Correction
On a m(p1000) qui est le nombre de nombres premiers plus petit que p19oo, par construction, il y en a
exactement 1000.

n
Donc si n = p1000. on a —— =1000.
Inn
Il faut inverser la fonction 7 — I Ce qui est difficile.
Nécessairement, 1 = 1000, on peut penser que si 72 = 10004, on a Inz =1n1000 +Ina et donc
1000a a
=1000 = ~1=a=In1000=6,90775
In1000+Ina In1000 +Ina

Donc n = 6900

4. Valuation (p-adique)

4.1. Fonction valuation (en base p)

|&) Histoire - Conjecture de Riemann

Parmi les problémes qui résistent aux ma-
thématiciens, ce trouve la fameuse conjecture
de Riemann. Elle concerne directement les
nombres premiers méme si elle s’énonce avec
des nombres complexes. L'esthétisme de cette
conjecture réside en partie dans le lien mira-
culeux entre I'arithmétique a I'ensemble des
fonctions de la variable complexe. L'énoncé
est:

Les zéros non triviaux de la fonction

. +001
G,

n=1 ns

ont une partie réelle exactement égale a %
A lire : la symphonie des nombres premiers de
Marcus du Sautoy
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Définition - Valuation p-adique

Soit p un nombre premier. Pour n € N, on appelle valuation p-adique de n
le plus grand entier k € N tel que p* divise 7. On le note vp(n).

Donc pour p premier, p|n < vy(n) = 1.

On a les caractérisations suivantes, qu'il faut savoir exploiter comme savoir-
faire :

/Savoir faire - Caractérisations de vp(a).
phla :»vp(a)zh.
plg=aetprg=1 > vpla)=h.

Démonstration
« vp(a) =maxih | p"|a} etainsi {h | p"|a} = [0, vp(@)].
Donc p"la = he [[0,vp(@)] < h<vp(a).
« Si p" x g = a, alors p"a, et donc h < vp(a).
Notons r = vp(a) ~ h €N, onadonc p”p’ = p»'@|a = p" g donc p’|q.
OrpAg=1doncp”Ag=1etdoncp”=1,doncr=0eth=wvp(a.
Réciproquement, si vp(a) = h, alors phla. On note g € N tel que phq =a.
Soit § = p A g, alors 5| p, et p premier, donc§ =10ud = p.
Si & = p, alors plq et donc p/*!|a, impossible. Donc § = 1.0

Exercice
Montrer que v (pb) =1+ vy (b)

Correction
pUr PP pb= ptp Ol p= v, (b) = vy (pb) - 1

PP Db = ptr O+ ph = vy, (ph) = vy (b) +1.
Par double inégalité : vp(b) = vp(pb) — 1.

e Remarque - Réécriture du théoréme fondamentale de I'arithmétique
Pour tout neN,
— I3 Upi _ vy
n=[]p;" =[] p*rm
i=1 pe?
le produit en réalité, nécessairement (a support) fini puisqu’a partir d'un certain rang,
Vpi(m) =0.

4.2. Morphisme (de monoide)

Proposition - Valuation, fonction logarithmique
Pour tout a,be Z et pe P, vy(axb) = vp(a) + vp(b)

Démonstration

Sion décompose aeth:a=p'?@getb=p
Donc ab = p/p@+p(B) .

Et comme d'apres le lemme de Gauss : p A g7 =1, on adonc vp(ab) = vp(a) + vp(b). O

pB)avecgap=letrap=1.

4.3. Factorisation en produit de premiers

Proposition - Liste des diviseurs
Soient a, b € N non nuls. Si

a:pf"pgz...p:‘ Etb:Pllpfz...pgk

ol les p; sont des nombres premiers distincts deux a deux, a;,f; € N
(éventuellement nuls), alors

alb<=Vie[l k], a;<p;
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k q
anb=PGCD(a,b) = [| p@P)
i=1

k
avb=PPCM(a,b) = [| pP=P?
i=1

Ce qui peut aussi s’écrire :

Corollaire - Liste des diviseurs, avec la valuation
alb < Y p premier, vy(a) < vy (b)
Vp premier, vy(a A b) = min(vy(a), vy (D)) et vy(aV b) = max(vy(a), vy (b))

anb= H pmin(v,;(a),vp(b) avb= 1—[ pmax(vp(a),v,,(b)
peEP peP

Cette derniere formule se généralisant sans difficulté au cas de k entiers
distincts.

4 Application - Algorithme de recherche du PGCD

On retrouve un algorithme bien connu pour réduire les fractions (simplifier par le
PGCD) :

il suffit de chercher la liste des facteurs premiers du numérateur et dénominateur....

Démonstration
Si a divise b, alors pi"" divise b etdonc a; < f;.
La réciproque est trivial, avec ¢ = pf' —® pfz—az ...plzki"k, on aaxc=bSupposons que
dla, etd|b,
alors d = p'ls‘ pgz ...pi", avec 5 < g.
de méme 5 < fir.. Donc 6 < min(ay, Bi).
C'estle cas pourd=anb.

Par ailleurs : Hle p'."'"("‘ B

i divise a et b, donc divise a A b.

min(a;,f;)

i La démonstration pour le PPCM est

On peut donc assimiler: an b= ]‘[:.‘:l p
laissé en exercice. O

Exercice
Soit n € N*. Donner une expression de card?(n), utilisant les valuations vp(n)

Correction
D'aprés la proposition : m|n <=V p, premier vp(m) < vp(n).
Il'y a donc pour chacun de ces facteurs p tel que pin, vp(n) + 1 choix possibles (de 0 a vp(n)).
Puis d'apreés le principe de décomposition, il faut tenir compte du produit de ces nombres. Ainsi
card? (n) = [ (wp(m) +1)

pln

4.4. Formule de Legendre

On termine par un exercice
Exercice
Soit p un nombre premier.

400

Montrer que tlp(n!) = Z LLLJ (la somme étant en réalité finie).
k=1 P

On pourra s'intéresser aux ensembles Ng = {k € Ny, | p“ |k},

Correction

n
Par morphisme : vy (n!) = Z vp (k). Considérons N, = {k € N | p?lk}. Cet ensemble se décrit
k=1
facilement :

Na=1p”,2p®.3p",...Tap"}
ol rgp®<net(rga+1)p®>n,donc rq = |- | = cardNg.
Notons maintenant Mg = {k € Ny, | vp (k) = a}.
OnakeMg<=keNgetké¢ Ngyp.
Donc comme N1 € Ng, on a exactement : Ny = Mg & Ngs 1.
Ainsi, en terme de cardinal : card(Mg) = card(Ng) — card(Ng+1).
Enfin, tous les nombres plus petit que 1 ont une et une seule valuation p-adique,

Ny =l Mo (réunion finie)
aeN
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@Pour aller plus loin - Plus grand nombre
premier connu (janvier 2016)

C’est un nombre de Mersenne : 274207281 _1 j]

contient plus de 22 millions de chiffres.

On note s, la plus grande puissance de p qui divise un nombre plus petit que n : donc p* < n < ps” s
Inn

ie.s= Lmj Ainsi (par sommation par paquets) :
s s
vp(nl) = Y vpk)= Z( > u,,(k)): > (u > 1):
keNp a=0\keM, a=0\ keM, @
5 ;

=Y alcard(Ng) —card(Ng+1)) = ), acard(Ng) - Y acard(Ng+1)
= a

s
> (acard(Mp))
=0

s

=1 a=0

s st s
=Y acard(Ng) - Y (a—1)card(Ng) = Y. (a—(a-1))card(Ng) + scard(Ng41)
a=1 a=1 a1

=
card(Ng) +0= ) {7J
a=1LP

a=1

5. Garantir que des nombres sont premiers
5.1. Motivations

*Heuristique - Décomposable vs. décomposition
Lanalyse de la primalité éventuelle d'un nombre n entier peut déboucher sur quatre
questions de complexités différentes :

. Prouver que n n'est pas premier
2. Sinn'est pas premier, le décomposer
3. Garantir, avec un risque d’erreur faible que n est premier
4. Certifier que n est premier
Cela semble comparable, mais le petit théoréme de Fermat permet de répondre « aisé-

ment » aux questions 1 et 3. Les deux autres questions qui semblent équivalentes sont bien
plus compliquées. ..

@ Remarque - Obtenir des nombres premiers

Larithmétique et avec la géométrie la plus vieille branche des mathématiques. Pen-
dant deux millénaires, on s’y intéresse « pour le plaisir ». Mais avec le renouveau de
I'algorithmique et la développement exponentielle des ordinateurs, se sont dévelop-
pés deux branches :

— la cryptanalyse

— les codes correcteurs.

Dans ces disciplines, on a trés largement besoin de grands nombres premiers. C’est
le cas du codage RSA, grand consommateur de nombres premiers qui permet de
coder et décoder les messages numérisés (internet, banque...). Il faut trouver des
nombres premiers, savoir les reconnaitre. Peut-on faire mieux qu'avec le simple crible
d’Eratosthéne?

~’ Analyse - Et pour Fermat?
Pierre de Fermat était fasciné par la proposition de Diophante :
«si s(n) = 1+2+---+2""1 est un nombre premier, alors 2"~1s(n) est un nombre
parfait »
Or s(n) = 2" — 1. 1 fallait savoir si ce nombre est premier. Les nombres premiers de
cette forme sont appelés les nombres de Mersenne.
En 1640, Frénicle de Bessy défie Fermat et lui demande de trouver un nombre parfait
de 20 chiffres environ.
Pour Fermat, il s’agit de trouver un nombre parfait compris entre 1020 et 1022, et donc
un nombre premier s(n) = 2" — 1 avec 1020 < 2"~1 (27 — 1) < 10%2.
Donc 1020 <22~1 —2n=1 <1022,
Or on sait qu'approximativement 210 =103,

Cela donne donc 1020 = 103® x 100 ~ 259 x 100 > 266 et 1022 = 1037 x 10 < 274.
Comme le premier ordre est donné par 22n=1 on trouve 66 < 2n—1<74,33,5<n <
37,5.

Etdonc:34 < n<37.1lya4nombres 2" —1 avec n € {34,35,36,37} et il faut savoir s'ils
sont premiers.
Remarquons d’abord que si n = ab n’est pas premier, par télescopage :

b-1
2ah71=2ub71b=(2071) Z Zak
k=0

Ainsi, le seul possible serait 237 1.
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Fermat affirme qu’il n’est pas premier! Comment s’y est-il pris?

5.2. Enoncé et applications

Théoréme - Petit théoréme de Fermat (1640)
Pour p premier et n € Z, ona n? = n[p).
SinAp=1(ie. p nedivise pas n) , alors nPl= 1(p]

/Savoir faire - Exploiter le petit théoréme de Fermat
11y a deux fagons d’exploiter ce théoréme pour un nombre N :
— Trouver une factorisation (plus exactement un facteur premier)
du nombre N de la forme a” — 1 (voir I'application qui suit)
— Montrer que le nombre N est probablement premier; dans ce cas
N joue le réle de p (voir la remarque : nombre de Carmichaél)

¢ Application - 257 — 1 est-il premier?
Ici, on applique le théoréme de Fermat avec n = 2 et p, un diviseur premier (s'il existe)
de N=2%7-1.
Onadonc

— pIN=2%7_1,

— mais aussi p|2P~1 =1 (p #2, donc2 A p=1).
Alors Fermat affirme que 37|p - 1.

En effet, on considere le PGCD de37et p—1:r=37A(p—1).

Comme 37 est un nombre premier, alors r =37 our =1.
On applique l'identité de Bézout (modulo p) :

2" = 237UrU(p=1) 2 (3Tt (oP=ly¥ = )

Lhypothese r = 1 est impossible : 21 =2 # 1[p].
finalement r = 37 et nécessairement 37|p — 1.
Puis comme p — 1 est pair, divisible par 2, donc p—1=2x37 x g = 74q.
Et finalement p = 74q + 1. Il faut cherche g € N.
— 75 n’est pas premier.
— Il essaye donc avec 149 = 74 x 2+ 1 (nombre premier), cela ne marche.
— 1l essaye ensuite le calcul (division) avec 223 = 74 x 3+ 1 (nombre premier) et
trouve
237 _1=223x616318177

@ Remarque - Réciproque ? Nombre de Carmichaél
Malheureusement, la réciproque du théoréme de Fermat est fausse.
Il existe des nombres non premiers P tels que P|2P -2

341234 —2

C’est le plus petit contre-exemple. On se restreint ici au cas n = 2.

Mais il y a pire, des nombres p, non premiers qui vérifient: ¥ ae N, plaP —a.
Ces nombres sont appelés les nombres de Carmichaél.
Le plus petit connu est p =561 =3 x 11 x 17.
On sait depuis peu (1994) qu'il en existe une infinité.

Exercice

Montrer que 3412341 —2 sans que 341 soit premier.

Correction
On note que 341 =31 x 11.

Puis 2341 = 210x34+1 _ 51034 5 _ 134, 5 _5 17 d'aprés le petit théoréme de Fermat.

Puis 2341 = 230x11+11 _ 3311, 55, 25, 5 = 111 x 1 x ] x 2 = 2 [31] d'aprés le petit théoreme de
Fermat et 25 =32 =1(31].

5.3. Démonstrations

Nous ferons plusieurs démonstrations. Chacune apporte un résultat mathé-
matique différent.

|&) Histoire - Nombres parfaits

Depuis I'antiquité, de nombreux mathémati-
ciens se sont intéressés aux nombres parfaits.
Ce sont les nombres égaux a la somme de leurs
diviseurs stricts (sans eux-mémes).

Ainsi 6 = 1+ 2+ 3 est parfait. C'est aussi le cas
de 28 ou496...

|\ Histoire - De Ia main de Fermat

« Tout nombre premier mesure infaillible-
ment une des puissances —1 de quelques
progression que ce soit; et I'exposant de la
dite puissance est sous-multiplie du nombre
premier donné —1; et, aprés qu’'on a trouvé
la premiére puissance qui satisfait a la
question, toutes celles dont les exposants
sont multiples de 'exposant de la premiére
satisfont tout de méme a la question »

& Représentation - Illustration de la démons-
tration

Dansle casdep=13 etn=31.

On a alors n = 5[13] et donc kn = ry. se voit sur
le carrelage (a=p=13,b=5).

On remarque alors que tous les restes sont ob-
tenus, et une et une seule fois

5
4
3

2
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@Pout aller plus loin - Fécondité d’un théo-
réme

On peut choisir de mesurer I'intérét d'un résul-
tat mathématique aux domaines touchés.

Le petit théoréme de FERMAT dont la plupart
des démonstrations datent d’'EULER est assu-
rément un théoréme fécond. Chacune des dé-
monstrations présentés ici exploite une par-
tie différente des mathématiques : la struc-
ture du groupe (ﬁ,x) pour la premiére, le
morphisme de FROEBENIUS : a — aP dans le
groupe (%Z,Jr) pour la seconde. La troisiéme
démonstration assez proche de la premiére ex-
ploite un raisonnement de type combinatoire.
La quatriéme fait le lien entre la premiére et
la troisiéme. Elle montre mieux : le petit théo-
réme d’EULER, n?P) = 1[p].

Démonstration
Si n est divisible par p, alors n” = 0[p] et n = 0[p], donc n” = npl.
Supposons n non divisible par p.
Notons N=nx2nx3nx---x(p-1)n.
Considérons ry, le reste de la division euclidienne de kn par p. kn = ri(p).
— Le calcul direct donne N = (p—1)! x nP =1,
— Mais aussi d'apres I'arithmétique modulaire : N=ry x rp x ---x rp_y [pl.
— r; #0, sinon: pli x n, impossible : p premier, n non divisible par peti < p.
— Orsir;=rj,ona(i- jin=0[p], donc pl(i - j), car p est premier et ne divise pas n.
Ori,je[l,p—1l,donci—je[-p+1,p—1]etainsii—j=0,iei=j.
— Comme tous les i sont distincts, il en est de méme des r; dans [1, p—1].
N=(p-Dlpl
— Conclusion: nP~!(p-1)! = (p-1![p], i.e. pl(nP~1 = 1) x (p- DL
Comme p premier, pour tout k < p, pA k=1 etdonc p\np’1 -1
En multipliant par n: n? = n[p]
[m]

Voici la premiére démonstration historique d’Euler et probablement de Leib-
niz:

Exercice

Considérons p un nombre premier.

1. Montrer que Yk € [1,p— lﬂ,p\(i)
2. V(a,b) € 7% (a+b)P = aP +bP[p)

3. En déduire le petit théoreme de Fermat
Correction
1. Pourk#0,k#p:

P\ P (-1t _ [t
k(k)’kkz(” B P i~ Pk

Or le coefficient (Z:i) est un nombre entier, donc p divise k x (7). Mais p premier, k < p,
donc d'aprés le premier théoréme d'Euclide : p divise (',:)
2. Soient (a,b) € 72, d'aprés le bindbme de Newton,
n(p) ok
(a+b)P =Y [V)akbP~F = aP 10+ bP1p)
i=o\k
d'aprés I'arithmétique modulaire.
3. Démontrons maintenant par récurrence (sur n), le petit théoréme de Fermat.
Posons, pour tout n € N*, 2, : « nP = n[p] ».
— 1P =1, donc 2, vraie.
— Soit n € N*, supposons 22;, vraie. On a d'aprés le résultat plus haut :
(n+DP =nP +17 =n+1(p)
Donc 22,41 est vraie.

] Remarque - Morphisme de Frobenius

Si p est premier, alors (a + b)P = a” + bP [p] et (ab)P = a” bP.

Donc x — x” est un morphisme de corps p%ZZA C’est un morphisme de corps, a priori
non trivial (différent de I'identité). Il s’appelle le morphisme de Frébenius.

Autre méthode, par double dénombrement :

Exercice

Soit p un nombre premier et n, un entier quelconque.

Considérons un alphabet de 7 lettres.

1. Combien y a-t-il de mots (possibles) de p lettres avec au moins deux lettres
distinctes ? On notera N ce nombre.

N

. On note Z, la relation d’équivalence sur I'ensemble des mots de p lettres A =
aap...ap:
ARB <=3 h|B=api1apep-.-apay...ay
(Il existe une permutation circulaire des lettres pour passer des mots A a B.
On peut aussi noter que A = AjAp et B = ApA; avec A premier sous-mot de
A de longueur h et A de longueur p — h.) Montrer qu'il s'agit bien d’une relation
d’équivalence.
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3. Combien existe-t-il de mots différents dans chaque classe d'équivalence ?

4. On note H le nombre de classe d'équivalence avec au moins deux mots.
Quelle relation existe-t-il entre H, p et N?

5. En déduire le petit théoreme de Fermat.

Correction

1. Il'y a n” mots distincts, mais il y en n ayant exactement les mémes lettres.
Donc N =n” - n.

2. Elle est réflexive et symétrique clairement.

SiB=ap41apsz---apay...ap=by...bpetC=br,y...bpby...bp = Apypy1 .- Apar ... Ay

(si h+ k> p, il faut prendre plutdt h + k- p.)
donc la relation est transitive.

3. Auplus, il y a p mots différents dans chaque classe d’équivalence : celui qui commence par
ay, celui qui commence par ay. .. par ap.
Supposons que A= B, avec A=ajaz...ap et B=ap,1apyp...apai ... ay.
Alors a; = aj. pourtouti € [1,p—h] eta;j = @ j—p POUr tout Jjelp—h+1,pl
Puis, se crée alors un cycle de méme lettre (notons K sa taille) :

a1 = Apy) = Appt) =0 = Akht1(p) = = AK-Dh+1[p] = Kh+1(p) -= 41

Etfinalement Kh+1=1[p] i.e. p divise Kh.
D’aprés le premier théoréme d'Euclide : p|K etdonc K= p :
toutes les lettres sont les mémes. Au final : ou bien les classes d'équivalence ne
contiennent qu'un mot : ceux avec une seule lettre, ou bien ces classes ne contiennent que
des mots différents, en nombre p.

4. lly a n classes avec un seul mot,
etily a H classes avec p différents.
Onadonc Hx p+n=nP

5. Donc p|nP —ni.e. n” =n[p)
La seconde démonstration d’Euler exploite (sans le savoir) un théoréme dit
par la suite a Lagrange.
Cet exercice est un bilan algébrique de I'exercice précédent et de la premiere
démonstration.
Exercice
Soit p premier. Soit n € Z, supposons que p ne divise pas 7.
Notons r le reste de la division euclidienne de n par p.
1. Onnote G = ([1, p — 11, x). Montrer que (G, x) est un groupe
2. Montrer qu'il existe k € N tel que rk= 1[p]. On note ko = min{keN | rk= 1pl
3. Montrer que Z : aZb ssid ke Z tel que a = kb
est une relation d'équivalence.
4. Quelle est |a taille de chacune des classe d’équivalence ?

5. On note H le nombre de classe d'équivalence. Montrer que p—1 = ko x h.
En déduire rP~1, puis le théoréme de Fermat

Correction

1. D’apres Bézout, il existe u, v € Z tel que ur +vp=1.
Donc ur = 1[p], quitte & prendre ug = u[p], il existe up € G tel que ug x r = 1.
La stabilité par produit est simple.

2. {rk[p], k € N} c G est un ensemble fini, il a au plus p — 1 éléments.
Donc il existe k1 < k2 € N tel que r*1 = r*2p], alors rke=ki = 1(pl.

3. Ok
4. Chacune des classes d'équivalence a ko éléments.

H
5. Onadonc Card(G) = p— 1= H x kg, donc rP~1 = rH*ko = (rkoy™ = 1H = 1p].
Enfin nP~! = rP~1 = 1[p] et I'on retrouve le théoréme de Fermat.

En fait, si p est premier, on démontre que ro=p—1et H=1.

@Pout aller plus loin - Théoréme d’Euler

En affinant ce dernier exercice, on montre que :
pourt>0, ntel que nat =1, alors n? = n[¢],
avec ¢(a) est le nombre de diviseur de a.

Pour cela on considére le groupe des ¢(t) élé-
ments de [1, ¢t — 1] inversible (i.e. premier avec
t).

On notera que si p est premier: @(p) =p—1.
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6. Bilan

Synthese
~~ Les nombres entiers relatifs sont les premiers objets reconnus comme
mathématiques rencontrés. Ils sont donc comme a la base du senti-
ment mathématique de tout apprenti mathématicien.
~ Plus généralement, au lieu d’étudier des nombres premiers relative-
ment a a, on peut étudier les nombres premiers relativement a tous les Chapltre

nombres. Ce sont les nombres premiers, atomes minimaux des multi-
plications/divisions d’entiers.

~ Gauss a eu la merveilleuse idée de plonger Z dans des sous-ensemble An
modulo le nombre a qui nous intéresse. Cela marche bien car la struc- neallX et Corps
ture d’anneau est conservée, mais cela peut étre encore plus fort si a
est premier, car on crée une structure de corps! Avec cette facon de
penser, beaucoup de théorémes devient faciles a démontrer voire a
comprendre : c’est le cas du petit théoreme de Fermat.

Nous re-investirons ce point de vue lors de I'étude des polynomes @Résumé -
~ Nous terminons par I'étude hors-programme de quelques fonctions Apres les groupes, deux nouvelles structures jouent un role important en mathé-
arithmétiques. La motivation est la méme que celle pour les séries matiques : les anneaux et les corps. Ils possédent chacun deux lois internes et
génératrices. Il est souvent mathématiquement plus simple d’étudier quelques régularités.
directement toute la suite (u,) plutét qu'un seul de ces éléments u,. .. Lexemple type d’anneau est 'ensemble Z. Nous baserons notre étude des anneaux
sur ce que l'on a pu faire en arithmétique. En retour, nous verrons que le second
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre exemple de l'année K[X] intégre des polynomes) possede b p de
points commun (notion de PGCD, primamlité. . .).
— Savoir-faire - Trouver un facteur premier, avec un nombre premier. Les corps sont des anneaux ol tous les éléments sont inversibles pour la seconde
— Savoir-faire - Caractérisations de vy (a). loi. C'est un ensemble fréquent : Q, R ou C, et il sera important pour l'étude des
— Savoir-faire - Exploiter le petit théoréme de Fermat espaces vectoriels...

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques Sommaire
P Ensemble des nombres premiers avec a beP,—=anb=1 Equivalent a a € 27, (symétrie) 1. Problemes ..........
4 Ensemble des nombres premiers 2(p)=1{1,-1,p,—pletpeN,p=2 pePoVkel2p-1,ke?)y 2. Structures d’anneau
vp(a) Valuation p-adique de a vpl@=rea=p qavecprg=1 On raisonne plutét par double in- . . N
egalité 2.1.  Définitions et propriétés premiéres . . ........
2.2.  Constructiond’'anneaux . . . .. ............
Retour sur les problemes 23, Idéaux ................. ... ...,

2.4. Anneau euclidien. Anneau principal . . . .. ... ..
72. En effet, en simplifiant par (n — 1)!, premier avec n (si n est premier),

on trouve k"1 =1(n]

3. Structuresdecorps . . ...

31 COoIps . .ot
73. Par exemple sil’on commence par les nombres premiers, le lemme de 3.2, 1déaux maximauxX . . . . . oo v vv e e
Gauss s’applique avec le théoréme 1 d’Euclide. ... 3.3.  Sous-corps. Morphisme (de corps) . . . . .......

Nous ne faisons pas ici tous les 6(=3!) cas possibles 4. Bilan ... ..., 333

74. f(p1p2) = f(p1) x f(p2) etil suffit de connaitre f(p), pour tout p € N :
r r
SATph=T1rwa"
i=1 i=1
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1. Problemes

? Probléme 76 - Structures fondamentales associées a Z
Les deux chapitres précédents nous ont prouvé qu'il est possible de faire
beaucoup de chose avec une structure aussi limitée que Z.
Pouvons-nous généraliser? Quelles sont les propriétés fondamentales
vérifiées par Z?
Rappelons que Z est créé par addition +1. Mais que trés vite, c’est la mul-
tiplication qui nous intéresse et en particulier la décomposition (unique)
en facteurs premiers.

? Probleme 77 - Théoréme de Bézout et le lemme de Gauss
dans un anneau
Notons (a) et (b), 'ensemble des multiples de a et b respectivement.
Nous avons vu que le théoréeme de Bézout était d'une importance capi-
tale. Il exprime que Z = (a) + (b) lorsque aA b= 1.
Plus généralement, comment s'exprime-t-il pour des anneaux? Et le
lemme de Gauss?

? Probléme 78 - Quotienter un anneau
Considérons A, un anneau et munissons le d'une relation d’'équivalence

2. Structures d’anneau 325

# Exemple - Anneaux cl

Les deux anneaux essentiels vus cette année : Z et K[X].
Un autre anneau important (mais qui est surtout une algebre) : ./, ().

Un dernier exemple : “Z (on en reparlera plus loin)
n
Soit (A, +, x) un anneau. On note 0 I’élément neutre de + et 1 celui de .

Reégles de calcul immédiates

Proposition - Lien + et x

On a les relations suivantes :
— Vx€e A, x%x0=0x*x=0 (ondit que 0 est absorbant).
— Y eA () xy=xx(-y)=—(x*Y)
— YV, EA, () *x (=) =xxy

Démonstration
Pour tout x € A, 0+0 =0, car (A, +) est un groupe. Donc

0*xx=(0+0)*kx=0*%x+0xx=0xx=0

par régularité dans le groupe (A, +).
De méme, on montre que x x 0 =0.
X*x P+ (0 *xy)=x+(-x)xy=0%*y=0,donc (—x) x y = —(xx ).
de méme (x* y) + (x * (=) = (X) * (y+ (—=))) = x*x0 = 0, donc x * (—y) = —(x % y) Puis
) Hx (=) =—xx (=) =—(-(xxy)=x*xy O

Intégrité

Définition - Diviseur de 0 et anneau intégre

Soit (A, +, %) un anneau. @Paur aller plus loin - Commutativité
%. — a€ A\{0} est un diviseur de 0 si il existe b € A\ {0} tel que a* b =0 | | Il arrive que certains mathématiciens n’exigent
A quelle condition suffisante (nécessaire) sur %, peut-on transformer oub*xa=0. pas la commutativité comme condition a I'in-
: - . SR '3 3 3+ tégrité (ex : cours d’Algébre de Roger Gode-
I'ensemble des classes d’équivalence — (avec les lois induites) en an- — Aestditintégre s'il est commutatif et sans diviseurs de 0. BriLé (ex : gebre de Roger God
R ment), mais c’est une exception a la tradition
neau voire en corps? largement adoptée.

Proposition - Simplification (division)

Si A est un anneau integre, tout élément non nul a de A est régulier pour
*, c'est-a-dire que I'on peut simplifier par a :

2. Structures d’anneau

axb=axc=>b=c.

2.1. Définitions et propriétés premiéres

Définition d’'un anneau Démonstration

axb=axc=>axb+ax(-c)=axc+a*x(-c)=>ax(b-c)=0=>b=c
car a #0 et Aintégre. O

Définition - Anneaux
Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes notées + et
*. On dit que (4, +, %) est un anneau si :

— (A, +) est un groupe commutatif;

— laloi * est associative;

— laloi x est distributive par rapport alaloi + :

V Exemple - Z et ./, (K)
Z estun anneau integre. ./, () n’est pas integre (n = 2)

/Savoir faire - Exploiter l'intégrité
On exploite I'intégrité dans son sens contraposée: a # 0 et b # 0 = ab #

0.
3 _ TR
WenAC Bt gra)Sasyerase Rl EAETEE En particulier, si on sait qu'un ensemble est un corps (comme %, alors
V(x,y,2) € A, (x+y)xz=x*z+y*z (distibutive a droite) il estintegre.
— Apossede un élément neutre pour x , noté 1.
Si de plus la loi * est commutative, on dit que (A,+,*) est un anneau
commutatif. Regles fréquentes
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Proposition - Quelques régles de calcul
Les reégles de calculs fréquentes :
— (a1<i<n et (bj)1<j<p deux familles d’éléments de A. Alors on peut
écrire :

n
i=

2
al-)( bj) = Z u,-bj
1 j=1 (i, )elL,nlx[1,p]

— formule du binéme : si a et b commutent pour * alors

(1) kpnek

(a+b)" =3 | |a"b"
i=o\k

— factorisation : si @ et b commutent pour * alors

n-1
a"-b"=(a-b) Yy a"k1pk
k=0

ennotant xy = x x y et les puissances étant au sens de la loi x.

e Remarque - Démonstration?

11 s'agit exactement des mémes démonstrations que celles vues pour les nombres
réels en début d’année.

En effet, les seules hypotheéses qui ont été mobilisées étaient celles de commutativité
des nombres (objets).

Un groupe pour x : le groupe des inversibles

Proposition - Groupe des inversibles
Lensemble des éléments inversibles de (4, x) est un groupe pour la loi *.
Classiquement, ce groupe est noté A*.

Démonstration
Aestnon vide et possede au moins 1.
Soient x, y € A, inversibles,
x Hxy D=y ey =y =1 ey Hxr = =1

Donc xy~! estinversible et donc xy~! € A*.
Dans A*, x est associatif.
Lensemble des inversibles de A est un groupe. O

7 Exemple - Z*
7*={-1,1}
’/ Exemple - (/,(K))*

Lensemble des matrices inversibles se note : .4, (K)* = GLj (K).
On parle du groupe linéaire des matrices inversibles (a coefficients dans le corps K.

2.2. Construction d’anneaux

Sous-anneaux

Définition - Sous-anneau

Soit (A, +, %) un anneau. B c A est un sous-anneau de Asi B est stable pour
les lois internes + et x et si ces lois induites munissent B d'une structure
d’anneau, donc, avec 1 € B.
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(B, +) est nécessairement un groupe, stable également pour * : la réciproque
est suffisante :

/“Savoir faire - Caractérisation des sous-anneaux
Soit B une partie de A. B est un sous-anneau de A si et seulement si il
vérifie :
— l€B
— V(x,y)€B* x-y€B
— VY(x,y)€B* xxy€eB

Démontrons que ce savoir-faire est juste.

Démonstration
Soit B une partie de A. Supposons que (B,+, ) (lois induites donc stabilités...) soit un sous-
anneau
Par hypothese (définition de sous-anneau) : 1 € B.
Alors (B, +) est un sous-groupe de (4, +) et donc on la caracrétisation 2 du sous-groupe :
V(x,y) € B?, x-y€B. Puisque xp = * est une loi interne sur B : V(x,y) €
B2, xxy€B.
Réciproquement supposons que les trois points caractéristiques du savoir-faire sont vérifiés.
Alors B est stable par x d’apres le point 3 respectivement,
il est également stable par + car 04 = 0p, puissiy€ B, -y =0p—y€Betx+y=x—(-y) € B
pour x,y € B.
Puis (B, +p, %) = (B, +, %) est bien un anneau car :
(B, +) est un groupe avec la caractérisation du point 2.
*p =  reste associatif et distributif par rapporta +5 = +.
(B, %) possede I'élément neutre 13 =1. O

Exercice
Montrer que l'intersection de deux sous-anneaux de A est un sous-anneau de A.
(On pourrait étendre a une intersection d’une famille de sous-anneaux

Correction

Notons les By et By. Alors » 1€ B) et 1€ By, donc 1€ By N By.

*Six,ye BinBy,alors x,y € By donc x—y€ By et x,y € By donc x—y € By.
Donc x—y€ By nB;.

*Six,yeBinBy,alors x,y € By donc xx y € By et x,y € By donc xx y € By.
Donc xx y € By N By.

’/ Exemple - 2 - Z est-il un sous-anneau de (Z, +, x)
Sia,be2Z,alors 2|la—bet2|axbmais1¢2-Z,cenest pas un sous-anneau.
En fait un s’agit d’'un idéal, on en reparlera avec les anneaux euclidiens Z et K[X].

Morphisme (et i @

Définition - Morphisme d’anneaux
Soient (A, + 4, % 4) et (A’, + 4, * ») deux anneaux. Un morphisme d’anneaux
de A dans A’ est une application f de A dans A’ vérifiant :

— V(%) €A fx+ay) = FX) +a f()

— YV, y) €A% f(xxay) = f0) % f())

— fAa=1x

V Exemple - Projection canonique
. z —

SoitF:Z — Sz m—m.

Alors F(my + mp) =my + m;

‘my +my (on fera une vraie démonstration plus loin).
Alors F(my x mp) =my X mp =My x mp.

7 Exemple - Sur C

Lapplication z — Zz est également un morphisme d’anneaux (de corps ici).

Avec l'identité, ce sont les seuls morphismes d’anneaux surjectifs de C sur C.

7 Exemple - Morphisme de Frobenius

Nous verrons, dans I'une des démonstrations du petit théoréme de Fermat que si p
est premier, alors p divise ();], pour tout k ¢ {0, p}.

z z
Alors — — —, m— mP (p premier) est un morphisme d’anneaux.
pZ pZ

@Pgur aller plus loin - Idéal

On dit que I (c A) est un idéal de A, si (I,+) <
A+)etVxel,ye A, xxyeletyxxel
(propriété d’absorbance. Voir plus loin. ..
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@Pour aller plus loin - Cas A non commutatif
Si A n'est pas commutatif, il faut étudier les
multiples a droite et les multiples a gauche. ..

On le démontre a I'aide du binéme de Newton.

Proposition - Transfert par morphisme d’anneaux
Soit f: A— A’ un morphisme d’anneaux. Alors
— f04) =0y
— VxeA f(-x)=—f(x)etVxe A" f(x"H)=fx) L.

Démonstration

C’est un morphisme de groupe, donc f(0) =0 (f(x) = f(x+0) = f(x) + f(0). Donc f(0) = 0).
Deméme 0= f(0) = f(x+(=x)) = f(x) + f(=x). Donc f(=x) = - f(x).

(A*, x) est un groupe. On applique exactement la méme démonstration. O

Proposition - Morphisme du groupe (A*, %)
Soit f: A— A’ un morphisme d’anneaux. Alors f* : A* — A", x — f(x) est
un morphisme de groupes.

Démonstration

faN=14.

Soient x, y € A*.

Ly =fa)=fy*ay™) = F)*u fD), done f(y~D = (f(1) " Puis

Faray ™=@ g fT = f@ >0 ()

Anoter que f n'est ni nécessairement surjectif, ni injectif... O

Exercice
On dit que I < A est un idéal de 'anneau A, si
— (I,+) est un sous-groupe de (4, +).
— Vxel,ye A, xxyeletyxxel
Soit f: A— A" un morphisme d’anneaux. Montrer que Ker f est un idéal de A.

Correction
[ est également un morphisme de groupes. Donc (Ker f,+) est un sous-groupe de (A, +).
Soient xe Ker f et y € A.

Alors f(xxy) = f(x)* f(y) =0% f(y) =0, donc x * y € Ker f. De méme pour y * x.
Donc Ker f est bien un idéal de A.

2.3. Idéaux

Dans la suite les anneaux sont considérés commutatifs.

Extension de la congruence

on étend a tous les anneaux, la notion de congruence vu dans Z.

Définition - Multiple dans un anneau

Soit @ un élément d’'un anneau A. On appelle multiple de a, les éléments
de'ensemble (a) = {a x d,d € A}, (parfois noté aA).

On dit que a divise b (noté a|b si b est un multiple de a.

Définition - Congruence dans un anneau

Soit m un éléments d'un anneau A. Soient a, b deux éléments de A.

On dit que a est congru a b modulo m, noté a = b(m] ssi b—a € (m) (ou
m|b-a).
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e Remarque - Notation multiple
On peut écrire au choix : m|n ou n € (m) ou encore (n) < (m).

Proposition - Relation d’équivalence
Dans un anneau, la relation de congruence modulo m est une relation
d’équivalence

Exercice
Faire la démonstration

Correction

« 0€ (m), donc = [m] est réflexif.

o si k€ (m) alors —k € (m) donc = [m] est symétrique.

 si k1, ko € (m) alors ky + ko € (m) donc = [m)] est transitif.

Compatibilité

Théoréme - Compatibilité

Si A est un anneau (commutatif) et m € A.

Alors 'addition et la multiplication sont compatibles pour la relation
d’équivalence = [m].

Autrement écrit, 'addition et la multiplication sont indépendants du choix
du représentant de la classe d’équivalence; on peut donc définir une addi-
tion et une multiplication sur les classes d’équivalence :

XFx =x+x  xxx'=xxx

Démonstration
Supposons que x = y[m] et ¥’ = y'[m].
On peut note x— y = mk et x' - y' = mk/, alors

x+x=y+y +mhk+k)y=x+x'=y+y

Donc la relation de congruence est compatible avec I'addition.

xxx' = (y+mk) x (y) + mk') = yx y' + m(ky' + k'y + mkk')

Donc la relation de congruence est compatible avec la multiplication.
[m]

Idéaux

b Analyse - Ce qui a marché
Sil'on relit la démonstration, la réussite de compatibilité es lié aux faits que :
— Sia,d €(m)alors a+ad € (m).
Icia=x-yeta =x'-y
— Siae(m)etbe Aalors a+be (m)
Icia=mketb=y' puisa=mk'etb=y

Définition - Idéal de A

Soit A un anneau.

On appelle idéal de A, toute partie I de A tel que :
— 0el
— (I,+) est un sous-groupe de (4, +) (noté I < A)
— Vael,VbeA abel

@Paur aller plus loin - Cas A non commutatif

Si A n'est pas commutatif, il faut étudier les
idéaux a droite (ba € I si a € I) et les idéaux a
gauche (abeIsiacl)...
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On se souvient que 1'on a déja rencontré 2-Z qui est un idéal mais pas un
sous-anneau de Z. Exercice
Quels sont les idéaux de Z ?

Correction
Exactement les ensembles aZ, pour a€ Z

@ Remarque - Idéal engendré

Comme pour les sous-groupes engendrés (et plus tard les sous-espaces vectoriels
engendrés), on définit les idéaux engendrés par une partie B de I'anneau (A4, +, x)
comme le plus petit des idéaux contenant B.

On I'obtient comme intersection (décroissante) des tous les idéaux contenant B.
Mais c’est aussi 'ensemble obtenu en faisant agir les éléments de B le plus largement
possible... Exercice

Montrer que si I et J sont deux idéaux de (A, +x), alors InJ et [+](:={a+b|acI,be J})
sont des idéaux de A.

Correction
eInj.
0el,0e],doncaeln].
(I,+) <(A,4), J,+) < (A,+) donc (In],+) < (A, +) par propriété des sous-groupes.
Soientae Injetbe A, alors ae I, donc abe I eta€ Jdonc abe Jdonc abeIn].
oI+].
0=0+0€el+/,car0eletOe ]
Soient x,y€ I+ ], ilexiste a,ce I, b,de Jtelque x=a+bety=c+d.
Puis x—y=(a-b)+(c—d)el+].Donc [+]<A.
Soient x=a+bel+]etye A alorsxxy=ay+byel+].

Sous-anneaux quotients

<*Heuristique - Quotientage d’'un anneau par un idéal
Parmi les sous-groupes, les sous-groupes distingués permettaient de prolonger la loi in-
terne (par compatibilité) a la structure quotiente qui devenait ainsi un groupe (quotient).

Formellement : si (H,+) <! (G, +), alors %,i] est un groupe.

1l en est de méme pour le quotient d’'un anneau par un idéal

Proposition - Anneau quotient
Soit (A, +, %) un anneau (commutatif) et 7 un idéal.

Alors 7,?,? est un anneau (quotient).

A
Rappelons que 7 désigne I'ensemble des classes d’équivalence de A pour la
relationa=b<=a-bel.

Démonstration
Le plus dur est de montrer la comptabilité des regles opératoires. Mais I étant idéal, tout va bien.
En effet, par construction :

atb=a+b axb=axb
Puis I'élément neutre pour + est 0, celui pour * est 1.
Plus précisément encore, T est un anneau en tant qu'image de A par la projection (surjection)
canonique a — a.O
Exercice
Montrer que si f est un morphisme d’anneaux A sur B.
Alors Ker f = {x€ A| f(x) =0p} estun idéal de A.

Puis en déduire que —— est un anneau
g Ker f

Correction
C’est comme pour les groupes distingués.
Six,yeKer f,alors f(x—y) = f(x) - f(y) =0-0=0car f estun morphisme.
Donc x—yeKer f.
SixeKerfetac A alors f(xa)=f(x)f(a)=0x f(a)=0.
Donc xa€Ker f.
Nous avons enfin une définition propre d’'un ensemble dont on a beaucoup
parlé.
Puis, comme aZ est un idéal :
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Corollaire - Anneau quotient de Z

z _

Soit a € Z, I'ensemble (—Z,+,?) des classes d’équivalence de Z est un
a

anneau

2.4. Anneau euclidien. Anneau principal

Proposition - Anneau principal

Soit A un anneau.

On dit qu'un idéal I de A est principal si il existe a € I tel que I = (a) (= aA).
On dit qu'un anneau est principal s'il est integre et que tous ses idéaux sont
principaux.

7 Exemple - Z est principal
Les idéaux de Z sont les sous-groupes de (Z, +) donc de la forme aZ.

/Savoir faire - Montrer qu'un anneau est principal
Une méthode qui ne marche pas toujours est de montrer qu'un tel an-
neau est d’abord euclidien.

@Pour aller plus loin - Anneau non principal
L'anneau des polynémes a coefficients entiers
Z[X] n'est pas prinicipal.
En effet, I'idéal engendré dans Z[X] par <
2,X > n'est pas principal.

Définition - Anneau euclidien
Soit A un anneau integre. On dit que A est euclidien sil existe une applica-
tion ¢ : A\ {0} — N (appelé stathme euclidien) telle que :

V¥ (a,b) € Ax A\{0},3 (q, 1) € A% tel que a = bg+r avec r = 0 ou @(r) < p(b)

Notons que l'unicité n’est pas demandé.

Proposition - Anneau euclidien = Anneau principal
Si A est euclidien, alors A est principal

Démonstration
Soit I un idéal de A euclidien.

{p(r),reI\{0}} cN

Cet ensemble est non vide, inclus dans N donc admet un plus petit élément s = ¢(m).
Soit a € I. Faisons la division euclidienne de a par m.

1l existe donc g, r € Atel que a = mq +r, avec @(r) < ¢(m) ou (r) =0.

Or I est un idéal, donc mq € I puis a—mgqe I, doncrel.

Comme s = ¢(m) est minimal, nécessairement, r = 0, et donc m|a.
Réciproquement, comme (m) c I.
Onadonc I = (m). I est principal.
Ainsi A est un anneau principal O

7 Exemple - Nombreux
Z et K[X] sont euclidiens donc principaux.
Exercice
On note Z[i] = {a+ib;a, b€ Z}, 'ensemble des entiers de Gauss.
1. Trouver une division euclidienne sur Z[i]
On prendra, le carré de la fonction module comme stathme

2. En déduire que Z[i] est principal

Correction
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@Pour aller plus loin - Idéal engendré

Si I et I sont deux idéaux, alors I + I =
{ay + ag;ay € I1,ap € Ip} est un idéal; c’est le
plus petit des idéaux qui contient 4 la fois Iy et

Anneaux et corps
. . a _ (ux—vy)+iluy+vx)
1. Supposons que a=u+ivetb=x+iy, alors — = A
b x2+y2
- . - -+ . 402
- { = 519(7‘;§+;{)s% ‘ { Lg&” S‘H(i{+l,;)<%
otons m = ux-vy g lix—vy. 1 etn= uy+vx o UytUX, 1
S+l s > % o 1
77! Glﬂ(xzﬂ,z) 2 Lzl sifCs 7)>3

puis s= — —(m+in).

Alors a=Dbq+r (avec g = m+in€Z[i]) etr=sb.
Puis |2 = (sb) (sb) = |s|?|b|2.
1 1
Orlsl? =Re?(s) +1m?() =07 + 05 <2x 7y =5 <1 done [r? <[bl%.

2. Z[i] est eucliden donc principal.

3. Structures de corps

3.1. Corps

Définition - Corps
Un corps est un anneau commutatif (K, +, x) dans lequel tous les éléments
autres que 0 sont inversibles pour x c’est-a-dire que :
(K, +, x) estun corps si :
— (K, +) est un groupe commutatif;
— (K*, x) est un groupe commutatif, o1 0 désigne I'élément neutre de
K pour + et K* = K\ {0}.
— laloi x est distributive par rapport a la loi +;

7 Exemple - Nombreux

Le corps Q est créé a partir de Z, qui n'admet pas d’inverse, dans le but de rendre tous
les éléments (sauf 0) inversibles.

De méme, le corps K(X) des fractions rationnelles a le méme role pour I'ensemble
des polynomes K[X] que Q pour Z.

Proposition - Tout élément est régulier
Un corps n'a pas de diviseurs de 0. Tout élément autre que 0 est donc
régulier (on peut simplifier).

Démonstration
Si ab =0, alors si @ #0, donc inversible : b=a~'ab=a"10=0.
Etdonc b=0.

Ainsi aucun corps n'a de diviseurs de 0. O

3.2. Idéaux maximaux

o Analyse - A quel condition un anneau quotient est-il un corps?

1l faut que tout élément X soit inversible. Donc qu'il existe y € Atelque xy — 1€ I.
Onadonclel+(x)etainsi A=(1)cI+(x).

Nécessairement, il faut donc, pour que tout X soit inversible, que (x) ne contienne par
I (sinon I + (x) = (x) # A).

Définition - Idéal maximal

Soit I un idéal de A.

On dit que I est maximal s'il I # A et A est le seul idéal distinct de I,
contenant |
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4.Bilan
Proposition - Corps
A _
Soit I un idéal maximal de A. Alors (7, +,7) est un corps.

e Remarque - Réciproque
Comme le montre I'analyse la réciproque est vrai.

7 Exemple - 6Z n’est pas maximal
Les multiples de 6 sont des multiples de 3 : 6Z < 3Z # Z. Donc 6Z n’est pas maximal.

D’apres la réciproque : oz n’est pas un corps.

Démonstration

Supposons que I est maximal.

Soit¥e 4.

Soit J = I+(x) (plus petitidéal contenant I et (x)). Alors J est un idéal de A contenant I et différent
de I (six¢D.

Or I est maximal, J = Aetdonc 1€ I+ (x). Etdoncil existe a€ I, u€ Atel que 1 = a+ ux etdonc
1=uxx.

Donc X est inversible.

[m]

Y4 o
V Exemple - pz avec p premier
Dernier exemple et non des moindres : ﬁ, avec p premier.
z
o7 ={0,1,2,...p-1} avecu+v=u+v[pletuxv=uxv(pl.

On a bien : Tout élément est inversible :

Soit u€{0,1,2,...p—1}, et p premier, donc uAp=1.
D’apres Bézout : il existe a, b € Z tels que au+ bp =1, donc au = 1[p]
Et donc u est inversible d’inverse a (ou son congru dans {0,1,2,...p—1}

3.3. Sous-corps. Morphisme (de corps)

Définition - Sous-corps, morphisme

On peut généraliser les définitions précédentes.
— Un sous-corps est un sous-anneau muni d'une structure de corps.
— Un morphisme de corps est un morphisme d’anneaux.
— Limage d'un corps par un morphisme de corps est un corps.

Le dernier point est un exercice a démontrer.

4. Bilan

Synthése

~~ Les anneaux sont les structures naturelles pour deux lois internes (ad-
dition, et multiplication, ou composition). Nous avons de nombreux
exemples : Z, K[X], #,(K)...
Avec l'inversibilité de tous les éléments non nuls, la structure est en-
core plus riche, elle s’appelle un corps. Les exemples classiques sont

R, Q, C, voire — i
Q, C, voire vz (p premier)

~~ Mais pour ce dernier exemple, il faut commencer par s’assurer de la
- _ YA
bonne définition des lois + et X, lorsqu’on passe de Z a —.
Nous avons vu qu'il fallait que 'ensemble nZ, soit un d’abord un idéal
pour que le calcul ait un sens.
Mieux pour que % soit un corps, (il faut et )il suffit que nZ soit un
idéal maximal (équivalent a idéal premier, dans ce contexte)

@Pﬂur aller plus loin - Idéal premier
Onditque I estpremierssix¢ Iety¢ 1= xy¢
1.

On a, par exemple, nZ est premier ssi n est
premier.
A

Et plus généralement, T est un anneau intégre
ssi I idéal premier.

A A

Dans le cadre de A= 7, — est intégre ssi —

nz nz
est un corps....
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~+ Les structures d’anneaux ou de corps, se transfére par morphisme
(d’anneaux) ou par restriction.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Caractérisation des sous-anneaux
— Savoir-faire - Montrer qu'un anneau est principal

Notations
Notations Définiti Propriétés Remarq
(A, +, ) parfois A Anneau (A, +) groupe; % l.c.i. associative et unifere; ~ Exempl
distributivité (),
I Idéal de A (L,+)<(A+)&VacAxel axel
(I, +, %) parfois K Corps (I, +, %) anneau, tout élément non nul in-  Exempl
versible z
pZ

Retour sur les problemes
75. Cours

76. Bézout: (a) + (b) = A etlemme de Gauss : bc € (a) et (b) + (a) = A (a et
b étrangers) alors c € (a).

77. Cours
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Suites numériques

@Résumé -

Les suites sont au coeur des mathématiques : il s'agit souvent d'étudier des valeurs

numériques successives (i.e. dans une temporalité discrete ou paramétrée par N).

Ce sont donc des applications deN dans C (ou un sous-corps de C).

Certaines sont classiques : les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-

géométriques, récurrentes a deux termes (par lesquelles on commence ici) ou défi-

nies implicitement, définies par une relation de récurrence (par lesquelles on ter-

mine ici). Entre ces deux types, on se concentre sur la question de la limite d'une

suite. C'est un cas simple : un seule est possible et c'est toujours pour n tendant

vers l'infini. On termine par étudier les propriétés topologiques de R (et C) avec le

langage des suites.

Quelques liens (inégaux) sur youtube :
— netprof - Suites numériques réelles, définition. https ://www.youtube.com/watch ?v=Dvo4vgjRS7g
— [UT#23] - Calcul de limite - développement asymptotique. https :/lwww.youtube.com/watch 2v=T8kkTBTpM8Y

— Sciencedall - 1+2+3+4+5+... = —1/12 - https ://lwww.youtube.com/watch 2v=vMnkmBCvGQc
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Suites numériques

1. Problemes

? Probléme 79 - Suite de Fibonacci

Le mathématicien italien du X IV-iéme, Leonardo FIBONACCI a introduit
la suite suivante définie par une double récurrence pour modéliser la
reproduction des lapins :

Fy=F) =1etpour tout entier n €N, Fj12 = Fy41 + Fj.

Comment calculer Fy?

1l semble qu'il faut calculer tous les termes précédents, on peut exploiter
un programme informatique.

Existe-t-il une formule fermée de F, (expression directe et calculatoire
de F,, directement en fonction de n)?

~

Probléme 80 - Forme fermée (ou forme close)

Au probleme précédent, la réponse est affirmative, nous la verrons dans
le cours.

De maniére générale, quelles sont les types de suites pour lesquelles on
peut trouver une forme fermée (expression directe en fonction de n)?
Souvenons-nous que la définition naturelle d’'une suite est plutot sous
forme d’une récurrence.

(Nous verrons une autre famille de suites importantes : celles pour les-
quelles chaque terme est la solution d'une équation dépendant de n).

~

Probléme 81 - Suites convergentes

Dans beaucoup de probléemes (au concours par exemple), il faut démon-
trer qu'une certaine suite converge.

Il est bon de faire la liste des méthodes. Quelles sont toutes les méthodes
pour montrer qu’une suite converge?

On se rend compte qu'il existe deux grandes familles de réponses a cette
question : les méthodes qui donne également la limite et celle qui montre
la convergence sans donner vraiment d’information quant a la valeur de
la limite.

? Probléme 82 - Suite divergente vers I'infini

La somme de deux suites convergentes est une suite convergente dont la
limite est la somme des deux suites qui la constituent.

1l existe également une regle avec l'une, voir les deux suites divergentes
vers +oo.

On peut multiplier les études en sous-cas (avec +oco, avec —oco, avec,
avec...). Est-il possible de réunir en une seule formulation?

On se rend compte dans ces cas la que la divergence vers l'infini est
en fait plus proche de la convergence vers a que d’une divergence par
absence de limite. ..

? Probléme 83 - Suite qui ne ... pas a partir d’'un certain rang
Quelle stratégie mettre en place pour manipuler des suites qui ne font
pas telle ou telle chose a partir d'un certain rang?
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2. Exemples fondamentaux

2.1. Suites arithmético-géométriques

On verra plus loin (lorsque nous disposerons d’autres outils) le cas des suites
définies par une relation de récurrence du type u,11 = f(uy).

En dehors des suites géométriques et arithmétiques, il y a quelques autres
types de suites a savoir étudier.

Définition - Suites arithmético-géométrique

Une suite (u,) (réelle ou complexe) est dite arithmético-géomeétrique si
elle est définie par une relation de récurrence du type u,+1 = au, + b avec
a#0,a#1,b#0.

/Savoir faire - Etudier une suite arithmético-géométrique
Pour étudier une telle suite,

1. on cherche un point fixe c : tel que c = ac+ b

2. onintroduit la suite (v,) = (1, — ¢). Elle est géométrique de raison
a.

Onadonc u,=a"(uy—c)+c

Exercice

Etudier la suite définie par ug =1 et u;41 = %u,. - %

Correction
_1._2 __4
Soit c tel que c= 3¢~ 5, donc c=—73.
Puis vy = up — ¢, donc vp41 = Ups1 —C= %u"— % - %c+ % = %V”.
4 1 1 4 4_1
Par conséquent vy = 57 00 = 57 1+ 3) — 3 = 3(57 —4)

2.2. Suites récurrentes linéaires homogéne d’ordre 2

Définition - Suites récurrentes linéaires homogene d’ordre 2
On appelle suite récurrente linéaire homogene d’ordre 2 toute suite (u,) €
KN (K = R ou C) définie par

ug,y €K et VneN, aupir+bupyi+cu,=0

ot (a,b,c) K3, a#0,c#0.
On lui associe une équation dite caractéristique : ax? + bx+c =0

Théoreme - Etude des suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Notons A = b? - 4ac, le discriminant de I'équation caractéristique.
Pour K =C (a, b, c complexes) :
— si A #0 et r, 1, racines de I'équation caractéristique,
E = (Mr{Ynen + p(rs)nens (A, ) € €
— si A =0 et r unique racine,

E =A™ nen + p(nr™) pen; (A, 1) € €%

Pour K =R (a, b, c réels) :
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@Pour aller plus loin - Méthode américaine

Si on note ry et ry les racines de I'équation
caractéristique.

+0o0
1. On considére f(x) = Y upx", alors
n=0

(a+bx+cx?) f(x) = alug+uy x)+bugx+
+oo .

Y (aupsz + bupsy + cup)x"? =
n=0

alug + uy x) + bugx.

2. On pratique une décompo-
sition en  élément  simple
aug + (auy + bug)x
[ = _— =
a(l+r1x)(1+r2x)
A B +00
+ = Z (Arl” +Br2")x",
1+rx l+rx ;2

3. Puis on peut identifier u, = Arl” + BrZ”

— siA>0etry,r, racines de I'équation caractéristique,
E = {AG{) nen + 1) nen; (A, 1) € R?}
— si A =0 et r unique racine,
E = (A" pen + p(nr™) e (A, ) € R}
— siA<Oetr= pe”’, 7 racines complexes,

E = {ARe(r™) nen + pAm(r™) nen; (A, p) € €}

= {A(p" cos ) nery + p(p" $in 1) pen; (A, 1) € R?}

/“Savoir faire - Etudier une suite récurrente linéaire d’ordre 2
Pour étudier une telle suite,

1. on définit I'équation caractéristique associée

2. on calcule le discriminant :

— SiA >0, lesracines sont r; et ry,
J A, AzeRtelsqueV neN, u, = Arf' + Aqryl.

— Si A =0, laracine double est r
J A, Az eRtelsqueV neN, u, = (A + Aan)r’.

— SiA<0,lesracines sont r; = peie etr, = pe'w,
JAeCtelsqueVneN, u, = Arl'+Ar).  JA,AeR

tels que V n €N, u, = p"(A; cos(nf) + Ay sin(nh)).

/~Savoir faire - Et il y a un second membre?
La résolution se fait comme pour les EDL2 a coefficients constants.

1. On cherche une solution particuliere (de la méme forme que le
second membre et par titonnement)
2. On cherche I'ensemble des solutions du probleme homogéene

Lensemble des solutions est la somme (affine) de la solution particuliere
et de I'espace des solutions du probléeme homogeéne (ce qui forme un
espace affine).

[ ] Remarque - Démonstrations
11 existe au moins trois démonstrations classiques de ce résultat :
— par récurrence. On peut le faire (mais attention a la question de I'unicité de la
suite)
— par la force de I'algebre linéaire. Nous ferrons cette démonstration dans le
cours d’algebre linéaire (second semestre)
— par les séries géométriques (voir plus loin)

3. Suites extraites

3.1. Rappels

La définition a déja été donnée, il s’agit de considérer seulement certains
éléments (mais en nombre inifini) de (u,), une suite donnée.

Définition - Suite extraite
On dit que (v,,) est une suite extraite de (u,) (ou une sous-suite),
sid @ :N— N, strictement croissante telle que V n € N, v, = Up(n).
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’/ Exemple - Extraction paire
Avec ¢ : n — 2n, strictement croissante, on trouve que le k-ieme terme de (v,) est
Vg = Upg = Uy, le 2k-ieme terme de (uy).

[ Attention - Double extraction
Si (wy,) est une extraction de (v,), elle-méme une extraction de uy,,
J 1,2 telque V¥ ne€N, wy = vy, ) €t Vp = Uy, (n),
etdonc V neN, wy = vy, n) = Ugp, (p,(n), | €Xtractrice est donc ¢; o @s.

On a vu également (élargi ici) :

Proposition - Sous-ensemble infini et suite extraite
Soit Ac R, on ales équivalences :

i. {(neN| u, € A} estinfini

ii. {neN|u, € A} n’'est pas majoré

iii. 3 (vp) extraite de (u,) telleque V neN, v, € A

iv. 3¢:N—N /7 telle que pour tout €N, uyy) € A

On dit (en probabilité, en particulier) que u, € A infiniment souvent, écris :
(up) € Ai.s. (ou (u,) € Ai.o. (infinitely often)).

Démonstration
Clairement, ona [i.] & [ii.] et [iii.] & [iv.].
[iv.] = [i.] carsi[iv.] estvraie alors {¢(n), n € N} ¢ A et {p(n), n € N} estinfini. Donc A également.
Réciproquement, supposons que N := {n € N | uy € A} est infini.

Notons ip = min N, car N est non vide. vp = Ujy € A.

Définissons par récurrence (au rang k € N), le nombres entiers ig, i1,... i} définis dans N est
formant une suite croissante,

Ni. = N\{ip, i1,... i}, estinfini (sinon N serait fini) et i, = min(Ng).

La suite (ig) ainsi obtenue est croissante, car Ny = Nj, @ {ix} et que iy = min N, donc
V he Ngyy, i <h.

Or i1 € Ni41 doncavec h — igyq, onadonc iy <ip,q.
On peut prendre pour extraction : ¢ : N — N, k — iy, strictement croissante et Ugp(k) = Ui € A
caripeN. O

e Remarque - Dans la démonstration...
Pour I'implication [i.] = [iv.], on a refusé d’écrire : « A est infini, inclus dans N, donc
dénombrable ou énumérable.

A=lig, i, i2,i3...}

Etil suffit de prendre ¢ : n— i,.» Pour deux raisons, rien ne prouve que I'énumération
est croissante (pour Q dénombrable, c’est par exemple compliqué) et ensuite, cela
serait une tautologie : il faudrait bien démontrer ce résultat une fois pour toute. La
démonstration proposée donne donc cette démonstration « une fois pour toute ».

3.2. Valeur d’adhérence d’une suite

Définition - Valeur d’adhérence (d’'une suite)
Si a est limite d'une suite extraite de (u,), alors, on dit que a est une valeur
d’adherénce de la suite (u;,).

Théoréme - Limite d'une suite extraite

Toute suite extraite d'une suite tendant vers ¢ € R est une suite tendant vers
CeR.

Autrement écrit : si (u,) — ¢, alors (u,) n'admet qu'une seule valeur
d’adhérence: ¢.
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Démonstration
Si (up) est proche de £ a € prés a partir d'un certain rang N,
il en est de méme de (t4gp(m)) @ partic du rang min{n | ¢(n) = N} € N, non vide. O

3.3. Application 1 : Contraire de « a partir d’'un certain rang»

O Analyse - Contraire de : <A partir d’un certain rang»
'y p g
Souvent, pour B un ensemble donné, on rencontre la négation de :

dNeNtelqueVn=N,uy€B

onadonc:
VNeN,In=N,u,¢B

On peut alors exploiter les suites extraites, car on a: 3¢ // telle que Vn € N,
@(n) ¢ B.

Théoréme - Suite extraite

Soit (u,) une suite numérique et B c R.

Sionn'apas:3 N eN tel que pourtout n€N, u, € B,
ieona:YVNeN,I3n=N,u,¢B

Alors, il existe une sous-suite (v,) de (u,) tel que pour tout n€N, v, ¢ B

Démonstration

On note A = B, le complémentaire de B.

AlorssionaV NeN,3n= N, tel que up ¢ B,ie uy € A

Alors N := {n € N | up € A} n’est pas majoré et on applique le théoréme précédent. O

7 Exemple - Non suite nulle a partir d’'un certain rang

On note B = {0}.

Onn’apas: (uy,) nulle a partir d'un certain rang :
Donc régulierement (infiniment souvent) : u,, est non nul.
Formellement:V NeN, 3 n > N tel que u, #0.
Avec le théoreme, il existe ¢ /' telque V neN, Up(n) # 0.

11 ne faut pas confondre avec :

(1) non nulle a partir d'un certain rang, i.e. IN €N,V n= N, u, #0.

On exploite aussi des suites extraites pour étudier des suites non majorées :

Proposition - Suite non majorée
(uy) n'est pas majorée ssi il existe une suite extraite de (u,) tendant vers
+00.

i.e.ilexiste o :N—N, /7 telle que (up(n) — +o0

Démonstration
§'il existe une suite extraite tendant vers I'infini, alors nécessairement (i) ne peut pas étre
bornée.
Réciproquement, si (1) n'est pas majorée, elle n’est pas majorée a partir d'un certain rang.
VMEeN,VNeN3In=N telque up =M.
En notant B = [M, +ool, il existe une suite ¢ /" tel que (tp(n)) = M.
Pour tout M € R, il existe une suite ¢ /" tel que (i(n)) = M.
C’est laméme chose, que (1) admet une suite extraite tendant vers +oo. 0

Exercice

Soit (1) une suite a valeurs dans [a, b].
—a

Soiente>0etn=| ——

1. [a, b] peut s'écrire comme une réunion de 7 intervalles de taille inférieur a € > 0.
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2. Montrer qu'il existe un ensemble A c [a, b], de taille inférieur a € et une suite extraite
de (un) tel que pour tout n €N, upp) € A

Correction

. On note pour tout k € N, I = [a+ (k—1)e, a+ kel.
Alors Iy est de taille égale a €. Ily a n intervalles I.. Et U I = a,a+ ne).
keNy

Orne=

a
e=b-a.

2. Sipourtout k €N, il existe Ny e Ntel que V n= Ny, up ¢ Iy,
Alors en prenant N = max N, on a pour tout n= N, up ¢ I, donc un ¢ Ulk =la,b].
Impossible.
Ainsi, par I'absurde, il existe k € N'telque V NeN, 3 n = N, tel que up € Ij.
Donc il existe ¢ /" tel que (uyp(n)) € Iy =: A.

3.4. Application 2. Lemme des pics

Proposition - Lemme des pics

Soit E, un ensemble totalement ordonné.

Toute suite de E admet une sous-suite croissante ou une sous-suite dé-
croissante.

C’est encore plus fin ici, car I'ensemble A n’est pas fixe, d’'une certaine fa-
con... On travaille donc sur N directement et on doit adapter la démonstra-
tion.

Démonstration
Onnote N={neN|V m>n,uy < um}.
« Ou bien N est fini, et donc est majoré par .
Ainsi pourtout n=ng, n¢ N,i.e.:3m>n, up = um.
Considérons v : n— min{m > n | uy = u;}, bien définie.
Puis ji =yo---y(ng).

k fois
Donc la suite (u, ) est décroissante.
« Ou bien N est infini, et donc on construit une suite (i) strictement croissante d'éléments de
N par récurrence :
ip =minN et i}y =min(N\{ip, i1,...i}), non vide (sinon N fini).
I = Iy @i} et donc igy) > iy et par construction u;, < ujy .
Donc (uj, ) est une suite croissante. O

@ Remarque - Le lemme de ERDOS-SZEKERES

LE DS10 2020-2021 donne un algorithme pour trouver, a partir d'une suite finie de
pq+ 1 éléments ou bien une suite extraite croissante de p + 1 éléments ou une suite
décroissante de g + 1 éléments.

Une forme d’optimalité finie.

4. Limite d'une suite réelle
4.1. Suite convergente

*Heuristique - Expression en francais
On dit qu’une suite (u,) converge vers ¢,
si a toute précision fixée a priori et notée ¢,
la suite uy est proche de £ a € prés, a partir d'un certain rang. ..

Définition - Limite (réelle)
Soit (u,) une suite réelle et £ € R. On dit que la suite (z,) converge vers ¢

Histoire - Paul Erdos

Paul Erdos (1913-1996) est un mathémati-
cien hongrois en exil permanent. Trés proli-
fique, il s’intéresse a l'arithmétique, théorie
des graphes et probabilités ou encore I'analyse.
Un de ses leitmotivs : « Another roof, another
proof». Il campait chez I'un ou I'autre des ma-
thématiciens quelques jours pour trouver des
résultats intéressants, puis il s’en allait.

Une autre citation intéressante : « Il faut parfois
compliquer un probléme pour en simplifier la
solution. »

On peut lire : Erdos, ’homme qui n’aimait que
les nombres.
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lorsque
Ve>0,ANeN|Vn=N, |u,—¥l|<e

e Remarque - Suite convergente vers 0
Ona(up) — (<= (up-¢) — 0.
n—+oo n—+oo
On pourrait donc restreindre notre cours a I'étude des suites convergentes vers 0.
@ Remarque - Strict ou non
Onaaussi (uy) — ¢ sietseulement si
n—+oo

Ve>0,INeN|Vn=N, |uy—¥|<e

Exercice
1
Soit & > 0. Montrer a l'aide de la définition que la suite (—a) converge vers 0.
_— n

Correction

Soite > 0.

1 ~1la
n®

<e—n>e

Et donc en prenant N = le’””J + 1, on voit que la suite vérifie le critére de convergence vers 0.

M Attention - Dépendance de N ace
On remarquera bien sur cet exercice le fait important et fréquent :
N dépend de la valeur de € choisie a priori.
On pourrait noter a la physicienne : N(e)

Proposition - Unicité de la limite
Soit (u,) une suite réelle. Si (1) converge vers £ et vers ¢', alors £ = ¢'.
On note alors (4;) — fou lim u,="~.

n—+oo n—+oo

Démonstration
Soite > 0. A e
AN, N2 |V n= Ny lup— 0] < 3 etV n=Ny,lup—0'| < 3

Soit N = max(Nj, N2), donc par inégalité triangulaire :
16=0'1=1(0 = un) + (uy = OV < |- uyl +luy - ') <€

Ceci est vrai pour tout e, donc [ — ¢'| = 0ie. £ =¢'.0

Définition - Suites convergente, divergente

Soit (1) une suite réelle.

S’il existe un réel ¢ tel que la suite converge vers ¢, on dit que (u,) est
convergente.

¢ (unique d’apres ce qui précede) est appelé la limite de la suite.

Proposition - Suite convergente donc bornée
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Si (up) converge vers £.

Alors (up) est majorée par £+1 a partir d'un certain rang et minorée par £ -1 a partir d'un certain
rang.

Donc (uy,) estbornée. O
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4.2. Suites divergentes

1l'y a deux types de non convergence (=divergence) :
— les suites tendant vers co (premier type de divergence - en fait conver-
gence dans R).
— les suites ne tendant vers rien (deuxiéme type de divergence).

Définition - divergente
Sila suite n’est pas convergente on dit qu’elle est divergente.

On peut étendre la notion de limite d’une suite 2 R ce qui donne la définition
suivante.

Définition - Limite infinie
On dit que la suite réelle (u,) tend vers +oo et on note u, - +00, Si
n—+oo

VAER,ANeN|VR=N, u, = A.
On dit que la suite réelle (u,) tend vers —oo et on note u,, T si
n—+oo

YAER,ANEN|VR= N, u, < A.

e Remarque - Limite infinie et suite divergente

— Une suite admettant une limite infinie est une suite divergente. On ecrit tou-
tefois lim up = +oo(—o0) lorsque (1) — +oo(—oc0) et on dit que la suite
n—+oo n—+oo
diverge vers +oo (—00).
— Si (up) tend vers +o00 ou —oo, alors (|uy|) tend vers +oco.
Exercice
Soit @ > 0. Montrer a I'aide de la définition que la suite (n%) diverge vers +oo.

Correction
Soit A> 0.
n%>A—n>All®

Et donc en prenant N = LAY @) 41, on voit que la suite vérifie le critére de divergence vers +oo.

M Attention - Dépendance de N a A
On remarquera bien sur cet exercice le fait important et fréquent :
N dépend de la valeur de A choisie a priori.
On pourrait noter a la physicienne : N(A)

[ Attention - Cas pathologiques
1l existe
— des suites divergentes qui ne tendent pas vers +oo (ni vers —oo);
— des suites non bornées qui ne divergent pas vers +(—)oo.
— des suites convergentes non monotones.

/Savoir faire - Montrer la divergence (deuxiéme type) d’'une suite, par
suites extraites
Soit (u,) une suite réelle.
On suppose qu'il existe deux suites extraites (i(n) et (uy(n)) convergeant
respectivement vers ¢ et ¢/, avec ¢ # ¢'. Alors la suite (u,) est divergente.
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Exercice
Donner des exemples de telles suites

Correction

Premier contre-exemple : ((=1)").
Deuxiéme contre-exemple : ((—=1)" 7).
Premier contre-exemple : ((’:‘]” )-

Exercice

Rappeler et démontrer les résultats sur la convergence des suites arithmétiques ou géomé-
triques en fonction de leur raison.

Correction
Sauf si la raison vaut r, la suite arithmétique diverge vers +oo (si r > 0 et vers —oo (si r < 0).
La suite géométrique de raison g :

— converge vers 0 ssi €] —1,1[ou up =0

— estconstant égale a ug sig=1

— diverge vers +oosi g > 1 et ug >0, et vers —cosi g > 1 et ug <0,

— diverge (vers rien) si g < —1.

4.3. Opérations sur les suites/les limites et relation d’ordre

Ordre et limites

Proposition - Convergence et signe de la suite
Soit (#,) une suite réelle qui tend vers ¢ € R.On suppose ¢ > 0 (resp. £ < 0).

Alors la suite est strictement positive (resp. strictement négative) a partir
d’un certain rang.

Démonstration
On suppose £ >0, on consideére € =
Apartir d'un certain rang : |up — €| < §, donc €~ § <up<+5.

Donc a partir d’'un certain rang : up > % >0.0
Et réciproquement, si u,, > 0, a-t-on lim(u,) >0?

M Attention - Les inégalités sont élargies!
Les inégalités strictes ne passent pas a la limite, elles se transforment en
inégalités larges.
Par exemple u,, = % >0 = v, et pourtant lim(u,) =lim(v,) =0

Théoréme - Passage a la limite dans les inégalités

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles qui convergent respectivement vers
lesréels ¢ et £'. On suppose qu'a partir d'un certain rang on a u, < v,.Alors
o</,

@ Remarque - Dans R
Le résultat reste vrai avec des suites ayant des limites dans R.

Démonstration

O —0=("-vp)+(p—up)+(up—10).

Pour tout € >0, il existe N € N (max) telque V n> N :
(—vp>-€,vp—up=0etuy—0>—c.
Donc (pour tout n= N) ¢/ - £ = 2.

Ceci est vrai pour toute >0: ¢/ —¢=0.0

~*Heuristique - Petit bilan... et mieux!

Dans le cadre des suites convergentes dans R, on peut résumer d’une certaine fagon, ce
quonavuen:

— Le passage a la limite conserve I'ordre large.
— Réciproquement (strict) : silim u, <limvy,
alors uy < vy a partir d'une certain rang.
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, Le théoreme d’encadrement est un peu plus fort : il assure aussi la convergence.

Théoréme - Théoréme de convergence par encadrement, dit “des gen-
darmes”
Soient (uy), (vy), (wy) trois suites réelles et £ € R. On suppose que

Vn=ng,u, <v,<wp etque lim u,= lim w,=¢
n—+oo n—+oo

alors la suite (v,) converge vers £.

Avec (up) = (~wp) :

Corollaire - Encadrement en valeur absolue

Soit (u,) une suite réelle. On suppose que I'on a (a,) une suite de réels
positifs qui converge vers 0 et un réel ¢ tels qu'a partir d'un certain rang
|tp — €| < ay. Alors (1) converge vers £.

Démonstration
Soite > 0.
A partir d’'un certain rang :
(—e<up<vp<wp<l+e
donc vy, — ¢l <e O

/~Savoir faire - A partir de deux certains rangs
Si on a, a partir d'un certain premier rang une propriété vraie : 3n; € N
telque VY n=ny, .
Et a partir d’'un certain second rang une propriété vraie : 3 n, € N
telqueV n=ny, &),
Alors, a partir d'un certain (autre) rang : n3 = max(n;, np), V n = n3, &,
et 2, sont vraies.

Exercice

n

Montrer que la suite (—‘) converge vers 0.
n!

Correction

4

Pour n =4, .2 222 <—.
n! ) 4321 3n
Donc par encadrement, la suite considérée converge ers 0.

On a un résultat analogue au théoréme précédent pour les limites infinies.

Théoréme - Théoréme de divergence (vers +oo) par encadrement
Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles qu’a partir d'un certain rang
Up < vy. Alors

(ty) — +o0=(v;) — +00 (18.1)
n—+oo n—+oo
(vy) — —oco0=(uy) — —oo (18.2)
n—+oo n—+oo
Exercice

n
1
Soit (S) la suite définie par Sp = ) —.
k=2 k
k+1 g,

1 k ar
1. Pour k € N*, comparez % avecfk - etfk T En déduire que (Sj) diverge.
t -1

S,
2. Prouver que (I—") converge et donner sa limite.
nn
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Démonstration

* Soite > 0.

(vp) est bornée, donc il existe M € Ry telque V n€N, |v,| < M.

(up) converge vers 0, donc il existe N tel que, pour tout n= N, |up| < b

Ainsi pour tout > N, |up x vn| < M =e.

Donc (unvp) — 0 » Soit A > 0 (vy,) est minorée, donc il existe A’ e Rtel que V neN, v, = A'.
(up) diverge vers +oo, donc il existe N tel que, pour tout n= N, up, = A—A'.

Ainsipourtout n= N, up + vy = (A= A)+A' =

Correction
C’est un résultat classique, a connaitre.

1 1

L
Puis on integre pour t entre k et k + 1, aux extrémités il s'agit de constante :

1. Lafonction £— 1 7 est décroissante, donc pour tout 7 € [k, k+1], ——

<

1 fk“ @ 1 Donc (up + vy) — +oo 0
< —<-
k+1 & t k
kildqe 1k dr " T
Un changement d'indice permet d'affirmer : T<%< — Théoréme - Opérations sur les limites
On peut alors sommer ces inégalités pour k de 2 a n et appllquer la formu\e de Chasles : Soit (u,) une suite tendant vers ¢ € R et (vp)une suite tendant vers ¢’ € R.
nel gy ndr Alors, lorsque le calcul dans R a du sens :
1“("+1)‘1"2:f2 - <Sn Sfl ~ =l « la suite (Ju,|) tend vers |¢|;
La minoration de § o ’ \ at ad g o la suite (1, + v,) tend vers £ + ¢';
a minoration de 5 par une suite divergente vers +oo permet affirmer la divergence de . .
Sn). . pourﬂ € R, la suite (Auy) te[nd vers A¢;
L L o la suite (u, v,) tend vers £¢';
2. On divise donc par In7 : mais aprés avoir noté : In(n+1) =In(n(1+ ) =lnn+In(1+ ;) U,
o sifl #0,lasuite (—) tend vers 7
LG+ 5) S Un
2 2n’ <1
Inn  Inn
1 In(§ + 2) Sn
Et comme : limIn(= + —) =0, alors lim1+ —=—="" =1 et par encadrement ( ]
converge vers 1. 2n Inn Inn /Savoir faire - A savoir compléter )
Plus généralement les tableaux suivants, complétés, permettent de
u .
. . . . connaitre les limites des suites (uy, + vy), (UyVy), ( ), (—2) connais-
/Savoir faire - Convergence par encadrement/Divergence par minora- n
tion (majoration) sant l([as limites, éventuellement infinies, des suites (u,,) et (vy).
Lencadrement est souvent a la base de toute démonstration d’analyse. Cet (' sontdes réels.
Pour démontrer que u, — ¢, on démontre qu'a partir d’'un certain rang 1. Limite d’'une somme
vp < Up < wy avec lim(vy) = llm(w,,)
ou lu, - €| < ap aveclim(ay) = (1) a pour limite o] ¢ ¢ | +oo | —oo [ +o0
Pour démontrer que u, — +oo, on démontre qu'a partir d'un certain (v,») a pour limite 7 400 | —o0 | 00 | —00 | —00
rang, Up = Up €t vy — +00. . . i alors (uy, + v,) a pour limite
Pour u, — —oo, on démontre qu'a partir d'un certain rang, u, < w,
et wy — —oo. 2. Limite d'un produit
(up) a pour limite ¢ | 0#0 | 0 | oo
(vp) a pour limite 0| oo |oo]| o
alors (u, vy,) a pour limite
Pour déterminer s'il s’agit de +oo ou de —oo on applique la regle
Opérations sur les limites des signes
3. Limite de Pinverse
Définition - RN comme une algebre
On définit les opérations suivantes sur I'ensemble des suites réelles : —
. p (uy) a pour limite (#0 | Oavecu, >0 | Oavecu, <0 | co
o Addition : (uy) + (v,) = (up + vy) T
« Multiplication par un réel : A(u,) = (Au,) alors (lT) a pour limite
« Multiplication de deux suites : (u,) x (v,) = (U, x vy) o N .
Addition et multiplication de deux suites sont des “lois internes” sur RV, la 4. Limite d'un quotient
multiplication est une “loi externe”. (un) a pour lfm"te ¢ 0 ¢#0 ¢
(v,) a pour limite GETR) 0 en restant
de signe constant
- . . . u L
On commence par deux lemmes qui simplifieront les démonstrations alors (—2) a pour limite
Un
(uy) a pour limite oo o) o]
Lemme - (vy) a pour limite Oenrestant | co | £ #0
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques.
— Si (u,) — 0 et (v,) est bornée, alors (u, x v,) — 0. 1 .
i (1n) (Vn) S (it > ) alors (—) a pour limite
— Si (u,) — +oo et (v,) est minorée, alors (u,, + v,) — +oo Un
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Démonstration
« Supposons que (u,) — £.
Sile E, alors (uy) est positive a partir d'un certain rang.
Et a partir de ce rang, |up| = up, || = ¢, donc (Juy|) — |£].
Si ¢ € R, alors (uy) est négative a partir d’'un certain rang.
Et a partir de ce rang, |up| = —up, |¢| = —¢, donc (|up|) — |¢| car (—up) converge vers .
Si ¢ =0, alors (uy) — 0 et (|upl) — 0 (il suffit d’écrire).
« Supposons (u,) — £ et (vy) — .
Si¢,¢' € R (pas d’infini). Soite > 0.
IN) eNtelqueV n= Ny, luy - 4|
IN,eNtelqueV n= Ny, v, — ']
V n= N:=max(Ny,Np), € < (up +vp) — (0 + ') <e.
Donc (up + vy) — €+ ' Sil =+ooet ' € RU {+o0}.
(vp) converge donc est minorée.
D’aprés le lemme (uy, + vy) — +00=£€+¢'.Si £ = —co et £’ e RU {—oo}.
On considére les suites opposées.
D’apreés le lemme (- uy, — vy) — +oo donc (uy + vy) — —co = + /.
« Supposons (up) — £ et A€R.
SiA=0,alors Auy =0—0=A~¢.
Si £ € R* (pas d'infini). Soit € > 0.
INeNtelqueVn=N,|up—{|< fie —§<up—£<
Vn=Ne<Aup—Al<e.
Donc (Aup) = A€ Si € =+ocoet A>0.
Soit A>0,3 N tel que up, > 4 etdonc Auy, > A.
Donc (Auy) — +oo = AL. (de méme pour —oo)
Sif=+coetA<0.
Soit A< 0,3 N tel que u, = %(> 0) etdonc Aupy < A(A<0).
Donc (Auy) — —oo = AL. (de méme pour —oo)
« Supposons (u,) — £ et (vy) — £'.
Si¢,¢' € R (pas d'infini).
Alors (uy, — £) converge vers 0, (v, — ¢') converge vers 0.
D’apres le lemme : (uy — €) x (v — £') converge vers 0 (elles sont bornées).
Donc (upvy + €' = vpl — up ') converge vers 0.
Par addition : (t, vp) = (Up vy + 00 —vpl—unl) =00+ vpl+unl' — 000" +00'+ 00" = 00"
Sif=+ooetl'>0. ,
Alors a partir d'un certain rang, v, > % >0.

)
Donc a partir d’un certain rang: u, vy > & ttn — +oo (de méme en —co)
Sif=+ooetl <0.

'
Alors a partir d'un certain rang, v, < [7 <0.

'
Donc a partir d'un certain rang : up vy < /7 up — —oo (de méme en —oo)
* On commence par L1

v
SiZeR*,
Notons que ‘%” - % ==
o . 12 L 2
A partir d'un certain rang |vp| = 5+ >0, donc o S e

m 1 [,J est bornée, alors que (¢' — v,) converge vers 0.
=
Ainsi (- 1) =0, ie. (1)~ &

Donc (

Soite >0, A:= % > 0. A partir d'un certain rang, v, > A.

: i L1, 1y & -

Etensuite, 0 < 5~ < 7 =¢etdonc (5,-) — 0. (de méme en —co).
Un _

« Par produit, 3 = up x T‘ﬂ - [% = % o

/“Savoir faire - Gérer ¢
11 faut bien différencier un « montrer que V € » et « exploiter un V € ».
1. S’ils’agit de montrer que V € >0....
a. On prend € > 0, fixé et quelconque
b. et on agit avec lui....
2. S'il s'agit de exploiter que V € > 0....

On consideére arbitrairement un € > 0, fixé et quelconque, bien
choisi.

4 Application - Lemme de Cesaro

@Pour aller plus loin - Convergence au sens
de Cesaro

Si (up) converge vers ¢, alors € (uy) — ¢ égale-

ment.

Soit (1) une suite telle que (i) — €.

n
On note, pour tout entier n €N, v, = ﬁ > ug. Alors (vy) — £

Et si (uy) ne converge pas, comme u, = (AB" 2
€ (up) = ﬁ[n, pair] — 0.
Donc si (-1)" converge, sa limite serait 0 (au
sens de Cesaro)
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n=N+1, n=N+1
_.,0 Constante E[’ n+l © n+l E]
N-1 il i
Up=—"F U + — Uk
n+l (= n+l,=y
—n0 —0

Donc, par addition, (v;) — 0.

«Si ¢ #0.0nnote wy = uy—¢—0.
n

1 n
Alors xp = —— wn:—Zu,,—fz(
n+1;= n+1i=
Donc v, — £.
e Sif=+00.S0it A>0,3NeNtelqueVn=N,u,>A+1.

1
n+1

n
> un)—I:U,,—f—vO.

k=0

_.,0 Constante 2"7,9,““ A
1 N-1 1 n
Un=—— Y up t—— 3 U
n+l (= n+1, =y
—_—
—n0 —A+1

Donc pour tout 4, il existe N’ tel que pour tout n> N, v, = A.

4.4. Extension aux suites a valeurs complexes

Définition - Cas des suites complexes (bornées...)
Soit (1) une suite de complexes.
— Ondit que la suite (u,) estbornée sila suite réelle des modules (| u,,])
est majorée.
— Soit ¢ € C. On dit que la suite (u,) converge vers ¢ si la suite réelle
(lup, — €1) converge vers 0. On note uy, == l.

Définition - Convergence
La suite complexe (u,) converge vers le complexe ¢ si et seulement si

Ve>0,ANeN|Vn=N, |lu,-¥l|<e

Attention |u, — ¢| désigne ici le module du complexe u, — ¢.

A partir de cette définition, on voit que bon nombre de résultats subsistent
pour les suites complexes :

Proposition - Généralisation

« la limite, lorsqu’elle existe, est unique;

o si|u, —¢| < a, ou (a,) est une suite réelle qui converge vers 0, alors (u,)
converge vers ¢;

« les opérations (somme, produit, inverse, quotient) sur les limites restent
valables;

« toute suite extraite d'une suite convergente converge vers la méme li-
mite;

« si les suites (ug,) et (u2,4+1) convergent vers une méme limite, alors la
suite (u,) converge.
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bAllention - Relation d’ordre dans C?
En revanche les résultats liés a la relation d’ordre dans R n’ont plus de
sens ici (inégalités).

/~Savoir faire - Souvent pour I'étude de suites complexes
On peut également, pour étudier une suite complexe, se ramener a deux
suites réelles, selon la proposition qui suit.. .
Et si on veut raisonner pour la convergence par encadrement (vers 0), on
note que :
Re(up) <luuyl et [Im(up)l < |uyl

[ttn] = \/ IRe(up)|? + IIm(up) 2 < |Re(2t)| + [Im(u4,) |

On notera qu'il s’agit du module de u, mais de la valeur absolue de
Re(u,) ou de Im(uy).

Proposition - Utilisation de deux suites complexes

Soit (1) une suite complexe.

(uy) est convergente (respectivement bornée) si et seulement les suites
réelles (Re(uy)) et (Im(u,)) le sont toutes les deux.

En cas de convergence on a

lim u,=( lim Re(u,))+i( lim Im(uy,)).
n—+oo n—+oo n—+oo

Exercice

Montrer par deux méthodes que la suite complexe (u;;) converge si et seulement si la suite
(upn) converge et donner alors une relation entre les limites.

Correction
Pour la correction, nous utiliserons que I'équivalence avec les suites réelles et imaginaires.
Comme Re(uy) = Re(uy) et Im(uy) = —Im(uy), on en déduit :

(up) converge — (Re(uy,)) et (Im(uy)) convergent —— (i) converge

Dans ce cas lim(uy) = lim(uy).

Démonstration
Notons les inégalités importantes, pour z€ C:

|Re(2)|

IIm(2)| }s |z| < |Re(2)| + [Im(2)|

Si up converge vers £.
Soite >0, il existe NeNtelque V neN, n= N
|Re(upn — €)| = |Re(un) —Re(0)| < lup — €l <€ et|Im(uy — )| = [Im(uyp) —Im&)| < lup — € <e.
Donc (Re(uy)) converge vers Re(¢) et (Im(uy)) converge vers Im(¢).
Réciproquement, si (Re(uy)) converge vers ¢ et (Im(u;)) converge vers 5.
Soite >0, il existe N, Ny e N tel que V neN,
si n= Ny, alors |Re(2) - €11 < § etsin > Ny, alors [Im(z) - £2] < §
Donc pour 7 = max(Nj, N2)
|z— (01 +il2)| < |Re(z) — £1]+|Im(z) — (2] <e.
Donc (uy) converge vers £1 + il O

Exercice
Soit ze C.

1. Montrer que la suite géométrique (z") est convergente si et seulement si |z| < 1 ou
z=1.

n
2. Montrer que la suite (S) définie par S =1+z+---+ 2" Z 2 (on dit que (Sy)

k=0
est une série géométrique) converge si et seulement si |z| < 1 et que la limite vaut
alors —.

1-z

Correction
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1. Silz| <1, |z"| =|z|" — 0, donc par encadrement, (z"%) converge vers 0.
Si |z| > 1, alors (1z|™) = (|z"]) est une suite numérique divergente.
Or si (z") converge, nécessairement (1z"|) converge aussi. Par I'absurde : (z"*) ne peut
pas converger.
. Zn+l .
Silzl=1, alors z = e'? et donc —n =ell,

Or si (") converge, elle converge vers un nombre de module 1 donc différent de 0.

Et par conséquent, —— —
Z'
La réciproque est immédiate.

i0, par unicité et nécessairement 0 = 0[27], donc z = 1.

n
2. Ty=(-2Sy=01-2) Y 2F=1-2"" (Télescopage).
k=0
Si z#1, (Sp) converge ssi (T) converge ssi |z| < 1.

1
Dans ce cas la limite vaut —— lim(Tj,) = ——.
-z -z
Siz=1, alors S;; = n et la suite (Sy) diverge.

4.5. Bilan sur les théorémes d’existence de limites

Convergence par encadrement

Rappelons le résultat suivant. C'est le plus naturel lorsqu’il faut démontrer la
convergence ET donner la limite.

Proposition - Convergence par encadrement (ou gendarme)
Si pour tout entier n, u, < v, < wy

et pour (u,) et (w,) converge vers la méme limite ¢.
Alors (v,) converge et lim(v,) = ¢

Proposition - Divergence par minoration
Si pour tout entier n, u, < v,

et pour (u,,) diverge vers +oo.
Alors (vy,) diverge et lim(v,) = +oo

Proposition - Divergence par majoration
Si pour tout entier n, v, < wy,

et pour (w,,) diverge vers —oo.
Alors (v,) diverge et lim(v,) = —co

Exploitation des suites extraites

Théoréme - Convergence par suites extraites totales

Soit (uy) une suite réelle.

On suppose que les suites extraites (u2,) et (Uz,+1) convergent vers £. Alors
(uy,) converge vers ¢

e Remarque - Si £ = co
Le résultat est encore valable pour les suites admettant une limite infinie.
Démonstration
Soit € > 0. Il existe N7 et N € N tels que :
Y nzNylupgp -l <e VnzNo,lugps -l <e

Avec N = max(2N1,2N, +1),onapour n= N: sin=2p: \u"—[\:\uzpff\ <ecarp=Np
sin=2p+1:lup—0|=luzps1 —¢l<ecarp=Np
Donc (uy) converge vers £. O

@Pgur aller plus loin - Suites extraites totales
On peut démontrer mieux :
(un) converge vers ¢ ssi toute suite extraite de

(un) convergent vers
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@Pour aller plus loin - Encadrement par les
suites sup et inf. Définition de limsup et
liminf

On exploite parfois aussi les suites suivantes
associées a (uy).

My, = sup{uy, k = n}. My est bien définie si

(up) majorée.

mp = inf{uy, k = n}. M, est bien définie si (1)
minorée.

On démontre (My) est décroissante et (my)
est croissante.

Exercice
On considére une suite réelle (uy) telle que les suites (u25), (U2,+1), (U3,) convergent.
Montrer que la suite (1) est convergente.

Correction

Notons ¢1, 2 et (3, les limites de (u25), de (t21,+1) et de (ug;,) respectivement.

La suite (ug5;) est une suite extraite de (u2,) et de (u3,) ; elle converge vers 1 et vers /3.
Mais elle n'admet qu'une limite, donc nécessairement 1 = £3

La suite (ugp+3) est une suite extraite de (u2,,+1) et de (usp) ; elle converge vers £ et vers (3.
Mais elle n'admet qu’une limite, donc nécessairement £ = £3.

Finalement ¢ = £3(= ¢3) et donc d'aprés le théoréme précédent, (u,,) converge.

Suites monotones

Théoréme - Théoreme de la limite monotone
Soit (1) une suite croissante. On a les deux possibilités suivantes :

1. Si(up) estmajorée, alors (u,) est convergente (et lim u, =sup u,).
n—+oo neN

2. Si (up) n'est pas majorée, alors (u,) diverge vers +oo.

Démonstration

On consideére que uy, est croissante et majorée.

Donc I'ensemble {u,,, n € N} est une partie majorée de R, elle admet une borne supérieure ¢.
OnadoncV neN, up < ¢ et pour toute >0, il existe 719 € N tel que £ — € < up,.

Donc pour tout € > 0, il existe rg € N tel que pour tout n= ng :

0<l-up<l-upy<e

par croissance de (uy),
on peut donc affirmer par encadrement que (u,,) converge et lim(uy) = sup{uy, n e N} O

Exercice
Démontrer directement le théoréme de la limite monotone, avec les coupures de Dedekind

Correction

Onnote X={aeQ|3IneNtelqueasupletY ={beQ|VneN,b=uy}.

* La suite (up) est croissante, donc ug € X, donc X .

o (up) est majorée par M, donc M€Y, donc Y .

« La propriété caractéristique de X est exactement le contraire de celle de Y. Donc X =Y (complé-
mentaire).

eVaeX,VbeY,IngeNtelque a<uy,<bdonc X<V

La frontiére entre X et Y donne la limite de (u).

Corollaire - Version décroissante
Soit (1) une suite décroissante. On a les deux possibilités suivantes :

1. Si(u,) estminorée, alors (u,) est convergente (et lim u, = inf u,,).
n—+oo neN

2. Si (up) n'est pas minorée, alors (u,) diverge vers —oo.

Suites adjacentes

Définition - Suites adjacentes

Deux suites réelles (u,) et (v,) sont dites adjacentes si
— les deux suites sont monotones de sens contraire;
— lasuite (1, — v,) converge vers 0.

Théoréme - Convergence pour suites adjacentes
Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.

Or elles sont bornées, donc convergenteAP -
On note : limsup(u,) = lim(M,) et
liminf(up) =lim(my).

11 est possible d’extraire de (uy,) des suites qui
convergent I'une vers limsup(u,) et I'autre
vers liminf(uy)... Ce sont donc des valeurs
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Démonstration

On supposera que () est croissante et (v;) décroissante.

Alors (i, — vy) est croissante, de limite nulle, donc pour tout n € N, u, — v, <0 etdonc u, < vy.
Et par conséquent : pour tout n € N : 1 < Uup < Up < V.

La suite (up) est croissante et majorée (par vp) et la suite (uy) est décroissante et minorée (par
up).

Elles sont toutes les deux convergentes. Notons 1 la limite de (uy) et £2 celle de (vy).
Onaalors lim(u, — vp) =01 — €2 =0,donc ¢} = (2.0

Exercice

n
1
Soit les suites de terme général uy, = Z o etvp=up+ %
k=0 " :

1. Montrer que les suites (1n)n>1 et (vn)n=>1 sont adjacentes.

2. Montrer que leur limite commune est un irrationnel.

Correction
1. Soit neN*,
1
— Up4) — Up = —— >0, donc (i) p=] est croissante.
(n+1)!
- 11 _ 2y _ —(n=D
— Untl = VUn = Upsl ~UnF GEan @ T CGaDr CES] =0, donc (vp)p=1 est

décroissante.
—_ un—v,,:—%ﬂo
Les suites (up) et (v,) sont adjacentes.
2. Notons ¢ leur limite commune. »
Si ¢ était rationnel, on suppose £ = —.

Comme (uy) est strictement croissante et (vj) strictement décroissante : pour tout n €
N:uy<l<uvy.
En particulier pour n = ¢, et en multipliant par ¢! : ugq! < p(q-1!<vgq'=uqq'+1.

q
Orugq!= Z q(g—1)---(k+1) € Z, de méme pour p(q - 1)!, ce qui est contradictoire !
k=0

/~Savoir faire - Montrer la convergence avec deux sous-suites adjacentes
Il arrive souvent que (u2,) et (u2,+1) soient adjacentes (dans ce cas il faut
le démontrer), on en déduit alors la convergence de (u,,) d’apres le critere
de convergence par suites extraites totales. C’est le cas :

— si up41 = fluy) avec f décroissante et | f'| < 1
n

— siu,= Z (—l)kuk avec (ug) \, 0 (critére de Leibniz)...
k=0

5. Analyse asymptotique

Dans cette partie, nous donnons un peu des vocabulaire.
La manipulations des suites équivalentes, négligeables... et des développe-
ments limités auront lieu plus tard...

5.1. Hiérarchie de suites

@ Remarque - Autant en emporte: - -

En terminale, une habitude est de dire qu'« une fonction I'emporte sur une autre ».
Sans définition claire, cela n'a pas de sens; par ailleurs nous verrons plus tard, pour
les fonctions qu'il est toujours nécessaire au voisinage de quel point. Ici nous nous
concentrons sur des suites, le voisinage est toujours n — +oo.

Lidée est donc d’obtenir une relation d’ordre. Telle suite croit plus vite, vers I'infini,
qu'une autre.
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Définition et critere d’application

Définition - Suites négligeables
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques (réelles ou complexes).
On dit que (u,) est négligeable devant (v,,) si
Ve>0,3INeNtelqueV n= N, |u,| <elvyl.
On note alors u, = o(v,) (lu u, estun petit o de v,) ou parfois (u,) < (v,).

Proposition - Comparaison a une constante
Soit (1) une suite numérique.
VAeK, u,=o0(A) ssi (u,) —0

Démonstration
On prend €’ = eA. Et on trouve I'équivalence par simple jeu d’écriture O

Définition - Suites régulierement nulles
Soit (1) une suite numérique. On note Z, = {ne€N| u, =0} = ul{op.

M Attention - Cas d’étude
« Si Z, est fini, alors (u,) n'est jamais nulle a partir d’'un certain rang.
C’est pratique.
1l existe ng € Z tel que Z, N [ng, +oo[= @.
« Si (uy,) est nulle a partir d'un certain rang. Cela n’est pas intéressant.
1l existe ng € Z tel que [ny, +oolc Z,,.
Cela correspond a la situation ol1 le complémentaire de Z,, est fini.
« Le cas pénible : Z,, est infini mais pas de la forme contenant [, +oo[.
Z, et son complémentaire sont infinis

Proposition - Négligeabilité avec la limite
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. Alors

u
U =0(v,) < lim — =0, etANeN|Z, N[N, +oolc Z,
n¢Z, Un

Démonstration
Si uy = o(vy). Soite > 0.
Tlexiste NeNtelque V n= N, |uy| <€lvyl.
donc pour tout n € Zy N[N, +oo|, vy =0 et donc up =0donc ne€ Zy.

U
et pour tout n ¢ Zy, % <edonc lim —2 =0.
" néZy Un
u
Réciproquement, considérons € > 0. lim —2 =0, donc 3 NytelqueVn=Njetn¢Zy,

neZy Un
lun| <elvpl.

Et par ailleurs, 3 N € N | Zy N [N, +oolc Zy, donc ¥ n= Na, up =0<evy =0.
Donc en prenant N = max(N1, Nz2),onaV n= N, luy| <elvy| O

On a un critére (savoir-faire) assez simple lorsque (v,) est non nulle a partir
d’un certain rang.

/Savoir faire - u, = 0(v,) avec la notation des limites
Si v, est non nulle a partir d’'un certain rang, alors on utilise I'une des
deux implications suivantes :

u
Up = o(vy) = (—") —0
Un
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Relation d’ordre

Proposition - Relation d’ordre strict
0() ou < est une relation d’ordre strict sur ’ensemble des suites non (tota-
lement) nulles a partir d'un certain rang : elle est transitive et antiréflexive

(pour tout x, on n'a jamais x2x).

Démonstration

On a jamais (up) < (up) avece = % (par exemple), alors u, # 0= |un| > €luy|.

Par ailleurs, elle est transitive. Supposons que 1, = 0(vy) et vy = 0(wy).

Soite>0,3 Ny, Na telque V = Ny, [upn| < velvnl etV n= Na, [vpl < Velwnl.
alors pour tout 72 > N = max(Ny, Na), |un| < (V&)?|wy| = €lwp| O

e Remarque - Notations

Pour une relation d’ordre, il est peu malin d’exploiter une notation avec un signe
d’égalité. ..

Nous verrons plus loin en quel sens cette notation peut néanmoins étre pratique. En
attendant, on peut préférer la notation <.

On peut aussi penser qu'il s’agit d'une relation d’appartenance : u, = o(vy) signifie :

un € l(am) e kM| 2 0}
Un

Croissance comparée

1l s’agit simplement d’écrire avec la nouvelle notation des résultats déja
connus sur les fonctions de référence.

Proposition - Croissance comparée
Poura>0,>0,0<p<g,a>1,ona

(Inn)p) < (nY), (nP) < (n9), (n®) < (@), (a") < (n)

5.2. Suites équivalentes

On cherche a définir ce que pourrait étre deux suites égales a I'infini.

Définition et critere d’application

Définition - Suites équivalentes

Soient (u,) et (v,) deux suites numériques (réelles ou complexes).
On dit que (u,) est équivalente a (v,,) si u, — v, = 0(vy)

On note alors (u,) ~ (v,) (lu u, est équivalente a v,).

Proposition - Equivalence avec la limite
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. Alors

u
() ~ () = lim —= =1, etANeN| Z, N[N, +oolc Z,
neZ, Upn

@Pour aller plus loin - Ordre strict

Si % est une relation d’ordre strict, alors Z dé-
finie par xRy ssi x%y ou x = y est une relation
d’ordre.

Et réciproquement, étant donnée une relation
d’ordre, on peut définit une relation d’ordre
strict en supprimant le cas d’égalité
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Démonstration
On ales équivalences :

. Un—VUn
(up) ~(vp) = (up—vp) =o0(vyp) <= limye 7,

U,

c:>1im,,¢3,/7:—120, etINEN|Y n=N,vp=0=up+vy,=0
U

c:>1im,,¢3,/7":1, etINEN|Vn=N,vp=0=up=0
U

mlim,lczvr:::l, etINeN|Zyn[N,+oolc Zy

a

Si v, est constante (différente de 0) et donc jamais nulle

Proposition - Comparaison a une constante
Soit (1) une suite numérique.
V AeK* (nonnul!), u, ~ A ssi (u,) — A

Démonstration
On trouve % —1.0

On a un critere (savoir-faire) assez simple lorsque (v,) est non nulle a partir
d’un certain rang.

@Pour aller plus loin - Croissance a la méme

vitesse
Un

On note parfois u, = v, pour signifier que o

est bornée.

On dit qu’elles croissent a la méme vitesse.
C’est une notion importante dans I'étude
asymptotique des suites, méme si elle ne figure
pas au programme.

/Savoir faire - (1,,) ~ (v,) avec la notation des limites
Si v, est non nulle a partir d’'un certain rang, alors on utilise I'une des
deux implications suivantes :

(tn) ~ () .:,(”)H 1

Relation d’équivalence

Proposition - Relation d’équivalence
~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble des suites numériques.

Démonstration
o up —up =0=o0(uy) donc uy, ~ uy. Et ~ est réflexive.
Si uy ~ vy Soite >0ete’ = f(e).
Ilexiste Ntel que ¥ n= N: |up — vpl <€'|vpl =€lvn — tun + tn| <€'lvn — unl+€'|unl.
Donc (1-€)un — vnl <€'lunl et lun = vpl < f7HE unl.
X!
1-x"°
Or f~1(0) =0 et f~! estinversible au voisinage de 0: f : x — =
Doncavece’ = 15z, on trouve |uy, — vp| < elupl.
Donc ~ est symétrique.
o.Siup~vpetvy~wy.
Alors up = vp = 0(vp), vn — wp = 0(wp).
Soite >0 ete’ = f(e) avec f définie plus tard.
Alors il existe N € N tel que pour tout n €= N, |ty —wn| = |un—vn+vp—wnl| <€'|vpl+€'|wy.
Or |vp| = wn| < |vn — wnl < €'|wpl, donc €'|vn] < €' (1 +€)|wnl.
Ainsi, pour tout n= N, |up — wp| < (2£'+e’2)\w,,\ =elwpl,
avec 11 x/ — 2x + x2.
Or f~1(0) =0 et f~! estinversible au voisinage de 0: f:x— vI+x—1.
Donc ~ est transtive. O

avec f71:x'—

Exercice
Refaire la démonstration en exploitant le savoir-faire précédent dans le cas ou les suites
sont non nulles a partir d'un certain rang.

Correction

. s Un
Réflexivité : lim — =1
un" v,
i i U . Un
Symétrie : lim — =1 <= lim— =1.
vn un
Un
Un
Wn
Un

=1

u
Transitivité : lim — = lim

@Pour aller plus Ioin - Propriété de HAl
HARDY a introduit la notion de classe des suites
logarithmico-exponentielles que I'on peut dé-
finir comme la plus petite famille £ de fonc-
tions qui satisfont les propriétés suivantes :

— pour tout @ € R, la suite constante
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Suites équivalentes

¥ Analyse - Equivalence en action
On considere la suite définie par récurrence : uy41 = sin(uy) et ug = 1.
Un simple programme informatique Python, donne pour premiére valeur :

1 def suite(n):

2 u=1

3 s=10

N L=[u]

5 for k in range(n):
6 u=np. sin (u)

7 if k==s:

Pour n =100, on obtient la liste suivante (on ne donne que les derniers termes) :
[...0.17303865584954667,0.1721764163093636,0.17132698944422506,0.17049006030857783,0.16966532470732423,0.16885248872798114]

Le dernier terme ressemble a %A Mais est-ce satisfaisant?

Le mieux est de calculer le résultat pour différentes valeurs de n = 10~ et différentes
valeurs de k.

On trouve (on garde 4 chiffres significatifs) :

[n]O] 10 [ 100 [ 1000 [ 10000 | 100000 |
[ un [ 1] 0.4465... [ 0.1680... | 0.05456... | 0.01731... | 0.0054769... |

On ale sentiment qu'un nombre sur 2, on trouve une division par 10.
Donc a une multiplication par 100, correspond une division par 10. On peut penser
C

que up ~

De fait, le calcul de y/nuy, donne (on garde 4 chiffres significatifs) :

[ n JOJ] 10 ] 100 ]| 1000 [ 10000 | 100000 ]
| Vaup | 1]1.412...[1.680... | 1.725... | 1.731... | 1.731... |

3
Notons que v3 = 1,732.... Reste 2 démontrer que 1, ~ 1/ pe Mais si c’est bien vrai,
alors c’est bien pratique...

<*Heuristique - Objectif premier
Dans de nombreuses situations, trouver un équivalent signifie trouver une expression
fermée, analytique notée vy, (dépendant de n) et permettant de remplacer (car trés proche)
up et avantageusement (car plus simple a calculer).

Les résultats suivants sont spectaculaires. Ils ne doivent pas vous détourner
de I'objectif principal...

Proposition - Equivalences classiques
On a les comparaisons classiques suivantes :

n? = o(n®) et plus généralement n” = o(n9) pour0< p < q
n
1
> - ~Inn
k=1k R
nl~V2nn (%) formule de Stirling

Démonstration »
1
Si g > p, alors q—p>()etdnnclimL =lim——=0.
n nd-p
Nous avons montré (exercice classique de comparaison limite-intégrale) (k € N*) :

1 1 1 k+1 k+1 1 k+1 1
Vieelkk+1]: —<-<— —drs —drs —dt
elkk+1 k+1<t<k¢fk ] <fk . <fk 3

v keN* 1 In(k+1)-Ink 1 nilil Inn-1I n*ll
N™: < 1 < < 1<
€ 1 n( )-In T :>k§:] 1 nn-In k§:] P
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n
Ennotant S, = Y %, onadonc
k=1

o

1 1
Sp-1<lnn<Sy--=1-—
n Sn Sn nSp

Inn
Enfin, comme (S;,) diverge vers +oo (divergence par minoration : S, <Inn), onadonclim S =
n
1

La formule de Stirling est démontrée en exercice (avec les intégrales de Wallis). O

Exercice

n
In(n!) = Z In(k). Nous allons essayer de trouver un équivalent de série, pour avoir des

idées pour trouver un équivalent de n!.

n
1
1. (a) Montrerque 1 < Z In(k)-nlnn-n<nln(l+-)+In(n+1)
k=1 "
(b) Endéduire In(n!) ~ nlnn—n.
On peut supposer que n! = Ky, x n" x e™", avec In(Kp) = o(nlnn).
(c) Montrer que la fonction logarithme est concave. Calculer I'équation de la tan-
gentea y=In(x) en x=k.
(d) En déduire que pour tout x € [k — %, k+ %], In(x) < %(x— k) +1Ink (on pourra
faire un dessin).

k+d
(e) Montrer alors que Ink < fk 12 In tdt (approximation du point milieu).

2
Puis que In(n!) = In(n" /ne~"v/2)
n!
(f) Onnote u, = W.
Montrer que (u;) est décroissante, puis convergente, on note K la limite de
(tn).

(g9) Donner un équivalent de n! exploitant K.

N

Intégrale de Wallis.
/2
On définie les intégrales de Wallis W, = f cos” (t)d t pour compléter le résultat
précédent (i.e. trouver la valeur de la constante).
(a) Calculer Wy et W7.
(b) Donner relation de récurrence entre Wy, 12 et Wj,.
(c) En déduire une expression de W>,, et de W41 en utilisant les factorielles.
(d) Par ailleurs, montrer que Wy, et Wj,41 sont équivalentes.

(e) En déduire la formule de Stirling (i.e. la valeur de K), en supposant que
nl~Kn"e "/n

Correction

1. (a)

La fonction f: x — In(x) est croissante positive sur [1;+oo[
Donc la série ¥ In(k) a le méme comportement que f;"*Intd. Ecrivons la suite
des inégalités :

k+1
In(k) sf In(x)dx<In(k+1)
k
n noork+l n+1 n n+l
Y <y ln(x)dx:f In(x)dx< ) In(k+1)= ) Ink)  (f1)=In1=0)
k=1 k=17k 1 k=1 k=1
Par conséquent (en n—1eten n) :
n n n+1
f In(xdx< )y ln(k)sf In(x)dx
1 = 1
Puisque une primitive de In est x — xInx—x

n
nlnn-n+1< Z In(k)<(n+DIn(n+1)-(n+1)+1
k=1

n
1<) In(k)-(ninn-n< (n+1)1n(n+1)—n1nn:n1n(1+i)+ln(n+l)
k=1 n
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(b) Puis nlnn—n=In(n"e™"), donc
n! 1
1 sln(f) <nln(1+-)+In(n+1)
nlte™n n

On ne peut pas en déduire un équivalent de n!, mais on a un équivalent de Inn! :

1 In(n}) nin@+ ) +In(n+1)
< “1<

nlnn-n  nlnn-n nlnn-n
Les termes de gauche et de droite tendent vers 0, donc Inn! ~ In(n"*e™ ") =nlnn—n
On peut supposer que n! = Ky x n" x e~ avec In(K;) = o(nlnn).

(c) In estde classe %2 etV x>0, In"(x) = =+ <0, donc In est concave.

Puis la tangente en k a pour équation y = %(xf k) +In(k)

(d) In est concave, donc tous les points de la courbe sont les tangentes.
Donc pour tout x € [k~ 3, k+ 31, In(x) T(x—k)+Ink

k+d kel
(e) On int‘egref ]2 lnxdxzi[(x—k)z] +% +1lnk=Ink
k- 2k k=%
1
n n+ 1 1 o111
Zlnk;f lzlnxdx:(rwf)ln(n+f)—(n+f)—(f)ln(f)+f
=1 1-3 2 2 2' 202 2
1 1 1 1
In(n!) = )l - -In2 —)In(1+—
n(n)>(n+2) n(n) n+2 n +(n+2) n( +2n)

Comme (n + %)ln[l + ﬁ) est positif (et tend vers 0, ce qui fait qu'on peut le supprimer
sans grand risque) :

In(n) > (n + %)m(m —n+ %mz =In(n"y/ne "V2)

n!
(f) Onnote uy = pry=w2
Daprés la question précédente, en composant par I'exponentielle croissante, on voit que
Un = V2.
- 1
. u, (n+1)n"e™" n o\n+y
Parailleurs, =24l - T UM C VR ] 2,
un  (n+Dm+D"e 1Y+l ‘n+l
n+1\"2
Puis 4l <1 e e<|— sl<(n+Hnd+d)
n n
o 27 <ini+hH esin(+ - &7 >0

Soit ¢ : x— In(1 +x) — 2%( de classe €' sur] -1, +ool.

EtVx>-1,¢'(x)= >0, donc ¢ est croissante et ¢(0) = 0.

X
(x+1)(x +2)?
Donc pour tout 7, w(%) =¢(0)=0.
La suite (1) est décroissante, minorée, elle converge.
n!

On adonc lim ———
(9 K-

=1, donc n!~Kn"e "\/n.

2. Intégrale de Wallis

(a) Wo=FetWy=1

(b) Wyio= Z—:; Wy (intégration par parties)
© Mo = 20T i = S
221 (nl)? 2 @2n+1)!
(d) OnaWy4p = n+l Wn < Wyy1 < Wy, donc LH < M <1, en passant a la limite
n+2 n+2 . Wy

on a I'équivalent recherché.

b
() Donc W2, ~ Way Waps1 ~ 257 done Wi~

=v2n

2n
En utilisant n! ~ Kn" e™"\/n, on en déduit que K

Calculer avec des relations d’équivalence

Théoréme - Signe d’'une suite
Si la suite (u,) est équivalente a (v,), alors a partir d’'un certain rang, les
deux suites sont de méme signe (strict).
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Démonstration
lim ﬁi =1, donc (avece = %),
n

un

1
3 Ntel que VnzN,If—llsgﬁ\nzzN,
Un

1 3
Tt 3
2 vn 2

Donc, nécessairement, pour tout n = N uy et vy ont strictement le méme signe. O

M Attention - Evidemment si (1,,) tend vers 0.
< ... etquele signe de (u,) n’est jamais stabilisé; on ne peut rien dire

Théoréme - Equivalents et limite
Soient (u,) et (v,) deux suites réglles.
— Siup~vpetv, — CeRalorsu, — /¢;
n—+oo n—+oo
— Siuy, — ¢,0€R,l#0,alors u, ~¢.
n—+oo

Démonstration
Commengons par la seconde affirmation avec £ € R*.
u l
1im4:?:1:u"~z

4

Reprenons la premiére affirmation. Notons €, = '147::
Onadonc up = vy x€p, avec (€p) — 1.

Par produit des limites : lim(u,,) = lim(vy,) x 1 =lim(vy). O

M Attention - Equivalence 2 0
Ne pas écrire u, ~ 0, cela n’a pas de sens avec la premiére définition et
avec celle qui suit cela signifie que (,) est nulle a partir d'un certain rang
(ce qui est bien rare...), usuellement ce genre d’écriture provient d’'une
somme (ou d'une soustraction) d’équivalents, ce qui n’est pas autorisé.

Ne pas confondre u, ~ v, et u, —v, —
n—+oo

Théoréme - Opérations sur les équivalents
Soient (uy), (vn), (xn), (¥n) quatre suites telles que u, ~ x, et v, ~ y,. Alors
— UnpUn~XnYn;

. 5 P q Un  Xn
— si (v,,) est non nulle a partir d'un certain rang, — ~ —;

n Yn
— si les suites sont a valeurs strictement positives et a € R alors uf§; ~

a
x5

Exercice
A démontrer.

Correction
On peut tout refaire, ou exploiter u, ~ vy ssi up — vy = 0(vy). ..

<*Heuristique - Recherche des équivalents
Déterminer un équivalent d’'une suite consiste a chercher un équivalent écrit comme
produit ou quotient de suites de références ( n%, a”, (n(m)P, ni..) a priori sans somme
(dans une somme, I'un des termes est négligeable devant 'autre et s’enléve de I'équivalent)
en laissant les constantes multiplicatives (si on les supprime, la limite du quotient ne sera
plus 1). Par exemple :

Sin+lin

2(n® +n) ~ ; InBn® +n+2)~
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7 Exemple - Probléme d’addition...
1on?
T nPan+l”
Donner un équivalent de uy + vy.
Apriori: up ~ 1, vy ~ -1, donc uy + v, ~0? Non

_ n+l -
Un=yyz Un=

n+ D2 +n+1)+1-n?)(n+2) 3n+3 3
Up+vp= = ~—
(n+2)(n?+n+1) n3+3n2+3n+2 n?

M Attention - Ce qui ne marche pas
D’une maniere générale, les équivalents ne passent ni aux sommes, ni
aux exponentielles, ni aux logarithmes.

/Savoir faire - Comment faire si on veut additionner des équivalents?
Dans ces cas-13, et dans toute opération un peu compliquée,
on remplace u, ~ v, par u, = v, +o0(v,) = v,(1+€,) avece, — 0,
comme il s’agit d’égalités (LA VRAIE!), on peut alors faire des opérations.
Lenjeu : que les parties principales de disparaissent pas comparative-
ment a la suite de domination.

5.3. Suites dominées

Mais pour le calcul asymptotique, le notation vraiment pratique est la sui-
vante. C’est avec elle que I'on fera les calculs.

Définition et critere d’application

Définition - Suite dominée
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques (réelles ou complexes).
On dit que (u,,) est dominée par (v,) si
3C>0,3NeNtelqueV n= N, |u,l < Clvyl.
On note (u,) = O((v5)) qui se lit « u,, estun grand O de vy ».
On dit aussi parfois que (v,) est prépondérante a (ou domine) (u,).

7 Exemple - Relations avec les notations précédentes

Si up = 0(vp), alors (up) = O((v)).

Si up ~ vy alors (uy) = O((vy)) et (vp) = O((uy)) On n'a pas les implications réci-
proques.

Proposition - Domination avec la limite
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. Alors

Un

(un)zO(vnM:»( bornée, etI N eN| Z, N[N, +oolc Z,

Un )nel,,

Exercice
Faire la démonstration

Correction
La méme que celle avec la négligeabilité

On a un critére (savoir-faire) assez simple lorsque (v,) est non nulle a partir
d’un certain rang.

@Pgur aller plus loin - Erreur relative / erreur
absolue

Lorsqu’on écrit : up = vy + o(wy), on parle

d’une erreur absolue en o(wy,).

Lorsqu’on écrit : uy = vy(1+ 0(wpy)), on parle

d'une erreur relative en o(wy) (absolue en

o(vpwn)).

| Histoire - Edmund Landau

Toutes ces notations : o, O et ~ ont été popu-
larisées par Edmund LANDAU. Edmund LAN-
DAU (1877-1938) est un mathématicien alle-
mand passionné de théorie des nombres. C’est
dans ce cadre de réflexion qui développe ses
notations O et o.

Cette approche est finalement assez récente
dans I'histoire des mathématiques
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@Pour aller plus loin - Croissance a la méme
vitesse

En revanche on a I'équivalence :

[(un) = O((vn)) et (vn) = O((un))]

—

(un) = (vn)

/Savoir faire - u,, = O(v,) avec la notation des limites
Si v, est non nulle a partir d’'un certain rang, alors on utilise I'une des
deux implications suivantes (= ou <) :

Un

(un) = O(vy) <= (v ) est bornée

n

Proposition - Implication sur les limites
Soit (1) une suite réelle. On a
u, = 0(1) < (uy) est bornée

Relation de préordre

Proposition - Relation de préordre
O est une relation de préordre (réflexive et transitive) sur I'ensemble des
suites numériques.

Exercice
Faire la démonstration

Correction

e Remarque - La relation d’équivalence naturelle a associer a O(-)

Pour que cela soit une relation d’ordre, il faudrait que I'égalité des suites corres-
pondent a la notation =, c’est-a-dire 'égalité des vitesses de croissance, ou au fait
que (up) et (vy) soit d’ordre comparable.

Autrement écrit : cela signifie que dans le cadre de I'analyse asymptotique, si la rela-
tion d’ordre intéressante est celle de la domination (0(), alors la relation d’équiva-
lence intéressante est celle de =.

Manipuler O(-)

<*Heuristique - Une premiére formule commentée
1

n
On note pour tout n€N, Hy = %

k=1
Onaalors Hy :lnn+y+0(l—ll].
Cela signifie que le n-ieme nombre harmonique est égal a In n additionné de la constante
Y = 0,5772156649 d’Euler et d'un terme d’une autre suite, inconnue, mais dont on sait
que divisé par % (c’est-a-dire multiplié par n) elle reste bornée ou encore une suite que ne
dépasse pas un nombre constant de fois %

e Remarque - Addition, multiplication
Méme si on ignore toujours qui est précisément (ay) caché derriere un O(v,). On peut
néanmoins faire des calculs avec des O...
11 faut alors se rappeler que O(vy) est pas forcément optimal (par exemple : n® =
0(n'0000y)
L Analyse - Que signifie O(3) + O(1)2
Si I'on rencontre une opération du type : O(%) + 0(712), cela signifie qu'on est en
présence de deux suites (uy) et (v,) cachées et dont on connait des dominants.
Ces deux suites peuvent évidlemment s’additionner et donner une nouvelle suite
(wp). Peut-on trouver un dominant de (wy)?
Oui!
wy up 1 vp
—— = MWp=NUp+Nvp=—+—x — —0+0x
1 1, 1
n n
Donc wy, = O[%] En revanche, on ne peut savoir si wy = O(#) On se trouve en
présence d'une forme indéterminée.
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On peut donc affirmer que O(%) + O(#) = O(%)
Avant de passer aux théoremes et démonstrations, deux petites remarques
complémentaires :

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Pour manipuler une opération avec O(ay,)
Lorsque vous rencontrer O(a,) (avec (a,) non nulle a partir d’'un certain
rang), vous pouvez le remplacer par (u,) = (a, x €,) avec €, bornée.

[ Attention - Rappel : il ne s’agit pas d’une relation d’équivalence
Rappelons que méme s'il y a une égalité : il n'y a pas de symétrie.
Ona O(%) = O(%), mais on n'a pas O(%) = O(ﬁ).
Toute suite dominée par (ﬁ) est dominée par % mais la réciproque est
fausse.
Ce symbole = O() est plutdt a voir comme une relation d’ordre, voir une
inclusion d’ensemble.
Lensemble des suites dominées par ("%) est inclus dans I’ensemble des
suites dominées par (%).

Proposition - Opérations entre les relations
Soient (uy), (vy), (wy), (x,) quatre suites réelles.
— Siuy, =o(vy) alors u, = O(vy)
— Siuy ~ vy alors u, = O(vy) et v, = O(uy).
— Si uy, ~ vy alors wy, = O(uy) © wy, = 0(vy).
— Si up = O(wy) et v, = O(wy,) alors u, + v, = O(wpy).
Autrement écrit : O(w,) + O(wy) = O(wy,)
— Siu, =0(vy), AeRalors Au, = O(vy,)
Autrement écrit : A x O(v,) = O(vy)
— Siles termes u, et v, ne s'annulent pas et u, = O(vy)
alors — = O(—).
v, Up
— Siu, =0(vy) etalors uy, x x, = O(v, x Xp).
— Siup =0(vy) et w, = O(x,) alors u, x w, = O(v, X Xp).
— Si les termes uy, et v, sont > 0 avec u, = O(v,), alors pour @ > 0 on
auf=0wd).
Les propriétés sont encore vraies en remplacant les « O » par des « 0 ».

Démonstration

— Le premier résultat découle du fait que toute suite qui converge vers 0 est bornée.
— Onladéjavu
— 3C>0,NeNtelsqueV n= N, |wy| < Cluyl.
IN'eNtelsque ¥ n> N/, [un] < 1+ 3)val.
Donc ¥ = max(N, N'), |wp| < 3 Clv|. Donc wy, = O(v,).
Lautre implication est totalement symétrique.
— Onnote M ={neN| wy # 0}, il est infini dénombrable (sinon sans intérét).
Alors par définition, V n¢ M, up = vy = wy =0.
Et pour tout n€ M, ,':/: et 1‘4//':1 sont bornées. Donc %ﬂ"" bornée.
— Onnote M ={neN| v, #0}, il est infini dénombrable (sinon sans intérét).
Alors par définition, Y n ¢ M, uy = vy =0.
Et pour tout n€ M, ?T: est bornée. Donc A%”" bornée.
— Onnote M ={neN| v, #0}, il est infini dénombrable (sinon sans intérét).
Alors par définition, V n ¢ M, up = v, =0.
1
lup|

Etpour tout n€ M, “fﬁ =

est bornée.

n
n L
up

3C > 0,N €N tels que Vn = N, |uy| < Clvy| Donc en multipliant par |xu| = 0 :
ltnxn| < Clupxnl

3C>0,NeNtels que Vn =N, luyl < Clugl 3C" > 0,N" € N tels que Vn = N/,
|wp| < C'|xn| Donc en multipliant par |wy,| =0, puis |x,| =0

¥ n=max(N,N'), lupwp| < Clvgwy| < CC'|vpxp
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— Onnote M ={neN| vy #0}, il est infini dénombrable (sinon sans intérét).
Alors par définition, V n ¢ M, uy = vy =0.
lug

}';'"’I‘ est majorée par une constante notée C, donc i est majorée
n

Et pour tout n € M,
par C% = f(C)

Proposition - Comparaison logarithmique
Soient (u,) et (v,) sont deux suites a termes strictement positifs telles qu'a
Un+1 < Un+1

partir d'un certain rang on ait
Un

Alors u, = O(vy).

Corollaire - Demi-critére de D’Alembert
Soit (u,) est une suite a termes positifs, alors

Un+1

— — (<1l=>u, — 0
u, n—+oo n—+oo

Un+1

— {(>1=u,; — +oco
u, N—+oo n—+o0

Démonstration

Proposition :
R, . u, u U

Par positivité des termes de la suite, on a pour tout n€ N : Int Ong Bom
. Un+l  Un vy

Donc pour tout n €N, up < Mvp ie. up = O(vy).

Corollaire :

Premier cas.

L l+1 . n
Considérons m = - donc £ <m<1, puis v, =m'".
o . u, v

Alors a partir d’'un certain rang : ntl <m= Lﬂ,
un vy

D’apres la question précédente : uy = O(vy). Mais (v,) — 0 (m < 1), donc (1) — 0.

Second cas.

[+1
Considérons m = - donc £ >m > 1, puis v, = m".

o : u v,
Alors  partir d'un certain rang : ==L > = 2241

n Un
D’apres la question précédente : vy, = O(up). Mais (vy) — +oo (m < 1), donc (1) — +oo. O

6. Bilan

Synthese

~» Des phénomeénes récurrent conduisent a des suites. Certaines se cal-
culent explicitement : les suites arithmético-géométrique, récurrente
d’ordre 2. Et d’autres non.

~ On cherche alors des expressions approchantes et toujours explicites.
Ces expressions se devinent a partir de la fin, donc de la limite. Ainsi,
il nous faut réfléchir (beaucoup) a la limite de suites, a I'arithmétique
associé, a truc et astuce pour déterminer ces limites.

~ On est parfois malheureusement contraint d’étudier uniquement des
suites extraites.

~+ Tout est maintenant en place pour pouvoir étudier deux familles de
suites typiques (en TD-cours) : les suites définies implicitement (a par-
tir d'une équation), ou les suites définies par une relation d’équiva-
lence. Comme ailleurs, cela conduit a de nombreux savoir-faire a ap-
prendre...

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)

6. Bilan

367

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Etudier une suite arithmético-géométrique

Savoir-faire - Etudier une suite récurrente linéaire d’ordre 2
Savoir-faire - Et s'il y a un second membre?

Savoir-faire - Montrer la divergence (deuxieme type) d'une suite, par
suites extraites

Savoir-faire - A partir de deux certains rangs

Savoir-faire - Convergence par encadrement/Divergence par minora-
tion (majoration)

Savoir-faire - A savoir compléter

Savoir-faire - Gérer e

Savoir-faire - Souvent pour I'étude de suites complexes

Savoir-faire - Montrer la convergence de deux sous-suites adjacentes
Savoir-faire - u, = o(v,) avec la notation des limites.

Savoir-faire - u, ~ (v,) avec la notation des limites.

Savoir-faire - Comment faire si on veut additionner des équivalents?
Savoir-faire - u, = O(v,) avec la notation des limites.

Truc & Astuce pour le calcul - Pour manipuler une opération avec

O(an)
Notations

1 Définiti Propriétés Remarques
(up) — € (ou uy converge vers £ oudiverge vers £ = +oo  sifeR:Ye>0,INeN|Vn=N,|lup—£f|< Onaccepte uy — €
lim(up)=¢ ou —oco €

sif=+00:VAERINEN|VY n=N,u,>

A

1 2
€ (u) La transformation de Cesaro de (1) v neN, (€w),= ot > g
k=0

Silim(up) = ¢, alors lim(€ (w) = ¢

Retour sur les problemes

78.

79.

80.

81.

82.

Cours:V neN, F, = % ((HT‘E)MI - (1%6)'”1)_

Si on savait répondre a ce genre de question, on serait heureux. Mais
comme on n'y arrive pas, on cherche des développements limités
explicites et exactes (a un certain ordre pres).

Les théoreme de simple existence de limite utilisent les théoréme
de convergence monotone, suites adjacentes et plus tard Bolzano-
Weierstrass. Aussi les comparaisons de séries positives (plus tard)

Les théoreme qui donne la limite exploite la convergence par encadre-
ment, ou les suites extraites. Aussi les séries avec télescopage.

La formulation qui fusionne les convergences et divergences vers +oo
sera étudiée au chapitre suivant.

On exploite les suites extraites. Il y a nécessairement une sous-suite
qui ne vérifie pas la propriété en question.
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e 19

Questions topologiques
interprétées sur R
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@Résumé -

Nous commengons par définir la notion de voisinage d'un point de R afin de
pouvoir offrir (au chapitre suivant) une définition unifié de la notion de limite

de fonction.

Nous ouvrons la porte de la

ie a cette ion. Nous nous S

d’une interprétation de ces idées (topologiques) dans R, ce qui rend les choses assez
simple : c'est une question d'intervalle, fermé si besoin. Nous reviendrons sur ces

notions en fin d'année. ..
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Problémes
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? Probléeme 84 - Extension aux suites de la propriété de la
borne supérieure
On sait que toute partie majorée de R admet une borne supérieure. Mais
comment « prendre » cette borne supérieure, qui par définition existe
mais est insaisissable ? Est-ce que les suites peuvent nous aider?

? Probleme 85 - Voisinage
La continuité en un point signifie qu’on peut regarder au-dela (ou en-
deca) de ce point mais pas nécessairement trop loin.
Sila notion de voisinage du point conceptualise cette idée, quelle défini-
tion formelle faut-il donner au voisinage d'un point?
Et si ce point était +oo, est-ce tres différent d'un nombre a € R, quel-
conque?

? Probléme 86 - Pas de trou

Pour définir proprement la continuité de f, il faut qu'il n'y ait pas de trou
dans I'ensemble de départ de f...

Comment formaliser/définir les ensembles qui sont en un seul tenant?

? Probléme 87 - Principe de dichotomie

Pour construire R, nous nous sommes inspirés de 1'algorithme de dicho-
tomie vu au lycée. On « piege» le nombre cherché entre deux nombres
maitrisés, puis on réduit de moitié I'intervalle dans lequel il se trouve.
Comment généraliser ce principe pour étudier directement des pro-
blemes. Nous pensons évidemment a la recherche d’'une solution d'une
équation (polynomiale ou autre) a 'aide du théoréme des valeurs inter-
médiaires.

Quelle méthode générale peut-on tirer de ce principe? Que peut-on dé-
montrer a I'aide de ce principe?

2. Halo autour de a € R

2.1. Voisinages

Voisinage

*Heuristique - Exemple de limite de suites
On avu que pour les suites il y a deux formalismes différents selon qu’elle converge vers un
nombre £ ou diverge vers I'infini :

Ve>0,INeN|Yn=N,|u,-Cll<e

VA>0,3NeN|Vn=Nu,>A
« n= N, correspond a I'ensemble des voisinages entiers de +oo,
*V A,---> Aal'ensemble des voisinages réels de +oo
eVe>0,|---— | <eal'ensemble des voisinage de ¢.
1l est préférable d’unifier en une notation ces différents types de voisinage.
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Définition - Voisinage d’un point de R

Soit a € R.

V cRest un voisinage de a s'il existe € > 0 tel que [a—¢,a+€] c V.

V c R est un voisinage de +oo s'il existe A € R tel que [A, +oo[c V

V c R est un voisinage de —oo s'il existe B € R tel que ] —oo,B] c V

Une propriété est dite vraie au voisinage de a € R =RU {+00, —00}
si elle est vraie sur un voisinage de a.

On note ¥, 'ensemble des voisinages du point a € R.

’/ Exemple - [2,3]U]4,6[
est un voisinage de 5.
e Remarque - Voisinage avec des ouverts

Dans la définition précédente, nous avons considéré des intervalles fermés ([a—e, a+
€] ou [A, +oo]).

Les définitions restent vraies (et équivalentes) pour des intervalles ouverts car

1 1
]a—ge,a+ge[c [a—€,a+e] cla-2e a+2e(

Proposition - Stabilité de voisinage par intersection

Soit a€ R ou a € {—oo, +oo} (i.e. a € R).

« Pour tout voisinage V de a (i.e. V€7,),ac V.

oSiVeV,etVcW,alors We7,.

« Lintersection de deux voisinages de a est un voisinage de a (non vide) :
VYV, VeV, inVae¥,.

* Nvey, = {a} (borne inférieure...) - qui n'est pas un voisinage de a.

Démonstration
« C’est une conséquence directe de la définition.
Notons que cela est également vrai, si'on considere des intervalles ouverts (car € > 0)
* (Cas a€R) Il existe a > 0, tel que [a—a,a+alc V,donc [a—-a,a+alc Wet WeTj.
(Cas a = o0) Il existe A > 0, tel que [A, +oo[c V, donc [A, +oo[c W et W € ¥,.
« Pourle cas a€R.
Soient V) et V», deux voisinages de a.
1l existe ay,az >0telsque [a—aj,a+ajlc V) etla—az,a+az]c Va.
Considérons f = min(aj,a»), alors [a—f,a+fl c a—aj,a+a;l c V; et [a-p,a+f] <
la=az,a+az]cVa.
Donc [a—f,a+plcVinVa.
Ainsi Vi N V3 est un voisinage de a.
Pour le cas a = +oo. [A, +0o| et [A', +oo[ deux voisinages de +oo.
Alors [A, +oo[N[A', +oo[= [max(A, A"), +oo] est un voisinage de +oo.
De méme pour a = —oo.
« D’aprés la premiere remarque a € Nyey, V.
Réciproquement, si x € Nyey, V et x # a.
(Pour a € R) On note @ = % (sia€R), alors x ¢ [a— a, a+ a), contradiction donc x = a.
(Pour a=+o0) Onnote A=x+1sia=+ooetB=x~-1sia=-oco...0

Exercice
Soient ¢1, £3 € R. Montrer que :
SiVVeTy, lreV(ie VeTy,), alors £y =£,.

Correction
Directement f2 € (| V ={(1}.
very,

2.2. Intérieur, adhérence
Intérieur

Pour nous, le but des définitions qui suivront est de donner le vocabulaire
le plus adaptée aux questions qui se poseront pour définir avec précision la
continuité (mais aussi la dérivabilité) des fonctions numériques.

@Paur aller plus loin - Halo de a

En analyse non standard (cf. wikipedia), on
parle de halo de a pour exprimer la méme idée
que celle de voisinage et on travaille directe-
ment avec. ..

C’est plus pratique lorsqu'’il s’agit d’exploiter
des infinitésimaux, comme Newton le faisait.

4@ Représentation - Illustration

n=006 -2

@Pout aller plus loin - Généralisation des dé-
finitions
Ici, on donne des définitions adaptées aR, elles
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@Paur aller plus loin - Ouverts et fermés de R
Globalement, les ensembles ouverts sont les
ensembles A qui vérifient A= A.

Les ensembles fermés sont les ensembles A qui
vérifient A= A.

Définition - Point intérieur a une partie de R

Soit A une partie de R.

On dit que a est un point intérieur de 4, siil existe € > 0 tel que [a—¢, a+e€]
A.

Ou encore si A est un voisinage de a. On note alors a € A.

A est'ensemble des points intérieurs de A.

7 Exemple - Cas d’'un intervalle semi-ouvert
Les points intérieurs de [a, b[ sont tous les éléments de ]a, b[.

Proposition - Stabilité
Soit A, A, deux parties de R telles que A; c Ay.
Alors Anl c Anz.

Démonstration

Soitae /il.

Alors il existe € > 0 tel que [a—¢€,a+€] c Ay € Ap.
Donc ae Ay. O

Adhérence et point d’acc lation

Définition - Point adhérent a une partie de R

Soit A une partie de R.

Ondit que a estun pointadhérantde A, siV € > 0 tel que [a—¢, a+e]NA# @.
On note alors a € A.

A est’'ensemble des points adhérents de A.

M Attention - Ne pas confondre...
% Point adhérent a une partie et valeur d’adhérence d’une suite.

7 Exemple - Cas d’'un intervalle semi-ouvert
Les points adhérents de [a, b[ sont tous les éléments de [a, b].

Proposition - Stabilité
Soit Ay, A, deux parties de R telles que A; < Ap.
Alors A) € Aj.

Démonstration
SoitaeAj.
Alors pour tout € >0, [a—€,a+€] N Ay et non vide.
Or [a—e€,a+€] N A contient celui-ci, il est donc également non vide.
Donc a€ Ay. 0

On a parfois besoin d'une suite convergente vers a, tout en étant différente
de a.

Définition - Point d’accumulation

On dit que a est un point d’accumulation de A
siVe>0telque [[a—e,a+elnA]\{a} #@.

Autrement écrit a est un point d’accumulation ssi a € A\ {a}.
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e Remarque - Points isolés

Comme [[a—¢,a+e]nA]\{a} < [[a—e,a+€]n A], tout point d’accumulation de A est
un point adhérent de A.

Les points adhérents qui ne sont pas d’accumulation sont appelés points isolés.

" Exemple - Point &’ lation de A = {0} U [1,4]

A={0tu(1,4].

Les points d’accumulation de A sont les points de [1,4]. 0 est un point isolé de A.
Exercice

Montrer que si a est un point d'accumulation, alors dans chaque voisinage de a, il existe
une infinité de points de A.

Correction

Soit e > 0. Supposons que [a—¢, a+¢e]N A ne contient qu'un nombre fini de points distincts : x1, x2,...x7
et distincts de a.

Notons § = min{|a — x;|,i € N;}. Alors [a— %,a+ %J N A= {a}. Impossible.

Les points adhérents sont les points que I'on peut approcher par des points

de A, ou encore pour lesquels la question du calculde lim aunsens.
X—a,xe.

Les points d’accumulation sont les points que I'on peut approcher par des
points de A\{a}, ou encore pour lesquels la question du calcul de

lim
x—a,xeAx#£a
aunsens.

Proposition - Suite convergente d’éléments de A

Soit A une partie de R. Soit a € A

a est adhérent a A si et seulement si il existe (a,) € AN tel que a =lim(ay,).
Les points adhérents de A sont toutes les limites possibles d’éléments de
A.

Démonstration
Supposons que a € A.
alors pour tout n € N, en prenant € — % il existe ap € An[a— %,zﬁ %].
les points ay, sontavaleurs dans Aet:V e >0,i3 N =|1|+1telque ¥ n> N, la-an| < % <e.
Donc (ap) — a.
Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (a,) € AN convergente vers a.
alors pour toute > 0,3 N eNtel que |a—ay|<e,
DoncVe>0,[a—€,a+elnA#{0}).O

Complé sur la borne supérieure (inférieure)

Proposition - Borne supérieure

Soit X une partie non vide majorée de R. Soit M un majorant de X.

M € X (M est adhérent de X). Plus précisément, c'est le seul majorant
adhérent a X : Alors M = sup X si et seulement si il existe une suite d’élé-
ments de X qui converge vers M.

Exercice
Donner la caractérisation équivalente pour m = inf X

Correction
m un minorant de X.
m =infX si et seulement si il existe une suite d'éléments de X qui converge vers m

Démonstration
On considere € = 711
SiM=supX,
alors pour tout € = %, il existe x, € X telque xp S M <xp+€=xp— %
donc pourtout neN,0<s M —xp, < % et donc par comparaison : (x,) — M.
Réciproquement, s'il existe une suite (x,) d’éléments de X qui converge vers M,
alors pour tout majorant Mm de X, on a x, < Mm et en passant a la limite M < Mm.
Donc, si en outre M majore X, c’est le plus petit des majorants, donc M =sup X. O
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Densité dans R

e Remarque - Rappel de la définition de la densité

On dit qu'une partie X est dense dans R,
sipourtouta€RetVe>0,il existe x € X tel que |[a— x| <e.
ssipourtoutacRetVe>0,]la—e,a+eNX#@

Proposition - Densité
Une partie X de R est dense dans R
ssi X =R (R est égal al’adhérence de X.)
ssi pour tout a réel il existe (x,,) € XN telle que (x,) — a.

Démonstration
Supposons X dense dans R,
Soit a € R, prenons € = %, puis x, € X tel que |a—xp| <e= %
Alors lim(a— xp) =0, donc lim(xy) = a.
Donc il existe une suite (x,,) d’éléments de X tel que lim(x,) = a, pour tout a € R.
Réciproquement, supposons que pour tout a réel il existe (xp) € xN qui converge vers a.
Soite >0, alors il existe N telque V n= N, |a— x| <e.
Ce xy € X convient et permet d’affirmer la densité de X dans R. O

Proposition - Densité des rationnels dans R
La densité des rationnels dans R permet d’affirmer que :
tout nombre réel est limite d’'une suite de rationnels.

e Remarque - On a mieux encore...

Mieux encore : tout réel est limite d’'une suite décroissante (resp. croissante) de
rationnels.

Cette derniere affirmation est laissé en exercice, on peut reprendre le lemme des
pics...

3. Intervalles et connexité

3.1. Connexité

Le but est donné un nom propre aux ensembles « continues », i.e. sans trou
afin d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Définition - Ensemble séparé

Soient A et B, deux parties de R.

On dit A et B sont séparéssi ANB=g et ANB = g.

Aucun point de A n’est dans I'adhérence de B, aucun point de B n'est dans
I'adhérence de A.

/ Exemple - Casde A=]0,1[ et B=]1,2] ou B =[1,2]
10,1[ et]1,2] sont bien séparés.
En revanche ]0,1[ et [1,2] ne sont pas bien séparés car 1 € [1,2] n]0,1[.

Définition - Ensemble connexe

Soit E une partie de R.

On dit que E est connexe, sion ne peut pas I'écrire comme réunion de deux
sous-ensembles séparés non vide.
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7 Exemple - Réunion d’intervalle

On voit bien que [0,1] U [3,4] n'est pas connexe.
Et plus difficilement que [0, 4] est connexe.
Exercice

Faire la démonstration de (0,4] est connexe.

Correction
Par I'absurde, si [0,4] n'est pas connexe, il existe A et Btel que AUB =[0,4] et ANB =@ et ANB=p.
SPDG, on peut supposer que 0 € A et il existe b€ B.
Notons A’ = {s€[0,4] | ¥ u€[0,s],u€ A}. 0€ A’ donc A’ # @.
A’ est majoré par b, donc A’ admet une borne supérieure a.
€[0,4] = AUB.
ou bien a€ B etdonc a ¢ A, mais il existe (s,,) € A’ (c A) tel que a =lim(sy), donc acA.
C’est impossible car B nA=g.
ou bien a € A. Pour tout € > 0, il existe ¢ € BN [a, a+e], sinon, sup A’ = a+e.
Donc a € B. Ce qui est tout autant impossible.
On a donc une contradiction : [0,4] est connexe.
La méthode s’adapte a tout intervalle. Ainsi, dans R, tous les intervalles
(méme ouverts) sont connexes.

/Savoir faire - Montrer qu'une partie de R est connexe
La méthode consiste souvent a faire un raisonnement par I'absurde et a
travailler a partir du nombre x( qui est obtenu comme borne supérieure
d’'un ensemble A (a inventer) et élément de B ou bien élément de A et
borne inférieure de B.
A partir de ce xp, trouver une contradiction.

3.2. Intervalle réel

Intervalles

Définition - Caractérisation des intervalles de R
Soit I une partie non vide de R. On dit que I est un intervalle de R si il
vérifie :

Vx<yel, {teR|lx<st<syic]

(I est une partie convexe de R).
On notera, ensuite, plus simplement [x, y] 'ensemble {t e R | x < ¢ < y}
dont il est question dans la définition.

7 Exemple - Ensemble des majorants d’'une partie majorée
Soit A une partie de R, majorée.
On note I 'ensemble des majorants de A
Alorspourtoutx<yel,Vite[x,yl,VaeA asx<t.

Donc t€ I etdonc [x,y] < I.
Ainsi I est un intervalle de R.
Plus précisément, on montre que I = [sup A, +oo[.

Proposition - Intervalles de R

Tout intervalle de R est de la forme (a, b), avec a< bet a,beR.

Par notation "(",")" € {"[","]"}.

Ce qui revient au méme que de montrer qu'il existe a, b € R tel que |a, b(c
Icla,b].

Démonstration
Sur R, I est une partie de R, donc admet une borne supérieure et inférieure dans R.
Donc il existe a, b € R tel que I < [a, b].
Puis, comme il s’agit d’'un intervalle, on a V x €]a, b, 3 x4 €la,x[nI et x;, €]x,bINI et donc
XE€[xq,xplcl.
Doncla,b[c 1.0

@Pgur aller plus loin - Connexe par arcs

La stratégie classique dans les espaces plus
grands que R, pour démontrer qu'un en-
semble A est connexe, est de montrer qu'il est
«connexe par arcs », i.e. pour tout a,b € A, il
existe une application y (dite chemin) conti-
nue de [0,1] dans A tel quey(0) = a ety(1) = b.
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@Pour aller plus loin - R+

On verra dans le chapitre sur les séries (et
d’une certaine fagon sur I'intégrale), que I'en-
semble Ry = RU {+o0} est intéressant pour
construire certains objets : séries/intégrales.
En effet, pour cet ensemble, toute suite crois-
sante est nécessairement convergente. ...

On avu que dans R, les intervalles étaient connexes. La réciproque est vraie .

Proposition - Les connexes de R
Si X est un connexe de R, alors X est un intervalle.

Démonstration
Soit a,b € X. Soit t € [a, b].
Supposons, par I'absurde, que ¢ ¢ X.
Notons A= Xn]—oo, [ et B = XN]t,+ool.
Alors AUB=XnN(]-oo,t[U]t,+o0) = X \{t} = X cart ¢ X.
Aestnon vide car a € Aet B est non vide car b€ B.
Ac] - oo, t[donc Ac] oo, f] et Bc]t, +oof, donc ANB = .
Ac]-oo, t] et Bc]t, +oo donc B < [f,+ool, donc ANB = @.
On a donc trouver de quoi séparer X, ce qui est impossible car X est connexe.
Par conséquent ¢ € X, et donc X est un intervalle de R. O

3.3. Sur-ensemble : droite numérique achevée

<*Heuristique - Donner une borne supérieure a une partie non majorée
Cela correspond a donner une borne supérieure : +oco a une partie non majorée de R et une
borne inférieure : —oo a une partie non minorée de R.
Cela permet d’écrire certaines propriétés de maniere plus simple en différenciant moins
de cas.
Par exemple, le théoreme fondamental n'est plus : toute partie bornée de R admet une
borne supérieure, mais il devient toute partie de R admet une borne supérieure

Définition - Droite numérique achevée R
On définit: R =RU {-00, +00} ol —00, +00 ¢ R
et on prolonge la relation d’ordre < sur R en posant

Vx€eR, x < +ooet x = —oo.

M Attention - Mais il y a un coit...

1l est difficile d’étendre les opérations + et x a R sans aboutir a des
incohérences;
pour « 0 x +00, 0 x —oo et (+00) + (—00) ».

Ce que l'on gagne :

Proposition - Existence de la borne supérieure

Dans R, toute partie de R admet une borne supérieure et une borne infé-
rieure

Démonstration

Soit AcR,
— oubien A est majoré, et donc A admet une borne supérieure (dans R)
— oubien A n’est pas majoré et donc sup A = +oo.

a

4. Segments et compacités

4.1. Segments emboités
Segment
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On appelle segment de R, tout intervalle fermé et borné de R.

[Déﬁnition - Segment ]

@ Remarque - Listes

Les segments de R sont exactement les ensembles [a, b], [a, +ocol, ] —o0, b] et]—o0, +0c0|,
olta,beRavecas<b.

En revanche [a, b[ n’est pas fermé donc n’est pas un segment.

Et [a, b] U [c,d] avec b < ¢ n’est pas non plus un segment

Suite de segments emboités de limite nulle

En exploitant les suites adjacentes réelles :

Proposition - Théoréme des segments emboités de longueur tendant
vers 0
Soit (I) nen une suite de segments emboités (i.e. I,+1 < Ip,), de longueur
tendant vers 0 (i.e. si I, = [ay, by] alors by, — ay, e 0).

—+00
Alors leur intersection est un singleton :

IeR| ) In=10).

neN

Démonstration
Existence :
Puisque les segments ([ap, bp])n sont emboités : ap < ap+1 < bps1 < by.
Donc la suite (a;,) est croissante et la suite (b;,) est décroissante.
Et comme (b, — an) — 0, les suites (ay) et (by) sont adjacentes.
On note ¢, la limite commune de ces deux suites.
Onaalors YV n€N: ay < ¢ < by, donc ¢ € [ap, by), donc € € Npepy In.
Unicité :
Etsi x € Npen In, on a alors pour tout n €N, ay < x < by,
Ppuis en passant a la limite: / < x</etdoncx=/¢.
Finalement : Nyen In = {0} 0

4.2. Fonctions d’intervalles et principe de dichotomie

Fonctions d’intervalles

Définition - Fonctions d’intervalles. Sous-additivité

On appelle fonction d’intervalles de (a, b) une application F de I’ensemble
des sous-intervalles de (a, b) dans R.

On dit que F est sous-additive sur (a, b) si

Va<pf<yelabl, Fay <Fap)+FQBy)

7 Exemple - Lintégrale de f
Fy:(a, B — f f(t)dt est une fonction d’intervalles.

a
Elle est additive selon le théoréme de CHASLES : Fr(a, f) + Fy(B,y) = Fy(a,7).
En particulier pour f =1: F : (@, f) — f— a est une fonction d’intervalles

Définition - Fonction paramétrée par une famille de propositions
Soit (2[)ic(q,p), une famille de propositions sur les sous-intervalles de
[a, b].

Lapplication fz : (a,f) — [Pa,p] = {

tion d’intervalles.

1 siPyp vraie

. est une fonc-
0 si P, p) fausse

Histoire - (Frigyes (Frederic) Riesz

=

; .

Frigyes Riesz (1781-1848) est un mathémati-
cien hongrois a I'origine d’'une grande école de
; h

mathé

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023,

(analyse etarithmé-
20249 et plus) qui a subit une forme de "di-
spora" entre les deux guerres mondiales.

1l formalise avec Nagy, la notion de fonctions
d'intervalles dans I'ouvrage Legons d’analyse
fonctionnelle.
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@Pour aller plus loin - Récurrence

1l s’agit d’'une sorte de raisonnement en des-
cente infinie (donc non constructive...) basée
sur une partie (fermé et bornée) de R et non sur
N entier

/~Savoir faire - Sous-additivité pour un fonction d’intervalle définie par
une propriété
Dans ce cas, on doit vérifier :

Va,Byelabl, fo@y<fzpB)+fzB7)

Or f estavaleurs dans {0, 1}. Donc la sous-additivité est équivalente au
fait que

fo@,p) = fr(B,7)=0= fr(a,y) =0

Principe de Dichotomie

Le principe suivant nous sera utile plusieurs fois par la suite, toujours a pro-
pos de résultats tres fins sur R (Bolzano-Weierstrass, Cousin, valeurs intermé-
diaires...)

Proposition - Processus de dichotomie

Soit [, b] un segment (intervalle fermé et borné) de R.

Soit (2?1), une famille de propositions définie sur I'ensemble des sous-
segments de [a, b].

Supposons que fg la fonction d’intervalles paramétrée par (£7) est sous-
additive.

Si fw(a,b) = 1, il existe (ay), (b,) adjacentes dans [a, b] (ou une suite de
segments ([an, by]) nen emboités de longueur tendant vers 0) tel que pour
tout n €N, fo(an, by) =1.

e Remarque - Simplification des notations
Souvent & n'apparaitra pas dans la notation. Voyons en action ce principe,
méme si les objets suivants ne sont pas encore bien définis.
La structure d’application est proche de celle de la récurrence ou plutot de la
méthode de la descente infinie de FERMAT.

Application - Anticipation : TVI
Soit ¢ une application continue sur [a, b] tel que ¢(a) =0 et ¢(b) <0.

alors il existe x € [a, b] tel que ¢(x) = 0.

Onnote f(a, B) = [p(a) x p(B) <0] (i.e. p(a) et ¢(P) de signes opposés).
e Soienta < f<yela,b]

fl@,p)=fB,1)=0=>p@e(P)>0&p(Be) >0=>p@ePBpPle(y)>0= fla,y) =0

Donc f est sous-additive.
« Or f(a,b) =1, donc il existe (ap) et (by) adjacentes telles que V n €N, f(an,bp) =1
est fausse.
On note x =lim(ay) (= lim(by)). Pour tout n € N, ¢(an)@(bp) <0
Puis par continuité de ¢ : 0 < (p(x)2 =lime(ay)pbp) <0:
(p()c)2 =0.Donc ¢(x) =0.

Démonstration
Supposons que fg(a,b) =1.
Alors en prenant ¢ = %b, on a nécessairement fg(a,c¢) =1ou fop(c,b) =1.
sinon par hérédité, fs(a, b) = 0.
On reprend cette méme idée, pour créer par récurrence une suite (1) = ([an, by]) telle que
[ (an,by) = 1. Puis on continue la construction de la méme maniére (récurrence) :

Ip=1la,bl,

Y neN, by -a, =550
VneN Iy cly

Y neN, folan,bp) =1

3Un) telle que

En effet, si on note I, = [an, bnl, avec fg(an,bp) =1,

alors avec ¢, = “”;b” yonaalors fg(an,cp) =1 (Hy) ou fg(cn, by) =1 (Hz)(ou les deux).

On considere alors I;,41 = [an, cy) dans le cas (H}) et In41 = [cn, by] dans le cas (Ha).
La construction de la suite (1), par récurrence, est alors assurée. 0
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e Remarque - Longueur de [,

—a

n
Analysez bien les deux types d’applications du processus de dichotomie du
savoir-faire. Dans quel cas se trouve l'application qui conduit au TVI?

On peut méme affirmer, avec la méme démonstration, que by, — a, =

/Savoir faire - Comment exploiter le « processus de dichotomie ».
De maniere générale, on exploite le processus de dichotomie de deux
fagons :

— Pour mettre en avant un objet x qui vérifie une propriété particu-
liere. On le construit en tant que limite des suites adjacentes qui
émergent. On suit un mouvement descendant.

(C’est le cas de la démonstration du théoréme de BOLZANO-
WEIERSTRASSS).

— Pour montrer une propriété vraie sur un intervalle compact (glo-
bal). On le couple a un raisonnement par l'absurde. On suit un
mouvement ascendant.

(C’est le cas de la démonstration du lemme de COUSIN).

4.3. Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme - Théoréme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

On a le corollaire (équivalent) :

Corollaire - Suite de points d'un segment
Soit (u,) une suite de points du segment [a, b]. Alors il existe une suite
extraite convergente.

Démonstration
On considere une suite (x;) € [a, b].
1 si{neN|xye€[a,pl} estinfini

On note pour tout couple (a, f) € [a, b], f(a,p) = { 0 si (neN | xu € [a, B} est fini
S n € la, Bl} es

Pour tout a < f <y € [a,b],
{neN|xpela,yll={neN|x,€la,plluineN|x, €[y}

Donc f(a,y) < f(a,p)+ f(B,7)-
Par ailleurs f(a,b) = 1.
Ainsi, avec le processus de dichotomie :
il existe (ay) et (by) adjacentes telles que f(ay, by) = 1.
On note x =lim(ay)(=lim(bp)).
Comme, pour tout k €N, Ny ={n €N | xp € [ay, bg]} est infini.
On construit alors par récurrence (1) kepy par
no=minNg  ngsq =min{N,; N ([ng +1,+ooll< N, non vide)

Etalors (xp;) est une suite extraite de (xp) et xp, € [an;, bn] donclimxy, =x. O

On pourrait également exploiter le lemme des pics. Mais il est hors-
programme, il faut donc d’abord commencer par le (re)démontrer.

/Savoir faire - Suite-extraite dans Ny
Dans la démonstration, on a exploité une idée intéressante a savoir
reformaliser.
S'il existe une suite (Ny) de sous-ensembles de N, tel que pour tout k, Ny
est infinie.
Alors, il existe une suite (vg) strictement croissante telles que V k € N,
Vi € Ni.

@Paur aller plus loin - Propriété de compa-
cité

Un ensemble est compact, s'il est complet et

précompact, c’est-a-dire fini a e-pres.

Une autre définition possible pour la compa-

cité est celle de pouvoir vérifier le critére de

Bolzano-Weierstrass. ...

Tout segment de R est compact (donc fini a e-

prés - nous en reparlerons avec le lemme de

Cousin).

Nous prendrons une définition générale en fin

d’année lorsqu’on étudiera la topologie sur R?

voire R". Il faudra alors généraliser ce que I'on

voir ici.....

[ Histoire - Bernard Bolzano
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. Il suffit de prendre vi4; := min(Ng4; N [vg + 1, +o0[).

Théoréme - Théoréme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite complexe bornée on peut extraire une suite convergente.

Pour la démonstration, on exploite le critére précédent.
La subtilité : il y a deux suites extraites, a priori.

Démonstration
On considere une suite (zp) € ¢, bornée.
Notons (xy), respectivement (yp) la suite des parties réelles, resp. imaginaires de (z,,).
Pour tout n €N, [x,| < |25 et |yn| < |z,|. Donc ces deux suites sont bornées.
On exploite le TBW pour (x,). Il existe ¢ :N—N /" tel que x, () converge.
Puis la suite (yy(, est également bornée,
Hexiste g2 :N—N 7/ tel que yy, (¢, (n)) cOnverge.
AlOTS 2 0, (1) = Xipy (g (m)) + Vipy (o (m)) CONVeTgE. T

4.4. Lemme de Cousin

*Heuristique - Pourquoi le lemme de Cousin?
Le lemme de Cousin est une formulation particulierement efficace des propriétés de com-
pacité de R.
Bien qu'il ne soit pas au programme officiel de la MPSI (ni de la MP), il figure dans ce cours
car
— lestvrai
— Ilest commode. Nous I'exploiterons a quelques reprises dans le prochain chapitre
de cours
— 1l est nécessaire a la construction d'une intégrale robuste sur R : I'intégrale de
Kurzweil-Henstock que nous construirons au deuxiéme semestre.
Cela commence par deux définitions.

Définition - Subdivision pointée
Soit I = [a, b], un segment de R.
On appelle subdivision pointée de I la donnée
— d’une subdivision (finie!) o = (xg, x1,...x5) de [a, b],
VieNp2, a=Xg<Xj<Xj1SXp=b
— un pointage de cette subdivision #, t,... t, € I tels que
VieNy, t;€[xj-1,x].
On la notera o, = {([xo, X11, ), ([X1, X2], £2),.... ([Xn-1, Xul, tx)}, ON appelera
les (#;) les points de marquage de 7.

Histoire - Pierre Cousin

Pierre Cousin (1867-1933) est un mathémati-
cien frangais.

Peu (re)connu, cet éléve d’Henri Poincaré
a pourtant eu des intuitions prémonitoires
concernant le théorémes de Borel et Lebesgue.
Sa vie reste un mystére (pas de iconographie
reconnue, par exemple)

Définition - Subdivision pointée adaptée a un jauge
Un pas ou une jauge est une application § : [a, b] — R}.
Une subdvision o, = {([x0, X1], 01), (X1, X21, &), . .. ([Xpn-1, Xn], £n)}

est dite adaptée au pas § ou §-fine, si

¢ o(
VkeNp,  [xk-1,%] < l‘k*%,l‘lﬁ%

On remarquera que 0 < xj — Xx_1 < 6 ()

[ Attention - Strictement positif
1l est important que §(-) > 0, comme on va le voir dans la démonstration
du lemme de Cousin.
Par contre, il n’est pas nécessaire que § soit continue
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e Remarque - Compacité
On voit bien sur ces définitions 'importance de voir I, comme une réunion finie de
sous-ensemble défini a un pas (variable) prés

Théoréme - Lemme de COUSIN
Pour tout §, jauge sur [a, b], il existe une subdivision pointée
ap ={([x0, x1], 01), ([x1, X2], £2), ... ([Xp-1, Xn], £n)}, adaptée a & (0-fine)

e Remarque - Une question de recouvrement
Etant donné &, l'existence d’'une subdivision pointée 5-fine signifie que [a, b] est
recouvert par deux réunions finies :

— la,bl = | [xj-1,x;], réunion disjointe (aux extrémités pres)

ieNy,
a(t;) () L . L . .
— [a,blc |J |ti- —=,t;+ — |, réunion débordante mais bien résumée par
ieNp 2
& en un nombre fini de points.

Exercice
Formaliser le lemme de COUSIN

Correction

. . 5(t7)
V¥ 8:1a b ~R},3neN,Ix0(=) S0 <0, € < n SX(= D)1V I €N Ixip, 11 € 1= =5
Démonstration
Soit § > 0 une jauge sur [a, b].
Notons pour tout [a, 8] < [a, b, f(a, B) : «il n'existe pas de subdivisions pointées &)(4 ) fine de
[a, B ».

1. Montrons d’abord qu’on peut appliquer le processus de dichotomie.
Si f(a, ) =0 et f(f,y) =0 alors la simple concaténation des subdivision pointée 8)4,g) €t d|(g,y]
fines donne une subdivision 64, g fine. Donc f(a,y) =0.
2. Raisonnons alors par I'absurde. Supposons donc que f(a,b) =1
Donc il existe (ay), (bp) adjacentes telles que V n €N, f(an, bn)
Notons x =lim(ap) (=1im(by)), et rappelons que §(x) > 0.

il existe m tel que si x— am < 252 et by, —x < 252,

Iy admet alors une subdivision finie : ([@m, bm], x), donc f(am,bm) = 0.
Cela nous donne une contradiction : f(a,b) =0. O

/Savoir faire - Exploiter le lemme de Cousin

1l'y a deux fagons d’exploiter le lemme de Cousin.

« On peut exploiter le lemme de Cousin par I'absurde.

On doit vérifier une certaine propriété 2.

On démontre alors que sa contradiction conduit a I'existence d'une jauge
6 sur un segment fermé qui n'admet pas de subdivision §-fine, ou une
contradiction sur la finitude de la subdivision.

Trouver 6 n'est pas toujours évident. (On a une application de cette mé-
thode plus bas).

« Une jauge § est naturellement donnée (exemple, la jauge de conti-
nuité).

Alors I'utilisation du lemme de Cousin conduit a couper l'intervalle en
un nombre fini d’intervalles dont on maitrise le « centre » (¢;).

1l reste ensuite a considérer un max et non un sup. (On applique cette
méthode pour démontrer le théoréme de Heine).

7 Exemple - Nouvelle démonstration du théoréme de Bolzano-Weierstrass

On considere une suite (u,) bornée, par exemple a valeurs dans [a, b].
Siona:
(1) . . B
3te€la,bl, Ye(= T) >0,]t—¢, t + ¢ contient une infinité de termes de (1)
Alors (up) admettrait une sous-suite convergente vers t.
Donc si on suppose que (1) n'admet pas de suite extraite convergente, alors

V te€[a,bl,3e(t) >0]]t—e(1), t+¢e(1)[ ne contienne qu'un nombre fini de termes de (i)

8B Représentation - Lemme de COUSIN

50 2

2_|se) \/

@Pﬂur aller plus loin - Théoréme de HEINE
Une application classique du lemme de COuU-
SIN est la démonstration du théoréme de
HEINE.

Nous verrons également le théoréme de
HEINE-BOREL (ou Borel-Lebesgue) en exer-
cice.

C’est dans ce méme esprit que ce lemme
est exploité pour construire I'intégrale de
KURZWEIL-HENSTOCK. ..
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Prenons & : [a, bl — R}, t — €(1).
donc comme [ — %, t+ % clt—e(t),t+e(t)[,ona:

8 8
Vielab), [t-—,
2 2

t+ —] ne contienne qu'un nombre fini de termes de (1)
A partir de la jauge 6 ainsi définie par (x), il existe une subdivision pointée §-fine.
Comme cette subdivision est finie et que chacun de ces intervalles ne posséde qu'un
nombre fini de termes, alors () posséde un nombre fini de termes.

Cela est évidemment faux.

Donc (1) admet une suite extraite convergente.

5. Curiosité topologique : complétude
5.1. Suites de Cauchy

~*Heuristique - Mise en place du concept
La difficulté avec les suites, c’est que pour démontrer leur convergence, on doit connaitre
la limite (la définition nécessite le calcul |uy, — £]).
Que peut-on dire si la suite ne « bouge » plus, visiblement aprés un certain nombre de
calculs? CAUCHY propose de s'intéresser a ces suites la en particulier (on les appelle suite
de CAUCHY). Sont-elles nécessairement convergentes? famille de suites
Autre définition avec uy aulieu de uq, plus naturelle. Puis équivalence des deux défintions.
Interprétation avec e = 10K

@Pour aller plus loin - Notion hors-
programme

... mais elle est vraie et elle est essentielle en

mathématiques.

On dit qu’un ensemble (espace) E qui vérifie le

principe suivant :

toute suite de E est convergente ssi elle est de

Cauchy est un espace complet.

On va voir que R est complet

@Pour aller plus loin - Construction de R

La stratégie de Cauchy pour construire R, for-
malisée par CANTOR, consiste a dire que R est
I'ensemble obtenu a partir de Q et des limites
des suites rationnelles vérifiant le critéere de
CAUCHY.

Nous avons choisi une technique plus proche
de la méthode historique de BOLZANO.

Une troisiéme stratégie consiste a définir puis
exploiter les coupures de DEDEKIND.

Une quatriéme stratégie est d'étudier les déve-
loppements décimaux...

Définition - Suites de CAUCHY
On dit que la suite (u,) vérifie le critere de CAUCHY si elle verifie I'un des
deux critéres suivants équivalents :

Ve>0,IngeN|VY p=ng,lup—unl<e

Ve>0,INeN|V p,g=N,|up—ugl<e

Montrons que les deux criteres sont équivalents.

Démonstration
Si (up) vérifie le second critere, il vérifie le premier (il suffit de prendre g = N).
Réciproquement, supposons que (i) vérifie le premier critére.
Soite>0,3ng NIV p = ng,lup —tnyl < 5.
Donc pour tout p, 4 = no, lup — ugl < lup — unyl +uny — ugl<e.
Ainsi (up) vérifie le premier critere. O

4 Application - Suite, écrite décimalement

Supposons que € = 107¥. Alors une suite de Cauchy vérifie a partir d'un certain rang
no, [up = upyl < 107 % ie up garde toujours les mémes k premieres décimales a partir
durang ng.

Elle semble donc invariante a partir d’'un certain rang si nous ne pouvons en avoir
qu’'une connaissance a k décimales pres.

5.2. Restcomplet

Lidée de CAUCHY est de trouver un critére de suite convergente sans avoir a
connaitre la limite.

Proposition - Condition nécessaire
Si (1) € RN est convergente, alors elle vérifie le critere de Cauchy
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Démonstration
Soit € > 0. Alors il existe ng tel que V p = no, lup — €| < %
Et donc pour p, q = ng,

c e
|u,,7u,,\s\u,,fl\+|€—u,,\<E+E:e

Proposition - Condition suffisante
Si (uy) € RN vérifie le critere de Cauchy, alors elle est convergente.

La démonstration de la proposition est faite dans 'exercice suivant
Exercice

1. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
2. Montrer que toute suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente, converge
vers cette méme limite.

3. Conclure, en exploitant le théoréme de Bolzano-Weiertrass.

Correction

1. Soite>0.
Alors il existe nig € N tel que V p,q = no, lup — ugl <e.
Donc ¥ p = ng, lup — tng| <€, donc |up| <€+ |ungyl. Ainsi toute suite de Cauchy est bornée
a partir d'un certain rang, donc bornée.

2. Supposons que (iy(p)) converge vers £.
Soit € > 0.
Il existe ng eNtel que ¥ p,q > no, |up — gl < §
etIm(= (k) = np tel que |um — 1< 5.
Alors V p = no, lup = €| < |up = um|+|um — €| <e. Donc (uy) converge vers £.

3. (up) estbornée, donc d’aprés BW admet une sous-suite convergente vers £.
Et donc (uy) converge vers ¢ d'aprés la seconde question.

6. Bilan

Synthése

~~ Nous abordons beaucoup de définition importante ici pour com-
prendre les passages a la limite dans R : voisinage, puis intérieur ou
adhérence.

~+ On retrouve ensuite la notion de connexe : ensemble en un seul te-
nant. Dans R, il s’agit des intervalles. Cela nous donnera une bonne
base pour le TVI.

~» On parle ensuite des compacts : ensemble que 'on peut découper en
un nombre fini de morceaux suffisamment grand (et choisi a priori).
Dans R, il s’agit des fermés bornés, donc en particulier des segments
(=intervalle, fermé et borné).

~+ Par curiosité, nous parlons ici de la notion de complétude qui permet
d’assurer I'existence d’'une limite d'une suite (ou de tout autre) car un
critére qui ne nécessite pas de connaitre a priori cette valeur de limite.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Montrer qu'une partie de R est conenxe

Savoir-faire - Sous-additivité pour une fonction d’intervalle définie par
une propriété

— Savoir-faire - Comment exploiter le « processus de dichotomie »

— Savoir-faire - Suite extraire dans Nj

— Savoir-faire - Exploiter le lemme de Cousin

@Pﬂur aller plus loin - Ensemble complet

Un ensemble dont les suites de Cauchy sont
nécessairement convergentes s'appelle un es-
pace complet.
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Notations

Notations Définiti Propriétés I
R Droite réelle achevée R=RU{-o00,+c0} C

Va Ensemble des voisinage de a € R Sia=+oc0. VeV,
sid AeRtel que [A, +oo[c V
SiaeR. Ve,

side>0tel que [a—c,a+elcV

A Intérieur de I'ensemble A facl|3e>0]|[a—€,a+elc A} Chapltre
A Adhérence de I'ensemble A {acl|Ve>0|la—€,a+eNAp N

(
ap = Subdivision  pointée du segment VieNp, xj_j<t;<x; 3

([xi-1, X1, 1) e,y I =[x0,Xn] ¢ Continuité

Retour sur les problémes

83. Voir cours

84. Voir définition de voisinage. I Résumé -
85. Voir définition de connexité. Nous formalisons ici la notion de continuité. Suivant Bolzano puis Weierstrass qui
86. Voir cours au XIX siecle ont défini proprement la continuité, il est né ire de suivre l'ordre

suivant : 1. notion de limite de fonction; 2. notion de continuité en un point; 3.
notion de continuité sur un intervalle.
Nous verrons qu'en considérant f continue global sur son ble de dé-
finition (intervalle voire segment), nous obtenons des résultats importants d'exis-
tence (théorémes des valeurs intermédiaires, de Weierstrass, de Heine).
Le chapitre se termine par l'extension aux fonctions a valeurs complexes.
Des liens youtube :
— Jaicompris Maths - fonctions continues : comprendre la définition - le cours
et les propriétés. https :/lwww.youtube.com/watch 2v=uuwlDYw49h4
— Maths Adulte - Théoreme des valeurs intermédiaires et applications.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=xgENfRQUPrA
— Bibmaths.net - Théoréme de Bolzano-Weierstrass.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=5WqLT _J8T4s
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Continuité

1. Problemes

? Probléme 88 - Limite. Propriété algébrique.
Un célebre ouvrage de mathématique (L'analyse au fil de I'histoire) com-
mence par la citation : « Qu’est-ce qu’une dérivée ? une limite. Qu’est-ce
qu’une intégrale ? Une limite. Qu’est-ce qu'une limite? Un nombre »
Lanotion de limite (on pourrait ajouter de borne supérieure) est au coeur
de I'analyse mathématique réelle ou complexe.
Que peut-on faire avec les limites? En particulier quelles sont les pro-
priétés algébriques du passage a la limite (passage a la limite d’'une com-
binaison linéaire, par exemple) ?
De cette réponse découlera beaucoup de propriétés d’analyse.

2 Probléeme 89 - Qu’est-ce qu’une fonction continue ?
Le théoreme des valeurs intermédiaires dont on parle au probléme pré-
cédent, s’appuie sur 'hypotheése essentielle de continuité.
Mais qu’est-ce qu'une fonction continue? Si I'on visualise bien la ré-
ponse : une fonction que l'on trace «sans lever le crayon », cette ré-
ponse ne semble pas passer les canons des définitions mathématiques
en MPSI. On aimerait également une réponse que ne soit pas vraiment
associé a une représentation graphique.
Comment formaliser la définition de la continuité d'une fonction?

? Probléme 90 - Fonction nulle part continue.
| Existe-t-il des fonctions définies en tout point, mais continue nulle part?

? Probléme 91 - Image d’un intervalle par une fonction conti-
nue ?
Soit / un intervalle de R et f continue sur /.
Que peut-on dire de f(I)? En particulier, est-il borné?
Si f(I) est bornée, alors sup(f (1)) existe. A-t-on nécessairement : 3 xo € I
tel que f(xp) =sup f(1)?
Faut-il ajouter des conditions nécessaires, suffisantes supplémentaires?

? Probléme 92 - Continuité prolongée
| Qu’est-ce que la continuité pour des fonctions de R dans C?

2. Limites (de fonctions)

Par la suite / est toujours un intervalle.

2.1. Définitions

Limite
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Définition - Limite

Soient f une fonction définie sur I < R, a valeurs dans R
et a un élément d’accumulation ou adhérent de I.

On dit que f tend vers ¢ € R quand x tend vers a si :

YWeV, VeVl fUNV)c W
ou de maniére équivalente :
YWeTy, [l W)= (feWleT,

On note f(x) fra Bo

Lavantage : on a créé une définition unifiée. Mais on peut la voir en 9 parties.
e Remarque - Rappel sur les images réciproques

On note en réalité f'l (W) I'ensemble {x € I'| f(x) € W}.

On peut aussi trouver la notation vue pour les variables aléatoires : [f € W] ou
[f=al=xeE| fx)=a} = f(a).

On a alors presque trivialement : f(f’l(B)] =f(feB)cBetBc|[fe fB]=
;U

0 Analyse - Pourquoi ces deux définitions sont équivalentes?
Rappclons:f‘l(W) =[feWl={xell|f(x)e W}

On ales équivalences (cas a € R) :

W e, <=3e>0lla-ea+elc f71 W)
—=3de>0|f(la-e,a+eln)cW
De méme pour les cas a = +oo et a = —oo...
Exemple - x — xInx
On étudie la limite en 0.
Quelques informations : f : R} — R,x — xInx est décroissante sur ]0, %] puis crois-
sante sur []E,Jroo[A
On donne aussiIn10 = 2,30.
Soit W un voisinage de 0, on peut imaginer que W contient [-107%,107).
Onnote f(107") = -mIn10x 10~ = —2,3m10~".
Donc f(10~k+logiBR)) —2,3(k+logm(3k])% =231+ Llogyo(kn10 ke w.
Et par décroissance de f : f(R% n [10~k+10810BK) 19 (k+logioBR))y <10, 107K) < W,
Donc pour tout voisinage W de 0, il existe un voisinage V de 0 tel que f(R} nV)c W.
f tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

M Attention - Limportance de l'intervalle de définition
1 six>0
0 six<0
En revanche, fi : R- — R, x — 0 est continue en 0. Puisqu’ici, par défini-
tion de 7, la limite de f en 0, impose de regarder x — 0~

Ainsi si une fonction f n'est pas définie sur un intervalle (mais une
réunion, par exemple), il faudrait préciser la continuité selon quel inter-
valle. On pourrait écrire ici que f est continue en 0, selon (I'intervalle)
R_.

Notons que f:R— R, x — { n’est pas continue en 0.

Attention a 'ordre des quantificateurs

@ Remarque - Ordre et quantificateurs
On souligne I'ordre des objets et les quantificateurs associés :

1. V associé au voisinage image

2. 3 associé au voisinage des antécédents (et qui dépend donc du voisinage
image fixé en 1.).

@Pout aller plus loin - Point d’adhérent ou
d’accumulation

Un point isolé, donc adhérent, ne serait pas un

bon candidat pour regarder la limite (on aurait

) = {a) ¢ Vo

Mais comme ici, on se situe dans un intervalle,

il n'y a pas de point isolé et on ne peut pas dif-

férencier les points adhérents de points d’ac-

cumulation.
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e Remarque - Selon la nature de a et de ¢
Cette définition recouvre en fait plusieurs définitions suivant que a ou ¢ sont réels ou
infinis.
cacR(eR: f(x) — i
x—a
Ve>0,In>0,Vxel,|x—alsn=|f(x)-{|<e
e a€R,{=+o0: f(x) — +oosi
x—a
VA>0,In>0,Vxel,|x-alsn=f(x)= A
ea€R,{=-o0: f(x) — —ocosi
x—a
VA<0,In>0,Vxel,|x—alsn=f(x)<A
sa=+00,l€R f(x) — {si
X—+00
Ve>0,3B>0,Vxel,x=B=|f(x)-{|<¢
e a=+oo,{ =+oo f(x) — +oosi
X—+00
VA>0,3B>0,Vxel,Lx=2B=f(x)= A
e a=+00,{ =~co f(x) — +oosi
X—+00
VA<0,3B>0,Vxel,x=2B=f(x)= A

On peut le résumer en un tableau (a compléter)

l=-oc0 (eR {=+00
VA<O...... fX)<A | Ve>0...... |f(x)=ll<e | VA>O0...... fl)>A

a=—oo

...AB<0tqx<B=...

a=—oo

..An>0tqlx—al<n=>...

a=+oo

...3B>0tqx>B=>...

[ Remarque - Inégalités larges ou strictes
Selon une remarque précédente, les inégalités larges dans les définitions peuvent
étre remplacées par des inégalités strictes et les voisinages fermés par des voisinages
ouverts.

Unicité

La seconde partie de la définition est plus efficace, mais elle cache le role joué
par 'ensemble I de définition de f. Pour la démonstration du théoreme qui
suit, on exploitera plutot la premiere définition.

Théoréme - Unicité

Si f admet une limite en a € R, celle-ci est unique.

Lorsque f(x) = ? ((a,0) € ﬁz), cette proposition permet donc de parler
de «la» limite de f en a et de noter ¢ = ,lcif}lf(x)‘
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Cette limite peut étre a valeurs dans R.

Démonstration
Soit £1 et £ deux limites de f en a.
Si £ # €5, alors il existe W; € V;l etWy e sz telsque Win W, = @.
(Sinon, tout voisinage de ¢; est un voisinage de ¢ et donc ¢1 = ¢, - c'est la séparabilité de
R).
Par définition de la limite :
1l existe alors Vj et V> voisinages de a telles que f(InVy) c Wy et f(INV2) € Wa.
Puis, V = V1 n V> est un voisinage de a (non vide) et f(InV)c fInV))c Wyet fUNV)c
FUNV2) € Wa.
Donc f(InV)c Wi nWa, =@ ce qui estimpossible car I NV # @ (sinon a non adhérent a I).
(OnaxelInVetdonc f(x)e fINV)) O

Proposition - Limite finie donc bornée

Toute fonction admettant une limite finie en a € R est bornée sur un
voisinage de a.

Démonstration

Soit £ =limg(f). I existe V voisinage de a tel que f(INV) c]¢—1,£ +1].
Donc sur un voisinage de a, f est bornée.

[m]

Limite a droite, limite a gauche

Définition - Limite a gauche, a droite
Soit f: 1 —R.
— On suppose que a € R n’est pas la borne inférieure de I. On dit que
f admet ¢ € R pour limite a gauche si la fonction fj7nj—-co,q; admet £
pour limite en a, c’est-a-dire :
(cas ¢ =—00) :VA<0,In>0|Vxel,a-nsx<a= f(x)<A
(caseR):Ve>0,In>0|Vxel,a-nsx<a=|f(x)-{|<e.
(cas ¢ =+00):VA>0,In>0|Vxel,a-nsx<a= f(x)>A
Onnote f(x) — flouf(x) — ¢.
X—a,x<a X—a
— On suppose que a € R n’est pas la borne supérieure de I. On dit que
f admet ¢ € R pour limite a droite si la fonction fjjnj4,+cof admet £
pour limite en a, c’est-a-dire
(cas ¢ =-00):VA<0,In>0|Vxel,asx<a+n=f(x) <A
(cas ¢ €R):Ve>0,In>0|Vxel,a<x<a+n=|f(x)-{|<e
(cas ¢ =+400) :VA>0,In>0|Vxel,asx<a+n= f(x)> A
Onnote f(x) — fouf(x) — ¢.
x—a,x>a x—a*

Proposition - Limite et limite a gauche et droite

Soit f:I—Retacl.

Si an’est pas une extrémité de I, f admet ¢ pour limite en a si et seulement
si f admet £ pour limite a gauche et a droite en a etsi f(a) = ¢.

Si a est une extrémité de I, on a le méme résultat en supprimant limite a
gauche si a est]'extrémité gauche ou limite a droite si a est]’extrémité droite.

Caractérisation a I'aide de suites

Théoréme - Caractérisation séquentielle

Soit f € Z(I,R) et a € R un point ou une extrémité de 1. Soit £ € R.
Onalim,_, f(x) = ¢ sietseulement si pour toute suite réelle (1) de points
de I ayant pour limite &, la suite (f(u,,)) a pour limite ¢.
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@ Remarque - Convergence de suites et voisinage
On a (uy) converge vers £
ssiVe>0,3NeNtelqueV n>N, |up—¢|<e.
ssiV WeTp,ilexiste VeV telqueV nENNV, uyp e W.

Démonstration
Supposons que limy—.4 f(x) = £.
Soit (up) suite qui tend vers a.
Soite >0 et W =]¢ —¢,£ + €[ un voisinage de ¢.
1l existe V voisinage de a tel que f(InV)c W.
Or (up) tend vers a. Donc il existe NeNtel que V n= N, up € V.
Alors f(up) € W etdonc | f(uy) - ¢| <e. Par conséquent f(uy) — ¢.
Pour la réciproque, nous allons faire un raisonnement par contraposée.
Supposons que limy—.4 f(x) #£.
3e>0,Vn>0,3xetelque|x—al<net|f(x)-¢|>e.
On va alors créer une suite (#,) qui converge vers a et (f(u,)) ne converge pas vers .
Onadonc (avecn = %), I'existence de xp, tel que |x;, —al < % et|f(xp)—{l>e.
Alors, pour cette suite (xp), on a par domination : (x;) — a mais aussi (f(xy)) ne converge
pasvers £. O

Exercice

1 o
Prouver que la fonction définie sur ]0, +ool par x — sin — n'a pas de limite en 0.
De méme on prouverait que les fonctions sin ou cos n'ont pas de limite en +co.

Correction

i =L -
Les suites up = 7 et vy = WH%

convergent vers 0.
Et sin(uy) = sin(nm) = 0 et sin(vy,) = sin(nr + %") =1.

Par contraposée de la caractérisation séquentielle : x — sin — ne peut avoir de limite en 0.
x

2.2. Ordre et limites

Théoréme - Passage a la limite dans les inégalités

Soient f, g deux fonctions définies sur  intervalle de R et a € I.

On suppose que sur un voisinage V de a on a f(x) < g(x) et que lin}lf(x) =
x—

2, ilrnug(x) =¢ . Alors¢</'.

Démonstration

Soite>0. [ —¢,0 +el €T} et [0 —¢,0' +¢€] € Vi Nl existe Vi, V2 voisinage de a tel que f(Vin1) <
[0—el+eletgVanD [l —¢ ' +el.

Notons V = V; n Va2 N1, c'est un voisinage de a, non vide.

Soit xe V, alors f(x) < [£—¢€, 0 +e] et g(x) < [/ —¢, 0" +é].

Doncl-€< f(x)<gx) <l +e.

On adonc pour tout e >0, £ —¢ < ¢’ +¢, soit £ — ¢’ < 2.

Nécessairement : £ - ¢' <=inf(R}) =0 etdonc £ < ¢' O

Exercice
Refaire la démonstration en exploitant le théoréme sur les suites.

Correction
On applique le théoréme sur les suites.

Soit (u,) convergeant vers a, alors f(u,) converge vers £ et g(uy,) converge vers £'.
Etilexiste N>0telque V n> N, (up) € V.

Donc pour tout > N, f(up) < g(up) et en passant a la limite : €< ¢'.

Théoréme - Théoréme de limite par encadrement, dit « des gendar-
mes’»

Soient f, g, h trois fonctions définies sur un voisinage V de a(e DetleR.
On suppose que )l(ilr(lzf(x) E llg}z h(x)=¢etque VxeV, f(x) < g(x) < h(x).

Alors le fonction g admet une limite en a et Jlcin'}lg(x) =/.
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Démonstration
On pourrait exploiter le méme théoremes sur les suites.
Soit W un voisinage de ¢.
Doncil existe € > 0,1¢ —¢,f +e[< W.
Il existe V et V>, voisinages de a tel que f(INnV)) e Wet h(InVa) e W.
Pour tout x € U = V n Vj N V3, voisinage de a,
l—e< f(x) < gx) < h(x) < +e, ainsi g(x) e W.
Donc pour tout W € 7, il existe U € ¥, tel que g(InU)c W. O

On a un résultat analogue au théoréme précédent pour les limites infinies.

Théoreme - Divergence vers +oo par minoration (resp. —oo par majo-
ration)

Soient f et g deux fonctions définie sur un voisinage V de a € T telles que
VxeV, f(x) < g(x). Alors

f(x)):lﬂ)oﬁg(x)):'uﬂ)o

g(x) frnd —oco = f(x) = —00

Démonstration
C'est pratiquement la méme démonstration.
Soit W un voisinage de +oo.
Donc il existe A> 0, ] A, +oolc W.
1l existe V1, voisinage de a tel que f(INnV]) e W.
Pour tout x € U = V n V4, voisinage de a,
A< f(x) <g(x), ainsi g(x) e W.
Donc pour tout W € ¥, il existe U € ¥, tel que gInU) c W.(...) O

2.3. Opérations sur les limites

Lemme -
Si f(x) frn 0 et g bornée, au voisinage de a € 1,
alors (f x g)(x) X—;O

Démonstration

Soit V un voisinage de 0. Il existe € > 0 tel que ] —¢,e[c V.
g est bornée au voisinage de a. Il existe M >0 et W € ¥ tel que |g(W)| < M.
f(x) =, 0- Donc il existe W' € 7/, tel que | f(W)| <] - 7, 17 (-

Alors |[f x gl(WnW) el -gelc V. O

Théoréme - Opération sur les limites

On suppose que f et g ont des limites respectives £ e Ret /' e Ren a€ I.
Alors :
— |fl aune limite en a qui est |¢|;
— lorsque A¢ n’est pas une forme indéterminée, A f a une limite qui est
Al;
— lorsque ¢ + ¢’ n'est pas une forme indéterminée, f + g a une limite
quiest+/';

— lorsque ¢¢' n'est pas une forme indéterminée, fg a une limite qui
est 00';

— si ¢/ #0, il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas et la

restriction de — a ce voisinage a une limite en a qui est 7
g
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Démonstration
Unaun
— Si¢>0, cela est immédiat. Supposons ¢ < 0, donc |£] = —¢.
Soit W un voisinage de || = —¢ (supposons le fini),
alors —W = {-x, x € W} est un voisinage de ¢
En effet, il existe @ >0 tel que | - ¢ —a, —¢ + a[c W etdonc |¢ - a, ¢ + a[c -W.
Par ailleurs, il existe V, voisinage de a tel que f(Vn1I) c =W, puis [f(VNn )| =
—-fVnhcw.
— Soit AeR.
Soit W un voisinage de A¢| (supposons A # 0, sinon, Af = 0),
alors W = (%x,xe W} est un voisinage de ¢
En effet, il existe @ > 0 tel que ]-A¢—Aa, —A¢+Aalc W etdonc](—a, (+alc W.
Par ailleurs, il existe V, voisinage de a tel que f(V N 1) W, puis Af(VnI)=cW.
— Soit W un voisinage de £+ ¢'.
1l existe @ > 0 tel que J0 + ¢/ —a, 0+ 0+ a[c W Notons Wy =1£- 5,0+ §1,
voisinage de £ et Wy =]¢' - §,¢' + § [ voisinage de £/,
ona{y;+y2|y1 €Wy, y2 € Wolc W.
il existe V (quitte a prendre une intersection) voisinage de a tel que f(INnV)c W)
et fINV)c Wa.
Donc (fi+f2)INV)c{y1+y2 | y1 €Wy, y2 € Walc W
— Siel'er
(fg= L0100 =((f = Og +L(g—£N) =0
par produit de limite nulle et d'une fonction bornée.
Ainsi f(x)g(x) xj;‘l(",
Sif=+ooetl <0.
Soit AeR-
I W €74 tel que g(Wy) < % <0.
3 Wy € ¥ tel que f(Wa) > 24 > 0.
Donc (fg)(Wi nWa) < 24 x §
Ainsi f(x)g(x) o= o,

1_1_ 0l

— 0 : produit d’une limite nulle et d'une fonction bornée (car ¢'g tend

7Ty
vers £/2.

a

Exercice

Montrer que si g — 0, alors Iél — +oo0.

Si on maitrise le signe de é (constant au voisinage de a), on peut trouver lim é.

Correction
Soit A> 0. Alors, I%r %l est un voisinage de 0.
Donc il existe V, voisinage de a tel que Y x € V, g(x) e]%,%[, donc [g(x)| € [0,%] et donc

1
|—1= A
g(x)

Théoreme - Composition des limites
Soiegt I et J deux intervalles de R, f € #(I,R), g € F(J,R), f(I) c J. Soit
a € I (élément ou extrémité de I). On suppose que f(x) e b et que
g(y) — ¢. Alors

y—b

gOf(x)):;l.

Démonstration

Soit W un voisinage de ¢.

1l existe V voisinage de b tel que gJN V) c W.

1l existe U voisinage de a tel que f(InU)c V.
Donc (go f)(INU) < W (on noteraque f(I) < J). O

On voit ici I'idée principale de la définition des limites de fonctions : penser
en application réciproque (de I'arrivée vers le départ)
2.4. Cas des fonctions monotones

Dans le cas des fonctions monotones, on obtient un résultat sur I’existence
des limites similaires a celui obtenu pour les suites monotones.
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Théoréme - Théoréme de la limite monotone
. =2 .
Soient (a,b) eR" et f :]a, b[— R une fonction monotone.
— si f est croissante majorée, alors f admet une limite finie en b égale
asup{f(x),x€la,bl};
— si f est croissante non majorée, alors f(x) 7 +00;
=
— si f est croissante minorée, alors f admet une limite finie en a égale
ainf{f(x),x €la, bl};
— si f est croissante non minorée, alors f(x) 7%
de méme:
— si f est décroissante minorée, alors f admet une limite finie en b
égale ainf{f (x), x €]a, b[};
— si f est décroissante non minorée, alors f(x) _;7 —00;
—
— si f est décroissante majorée, alors f admet une limite finie en a
égale a sup{f(x), x€la,b[};
— si f est décroissante non majorée, alors f(x) = +00.

Démonstration
Comme pour les suites, I'ensemble {f(x), x €]a, b[} est majoré dans R.

1l admet une borne supérieure B = sup{f(x), x €]a, b[}.

Etdonc ¥ e > 0, il existe xg €]a, b tel que B —¢ < f(xg).

Et par croissance de f, ¥ x €]xg, b[, B—€ < f(xp) < f(x).

Donc f(x) €]B—¢,Bl.

Ainsi pour tout voisinage W de B, il existe un voisinage V de b tel que f(VNnI)c W.
Si f est croissante non majorée : V¥ A >0, il existe xg tel que f(xp) > A et par croissance :
Y x> xp, f(x)> A

Ainsi pour tout voisinage W de +oo, il existe un voisinage V de b tel que f(VnI)c W.
() o

Théoréme - Limite monotone en touts points
Soit f : I — R monotone. Alors f admet des limites finies a droite et
a gauche en tout point de I qui n'est pas une extrémité de I. Si f est
croissante on a

lim f(x) < f(a) < lim f(x).

xX—a x—a*

Démonstration

Si f est monotone sur I. Soit xg € 1, qui n'est pas une extrémité. Alors fH[”xO H+b, est bornée
Tz

Z

(fermée).

Ve (5 by e @hn) o £ < (25,
On applique ensuite le théoréme précédent. On a une limite a gauche et a droite (comme resp.
en b et a du théoréme de la limite monotone)
En ce qui concerne les inégalités, on applique le théoréme « Passage 2 la limite dans les inégali-
tés».

En effet, pour x < a, f(x) < g(x) = f(a). (o g est ainsi définie)... O

Exercice

fx

Soit f:]0,+oo[— R croissante. On suppose de plus que x — —— est décroissante sur
X

10, +ool.

Montrer que f admet une limite en tout point.

Correction
f admet une limite a droite et & gauche en tout point a de R}, avec lim_ f(x) < f(a) < lim_f(x)..
x—a x—a
X)
Par ailleurs, x — % est décroissante.

Six<a, @ > @.doncﬂx]? Zf(@ (x>0).
En passant 2 la limite pour x — a™ : xlinﬂL fx)=1f(a).
Etdeméme lim f(x)<1f(a).
x—a
On a donc I'égalité : rlin} f(x)=fla)= lim f(x) et f admet une limite en a.
= x—a

Ceci est vrai pour tout a € R .

|2 Histoire - Continuité au XIX

Cauchy introduit en 1821 le concept de fonc-
tion continue, en exigeant que des variations
indéfiniment petites de x produisent des varia-
tions indéfiniment petites de y.

Bolzano (1817) et Weierstrass (1874) furent
plus précis : la différence f(x) — f (xo) peut étre
arbitrairement petite, a condition qur la diffé-
rence x — xq soit suffisamment petite
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8@ Représentation - Fonction sans limite

La fonction x — sin% n’admet pas de limite en
0

Sauriez-vous le prouver?

2.5. Continuité en un point

Continuité (en un point)

Définition - Continuité en un point x,

Soit f € Z(I,R).

Soit xg € 1. On dit que f est continue en xp si f(x) P f(xo) ce qui peut
— X0

aussi s'écrire :

Ve>0,36>0|Vxel, [x—xol<6=1f(x)— flxo)l<e

e Remarque - Lien avec les limites
D’apres ce que I'on a vu précédemment, f est continue en xg € [ si et seulement si
elle admet une limite finie en xq (égale a f(xp)).

e Remarque - Continuité a gauche, a droite
On peut également définir la continuité a gauche, ou a droite en xo.

Discontinuité(s)

Définition - Discontinuité de deux types

On dit qu'une fonction f définie sur I'intervalle I possede en un point a € [
une discontinuité de premiére espéce ou une discontinuité simple si f est
discontinue en ce point mais que lim,+ f et lim,- f existent.

Tous les autres points de discontinuité sont dits de seconde espéce.

Exercice
Donner un exemple de chacune de ces deux discontinuités.

Correction
Pour le premier cas, la fonction d'Heaviside : f = [x=0].

Pour le second cas : f : x — sin % six#0et f(0)=0.

Caractérisation séq jelle (=a I’aide de suite) de la continuité

Proposition - Caractérisation séquentielle de la continuité

Soit f € Z(I,R) et xo € I. Alors f est continue en X si et seulement si pour
toute suite réelle (u,) de points de I convergeant vers xo, la suite (f(u,))
converge vers f(xp).

Démonstration
On applique tout simplement le théoréme de caractérisation séquentielle des limites O

Corollaire - Limite de suite 1,1 = f(u;,)

Soit f une fonction continue et (u,) une suite définie par uy et Vn €
N, i1 = fun).

Si (uy,) converge alors sa limite ¢ vérifie f(¢) = ¢.

Démonstration

Si (up) converge vers ¢ et f continue, donc en £ en particulier,

alors f(uy) converge vers f(£).

Or f(un) = up+1, donc elle converge aussi vers ¢ (suite extraite convergente).
Enfin, par unicité des limites, ¢ vérifie ¢ = f(¢).0
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/Savoir faire - Démontrer la non-continuité d’'une fonction en exploitant
les suites

Le théoreme précédent fournit un moyen de prouver qu'une fonction n’a
pas de limite en a.

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle,
segment...)

3.1. Fonctions continues sur

Continuité sur un intervalle

La définition suivante donne la continuité sur un intervalle. On voit comment

la notion de jauge (re)fait son entrée. Elle permet une sorte d’interversion des
quantificateurs : V xo3 7 :

Définition - Continuité sur un intervalle

Soit f € Z(I,R).

On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de I
Vxel,Ve>0,36>0|,Vxel,|x—xo|<d=|f(x)— f(xo)l<e

ou de maniére équivalente

Ve>036::1— R} jauge |V x €1, |x—xol <8e(xp) = | f(x)— fx0)l <€

On note C(I) ou €°(I) 'ensemble des fonctions continues sur I. (C(I,R)
ou €¢°(I,R) s'il y a un risque de confusion sur I'ensemble d’arrivée).

M Attention - Fonctions usuelles, continues?
La plupart des fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de
définition, mais il existe des fonctions qui ne sont pas continues partout,
par exemple la fonction partie entiére ou la fonction indicatrice de {0}.
1l existe méme des fonctions nulle part continues, comme le montre
I'exercice suivant

Exercice
Montrer que la fonction indicatrice de @, 1¢, n'est continue en aucun point de R.

Correction

Soit x € R.

On sait que Q et R\ Q sont dense dans R.

Donc il existe (u,,), suite de rationnels et (v;,) suite d'irrationnels tel que lim(u,,) = x = lim(vy).
Et pour tout n €N, 1g(up) = 1 alors que 1g(vy) =0.

Donc 1¢ n'admet pas de limite en x. Ceci est vrai pour tout x.

Donc 1¢ n'est continue en aucun point.

Une application : résoudre des équations fonctionnelles

Exercice

On veut déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant

Y(x,y) €R?, f(x+y) = f(X)+ f()).

1. Déterminer f(0). Montrer que f est impaire.
2. Déterminer la restriction de f aN, a Z, puis a Q.
3. Déterminer finalement f.

Correction
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1. f(0+0) = f(0) = f(0) + f(0) = 2f(0), donc (2—1) £(0) =0, donc f(0) =0.
Soit x€R, £(0) =0= f(x) + f(~x), donc f(—x) = —f(x).
Ainsi f est impaire.
L f@Q=fO)+f)=2fQ).
Par récurrence, f(n) = nf(1), pour tout n € N.
Puis f(—n) = —f(n) - nf(1), par imparité, donc f(m) = mf (1), pour tout me Z.
Toujours par récurrence, mf(1) = f(m) = f(n2) = nf(4).
Donc pour tout 7 € Q, f(r) =rf(1).
On a intérét pour la récurrence de montrer que f(na) = nf(a), pour tout a € R

3. Par continuité, pour tout x € R, f(x) = xf(1) (avec une suite (1) € Q" qui converge vers x).

o

/Savoir faire - Définir f (continue) de X ax
Si f est définie sur un ensemble X, la continuité de f peut permettre
d’étendre f sur X.

Opérations sur les fonctions et continuité

Proposition - Opération de continuité
Si f et g sont deux fonctions de I dans R, continues en xy € I, alors

1
|fl, f + g, fg sont continues en xo, ainsi que — et £ si g(xg) #0.

On a le méme résultat concernant la continuité sur un intervalle 1.

Démonstration
Pour démontrer ce résultat on applique directement le théoreme d’opération sur les limites O

Exercice
Soit f: R — R et xg € R. On définit les fonctions f* et f~ par f*(x) = max(f(x),0) et

£ (x) = max(~ f(x),0). Montrer que si f est continue en xo, alors f* et f~ sont continues
en x.

Correction

Comme f est continue en xp, il en est de méme de | f1.

Puis f* = 3 (f+|fl) et f~ = 3(fI- ), donc par addition f* et f~ sont continues en xo.

On remarque que la réciproque est vraie : si f* et £~ sont continue en xo, alors f = f — f~ l'est
également.

Proposition - Continuité d'une composée

Soient I et J deux intervalles de R, f € #(I,R), g € Z(J,R), f(I) < J. Soit
Xo € . Si f est continue en xg et g continue en f(xg), alors go f est continue
en Xg.

On a le méme résultat concernant la continuité sur J de g, sur I de f et
donc également de go f.

Démonstration
On applique le théoreme de composition des limites O

3.2. Prolongement par continuité

Définition - Prolongement par continuité
Soit [ un intervalle.
— Soit f: I — R, xp une extrémité réelle de I,xo ¢ I.
Si f admet une limite réelle £ en xo, alors la fonction f définie sur
Tu{xo} par -
{ ) = f(x) six# xo;
flxo)=¢
prolonge f a IU{xy} et est continue en x;.
— Sixp €, si f définie sur I\ {xp} admet des limites réelles a droite et
a gauche en xo et si ces limites sont égales (a ¢) alors la fonction f
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définie sur I par -
{ f(x) = f(x) six # xo;
flxo)=¢
prolonge f a I et est continue en Xxg.
Dans les deux cas f s'appelle le prolongement par continuité de f en xp.

sinx
7 Exemple - x — ——
X

sinx
La fonction définie sur R* par x — —— est prolongeable par continuité a R.
x

e Remarque - Sur le vocabulaire

Si f n’est pas définie en xp, il y a une infinité de fagon de définir un prolongement de f
aIu{xp}, mais il y a au plus un prolongement qui soit continu, c’est le prolongement
par continuité.

Exercice

1

Montrer que la fonction x — x {—J est prolongeable par continuité en 0.
X

Correction

n
Soit x # 0, on suppose que 1 = L%J, on a donc

1
1 {TJ = 1. Si une limite existe, elle ne peut étre qu'égale a 1.

1 xn<l<xn+x si x>0 1-x<xn<l si x>0
ns—<n+l= =
X

xnzl>xn+x si x<0 lsxn<l-x si x<0

En faisant tendre x vers 0, par encadrement : xn = XL%J — 1.
La fonction est donc prolongeable par continuité en 0 et a pour limite 1.

/Savoir faire - Démontrer la continuité de f sur I ou prolonger la conti-
nuité de f sur |
Dans les deux cas, la méthode est la méme :

1. On s’assure, par les théoremes généraux, que f est continue sur [
sauf en un point xy particulier.

N

. Puis on regarde la limite de f en xo.
— Sixp € @f, alors f(xp) existe. Il s'agit de démontrer la conti-
nuité de f en xo.
— Sixo €%y, alors f(xp) n'existe pas (ou pas encore).
11 s’agit de voir si on peut ajouter un point xy dans I’ensemble
de définition de f. De maniére a ce que f reste continue.
On dit que I'on fait un prolongement par continuité de f.

3.3. Théoreme des valeurs intermédiaires

C’est un théoreme de surjectivité. LChypothese est simple : la continuité de f.

Théoreéme - Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit / un intervalle de R et f : I — R continue.

Soient a et b deux réels, (a, b) € I? et a < b. On suppose que f(a) x f(b) <0.
Alors il existe c € [a, b] tel que f(c) =0.

La démonstration a été vu au chapitre précédent avec le processus de dicho-
tomie. A savoir (re)faire.

Corollaire - TVI entre f(a) et f(b)
Soit f: I — R continue sur I. Soient a et b deux réels, (a, b) € Peta<b.
Alors pour toute valeur d comprise entre f(a) et f(b) il existe t € [a, b] tel

. sinx
9@ Représentation - ——

P

2 T

0 T B 3

@Paur aller plus loin - Exercices

Autre démonstration possible pour I'éléve mo-
tivé :

démontrer le TVI avec I'axiome de la borne su-
périeure.
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que f(f)=d.

Démonstration

Soitd e (f(a), f(D)).

On consideére g: x— f(x)—d.

Ona g(a) x g(b) = (f(a)— d)(f(b) - d) < 0. Donc il existe ¢ € [a, b] tel que g(t) = 0.
Celadonne f(1)=g(t)+d=d0O

Corollaire - Image d’un intervalle par une fonction continue

Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I. Alors f(I) est un
intervalle de R.

Mieux : si I est un connexe de R, alors f(I) est également connexe.

Démonstration

Soient y1,y2 € f(I).

Alors il existe x1 et xp € I tels que y; = f(x1) et y2 = f(x2).

Soit y € [y1, y2], d’apres le corollaire précédent, il existe ¢ € [x1, x2] tel que f(1) = y.
Donc te I et ye f(I) ainsi f(I) est bien un intervalle. O

Exercice
Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair s’annule au moins une fois sur R.

Correction

Soit ax" le terme dominant du polynéme, on a l+im p = signe(a)oo et ligp = —signe(a)oo.
e 2

On applique le TVI & p continue, et il existe 7 € R tel que p(1) =0.

On verra une autre démonstration trés différente dans le chapitre sur les polynémes

Exercice
Soit f:[0,1] — [0,1] continue. Montrer que f admet un point fixe.

Correction

Soit ¢ :x— f(x)—x.

Alors ¢(0) = f(0) =0 et (1) = f(1)-1<0.

Donc il existe t € [0,1] tel que (1) =0i.e. f(1) =t

Exercice

Supposons que f continue et ne s’annule pas. Donc pour tout ¢ € [a, b], f(t) #0.

Soit § : [a, b] — R}, t— a(1) >0, tel que f([t—a(n),t+a(r)]) c [f(1)—¢, f(t) +¢€] avec
_|f

€= = |

En appliquant le lemme de Cousin, montrer que f est de signe constant. Conclure.

Correction
Pour tout £, que f(#) soit positif ou négatif : 0 ¢ [f(£) —¢, f(£) +¢], donc 0 ¢ f([t—a(t), t + a(D)]).
Soit ([xj-1,X;], ;) jen,, - une subdivision §-fine de [a, b].
Alors pour tout i € Ny, f(x;_) et f(x;) sont du signe de f(t;). Nécessairement, tous les f(t;) sont
de méme signe.

En fait, on a mieux : f([x;_1,x;]) est non nul, (stricitement) du signe de f(¢;). Donc f ne s'annule
jamais.
On a démontré, avec le lemme de Cousin, le théoréme des valeurs inter

3.4. Casdel'image d'un segment par f continue

Théoréme - Théoréme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R continue sur le segment [a, b]. Alors f est bornée et
atteint ses bornes :

3(x1, X2) € [a, b1* | f(x1) = ; Ei[nufh] f(x)et fxz) = sup f(x).

x€[a,b]

f(x1) s’appelle I'infinimum de f et f(xy) le supremum de f.
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e Remarque - Mieux

Si f est continue. Si K est un compact de R, alors f(K) est également compact.

~*Heuristique - Deux résultats!
1y a en fait deux parties dans ce théoreme :
— f(la, b)) estborné. C'est 'existence de SUPxe(q,b) fx).
— Cette borne supérieure est atteinte : 3 xo € [a, ] tel que f(xo) = Supe|q,p) f ()
La démonstration se fera également en deux temps (avec le principe de dichotomie).
On notera que pour cette démonstration, on exploite de deux fagons distinctes ce principe :
une fois par 'absurde (méthode ascendante et globale), une fois pour exhiber un nombre
en particulier (méthode descendante et locale).

Démonstration
1. On considere la fonction d'intervalle G définit par :

pour tout a < S € [a, b], G(a, f) = 0si f([a, B]) est majorée et G(a, f) = 1 sinon.
G est sous-additive :

G(a, B)+G(B,y) =0= f(la, B]) et f(|B,y]) sont majorée
= f(la, y]) est majorée par max(supa, Bl f,sup f,y1f) = Ga,y) =0
[ [

Si G(la, b)) =1, alors il existe (ay), (by) adjacentes telles que pour tout entier n, G(ay, bp) = 1.
On note ¢ =lim(ay) (= lim(by)). f est continue en ¢

An>0|lx—Lll<n=>|f)-f(Ol<1=fx)< f(O+1

Par ailleurs, comme £ = lim(a,)(=lim(by)), il existe N tel que |ay — | <net|by—£|<n.
et donc pour tout x € [ap, by, |x — €] <n etdonc f(lan, by)) est majorée par f(€) + 1.
Donc G(ap, bp) =0. On a une contradiction. Donc G(a, b) =0: f([a, b)) est majorée.
2.0nnote M = sup f([a, b]). On note H(a, f) = 1 ssisup f(la, ] = M et H(a, ) = 0 sinon.
H est sous-additive : sup f([a,y]) = max(sup f ([a, B]),sup f([5,Y])).
Puis, nécessairement H(a, b) = 1, donc il existe (ay) et (by,) adjacentes telles que pour tout n € N,
H(ap,bp) =1.
Notons ¢ =lim(ay)(=lim(bp)).
Pour tout entier n, sup f([an, bpl) = M, donc il existe ¢, € [an, by] tel que M — % <flep) <M.
Comme ay, < ¢, < by, alors (¢p) — ¢ donc par continuité de fen ¢ : f(cy) — f(£)
puis par encadrement f(c,) — M.
Par unicité de la limite : M = f(¢). O

Exercice
Démontrer le théoreme de Weierstrass a I'aide du théoréme de Bolzano-Weierstrass.
1. Supposons que f n'est pas bornée sur [a, b].
Montrer qu'il existe (xj) € [a,b]N tel que f(xp) — +oo.
En déduire une contradiction avec le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
2. On considére alors M = sup f. Montrer qu'il existe (y) € [a, bV tel que flm) —
M.
Conclure avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Correction

1. Si f n'est pas bornée, alors pour tout n €N, 3 xy, € [a, b] tel que f(x,) = n.
Ainsi f(x;) — +oo et on peut extraire de (x) une suite convergente (BW) vers £ = lim x (.
Par continuité : f (x,(n)) — f(£) < +oo. C'est impossible.
Donc f est bien bornée
2. On considére alors M =sup f.
Donc ¥ n €N, 3 yy € [a, bl tel que f(yn) < M < flyn)+ L.
Donc il existe (yn) € [a, b]N tel que f(yn) — M.
Et on peut extraire de () une suite convergente (BW) vers ¢/ = lim yy ) € [a, D).
Par continuité : f(yy ) — f("y =M, par unicité de la limite.

Exercice

Démontrer le théoreme de Weierstrass a I'aide du lemme de Cousin.

Lexistence d’'un maximum est facile dans le cas d’'un ensemble fini. En prenant un jauge
puis une subdivision pointée bien choisies, on peut réduire a la recherche d'un maximum
pour un nombre fini de points

Correction
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On applique un raisonnement par I'absurde.
Supposons que f n'admette pas de maximum sur [a, b].
Soit t € [a, b], comme f () n'est pas un maximum, il existe y; € [a, b] tel que f(y;) > f(1).
soite; = LYOZSWD 5 0. 31, > 01qV we [t-n, 1411, | f ()~ £(1)] <€, done f(w) < LYLHE
flo.
On définit alors 8(1) = 1.
Soit ([xj_1,X;], t;) une subdivision 5-fine.

VieNp  3yjtelqueV uelx;_1,x;1 <t =0(), t; + 8] = [t; =0y, t; + 01, f(10) < f(y)

Soit k € N tel que yi = max(y;). Puis il existe j tel que yy € [x;_1,x;].
Onaalors f(yg) < f(yj) < f(yg). donc f(yk) < f(yk). Impossible.

[&) Histoire - Karl Weierstrass

Théoréme - Image d’un segment par une fonction continue
Soit f : [a,b] — R continue sur le segment [a, b]. Alors f([a,b]) (image
directe du segment) est un segment de R.

Démonstration
C’est un corollaire du théoréme précédent. O

Exercice
Montrer qu’'une fonction périodique, continue sur R, est bornée et atteint ses bornes.

Correction
Soit f périodique de période T
Donc f(R) = f([0, T]). On applique ensuite le théoréme & f sur le segment borné [0, T]

Karl Weierstrass est né le 31 octobre 1815 a Os- Ve Savolir faire - N!ogtrer Pexistence d’'un point x tel que ...
tenfelde (Westphalie), et est mort le 19 février Plusieurs possibilités :
1897 4 Berlin. C'était un mathématicien alle- — Théoreme des valeurs intermédiaires (¢ continue sur |a, b[) :

mand, souvent qualifié de « pére de I'analyse

Jce€la, bl tel que @(c) € [p(a), p(b)] ou [p(D), ¢(a)]

moderne ». Il a été lauréat de la médaille Co- — Théoreme de Weierstrass (¢ continue sur [a, b]) :

pley en 1895.

A cela,b) tel que p(a) =SUPigp P

— Principe de dichotomie.
3 ([an, b)) suite de segments emboités de limite ¢ telle que. ..
— Principe de convergence monotone ((a,) monotone et bornée).
3¢ =lim(ay,).
— Théoréeme de Bolzano-Weierstrass ((a,) suite bornée).
3 ¢, limite d’'une sous-suite de (a,) telle que...
— Théoreme de Cauchy ((a,) suite de Cauchy).
3 ¢, limite de (a,,) telle que...
— Une autre possibilité au chapitre suivant avec le
théoréeme de Rolle (ou E.A.E) - (¢ dérivable sur ]a, b|) :
Jcela, bl tel que ¢'(c) = %ﬁw
Si cela n'est pas naturel, la difficulté consiste a trouver la bonne fonction
. En particulier, si on cherche un point fixe d'une fonction f, on prend
@:x— fx)-x...

Exercice
Soit f continue sur [a, b] et a € R tel que pour tout x € [a, b], f(x) <a.
Montrer qu'il existe € >0 tel que V x € [a, b], f(x) < a—e.

Correction
D'aprés le théoréme de Weierstrass, il existe c € [a, b] tel que V x € [a, b], f(x) < f(c).
Or f(c) < a. Notons € = a — f(c) > 0, cela répond a la question posée.
Exercice
Soit f : [a, b] — [a, b], continue tel que pour tout x # y € [a, b, | f(y) — f(x)| <y —x|.
1. Montrer que f admet un unique point fixe, noté xo.
2. On considere la suite (1) définie par récurrence par ug € [a, b] et ty+1 = f(uy).
Montrer que (un) — Xo.

Correction
On considére ¢ : x — | f(x) — x|, continue sur [a, b] (soustraction de fonctions continues.
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1. Démontrons d'abord l'unicité (plus simple). Si x; et xp sont des points fixes de f :
1f(x1) = f(x2)] = |x1 = x2| < |x1 — x21, par hypothése, sauf si x| = x2.
Donc nécessairement X1 = x», et le point fixe de f est au plus unique.
[a, b] est un segment, donc ¢ (continue) admet un minimum sur [a, b] en xg :
Vxelabl, @) <@
Or @(xg) = f(xp) — xo. Considérons x = f(xp), on a donc

@) =1f(x) = x| =1f(x) = f(xo)| < |x=xol = f(x0) = X0| = p(x0)

On a une contradiction, si x = f(xp) # xo. Donc nécessairement xo = f(xp).

L

Posons pour tout n €N, vy, = |ty — xgl. Fixons n € N.
Vp+1 =1 fup) = f(X)| < lup—x|=vp
Donc la suite (v,;) est décroissante, minorée par 0 donc convergente. On note ¢ = lim(vy,).

Par ailleurs, (up) est bornée (dans [a,b]), et donc admet une sous-suite convergente
(tty () — m.

Vy(n) = by (n) = Xol — Im = xo! vy — €
Par unicité de la limite : [m—xg| = ¢.
Sim#xo:|f(m)=f(xo)l =1f(m)—xol <Im— x| =¢.
Mais aussi, par continuité de f :
£ (m)=x0| = | fAim(tty ())) =Xo| = 1 £ (tyy ()= Xo| = lim |ty (41~ X0| = lim vy (41 = €

On adonc ¢ < ¢. Impossible. Donc m = xg, £ =0 et (uy) — xp

3.5. Théoreme de la bijection (bis)

C’est un théoreme d’injectivité. Lhypothese est simple, en plus de la conti-
nuité : la stricte monotonie de f.

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte
Soit f: I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement si elle est
strictement monotone.

Démonstration
Si f est strictement monotone, alors pour xj # x2, ona f(x1) # f(x2).
(par exemple : f décroissante, x] < xp alors f(x1) > f(x2)...)
Donc f est injective.
Réciproquement, si f n’est pas strictement monotone.
1l existe x1 < x2 < x3 tel que f(x1) < f(x2) et f(x3) < f(x2) (ou bien: f(x1) = f(x2) et f(x3) =
f(x2)).
On applique le TVI entre x et xz puis entre x et x3 :

I yr €lxr, x2l, y2 €lxz, x311 f(y1) = f(y2) €lmax(f(x1), £ (x3)), f (x2)[

(3 1 €lx1, X202 €lx, x50 F(y1) = f(y2) €1f (x2), min(f (x1), f(x3))])

et donc f n'est pas injective.
a

Théoréme - Théoréme de la bijection

Soit f une fonction définie sur I, continue, strictement monotone sur [
(intervalle de R), alors f est bijective de I sur I'intervalle J = f(I).

Sa bijection réciproque f’1 est continue sur /, de méme sens de variations
que f.
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Démonstration
« D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on sait que J = f(I) est un intervalle. f étant
strictement monotone, elle est injective. f réalise donc une bijection de I sur J. On note f~! sa
bijection réciproque.
« On vérifie que f'l est strictement monotone de méme sens de variations que f :
Pour (y1,y2) € J?,ona

x1=f"y) e flr) =y avecx e 1

x=f"ly) e flx) =y avecxa € 1

Si f est strictement croissante, on a
n<pefal<f)ex<umefyn<fly.

On obtient le résultat de la méme maniére pour f strictement décroissante.

« Montrons maintenant que f ~1 est continue.

Soit yg € J, yp #infJ, et supposons f'1 strictement croissante.

Soit xg = £~ (yp) et € > 0 suffisamment petit pour que [xo — €, Xo +€] < I
(possible car xg ne peut étre une borne de I).

Pour ye Jona

W= onlseexg-e< ) sxo+es fxo-e) < y< flxg+e).

Comme f est strictement croissante, on a f(xo —€) < yo < f(xo +€)
et on peut trouver 7) tel que [y —17, yo + 1 < [f(xo —€), f(xo +¢€)].
On a alors

vyelly-yl<n=I1f"w- ool <e

etdonc f~! est continue en y. 0

@ Remarque - Un théoréme supplémentaire?
Le dernier point de la démonstration montre que :
si f est monotone sur I et f(I) est un intervalle, alors f est nécessairement continue

3.6. Continuité uniforme

Définition - Fonction uniformément continue
Soit f € Z(I,R). On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0,3n>01V (x,y) €I, |x—yl<n=|f(x) - f()| <e.

[ Attention - Différence entre continuité et uniforme continuité
La différence avec la définition de la continuité en x est que le réel 7 est
le méme pour tout x € I.
A comparer :

Ye>0,In>01V (x,3) € %, Ix—yl<n=f(x) - f() <e.

Ve>0,VxelIn>0|Vyel |x—ylsn=>Ifx)-fy)l<e.

M Attention - Ordre des quantificateurs
Insistons un peu... Lordre des quantificateurs est important :
— 3.V #£ V...3... (Uexercice qui suit donne un contre-
exemple)
— Enrevanche:3 -3 --p=3 -3 --jetV - Vg =V ooV ooy

Proposition - Implication
Une fonction uniformément continue sur / est continue sur I.
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Démonstration
Soit f uniformément continue. Donc

Ve>0,3n>01V (x,y) € %, [x-yl<n=fx) - [ <e.
On considere alors x € I, donc
Ve>0,an>0|Vyel |x—yl<n=|f(x)-f(y)l<e.
Et f estainsi continue en x. O

1l existe une réciproque, dans le cadre des fonctions définie sur un segment.
C’est le théoréme de Heine :

Théoréme - Théoréeme de Heine
Une fonction continue sur un segment de R est uniformément continue
sur ce segment.

e Remarque - Démonstration
Pour faire cette démonstration, nous allons exploiter le lemme de Cousin.
1l s'agit en fait de rendre 7 constant minimal (mais non nul). Ce serait simple si

infn > 0.
Mais en fait, bien que V x € I, (x) >0, on n'a pas assurément infn > 0.
Nous faisons la démonstration avec le lemme de Cousin, car il se joue ici la méme ma-
nipulation que pour manipuler I'intégrale de Kurzweil-Henstock (que nous verrons -
définie avec un jauge variable) est plus subtile que I'intégrale de Riemann (vue ailleurs
- définie avec un jauge constante, grace au théoreme de Heine).
@ Remarque - Faire un schéma de la démonstration!
Pour les démonstrations topologiques, il faut faire des dessins!
Démonstration
Notons [a, b] ce segment de R. Soit f continue sur [a, b].
Soite >0.
Alors pour tout £ € [a, b]. Comme f est continue en ,
38(1) > 0tel que ¥ x € [a,bl,|x— 1] <8() = [ f(x) - f(1)] < %
six,y € [t=6(0), t+8(0)], | f(xX)—fFOI =)= FO)+F(O)-FWI<If)—-FDI+If)-f(B)l <e.

Notons & : [a,b] — R}, t — §(1). § est une jauge (c'est la jauge de continuité).
Considérons alors une subdivision §-fine de [a, b] que I'on peut noter 2 = {(Iy, t), k € [1, nl}.

Rappelons que cela signifie que [ — % i+ %] c Iy.
Considérons alors = % min(8(t1),8(t2),...6(tn)).
Soient x, y € [a, b, donc il existe k € [1, n] tels que x € Ij.

Side plus |x—y|< g, alors x et y € [ty — 5 (ty), ty + 6 (ty)].

En effet, c’est vrai pour x par définition de k
3
etly—tel<ly—xl+lx—tl < T+ 208 < 2800,

On a vu plus haut que cela implique |x - y| <e.

Par conséquent, f est uniformément continue sur [a, b]. O

e Remarque - Commentaires sur la démonstration
En fait on peut dire les choses autrement :
— [ estcontinue sur I, si

Ve>0,36:1—R} (jauge) telleque V x€ I,|y— x| < 6(t) = | f(y) - f(0)| <€
— f estuniformément continue sur I, si
Ve>0,36 >0 (jauge CONSTANTE) telle que V x€ I, |y — x| <6 = | f(y) - f(®0)| <€

On comprend ainsi bien 'emploi du mot uniforme dans uniforme continuité.

On comprend également bien pourquoi I'uniforme continuité implique la continuité
sur I (I'hypotheése est plus restrictive).

Enfin, la démonstration indique que si [a, b] est un compact (segment de R - fermé et
borné), alors il est possible de le considérer avec une propriété de finitude. On peut
alors prendre § = min&(#), ce qui permet de passer de la continuité a la continuité
uniforme.

Exercice

Soit f continue sur [a, b] et e > 0.

On note pour tout @ < B € [a, b],

Gla,p)=0si36>0|Vx,yelafllx-yl<d=f(x)-f(y<e

et G(a, ) = 1, sinon.

@Pﬂur aller plus loin - inf d’'une réunion
On a exploité ici : infyeaupf(x) =
min(infye 4 f(x),infyep f(x)).

@Pgur aller plus loin - Principe de prolonge-
ment

Si une propriété est vraie pour tout x sur un de

ses voisinages, et vérifie la sous-additivité pour

la fonction d'intervalle associée, alors cette

propriété est vraie sur tout le segment (com-

pact) sur lequel est étudié le probléeme
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1. Montrer que G est sous-additive (on pourra utiliser la continuité en f)
2. Montrer que si G(a, b) = 1, on a une contradiction.

3. En déduire que f est uniformément continue sur [a, b]

Correction

1. Soient @, B,y € [a, b] et supposons que G(a, B) =0 et G(B,y) =0.

Alors il existe 51 >0tel que V x,y € [a, ], [x—y| <81 = |f(0) - f(M)| <e.

Alors il existe 52 >0 tel que V x, y € [B,7], [x—yI <82 = |f(x) - f(M)| <e.

Puis par continuité en f: 363 >0telque V x€ [a,b], |[x— Bl <n3 = |f(x) - f(B)l< %

Soient § = min(81,62,83). Soient x, y € [a, Y] tels que |x— y| < §.

— Oubien, x,y € [a, f], donc [x—y| <6 <8) = |f(x) - f(y) <e.

— Oubien, x,y€[B,y], donc |x—y| <6 <62 = |f(x) - f(y) <e.

— Oubien, x € [a,p] et y€ [B,y] (SPDG),
onaalors x< i<y, etdonc |x—Bl<|x—yl<d<d3=|f(x)- f()l <e.
onaalors x<f<y,etdonc|y—Bl<|x—yl<6<d3=If(y) - f(P)l<e.
Ainsi | f(x) = f)I < |f(x) = F(BI+1f(B) — f(»)] <e, par inégalité triangulaire.

Donc G(a,y) =0.

Ainsi G est sous-addditive.

N

. On suppose que G(a,b) = 1. Donc d'aprés le principe de dichotomie, il existe (an), (bn)
adjacentes de limite ¢ telles que pour tout n € N, G(ap, by) = 1.
Or f estcontinue en ¢. Donc il existe § > 0 tel que V x € [a, b], [x—¢| <6 = | f(x)- f(O)| < %
On a alors pour tout x, y € (£ =8, + 61, | f(x) = fMI< | f) = fFOI+1f(O) - f(DI<e
(Inégalité triangulaire).
Puis, il existe n € N, tel que £ -8 < ap < ¢ < by < {+§ et donc V x,y € [an, byl,
Ifx) - f(y)lse.
Donc G(an, bp) = 0. Contradiction.
Ainsi G(a,b) =0.
. D'aprés la question précédente, pour tout € >0, 36 >0 | Vx,y € [a,Bllx—yl<d =
Ifx)-fyl<e.
Donc f est uniformément continue sur [a, b).

[

Exercice
Il s’agit de démontrer le théoréme de Heine avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.
On considére f continue sur [a, b] et par I'absurde, on suppose que f n’est pas uniformé-
ment continue.
1. Formaliser cette derniére hypothése. On considérera un tel €.
2. Montrer qu'il existe deux suites (xy,) et (y) de [a, D] telles que (x;, — y5) — 0 mais
pour tout n €N, | f(xn) = f(yn)l >€

3. Aboutir a une contradiction en exploitant le théoreme de Bolzano-Weierstrass

Correction

1. 3¢>0,¥n>0,3x,y€e(a bl telque [x—yl<net|f(x)-f())>e.
On considérera un tel €.
2. On considére alors 1 = ln, 3 Xn, yn € la,b] tel que |xp — ynl < % et|f(x)- f(y)| > e Dans ce
cas : (Xp—yn) — O etpourtout n €N, |f(xn) = f(yn)l >€
3. (xp) estbornée, il existe ¢ tel que (x,(n)) converge vers x € [a, b].
Puis Yop(n) = Yp(n) = Xp(m)] + Xp(n) — X, par addition.
Puis par continuité de f sur [a, b], donc en x : | f (X¢p(n)) = f (Vp(m))| — | f(X) = f(x)| = 0.
Impossible.

Exercice

@Pour aller plus loin - Fonction lipschit-
zienne

On dit que f est lipschitzienne sur I si :

il existe k € R* tel que

VX, yeLIf(x)—fpl<klx-yl

1. Montrer que si f est lipschitzienne sur I alors f est uniformément continue sur I.
Montrer que sinus est lipschitzienne sur R (donc uniformément continue sur R).

2. Montrer que x — /X est uniformément continue sur [0,+oco[ mais n'est pas
lipschitzienne sur [0, +ool.

3. Montrer que x — x2 n'est pas uniformément continue sur [0, +oo[.
Correction

1. llsuffit de prendre = £.
Draprés l'inégalité des accroissements finis, comme |sin’ ()| < 1, |sinx—siny|<1|x—y|
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2. Soite>0.
Notons n = 2. Supposons que |x—y| < 1.
Ona,pourx>y:yX— /< /X-y<e,
en effet cela est équivalenta vx< =y + /7 © 0<2\/y(x-y).

Toujours avec l'i 1

égalité des accroissements finis : comme la dérivée de x — /X est x — —~

2yx

qui tend vers I'infini en 0, on doit pouvoir montrer que /- n'est pas lipschitzienne.
En effet, supposons qu'elle le soit avec un rapport k : ¥ x, y € [0, +ool, |v/X - /7l < klx - yl.
En prenant y = 0, on aurait ‘/7? qui serait borné, ce qui est faux.
3. yn=netx,= n+#
Alors |xn = Yl < 5; @t 1f (xn) = f(ym)| = 2+ .

n
Onadonc |xp—ynl — 0et|f(xn)— f(yn)l > 2. Ceci serait impossible si f était uniformément
continue.

4. Généralisation aux fonctions a valeurs dans C

Soit X une partie de R.

4.1. Opérations classiques sur & (X, C)

Définition - Transformations classiques

A partir de f € Z(X,C), on définit les applications suivantes a valeurs dans
R:

o |fl (modulede f):Vxe X, |fl(x)=|f(x)]

« Ref (partie réelle de f) : Vx € X, (Ref)(x) = Re(f(x))

o Imf (partie imaginaire de f) : Vx € X, (Imf)(x) = Im(f (x))

On définit également f, fonction conjuguée de f, a valeurs dans C, par
VxeX, f(x) = fx)

4.2. Fonctions bornées

Définition - Fonctions a valeurs complexes bornées
On dit que f € Z(X,C) est bornée si la fonction | f| € & (X,R) est majorée,
c’est-a-dire si

IMeR,Vxe X, |f(x)|<M.

[ Attention - Majoration dans C
Dire qu'une fonction a valeurs dans C est majorée, ou minorée, n'a pas
de sens.

Proposition - Stabilité pour fonctions bornées

f € F(X,C) est bornée si et seulement si Ref et Imf (¢ F(X,R)) sont
bornées.

Toute combinaison linéaire et tout produit de deux fonctions bornées sont
des fonctions bornées.

Démonstration

On a pour tout z€ C, [Re(2)| < |zl, Im(2)| < |z.

Doncsi f est bornée, il en est de méme de Ref et Imf.

On a également pour tout z € C, |z| < |Re(2)| + [Im(2)| < |z|.

Donc réciproquement, si Re f et Im f sont bornée, il en est de méme de | .
Concernant les combinaisons linéaires, notons que

IAf +pgl <IAlfl+1puligl
Etpour le produit: | fg| =|f|x |g| O
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4.3. Limites

Définition - Limite de fonction complexe

On dit que la fonction f a valeurs dans C admet le complexe ¢ pour limite
en a € R (ou que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a) si la fonction a
valeurs réelles | f — ¢| tend vers 0 en a.

M Attention - Pas de limite infinie pour des fonctions a valeurs complexes
§ On ne définit pas de limite infinie pour une fonction a valeurs com-
plexes...

Proposition - Critére de convergence
Soit f une fonction a valeurs complexes, £ € C et a € R.

Alors f admet ¢ pour limite en a si et seulement si les fonctions Re f et Im f
admettent respectivement Re/ et Im¢ pour limite en a.
On en déduit que si f admet une limite en a, celle-ci est unique.

Démonstration
On utilise, comme pour les suites, dans un sens les inégalités |(Ref)(x) — Re/| < |f(x) — ¢] et
|Im f)(x) - Im¢| < | f (x) - ¢, dans lautre sens | £ (x) - €1 = |(Re) (x) f — Rel|? + |(Im f) (x) ~ Im£|2.

Lunicité provient de I'unicité pour les fonctions Ref et Imf (ou d’'une démonstration directe
copiée sur celle dans R). O

Proposition - Limite donc bornée
Si f admet une limite en a € R, alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration

La méme proposition appliquée aux fonctions a valeurs dans R, Ref et Imf, ou une démonstra-
tion directe copiée sur celle dans R. O

4.4. Opérations sur les limites

Proposition - Bilan
Soient f, g € F(X,C), (¢, m) € C2, (A, ) € C2.
On suppose que lim,_., f(x) = £ etlim,_., g(x) = m. Alors

limy—q|f1(x) = €]

thaa?(x) =7
limy_.q(Af +pg)(x) =Al+um

limy_., —(x) = — pour m#0
g m

Soit f € Z(X,C), a€R, telle que lim f(x)=£€C;
soit (u,) une suite de X telle que nli[llm up=a.
Alors nLiIPoof[u”] =/. B B
Soient f € Z(X,C), acR, ¢ € Z(I,R) telle que ¢p(I) c X, fp € R.
Si )lcinbf(x] =/eCet thntl ¢(t) = a alors tlm;l (fop)(t) =¢.

= —h —h
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Démonstration
A partir des parties réelles et imaginaires, ou en généralisant les démonstrations sur R a C. O

4.5. Continuité

I désigne un intervalle de R non réduit a un point.

Définition - Continuité d’'une fonction a valeurs complexes

Soit f définie sur I et a € I, f admet une limite en a équivaut a dire que
Ref et Imf admettent des limites réelles en a, c’est-a-dire qu’elles sont
continues en a

Si c’est le cas on dit que f est continue en a.

[ €%(I,C) est continue sur I si elle est continue en tout point de I.

Cela équivaut a dire que Ref,Im f € & (I,R) sont continues sur I.

On note €(I,C) ou €°(I,C) 'ensemble des fonctions continues de I dans
C.

Proposition - Stabilité par continuité

Si f € #(I,C) est continue sur I alors ? € Z(1,C) et |f| € F(,R) sont
continues sur I.

Soient f,g € €(I,C), (A, ) €
Ce?. Alors :

Af+uge€(,C) (€,C) estuns.ev. de F(I,C)).
Si g ne s’annule pas, [ €€6(1,0).
Si¢pe€(J,R) avec ¢p(J) c I alors fope €(J,C).

Exercice
Les propriétés suivantes restent-elles vraies en passantde R a C
1. Soit f : [a,b] — C continue sur [a, b]. Alors f est bornée sur [a, D] et il existe
Xo € [a, b] tel que | f (x0)| = supyq,p | f (X)I.

2. Le théoréme des valeurs intermédiaires (image continue d’'un segment).

Correction

1. VRAI: c'est le résultat correspondant appliqué a la fonction a valeurs réelles | f1.

2. FAUX : théoréeme des valeurs intermédiaires, image continue d'un segment.
ces théorémes n'ont pas de sens puisque les images par f ne sont pas dans R, et méme si
f(@) f(b) est un réel négatif, f ne s'annule pas forcément.
Contre-exemple : f définie sur [0,27] par f(¢) = e'f. On a f(0)f(m)
s'annule jamais.

—1 mais f ne

5. Bilan
Synthese

~+ La continuité est d’abord une notion locale, qui se généralise a un
intervalle.

~ La continuité/limite est une notion subtile qui mérite qu’on y passe
un temps conséquent. Pour n’en perdre pas trop, il faut parfois plonger
dans I'abstraction.

~» Lun des plus importants résultats de topologie réelle est le TVI : il n'y
a pas de trou dans R et toute transformation qui conserve une partie
sans trou (ou intervalle) de R doit étre continue. Lenjeu est donc la
continuité! Il faut pour cela définir la notion de limite de fonction, en
un point, puis sur un intervalle.

~~ Nous terminons par I'étude des fonctions a valeurs dans C.
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Continuité

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Démontrer la non-continuité d'une fonction en exploi-
tant les suites

Savoir-faire - Démontrer la continuité de f sur I ou prolonger f par
continuité.

Savoir-faire - Définir f (continue) de X ax

Savoir-faire - Démontrer la continuité de f sur I ou prolonger la conti-
nuité de f sur [

Savoir-faire - Montrer I'existence d'un point tel que...

Notations
Notations Définitions Propriétés Re
€ (I,R) (resp.  Ensemble des fonctions continues de I'in-

€(1,0)

tervalle [ sur R (resp. sur C)

Retour sur les problemes

87.

88.

89.
90.

91.

C’est une des clés de I'analyse. Et pour avoir acces a la limite, en regle
générale, on encadre. ..

Rappelons la définition du cours : une fonction est continue sur 7, si
elle continue en tout point de I. Et une fonction est continue en un
point x de I, si simplement elle admet une limite en x.

Oui, on a vu par exemple l'indicatrice de Q.

Si I est un intervalle, f(I) est un intervalle. Mais il peut étre ouvert et
donc on n'a pas nécessairement x tel que f(xp) = sup I f. Par exemple
avec f:x— xet]=[0,1[. Pour tout x€ I, f(x) <1=sup; f.

Si I'intervalle est fermé, les choses sont différentes (cf. théoréeme de
Weierstrass).

Voir dernier chapitre du cours. Pour la continuité des fonctions de C

dans C, cela est a priori plus compliqué car il n'y a pas de relation
d’ordre dans C...
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Dérivation
(approfondissements)

@Résumé -

Au début d'année, nous avons déja rencontré des fonctions dérivables. « A
I'époque », notre motivation était surtout de mettre au point quelques bons ré-
flexes d’ordre calculatoires. Dans ce chapitre, il s'agit plutét de démontrer les
résultats exploitées précédemment. ..
La construction est comparable a celle du chapitre précédent (et exactement op-
posée a la démarche d'usage de la dérivée) :

— la dérivation est une notion locale (dérivable en un point).

— elle est étendue ensuite sur un intervalle

— enfin elle est généralisée : a des dérivations d'ordre supérieure et a des

fonctions a valeurs complexes

Dans ce chapitre, nous découvrons deux résultats importants : le théoreme de Rolle
(qui donne l'existence -non constructive - d'un point a la qualité particuliere) et
linégalité des accroissements finis (qui montre que la connaissance d'une majo-
ration de la dérivée donne une c X sur une majoration de la fonction
d'origine). Quelques vidéos :

— LéNguyén Hoang - Le théoreme de Rolle - https ://www.youtube.com/watch 2v=ahX2fiXUNs0O

— Irem Paris7 - Les pratiques enseignantes concernant la dérivée -
https  ://video.irem.univ-paris-diderot.fr/videos/watch/048ae57b-99d0-
46e2-8b0b-27b1625c1d1f
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Dérivation (approfondissements)

I désigne un intervalle de R.

1. Probléemes

? Probléme 93 - Fonction continue nulle part dérivable.
Donner une fonction continue non dérivable en un point.

Donner une fonction continue non dérivable en une infinité de points.
Donner une fonction continue, nulle part dérivable.

? Probléme 94 - Dérivation d’ordre 7...

... d’'une somme de fonctions : que vaut (f +g)" 2Et (fi + fo+--++ fi) ™2
... d’un produit de fonctions : que vaut (f x )" 2 Et (f; x fo x -+-x f) ™2
... d’une composition de fonctions : que vaut (f o g)™ 2 Et (fio fr0++-0
fk)(nJ?

@Pnur aller plus loin - Notation Weierstrass

On a vu aussi : f dérivable en a ssi il existe 2 Probléme 95 - Dérivation en un point

AeRtel que f(x) = f(a)+(x—a)(A+e(x)) avec

e(x) — 0
xX—a
€ est définie
f-fl@
—-A...
x-a

ensuite

comme

La dérivée en xj existe, signifie que w admet une limite pour
h—0.

Existe-t-il un rapport entre f est dérivable en xo et f’ admet une limite
en xo? Et si oui, quelle est la nature de ce lien (condition nécessaire?
suffisante? les deux?)

x -

? Probléme 96 - Théoreme de la mouche
Supposons que nous sachions qu'une mouche se trouve dans une piéce
(méme petite), est-il possible d’obtenir une connaissance (méme par-
tielle) de sa vitesse?
Supposons que nous sachions que nous connaissions méme approxima-
tivement la vitesse d’'une mouche, est-il possible d’obtenir une connais-
sance (méme partielle) de sa position?

2 Probléme 97 - Fonctions complexes
Que se passe-t-il si f : R — C, a valeurs complexes. Comment les inéga-
lités vus en cours (accroissements finis...) peuvent se transmettre alors
que C n’est pas naturellement ordonné?
Autre question pour f: z € C — C, que peut signifier f est dérivable?

2. Dérivée
2.1. Définitions

Avec une notion de limite plus claire, on peut reprendre :
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Définition - Fonction dérivable en un point
Soient f: I —Retacl.
— Ondit que f est dérivable en a sil’application (taux d’accroissement
de fena)
Tof: I\{a} —R
— [W-f@

x—a

X

admet une limite finie en a.
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et est

notée f'(a) (ou Df(a), ou %(a)] 8

. (x)-f(a) . (a+h)-f(a)
f’[a):hmfx ia :hmu.
X—a  x-a h—0 h
— Si 7,f admet une limite finie a droite en a (a n’étant pas I'extrémité
droite de I), on dit que f est dérivable a droiteen a :

fd,(a): lim f)-f(a) - lim f@-fla)

x—a,x>a x-q X—d;  x—q
— Si7,f admetune limite finie a gauche en a (a n’étant pas I'extrémité
gauche de ), on dit que f est dérivable a gaucheen a:
A (x)-f(a) q x)-f(a)
fé(”): lim f@-f@ _ lim. f@-f@

x—ax<a x-q X—a-  x-a

De la définition, on peut affirmer :

Proposition - Dérivée a gauche et a droite
Si a n'est pas une extrémité de /, f est dérivable en a si et seulement si elle
est dérivable a gauche et a droite en a et si fg’(a) = f(’l(u).

On a la définition équivalente, démontrée au chapitre 5.

Proposition - Définition de Weierstrass
On rappelle que f est dérivable en g, si et seulement si
Il existe A€ R, e: I — R, continue et nul en a, tels que f(x) = f(a) + (x—
a)[A+e(x)].
Dans ce cas f'(a) = A.

@Pgur aller plus loin - Fonctions lipschit-
zienne, holderienne

Il existe des définitions adaptées pour des

fonctions continues, mais non dérivables.

Par exemple les fonctions lipschitzienne véri-

fie:

JkeRy VX, yellf(x)-fI<klx—yl

D’une certaine fagon, cela consiste a écrire que
la fonction T4 est bornée (mais sans nécessai-
rement admettre une limite).

Pour les fonctions holderiennes, il y a un coef-
ficient supplémentaire :

Définition - Fonction dérivable
f:1— Restdite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

W Exemple - x — |x|

Lapplication x — | x| est dérivable sur R’ , sur R.

Elle est dérivable a droite et a gauche en 0.

Qu’en pensez-vous, peut-on dire que x — | x| est dérivable sur R ?

Théoréme - Dérivabilité = continuité

Si f: I — R est dérivable (resp. dérivable a droite, resp. dérivable a gauche)
en a € I, alors f est continue (resp. continue a droite, resp. continue a
gauche) en a.

JkeR,3a>0|Yx,yellf(0)-f(y)<klx-yl

4B Représentation - Fonction non dérivable
Pour étre dérivable une fonction doit étre
«lisse ». Un skieur aux skis infiniment fins doit
pouvoir skier sans a coup.

La courbe suivante n'est pas dérivable en A, B,
C,DetE.
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Dérivation (approfondissements)

Démonstration

Si f est dérivable en a, alors cela signifie que }in}z

fW-f@ .
existe.

. : x-a . .

Or le dénominateur tend vers 0, donc le numérateur aussi nécessairement.

Ainsi limlf(x) = f(a). Etdonc f est continue en a. O

e Remarque - Réciproque fausse
La réciproque est fausse.

On peut le voir sur un graphe. On peut aussi le comprendre avec la fonction valeur
absolue en 0.

Remarque - Approximation affine de f en a
Pour une fonction f dérivable en a, f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a) s’appelle le
développement limité a I'ordre 1 de f en a, il donne, localement, une approximation
affine de f.

Nous verrons une définition de ce o par la suite du cours.

2.2. Regles de calcul

On démontre des résultats énoncés au chapitre 5.

Proposition - Dérivation d’'un produit
Soient f et g deux fonctions dérivables en a, A et p deuxréels. Alors A f+ug
et fg sont dérivables en a et

Af+pg) (@ =Af'(@) +pg' (@),

(fg) (@) = f'(@g(a) + f(a)g'(a)

Notons que les démonstrations découle des propriétés de stabilité de limite
de fonctions...
Démonstration
Avec les notations Weierstrass :
A +pgx) =A@+ (x-a)(f' (@ +e100)] +plg(@) + (x - a) (g (@ +e2(x)]
Af(@) +pg(@) + (x— a)[Af' (@) + pug' (@) + ey (x) + pea (x)
- -

e3(x)
avec €3(x) ndt 0, par addition de limite.

fOxg)  =[f@+x-a)(f(@+e1 ()] x[gla)+(x—a)g' (@) +e2(x))]
fla)x gl@) +(x-a)f'(@g(a)+ f(@g' @+ (x-a)(g (@e1(x) + f(@ez(x))
—_——
€4(x)
avec €4(x) s 0, par produit de limite.
a

Théoréme - Dérivation de composition de fonctions

Soient J unintervallede R, ¢p: I — Rtelleque p(I)c J, f: J =R, acl.

Si ¢ est dérivable en a et f dérivable en ¢(a) alors f o ¢ est dérivable en a
et

(fod) (@ =¢'(@f (Pa)).

Si ¢ est dérivable sur I, f dérivable sur J, alors f o¢ est dérivable sur I et

(fod)' =¢'x fop.

Démonstration
1l suffit de regarder en un point.
Onnote A= @(a) et X = ¢p(a) + (x— a) (¢’ (@) +€1(x))
fopx) = flpi) = flp@+(x—a) @ (@) +e1(x)] = f(X)

= f(A)+ (X~ A)(f'(A) +e3(X)

= f(p(a) + (x— a) (' (@) +€1(0) (f'(A) +€3(X))

= f@(@) + (x = a)(f (p(@) x ¢'(a) +€1(x) f'(A) + €1 (1)e3 (X))

- -

€2(x)

avec € (x) = 0 par produit et addition. O
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Théoréme - Dérivée de I'inverse d’'une fonction
Soient f: I — R, a€ I tel que f(a)# 0 et f dérivable en a. Alors il existe un

1
intervalle J de R, voisinage de a dans I, tel que f ne s’annule pas sur J et —

(qui est donc définie sur /) est dérivable en a,

1wt

I flay
Démonstration
Pourtoutxejetx#a:
1 1
TOT@_ L f@-f0 1
x—a f@f@ x-a x—af2a)
m]
Exercice

Nous souhaitons faire la démonstration a la Weiertrass
1. Ecrire le développement de ﬁ en exploitant la dérivée de f en a
2. Montrer que si ¢(x) s 0, alors il existe v telle que w(x) s 0 et
TEatm =1~ @ QA+ y).
3. En factorisant (nécessairement) par ﬁ, montrer que f est dérivable en a et
retrouver la valeur de f'(a)

Correction

1 1
T~ @+ G- a) (@ +ew)
—A(A+ ()
1+ (x—a)(A+@(x)

2 1-(-@A- 7

1 -
Teadrgm) - XA (x—a) avec y(x) — 0.

=y(x)
Alors, par construction : m =1-(x-a)(A+y(x)
3.
4,
JO @ e O e P
_ 1 @ _ 1 ~f(@
=i (160G )= 5 +(’H”((f(anz ”W)]
1 - W@
Donc 7 est dérivable en a et (7] (a)= @

Théoréme - Dérivation de la fonction réciproque en un point

Soient f : I — R continue, strictement monotone sur /, dérivable en a € I.
On sait que f réalise une bijection de I sur f(I).

Alors f~! est dérivable en f(a) si et seulement si f'(a) # 0 et

1

—1y/ _
¢ ey = .

Corollaire - Fonction réciproque
Soit f dérivable, strictement monotone sur I telle que f’ ne s’annule pas

1
sur I. Alors f~1 est dérivable sur J = f(I) et (f 1)’ = o
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Démonstration
Pour y proche de f(a) (on note x = f’l (y),eta= f’] (A)donc A= f(a)) :

f'w-r'@ _ x-a

y-f@ T f@~fla
Par composition des limites :
Ly — -1 _
lim fwm-f (f(a)): im X4 _ 1
y=fla y-f@ =af)-fla  fla
Donc . .
lim =@ _ _ 1
y=A - y=A Uty
[m]

2.3. Fonctions de classe ¢~

Définition - Dérivées successives en un point

Soit f': I — R. On définit par récurrence

. f(O] =f

e pour n = 1, on dit que f est n fois dérivable en a € I sil existe un intervalle
J c I, ] voisinage dans I de a, tel que f soit n — 1 fois dérivable sur J et tel
que f"~V: J — R soit dérivable en a.

On pose alors (f‘”’”),(a) =f"(a).

. da"f
On note aussi £ (a) = D" f(a) = T (a).

[ Attention - Voisinage de a
Notons que pour définir f'(a), on a besoin d’'un voisinage (a minima
épontée) de a pour f.
De méme pour définir £ (a), il faut un voisinage de a pour f"~1 donc
[ dérivable n —1 fois sur plus qu’au seul point a.
On ne définit donc pas la n-dérivabilité en un point, mais bien sur un
voisinage (a minima épointée).

Définition - Dérivées successives d'une fonction

On dit que f est n fois dérivable sur I si f est n fois dérivable en tout point
de I.

Lapplication
I—R
xX— f(n) (x)

est alors appelée dérivée n-ieme de f et notée £ ou D" f.

Exercice
Déterminer, pour n € N, sin.

Correction
(-D¥sin  sin=2k

Par récurrence : [ = . X =sin(x+3n)
! (-D¥cos  sin=2k+1 2

Théoréme - Théoréme de Leibniz

Soient f, g : I — R deux fonctions 7 fois dérivables en a € I, alors fg est n
fois dérivable en a et on a la formule :

n
" @=y " 50 (@) g0 (q),
izo\k
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Exercice
Soit ki x — (x2 + x + 1) sin2x. Calculer k" pour ne N.

Correction
On exploite le théoreme de Leibniz.

B () = (-1)" ((xz +x+ 122 sin(2x) - 2" h2x + (=) cos(2x) - h2h - 12! sin(2x))
PP () = (- ((x2 + x4+ 1228 cos(2x) + 2 2R+ 1) 2x + Dsin@o) - h2h+ 12! cos(zx))

Démonstration
O peut le faire par récurrence par exemple.
On note 2y : «si f,g : I — R deux fonctions n fois dérivables en a € I, alors f x g est n fois

n
dérivable en aet: (fg) ™ (@)= Y (Z)f(k)(u)g[”'k] (@.»
k=0

— Pourn=0,cestassuré: f@ = f,g@ =0, (fx ) = fget(})=1.
— Soit n € N. Supposons que 27, est vraie.
Soient f, g : I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables en a € I.
Donc il existe /1 et J voisinages de a tel que f et g soient n fois dérivables sur J; et/
respectivement. Puis on considére J = J1 N J2.
Puis f x g est dérivable sur J et (fg) = f'g+ fg'.
Par hypothése, f' est n fois dérivable en a, et g également.
Donc d’aprés 2y, f’g également.
De méme, f est n fois dérivable en a, et g’ également.
Donc d’aprés 2, fg' également.
Puis par addition, (fg)’ est n fois dérivable en a.
Ainsi fg est n+1 fois dérivable en a.
Il reste a calculer la dérivée n+1 en a. D’apres 22, :

9" V@ =(fe)) " @="g+ g @

n
(n)(f/)(k)(a)g(n—ﬂ(a)+ 3 (Z
n
(Z)f(hl)w)g(n—k)m],, > (Z]f(k)(mg(n—km(m

I
M=

i ) %@ "R (@

=
il
°

n
M=

n

P @g Q@+ Y (h"l)f[m(wgm—hm(a)
h=1\"""

I

—_—
S 30
==

n
+y [Z)f“”(a)g“"”*”(an g 1O (@)g"+ D (q)
=1

n+1 L n n n+1
- (n+1) () 5 (0) (h) ( ) g (N=h+1) (0) () o(n+1)
7(n+1)f (@)g™ (@) + zl((h—1)+(h))f (a)g (u)+( 0 ]f (a)g (a)

h=

n+1
n+l (4
B h

h

)f(h] m)g(nf}wl)m)

=0

Ainsi 2,4 est vérifiée.
La récurrence est donc bien établie. O

Corollaire - Composition 7 fois dérivable
Soient¢p: I —R,f:]—Rtellesque p(I) c J, ae I,ne N*.

Si ¢ est n fois dérivable en a et f est n fois dérivable en ¢(a),
alors f o ¢ est n fois dérivable en a.

("+l)f‘”*”(u)g(“)(a)+ i (’”‘l]f""(a)g“”h*“(a”(”;l)f(o’(a)g["*”(a)

Corollaire - Inverse 7 fois dérivable
Soient f: I —R,a€ I tels que f(a) #0 et f, n fois dérivable en a (n = 1).

1
Alors — (définie sur un voisinage de a sur lequel f ne s’annule pas) est n

fois dérivable en a.

@Paur aller plus loin - La difficulté

La vraie difficulté qu'il faudra affronter, plus ou
moins frontalement, lors de la démonstration.
Quelle est I'expression de la dérivée n-iéme
d'une composition? Et d’une fonction réci-
proque?
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Pourquoi est-ce bien des corollaires?

Démonstration
On raisonne par récurrence sur 7 € N, avec

Pp: «Y¢:I—R,f:]—Rtelles que ¢p(I)  J,a€ I et ¢ n fois dérivable en a, f n fois dérivable en ¢(a),

f o est nfois dérivable en a»

— Pour n=0, le résultat est sans intérét pour ce chapitre (continuité par composition)

— Pour n =1, on a déja montré le résultat.

— Supposons que le résultat soit vraie pour n € N. Soient ¢ est n + 1 fois dérivable en a et
f estn+1 fois dérivable en ¢(a),
fog est dérivable au voisinage V, de a et pour tout x € Vg, (fo@)' (x) = ¢/ (x) x f' (9 (x).
Donc si ¢ est n+ 1 fois dérivable en a et f est n + 1 fois dérivable en ¢(a),
alors ¢’ est n fois dérivable en a et f' est n fois dérivable en ¢(a).

On applique la proposition de récurrence a ¢’ et f'.
Donc d’aprés la formule de Leibniz, (f o)’ = ¢' x f’ o est n fois dérivable en a.
Ainsi f o est n+1 fois dérivable en a. Et 22, est vraie.
[m]

Démonstration

Onnote H: x— %

Par récurrence, on montre facilement que :

(=¥t

V k€N H est derivable k fois en tout x € R+ et H®) : x — ol
X

(a faire, en exercice).
Puis par composition, Ho f est dérivable en tout a € {x € R | f(x) # 0} Par récurrence sur n pour
une fonction f n fois dérivable en a :
— vraipourn=1
— supposé vrai pour un certain n =1
/
aurang n+1:onsait que (%], = f—j; avec f n+ 1 fois dérivable en a.

—f" est donc n fois dérivable en a,

1 5
—5 est n fois dérivable en a (en appliquant I'hypothese de récurrence a la fonction 12
qui est 12+ 1 fois, donc n fois, dérivable en a)

1y - 1
donc d’apres Leibniz [7) = f—é est n fois dérivable en a i.e. — est n+1 fois dérivable

ena.

Proposition - Réciproque 7 fois dérivable

Soit f continue, strictement monotone sur I. Soit n = 1. Si f est n fois
dérivable sur I et si f’ ne s'annule pas, alors f~! est n fois dérivable sur
f.

Démonstration 1
On adéjavu que ! est une fois dérivable et que (f’l), = W
Alors comme f” est dérivable n—1, et que x— f'(f~!(x)) ne s’annule pas sur I,

alors 7 f~! est dérivable - 1 fois. O

Définition - Fonctions de classe €"

Soit f: I — R. On dit que f est de classe €" (ou que f est n fois contindi-
ment dérivable) si

(i) f est n fois dérivable sur I
(ii) f(”) est continue sur I.

On dit que f est de classe € si elle est de classe €" pour tout n. On note
€"(I,R) (resp. €°(I,R)) 'ensemble des applications de classe € (resp.

€°) de I dans R.
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e Remarque - Inclusion d’ensembles

« Si f est n fois dérivable sur I alors f est de classe €" 1.

«Ona6’(N>€ (N6 2€" (D >€" ) >6®(])
koo ko

Done (€' (n=6* et |J € =<¢").

i=h i=h
D’apres les résultats vus pour la dérivabilité en un point a, en prenant tout a
del:

Proposition - Opérations sur les fonctions de classe ¢"

Combinaison linéaire, produit, inverse, composée de fonctions de classe
¢", fonction réciproque de f de classe €” telle que f’ ne s’annule pas
sont de classe €.

Nous avons précisé cela lors du chapitre 5 :

Proposition - Fonctions usuelles

Les fonctions polynomiales, les fonctions exp, In, cos, sin, tan, arctan, sh, ch
sont € sur leurs ensembles de définition.

Les fonctions x — x%, @ € R\ N sont € sur ]0, +oo[.

Les fonctions arcsin, arccos sont €*° sur ] —1,1[.

Exercice

Montrer que les solutions sur R de 'équation différentielle (1+sin® 0y +y' +e 5 y=chx
sont des fonctions de classe € sur R.

Correction
Drabord notons que I'équation peut se mettre sous forme normalisée sur R car 1+ sinx>1>0.
On considére f une solution de E.
On montre par récurrence (sur k € N, k = 2) que f est de classe k.
— festdeclasse €.
— festde classe 62.
— si f estde classe 6" et €"*1.
Donc f et f’ sont de classe €.
chx—f'(x) - ™5 f(x)
1+sin?x '
Etdonc f” est de classe 6", donc f de classe €"+2
[ estde classe €™ pour tout n € N, donc de classe €.

Ainsi pour tout x € R, f"(x) =

3. Etude globale des fonctions dérivables

3.1. Théoreme de Rolle

Proposition - Annulation de la dérivée
Soient f : I — R ol I est un intervalle de R, et ¢ € I, ¢ n’étant pas une
extrémité de I.

On suppose que f est dérivable en ¢ et admet un maximum local en c.
Alors f'(c) =0.

e Remarque - Généralisation et vocabulaire

On observe qu’
— un point ¢ tel que f(c) = 0 s'appelle un point critique
— onale méme résultat pour un minimum local

bAﬂention - Il s’agit d’'une condition nécessaire, mais pas suffisante
f"(c) = 0 n'est pas une condition suffisante.
Le contre-exemple classique suivant le montre : I =R, x — x° en 0.
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Hiswire - Michel Rolle

Michel Rolle (1652-1719) est un mathémati-
cien frangais a I'origine de la notation {/x

M Attention - La condition d’intérieur
La proposition est fausse pour ¢ en une extrémité de I.. Le contre-
exemple classique suivant le montre : x — x + 1 sur [-1,1]

Démonstration
On a donc pour tout x < ¢, f(x) < f(c), donc f(x; fm
i (A‘) AC)

et pour tout x > ¢, f(x) < f(c), donc ————<0.
f) - f(c) lim f(x] f(c)
x— T a—ct -
Or la premiére limite est positive, le seconde neganve. Par unicité : elles sont nulles et f(c) = 0.
[m]

Or f'(c) existe donc X]im

Théoréme - Théoréme de Rolle
Soit f : [a, b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. On suppose que
f(a)= f(b).

Alors il existe c €]a, bl tel que f'(c) =

On va exploiter le théoréeme de Weierstrass, mais on ne peut pas le faire au
bord. Il faut donc commencer par sortir du bord.

Démonstration
Ou bien f est constante, auquel cas pour tout ¢ €]a, bl, f'(c) =

Ou bien f n'est pas constante, il existe donc d €]a, b[ tel que f(d) # f(a)
Si f(d) > f(a).
La fonction f est continue sur [a, b],
d’apres le théoreme de Weierstrass elle admet un maximum.
Celui-ci est plus grand que f(d), donc il ne peut étre atteint aux extrémités de [a, b].
1l existe donc ¢ = max f, avec ¢ # a, b. D’aprés la proposition précédente : f'(c) =
Si f(d) < f(a).
La fonction f est continue sur [a, b],
d’apres le théoreme de Weierstrass elle admet un minimum.
Celui-ci est plus petit que f(d), donc il ne peut étre atteint aux extrémités de [a, b].
Tl existe donc ¢ = min f, avec ¢ # a, b. D’apres la proposition précédente : f'(c) =
[m]

La méme démonstration s’adapte tout a fait, au cas ot b = co, mais dans ce
cas, il faut prendre un Btelque V x > B, | f (x) - f(a)| < | f(d) - f(a)| :

Proposition - Généralisation du théoréme de Rolle
Soit f : [a,+oo[— R, continue sur [a, +ool, dérivable sur ]a, +oo| telle que
fl@)= lim_f(x).

Alors il existe ¢ €]a, +oo[ tel que f'(c) =

Exercice
Faire la démonstration

Correction
Ou bien f est constante, auquel cas pour tout ¢ €]a, +ool, f’(c)
Ou bien f n'est pas constante, il existe donc d €]a, b| tel que f(d) # fla).
SI@>@. [@d-f@
K N _ fd)-fla
Comme L}Qf:ﬂ”)' il existe D tel que V x € [D, +ool, | f(x) = f(@)| < €:= ———.
La fonction f est continue sur [a, D],
d'aprés le théoréme de Weierstrass elle admet un maximum.
Celui-ci est plus grand que f(d), donc il ne peut étre atteint aux extrémités en a ou D.
Il existe donc ¢ = max f, avec ¢ # a, D. D'aprés la proposition précédente : f'(c) =
Si f(d) < f(a). )
Comme ng:f(u), il existe D tel que ¥ x € [D, +ool, | f(x) - f(a)| <€:= M
La fonction f est continue sur [a, D],
d'aprés le théoréme de Weierstrass elle admet un minimum.
Celui-ci est plus petit que f(d), donc il ne peut étre atteint aux extrémités en a ou D.
Il existe donc ¢ = min f, avec ¢ # a, b. D'aprés la proposition précédente : f’(c) =
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/~Savoir faire - Les racines imbriquées
Bien souvent on applique le théoréme de Rolle avec f continue sur [a, b],
dérivable sur |a, b[, f(a) = f(b) =0, on obtient alors la version suivante :
Entre deux zéros de f il y a un zéro de f'.

Exercice
Montrer la formule de Taylor-Lagrange :
Si f€€"((a, b)) et n+1 fois dérivable, il existe ¢ €]a, b| telle que

n f(k)(a) k f )(,:) el
f(b)—kgoT( A —(h-a

Correction

NI .

On considére ¢ : 1 — f(b)— ) (b- % — ———(b- 1)1 de tel sorte que p(a) =
fr k! (n+ l)

Cela est possible, il suffit de prendre M = % ( Z f u]”).

Notons que I'on a également ¢ (b) = 0, on applique le (heoreme de Rolle

Jcela,bltel que ¢’ (c) =

n k+1
Y=-fw-Y L O f m 0= L 7(1;7 0"
=1 k
Il apparait un télescopage :
o= (M )= o"
On adonc f"‘rl (c) = M. La formule de Taylor-Lagrange est montrée

On prend x = b, il existe ¢ € [a,x] (le résultat reste vrai si a > b) tel que M = f”“(c) Avec

ezx'—'/ (C)(x a)

/~Savoir faire - Quelle fonction ¢ choisir pour bien appliquer le théoréme
de Rolle?
De maniére générale, on prend ¢ = f — P, ol P est un polynéme bien
choisi.
Mais il y a deux types de questions :
— Ou bien le point ¢ a trouver est associé a une série de derivées de
f, en un méme point.
C’est le cas ici pour la formule de Taylor : £ (a).
f(kJ )
On considere alors P = Z
= K
(C’estla base polynomiale de I'interpolation de Taylor, en fonction
des dérivées). Au besoin on ajoute une constante multiplicative
pour amorcer le théoréme de Rolle (deux racines).
— Ou bien le point ¢ a trouver est associé aune série de valeurs de f,
en des points distincts : xl,

(t— ) (a bien choisi).

On considére alors P = Z flxp) H —
k=0 t#k
(C’est la base polynomiale de l'mterpolatlon de Lagrange)
On annule et on dérive. On peut avoir a appliquer plusieurs fois le théo-
reme de Rolle.

3.2. Egalité des accroissements finis

Enoncé

@Pour aller plus loin - Formules de Taylor
Les formules de Taylor (sous toutes leurs
formes) seront essentielles pour déterminer
les développements limités des fonctions
usuelles, lors du prochain chapitre... et en
cours de physique
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4@ Représentation - EAF

3

@Pour aller plus loin - Condition encore plus
large de stricte monotonie

Soit f: I — R continue sur I, dérivable sur i

Si f' est de signe constant et ne s’annule qu’en

des points isolés, alors f est strictement mono-

tone sur I.

Avec la définition :

Un point d’annulation xq de f' est dit isolé s'il

existe un intervalle de la forme ]xg — €, xg + €[,

avec € > 0, ne contenant aucun autre point

d’annulation de f’ que x¢.)

des accroi

Théoréme - Théoréme (ou formule, ou é
finis (A.E)

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe
ce€la,b[ tel que

fB) = f@=wm-af©.

11 s’agit du cas n = 0 pour la formule de Taylor-Lagrange vue plus haut.

e Remarque - Graphiquement
I existe au moins un point de la courbe 6 d’abscisse dans ] a, b[ en lequel la tangente
ala courbe est paralléle a la droite (AB) ou A(a, f(a)) et B(b, f(b)).

Démonstration

Considérons ¢ : t— (b—a) f(t) - (f(b) - f(a)t.

Alors p(a) = (b-a)f(a) - (f(b) - f(a))a=bf(a)—af (b) et p(b) = (b—a) f(b) - (f(b) - f(a))b=
bf(a)-af(b)=¢p(a).

Puis ¢ est dérivable (addition de fonction dérivable). On peut lui appliquer le théoréme de Rolle.
Ainsi, il existe ¢ tel que 0=¢'(¢) = (b—a) f'(c) - (f(b) - f(a)). O

Application aux variations d’'une fonction

Théoréme - CNS de Variations de f
I désigne un intervalle. Soit f : I — R continue sur I, dérivable sur [ (I privé
de ses éventuelles bornes). Alors

— f est constante sur I si et seulement si Vx € f, (0 =0,

— f estcroissante sur I si et seulement si Vx € I, =0,

— [ estdécroissante sur I si et seulement si Vx € I°, [l <o.

Démonstration
Supposons que f est croissante sur I,
alors pour tout x € I, il existe € > 0 tel que [x —¢€,x+¢€] < I.
etVyelx—ex+el, f(N<flx)ssiy<ax.
fW-fx)
y-Xx
Supposons que ¥ x € I, f'(x) = 0.
Soit a< be I. D’aprés I’ EAE il existe ¢ tel que f(b) - f(a) = f'(c)(b— a).
Or f'(c)=0etb-a=0,donc f(b) - f(a) 0.
Par conséquent [ est croissante sur I.
Raisonnement comparable pour f est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) <0.
Enfin, ona

Donc f(x) = }me =0 (elle existe bien par hypothése).

f constante « f croissante et décroissante & ¥ x€ I, f(x) = 0 et f'(x) <0& f'(x) =0

[m}

Dans le cas de la seconde implication, avec que des inégalités strictes :

Proposition - Stricte monotonie (C.S)
Soit f': I — R continue sur I, dérivable sur f, alors

Vxe i, f’(x) >0 = f est strictement croissante sur /.

M Attention - La réciproque est fausse
fix— x3 est strictement croissante sur ] — 1, 1.
Et pourtant f'(0) =0, avec 0 €] — 1,1[
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Exercice

En appliquant le théoréme énoncé dans la marge, montrer que si f : I — R est continue
sur I, dérivable sur I et si [ est de signe constant et ne s'annule qu’en un nombre fini de
points, alors f est strictement monotone sur 1.

Correction
Si f s'annule en un nombre fini n de points, on peut noter ces points (x;) jen,, avec X; < X;j11.
Alors pour tout i € N, avec €; = % min(x; ;1 —X;,X; —X;_1), 0n a]x; —€, x; +€[ qui ne contient aucun

autre point d’annulation que x;.

3.3. Inégalité des accroissements finis

Théoreme - Inégalités des accroi finis
Soit f : [a, b] — R, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b|.
SiVxe€la,bl, m< f'(x) < M alors

m(b—a) < f(b)- f(a) < M(b-a).

11 en découle le corollaire suivant ainsi que la définition des fonctions lip-
schiztienne :

Corollaire - f bornée et fonction lipschitzienne
Soit f : I — R dérivable sur l'intervalle I. S’il existe K = 0 tel que Vx €
I, |f'(x)| < K alors f est K-lipschitzienne sur I c¢’est-a-dire que

Y (x1,x2) € I2, | f (x2) = f(x1)] < Klxp — x1].

@ Remarque - Réciproque du corollaire
Réciproquement, si f est dérivable sur I et K-lipschitzienne sur I,
alors nécessairement | f'| < K.

/Savoir faire - Contréler f’ pour controler f
Sil'on cherche a maitriser f, alors il suffit de maitrise f” et d’intégrer la
relation.
Le controle réciproque ne marche pas (ce n’est pas parce qu’on connait
f qu’on connait ).
On a déja vu ce résultat dans le cours sur les primitives et dans le cours
sur les équations différentielles

Exercice
Démontrer I'affirmation faite dans cette remarque

Correction
y f&-fw AR .
Soit x€ I. Alors Yt e I,t # x, ‘T' < K car f est K-lipschitzienne. Comme f est supposée

dérivable sur I, on peut passer 2 la limite quand ¢ — x et on trouve | f'(x)| < K.

Démonstration

La démonstration de I'lAF découle directement de I'égalité des accroissements finis.
Tl existe c € [a:b] =la, bl tel que f'(c)(b-a) = f(b) - f(a).

Oorms<f'(c)<M...0

e Remarque - Interprétation autoroutiére

Une voiture qui roule sur autoroute entre 100 et 130 km/h (conducteur non débu-
tant!), parcourt en une demi-heure une distance comprise entre 50 et 65 km, en une
heure une distance comprise entre 100 et 130 km...au dela de deux heures, elle s’arréte
(prévention routiere!)

Exercice

Une fonction a dérivée bornée est uniformément continue

Correction
On applique I'lAF. Et on a méme mieux : f est K-lipscitzienne donc uniformément continue.

@ Représentation - Interprétation graphique

Si I est un intervalle tel que Vxe I, m < f'(x) <
M et a € I, alors la courbe représentative de
[ se trouve entre les droites d’équations y =
fl@+mx-a)ety=f(a)+Mx-a).
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/Savoir faire - Application a I'étude des suites u,.1 = f (i)
Cette méthode s’applique a toute suite (u,,) définie par ug € I, up41 =
[f(uy) telle que
— I estun intervalle fermé stable par f
— festdérivable et il existe k €]0,1[ tel que Vx € I, | f'(x)| < k
— ilexiste ¢ € I tel que f(¢) =
Dans ce cas, pour tout n >0,

lup =) < klup—y — 0l < k"|ug—¢

(par récurrence géométrique). Et donc, par le théoreme d’encadrement :
(up) — ¢

Exercice

On considére la suite définie par ug = 0et VneN, uy1 = /2 + 1. Donner une majoration
de |uy,+1 —2| en fonction de |y, — 2| puis une majoration de |u,, —2| en fonction de |ug —2|
et n. En déduire que (u;,) est convergente.

Correction
Ici on note f: x— 2+ x, on adonc pour tout n €N, Up41 = f(un)
On remarque que si ¢ est point fixe de f, alors £ = v2+ ¢, donc (2=240iel=20ul=—
C’est pourquoi on étudie 1,41 —2:
ltns1 =21 = | fn) = f@)] < Klup — 2] < K" ug -2|

ol K est obtenu par I megahle des accroissements finis. . .

lei[f'(0)| = | —— —K x>0)

o=l el (>0

Enfin, comme K <1, hm(K”“Iuo —2|) =0 et donc par encadrement : (1) — 2
Exercice

1
Etudier la suite définie par ug e Ret VneN, upe; =2+ 3 sinuy,.

Correction

1
Méme chose avec g:x— 2+ E sinx.

g est dérivable sur R, g’ (x) = 5 cos x donc |g(x)| <
£, point fixe de g : g(¢) = £ — ¢(£) = 0 avec (p.ng(x)—xOr(p(O) =2>0,pm=2-w<0et
Y=g m-1<s-1<0.

Donc ¢ est strictement décroissante sur R, avec le TVI, elle admet une unique racine comprise
entre 0 et 7.
On a ensuite, pour 1> 0,

1 1
lun =L =1f(up-1) - f(O < E\un—l -l< 27Iuo !

1
Donc (uy) converge vers ¢, unique solution du probléme x =2 + 3 sinx (elle est comprise entre 0 et
)

3.4. Prolongement dérivable ou limite de la dérivée

Théoréme - Limite de la dérivée

Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b].

On suppose que f’ admet une limite finie ¢ en a.

Alors limy_., % = ¢, c'est-a-dire que f est dérivable en a et f’ est
continue en a (f'(a) = 0).

Corollaire - Limite de la dérivée (au coeur de I'intervalle)

Si f: I — Rest continue sur I, dérivable sur les deux intervalles constituant
I\{a} etsi f" admet une limite ¢ en a, alors f est dérivable en a et f’ est
continue en a (f'(a) =
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Démonstration
Soit x > a. D’apres I'égalité des accroissements finis :
(x) a;

3eclaxt [0~ f@=fledw-a =T TO_ g,
On sait que f’ admet une limite finie £ en a.
Soite >0, il existe 7> 0 tel que V x €la, a+1l, | f'(x) - | <e.

; fO-f@

On a donc pour tout x €]a, a+1|, cx €la, x[<)a,a+nl, donc |f'(cx) - €| = 7): PR ll<e
C’est exactement la définition du fait que f est derivahle enaet f'(a) =
Evidemment, on a alors également f'(a) = £ = lim f ), donc f continue en a.
Pour le corollaire, on se place sur [c, a[ et sur ]a h] puis on prolonge chacun des intervalles.
Et enfin on les recolle. O

Proposition - Limite de la dérivée infinie

Soit f : [a, b] — R, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b]. On suppose que

llmf (x) = +o00 (resp —o0).

Alors lim fo-i@ _
x—

a

= 400 (resp. —oc0), c'est-a-dire que f n’est pas dérivable
X—
en a mais que <gf admet une demi-tangente verticale en a.

Démonstration
On adapte la démonstration précédente a ce cas : Soit x > a. D’apres I'égalité des accroissements
finis :
X) a
eclax [0~ f@=fledw-a =T TD_ g,
On sait que f’ admet une limite infinie en a.
Soit A>0, il existe 7> 0 tel que V x €la,a+1l, f'(x) > A.
, f (x)— f (a)
On a donc pour tout x €]a, a+1|, cx €la, x[<]a,a+nl, donc f'(cx) = > A.

C’est exactement la définition du fait que )ltim fo-i@ _

o

Le théoreme suivant est en fait un corollaire du premier théoreme avec
I'hypothése supplémentaire que f’ est continue sur I\ {a}.

Théoréme - Théoréme de classe €' par prolongement
Soit f : I — R continue sur I, de classe ¢! sur I\ {a}. On suppose que f’
admet une limite finie £ en a. Alors f est de classe € sur I et f'(a) = £

e Remarque - Force du théoréme
Ce théoreme remplace les deux calculs (a priori) de :
. f-f@
— lim
X—a X
— et JLmaf (x (pour la continuité en a de x — f'(x))

(pour la dérivabilité en a ou existence de f/(a))

par uniquement celui de }111}1 .

7 Exemple - Applications
Ce théoreme s'applique fréquemment dans les deux situations suivantes :

— Lorsque f n’est pas définie en un point, mais peut se prolonger (dans un pre-
mier temps).

11 faut voir alors si ce prolongement de f a pour conséquence un prolonge-
ment de f’ (dans un second temps).
Voir exercice plus bas.

— Dans le cadre de recollement d’équations différentielles en un point frontiere
(ol1 I'équation n’est pas normalisée), on a besoin de voir les prolongements
par continuité de classe €.

Avec ce théoreme, la méthode sera souvent plus facile
On généralise par récurrence aux fonctions de classe €*
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@Pour aller plus loin - Calcul

Par récrurrence : Py = 1 et Ppyi(u) =
—u?(Pp(w) + Ply ()
& Repr ion - Repr de x —
xzsin(%)
005
N
N\ . . ~
D501 005 0 0.08 o1 015 02

Théoréme - Théoréme de classe 6* par prolongement

Soit f: I\ {a} — R de classe ¢* sur I\ {a}. On suppose que pour tout
i€10,1,...,k} f@ admet une limite finie ¢; en a. Alors f admet un pro-
longement de classe €F sur I et pour tout i € {0,1,..., k} f(i)(a) =5

e V¥ six>0
0 sinon
Par composition, fjjo, +o0[ €t fir_ sont de classe €°°.
Par récurrence, on montre que pour tout n € N, il existe Py, polynome de degré 2n tel
que pour tout x >0,

7 Exemple - Fonction f: x — {

(1) oy _ Iy -x
FP@=Paf ) — 0
Donc f est de classe € sur R entier.
Exercice
Soit
f: OU—R
201 :
e Xx“sin g s%x#O
0 six=0

1. Montrer que f est continue sur [0,1].
2. f" a-t-elle une limite en 0?
3. f est-elle dérivable sur [0,1]? de classe € sur [0,1]?

4. Que peut-on en conclure pour les théorémes précédents ?

Correction

1. Pourtout x #0, |sin()] < 1, donc | f(x)| < x2.
Par encadrement, f admet une limite en 0 égale a f(0), donc f est continue en 0.
Elle est par ailleurs (composition et produit) continue sur ]0, 1].

2. f estdérivable sur ]0,1] et pour x #0, f'(x) = 2xsin% *COS%.
Cette fonction n'admet pas de limite en 0.
1 1 __2
En effet, on a pour tout n € N, f(ﬁ) =-1 elf(m) = wmeA ,:500.
3. On démontre que f est dérivable sur ]0, 1] (comme pour la continuité).
Enfin

f)-f0)

x-0

1
‘xsin 7‘ <|x|

x
Et donc par encadrement, f est dérivable en 0 et f’(0) = 0. f’ ne peut pas étre continue en
0, donc f n'est pas de classe €1 sur [0,1]

4. Cela nous montre qu'il n’y a pas d’équivalence entre le limite de la fonction dérivée et la dérivé
en un point, mais bien uniquement une implication. Cela prouve aussi qu’« étre de classe €ls
est plus que d'« étre dérivable ».

/Savoir faire - Exploiter le théoréme de la limite de la dérivée
Ici, il est surtout important de montrer au correcteur que I'on écrit pas
n'importe quoi.

— Par exemple, ce n'est pas la dérivée qui est prolongée.

— Savoir si une fonction est dérivable en un point, ne consiste pas a

priori, a savoir si la dérivée admet une limite en ce point.

Cette derniére observation (limy, f’ ") §’étudie comme conséquence d’'un
super théoréme!
Pour étre assuré que le correcteur a bien compris qu’'on exploite ce
théoréme, on rappelle avec insistance les hypotheses a vérifier pour
appliquer le théoreme (continuité de f...).
Si on doit le démontrer pour les dérivées de tous les ordres, on fait une
récurrence, avec un controle pour s'assurer le passage a la limite.
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Exercice
sinx? .
Pour x # 0, on pose f(x) = ——. Montrer que f se prolonge sur R en une fonction de
X
classe €.
Correction

2
On sait que pour tout y € R, |sin(y)| < [yl, donc | f(x)| < X;

' =1xI.
Par le théoréme d’encadrement : li:;n f=o.
On peut donc prolonger f en posant f(0) = 0.

242 2y _ in(2 in(x2
f estde classe € sur R* et pour tout x # 0, f’(x) = w = cos(x?) - w
X X
Par addition (et en exploitant li;n%(y) =1),on li(l"ﬂf, =1-1=0.

Donc le prolongement de f donne une fonction de classe € surR.

3.5. Prolongement de la regle de 'Hospital

jel Analyse - Cas g :EZ]) indéterminé
On a vu en début d’année : si f(x) - f(a) = (x - u](f'(a) +e1(x) et g(x) —gla) =
(x—a)(g'(a) +€2(x)), avec €] et e continue et nulle en 0,

!
a,
alors si f,( ) n'est pas indéterminée :
g'(a)

_ / /
im fo-f@ _ lim fla+a® _f@
x—agx)-gla) x—ag'@+ex) g'(a

) N ()
Mais que se passe-t-il si 7@ estindéterminée?

Proposition - Prolongement de la régle de ’'Hospital
Soit a€ I, f et g dérivable sur I\ {a}.
!

Si g admet une limite en a et g’ # 0 sur un voisinage épointé de a.

_ !
Alors x — M admet une limite en a égale a limL.
8(x)—gla) a g
Démonstration

Soit x € I\ {a}.
Considérons h: t — f(£)(g(x) — g(a) - g(O(f(x) - f(a).
alors h est dérivable sur 1\ {a}, de dérivée 1/ (1) = f'(1)(g(x) - g(@) - &' (D(f () - f(@)).
Puis h(a) = h(x) = f(a)g(x) — g(a) f(x). D’apres le théoreme de Rolle :
il existe cx €]a, x[ (ou]x, al) tel que h'(cx) = Oi.e. f(cx) (§(x)~g(@) = g'(cx) (f ()~ f (@)
J@-f@ _ [l
g -gl@ glex) x—a

Ainsi pour tout x € I\{a}, suffisamment proche de a, il existe cy tel que
/
lim L, o
a8

Un petit d’exercice d’application qui donne un savoir-faire et reprend un
résultat du DM2.
Exercice
. sinx—x+ éx3
Calculer lim —————
x—0 x4
Correction
Onnote f:x—sinx—x+ %x3 etg:x— x4
Ces fonctions sont dérivables 4 fois sur R et pour tout x € R,

1
fm(x) =cosx—1+ Exz, f(z)(x) =-sinx+x, f(3)(x) =-cosx+1, f(‘”(x) =sinx

gV =42, g@(x) = 1242, g¥ (1) = 24x, gW (1) =24
On remonte les indéterminations.
@ @)

alors

comme i ~* M g

Pw P JiE)

0 puis ——— — 0, e — 0 etenfin — — 0.
R Rre) g &)
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4. Généralisation aux fonctions a valeurs com-
plexes

1 désigne un intervalle de R non réduit a un point.

4.1. Définitions

Définition - Taux de variations ou parties réelle et imaginaire
Soit f € Z#(I,C), a€ I. On définit la fonction 7, sur I\ {a} par

_fW-f@

x-a

Ta(X)
1l'y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

T, posséde une limite en a (limite dans C).
Ref et Imf (fonctions a valeurs réelles) sont dérivables en a.

d
On dit alors que f est dérivable en a. On note f'(a) = Df(a) = d—{;(u) cette
limite.
Ona f'(a) = Ref) (@) + i(lmf) (a).

@ Remarque - Démonstration?
1l faudrait démontrer I'équivalence entre les deux propriétés.
Cela découle simplement de

Tal) = Ref(x;:};ef(a) +l_lmf(xi:lumf(a)

Puis on prend les limites

Proposition - Dérivabilité = Continuité (en un point)
Si f € Z(I,C) est dérivable en q, alors elle est continue en a.

Démonstration

Méme démonstration que pour le cas réelle : pour étre dérivable, il faut que le numérateur
s’annule. O

Proposition - Dérivabilité = Continuité (sur un intervalle)
[ estdite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas
elle est continue sur I.

Définition - Dérivations successives

On définit les dérivées successives de la méme maniére que pour les fonc-
tions a valeurs dans R.

On dit qu'une fonction est de classe 6" sur I si elle est n fois dérivable sur
1 et si sa dérivée n-iéme est continue sur /.

On dit qu’elle est de classe € si elle est de classe € pour tout n (soit si
elle est dérivable a n'importe quel ordre).

On note €"(1,C) (resp. €*°(I,C)) I'ensemble des fonctions de classe €"
(resp. €°°) sur I.
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Les propositions qui suivent se démontrent aisément en prenant les parties
réelles et imaginaires de chaque fonction et en appliquant alors les résultats
pour les fonctions a valeurs réelles. ..

Proposition - Stabilité
Soient f, g € #(I,C) dérivablesen a et (A, ) € €2 alors
e Af +ug, fg = (si g ne s'annule pas en a) sont dérivables en a, les
formules donnant les dérivées étant les mémes que pour les fonctions a
valeurs dans R.
* Si ¢p € Z(J,R) dérivable en f(a) et f(I) c J, alors ¢po f est dérivable en a
et

@o (@ =f'(@)xd(f(a)
. f est dérivable en a et (f)’(u) = f(@).
« Lexponentielle complexe de f (ef : x — e/® = eRe/W (cos (Imf(x)) +
isin (Imf(x))) est dérivable en a et (/) (a) = f'(a)e/@.

Plus généralement encore :

Proposition - Stabilité
Onadoncquesi f, g € Z(I,C) sont dérivables sur I, ¢ dérivable sur J, alors
Af +ug, fg, = (si g ne s'annule pas sur I), fod, f, e/ sont dérivables sur

I avec les formules usuelles de dérivation.

Proposition - Généralisation au dérivée n-iémes
o f € #(1,C) admet une dérivée n-ieme sur I si et seulement si les fonc-
tions a valeurs réelles Ref et Imf admettent une dérivée n-ieme sur I et

alors :
Re(f[")) — (Ref]("’ et lm(f‘")) — (Imf)“”
«Si f,g € Z(I,C) sont n fois dérivables sur I (resp. de classe €" sur I) alors

Af+ug, fg = (si g nes’annule pas sur I) sont n fois dérivables sur I (resp.

de classe €" sur I) et
Mer”g)(n) — /'lf(”) +”g(n)
n

(fe)™ = > (Z)f‘k)g("’k] (formule de Leibniz)
i

Exercice

Préciser (et démontrer) si les affirmations suivantes restent vraies dans le cas complexe :
1. fe€F(I,C) dérivable sur I est constante sur I si et seulement f” est nulle sur I
2. Le théoréme de Rolle et I'égalité des accroissements finis.
3. Inégalité des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — C, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ (avec a < b) telle que
Vxe€la,bl, | f'(x)| < M. Alors

|- r@| < mip-al.

Correction
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1. VRAI : Mais en revanche I'étude du sens de variation de f n'a pas de sens.

2. FAUX : Contre-exemple : f définie sur [0,27] par f(f) = ei’.
On a en effet /(1) = ie'’ qui ne s'annule jamais alors que f(0) = f(27). Cela provient du
fait que les dérivées des parties réelle et imaginaire s’annulent bien (cos et sin) mais pas
simultanément.
D'un point de vue cinématique, une fonction complexe pouvant représenter un mouvement
dans le plan, cela se traduit par le fait qu'un mobile peut revenir & son point de départ sans
pour autant que sa vitesse s’annule (ce qui n'est pas possible pour un mouvement rectiligne).

&)

. VRAL Ona f(b)-f(a) = ret? avec (r,0) € R* xR. On applique I'inégalité des accroissements
finis & la fonction & valeurs réelles Reg ol g est la fonction définie sur [a, b] par g(x) =
flxye 0.

Re(g(h) - g(@) = Re(lf (b) - f(@le”0) = | f(b) - f(@)]

car f(b) - f(a) =1 f(b) - f(a)e. Ainsi

|f(b) - f(@)| = Re(g(b) - g(@) < |b - alsup (Reg)' < b~ alsup [Re/"em)

5. Bilan

Synthese

~ Sil'on souhaite encore plus maitriser les variations de f(x), en mai-
trisant les variations de x, il est bon de connaitre le rapport entre ces
deux types de variations. C’est la dérivée.

~~ Tout le cours consiste a redémontrer les résultats exploités en début
d’année. On gagne, dans ce chapitre : le théoreme de Rolle qui s'étend
en égalité des accroissements finis (EAF) sur R) ou inégalités des ac-
croissements finis (IAF) sur R ou C, on donne enfin la démonstration
sur 'impact du signe de f’ qui donne les variations de f et les consé-
quences lorsque f’ admet une limite. ..

~~ Comme d’habitude on termine par I'extension sur C. En perdant la
relation d’ordre, on perd I'EAF...

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Les racines imbriquées

— Savoir-faire - Quelle fonction ¢ choisir pour bien appliquer le théo-
réme de Rolle?

— Savoir-faire - Controle f’ pour controler f

— Savoir-faire - Application (I.A.E) al'étude des suites u,+1 = f(uy)

— Savoir-faire - Exploiter le théoréme de la limite de la dérivée

Notations

Notations

Définitions Propriétés Remarques

0]

€()

Ensemble des fonctions k fois dérivables ~ €%*1(1) c 6% (1) On dit aussi que f est de classe
sur I et doncla k-ieme dérivée est continue ck.

sur [

Ensemble des fonctions infiniment déri- ~ 6°°() = () L0 On dit aussi que f est de classe
vables sur I keN €.

Retour sur les problemes

92. x~— |x| est continue, non dérivable en 0.
On note 0(x) = x — |x], partie décimale de x. Alors x — 0(x)[0(x) <
%] +(1-0x)[0(x) > %] est continue, non dérivable en tous les points
m
—avecmeZ.
Un gribouillage est continue, nulle part dérivable. ABEL a également
un célebre contre-exemple trouvable sur internet.

93. Cours. Mais les formules ne sont pas toujours faciles (composition).
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94.

95.

96.

Le fameux théoréeme qui n'est pas le prolongement de la fonction
dérivée...

Oui! La maitrise de la dérivée, donne un encadrement de la fonction
f-

Cours. Pour les fonctions de C — C, on appelle holomorphe la qualité
d’étre dérivable. Cela donne une grande rigidité a la fonction et donc
quelques qualités. Comme la plupart des fonctions usuelles sont holo-
morphes (toutes celles qui peuvent s’écrire sous forme de série), elles
possedent donc de nouvelles qualités (du moins, que I'on ignorait).
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e 22

Convexité

@Résumé -

Les fonctions ne sont rarement / croi: ou décroissantes, mais

seulement par morceaux. De méme, dans notre sac de fonctions, la plupart sont
convexes ou concaves par morceaux. Cela nous donne une série d’'inégalités fa-
cilement, celles-ci permettent en retour d'offrir des propriétés de régularité forte!
Quelques vidéos :

7

7

— Bibmath - Des vidéos comme pastilles démonstratives - https :/lwww.bib
tion=affiche&quot: hsp rs/convexe.html

— Kiffelesmaths - Fonctions concaves et convexes (Lécole des mathéma-
tiques) - https :/lwww.youtube.com/watch 2v=va9NqRKArcw

— Lesbonsprofs (c'est eux qui le disent) - Fonctions convexe et fonction

concave - https :/lwww.youtube.com/watch 2v=4P658MI1xxE
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I désigne un intervalle de R.

1. Problemes

? Probléme 98 - Une dérivée seconde positive...
Les inégalités sont essentielles en analyse réelle.
Pour obtenir les inégalités, on exploite souvent la croissance (d'une diffé-
rence) de fonctions. Quand tout va bien, on les obtient souvent par étude
du signe de la dérivée.
Parfois, il faut dérivée deux fois. Par exemple pour obtenir sup; | f'|, lors
de I'application de I'inégalité des accroissements finis.
Que dire d’'une fonction dont la dérivée seconde est positive (cas d’ap-
plication de 1"inégalité des accroissements finis) ? Quelle régularité cela
donne?

? Probléme 99 - Convexité = Dérivabilité ?
Réciproquement, la convexité implique-t-elle la dérivabilité? Et d’abord
la continité?
La réponse est non, car x — |x| est convexe mais non dérivable.
Néanmoins, on peut penser que tout n’est pas perdu. ..

2. Fonctions convexes

2.1. Ecriture paramétrique d’'un segment

¥ Analyse - Equation paramétrique d'un segment

Soient x, y € I. Si u est situé entre x et y, onnote X< u < y.
u—

X
Donc0< <L
-Xx

On adonc en notant A = %, AMy-x)=u-xpuisu=Ay+(1-A)x.
Le segment [x, y] est paramétré par {1y + (1 -AN)x| A €[0,1]}.

Proposition - Paramétrisation du segment [a, b)
Soient a, b € R.

tela,bl <=3 Ae(0,1]telque t=Aa+(1-A)b

t—b
A savoir ce nombre A vérifie (réciproquement) : A = P
a—

On vérifieaussique A=1<=t=aetAl=0<t=>h.

2.2. Définition d’'une fonction convexe (et concave)

Définition - Fonction convexe et concave
On dit que f est convexe sur [ si

Vx,yeLVA€[0,1], f(Ax+1-ADy)<Af(0)+1-Nf()

Lorsque l'inégalité est stricte, alors on dit que la fonction f est strictement
convexe.
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On dit que f est concave (si — f est convexe) sur [ si

Vx,yeLVA€[0,1], f(Ax+1-ADy)=Af(0)+1-Af()

Evidemment une fonction peut étre ni convexe ni concave.
7 Exemple - x — x?
Pour tout x,y € R, 1 €[0,1],

A2+ 1=y - Ax+1 -2 =[A=A22 +[(1- ) - (1 - D2]y? =240 - Vxy
= A0 - DI +y%—2x)) = A0 - D(x-y)> =0

Donc la fonction x — x? est convexe.
Remarque - Critéres de convexité
On démontrera par la suite que la fonction x — e* est convexe, ainsi que beaucoup
d’autres fonctions. .. (au moins par morceaux).
Nous verrons un critere simple plus loin avec la dérivation (seconde).
Exercice
Que dire de f si f est convexe et concave sur 1.

Correction
En fait, f est affine

/~Savoir faire - Inégalité de convexité de maniére explicite (et non uni-
quement paramétrique)
On cherche a énoncer I'inégalité de convexité pour z € [x, y], en rempla-
cant la forme paramétrique du segment [x, y] par une version explicite.
Soit z € [x, y), alors il existe A € [0,1] tel que z=Ax+(1—-A)y, il s'agit de

A= o=
x-y y-x
On a alors

(z=f)-(x-2)f(y)

f@=fAx+1-Dy) <A@ +A-Vf(y) = —

2.3. Stabilité de 'ensemble des fonctions convexes

Proposition - Stabilité
Si f et g sont convexes sur I, alors f + g est convexe sur /.
Si f est convexe sur I et k = 0. Alors k f est convexe sur I.

Démonstration
Les inégalités sont conservées par additions et multiplication par un nombre réel positif. O

La convexité (concavité) sert surtout pour obtenir facilement des inégalités. ..
3. Inégalités

3.1. Généralisation

Proposition - Généralisation - Inégalité de Jensen
Si f estconvexe sur I, alors pour tout n €N, ay, az,...ap € I et Ay, Ap,... Ay €
n

[0,1] telque ) A =1,0na
k=1

f(i Akﬂk) < i Aif(ax)
=1 =1

@ Représentation - Graphique

On a donc, pour tout A(x, f(x)) et B(y, f()
deux points de la courbe y = f(x), le segment
qui lie ses deux points (la corde) est au-dessus
dela courbe y = f(x).
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Démonstration
On démontre le résultat par récurrence sur 7.
Notons, pour tout n € N* et n.>2,

n n n
Ppi«¥ ay,ap,...an € LAL Az, Ap€0,1]] Y Ap=1, f(z Akak) < Y Apflag).»
=1 (=1 k=1
— Puisque f est convexe, &, est vraie.
— Soit n €N et n = 2. Supposons que &y est vraie.

n+1
Soient ay,az,...an, apns1 € I et A1,Az,...An, Aps1 €10,1] tel que Z Arp=1,0ona

n+l

Zakf(z Ak)wlnﬂfl

n
Doncl—Ayyy = Z Ak

n
> Apag
_k=1
Onnote a = i
k=1
Notons a_ = mm(uk,k <n)etas = max(uk k<n).

n
alors Z Ara Z Agag < Z Aas.

et donc a, <as u+ Amsl ae [a, aslcl.
Puis, on applique la convexité pour f :

n+l
f(z lkak) —f(Z Akag+Ans1ansr | = f(Ansraner + (1= Ans1)a)
k=1
<Ans1fans)) + A= Ans1) fa)
A 2z 1-1,
On note pp. = —-%— onadonc Y px= Z o=l
1-Ans1 i +1 0 1-Ans1

Ainsi, d’apres 2,

Ak

n n
— ap|=f| ¥ mrar|< X peflar)
1-Ans1 f=1 k=1

f(m:f(f

Donc
n+l n n+l
f(Z Akak) <Apt1flans)) + (= Aps1) 3 peflag) = Y Agag
k=1 k=1 k=1

Donc 2,4 est vérifiée.

/Savoir faire - Normaliser les coeffici pour la convexité
On notera la technique classique qui consiste étant donné une famille de

Ai
coefficients (A;);¢; positifs tel que Y ;c; A; = S de considérer y; = =

n
Alors € [0,1] et ) p;=1.
i1

3.2. Comparaison des pentes

Les inégalités suivantes, équivalentes a la convexité, aident pour I'étude de la
continuité, voire de la dérivabilité de f.

Lemme - Inégalité des trois pentes
Soit f une fonction convexe sur 1. Alors pour tout x, y,z€ [ et x< y <z,

ona IV -T® _[@-f@ _f@-fQ)

y-x  z-x  z-y
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Démonstration
Comme y € [x,z], il existe A € [0,1] tel que y = Az + (1 - A)x.

1l suffit de prendre A = y;;:
Etdonc f(y) <Af(2)+ (A=A f(x) = ff(z —
Orz—x=0,donc (z-x)f(y) <(y-x0f(2)+(z— y)f(x).
« Ainsi en retranchant (z - x) f(x) : (z—x)(f(y) - f(x) < (y = 1) f(2) + (x = y) f(x).

f(y):i’(x] < ﬂzz]:fx) « Egal (=0 @-f) = -0f (-
(z=0)f() =(z-xf(2) - (y-xf(2) - (z-y) fx)=(z-y(flz) - f(x).
f@-1Y _ [&-fx) o
z

-y T z-x

Or y—xetz—x=0donc

Orz—yetz—x=0donc

Proposition - Croissance des pentes
Soit f définie sur I.
[ est convexe sur [ si et seulement si,

f) - fla)

pour tout a€ I, ¢, : x— —————— est croissante sur I \ {a}
x—a

Démonstration
Supposons que f est convexe sur I.
Soit a € I. Soit u,ve I\ {a}.
On peut supposer sans perte de généralité que u < v.
Iy a trois possibilités: a<s u; v<aetv<as<uv.
e~ ——

casl cas3 cas2
On applique alors le lemme des trois pentes : epourlecasl:x—a, y—uetz—uv.
epourlecas2:x—u,y—aetz—v. epourlecas3:x—u,y—vetz—a. Dans

tous les cas, la conclusion est @4(u) < ¢4(v). Donc ¢ croissante.
Réciproquement, supposons que pour tout a, ¢ est croissante.
Soient x,y € I. SPDG: x < y. Soit A€ [0,1]. Soit a= Ax+ (1 - A)y.
Alors pa(x) < pa(y) ie. f(xif{l(a) /(y) j(a)
x—a<O0ety—a>0:(y—a)(f(x)- fla) = > (x a)(f(y) - fla).
Ainsi (y—a-x+a)= (- f(@<(y-af@)+x-a)f(y) =Ay-0f(@0)+1-D)(y-x)f.
En simplifiant par y — x =0, on trouve I'inégalité de convexité.
[m]

3.3. Tangente

On suppose localement que f est dérivable.

Proposition - Inégalité des tangentes

Soit f convexe sur 1.

On suppose de plus que f est dérivable sur I.

Soit xg € 1, alors pour tout x € I, f(x) = f(x0) (x — Xo) + f(x0)

Démonstration
Dans le cas ol1 x < x.
Soit u € [x, xp], d’aprés le lemme des trois pentes :
JW-f0) _ fxo) =) _ flxo) = f(w)

u-x Xp—X X0 —

fxg) = f(x) <

Xo—X

En passant a la limite u — xp dans la seconde inégalité (car la limite EXISTE) :
f(xo).

Comme xp — x =0, on trouve f(x) = f(x) — (xg — x) f (x0).

Dans le cas ol x < xg.

Soit u € [xg, x], d’apres le lemme des trois pentes :

fw) - f(xg) - f(x) = f(xp) - fx) = fw)

u=xo x-x x-u
x) = f (x
En passant & la limite u — xo dans la premiére inégalité : f’(xo) < M
X=X
Comme x — xg =0, on trouve f(x) = f(xp) — (xp — X; f (x0)-
[m]
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Convexité

Aretenir : selon que I'on cherche une majoration de f(x) ou une minoration,

/~Savoir faire - Utilisation de la convexité (inégalités)
Trois fagons d’exploiter la convexité d’'une fonction :
— La comparaison a la corde qui donne un majorant a f(x)
— La comparaison a la tangente qui donne un minorant a f(x)
— La comparaison des pentes, croissantes (avec le lemme des trois
pentes ou directement).

4. Régularité

4.1. Continuité

[ Remarque - Rappel - Intérieur

On appelle intérieur de l'intervalle I, I'ensemble des nombres réels x tels qu'il existe
e>0telque]x—e,x+elc 1.

On note cet ensemble 1. Cf chapitre de topologie réel.

Si I est ouvert, alors tout point x de I est nécessairement un point de .

Proposition - Convexité implique continuité

Soit I un intervalle.

Si f est une fonction convexe sur I, alors f est continue sur / ('intérieur de
D.

Démonstration
Soit x € I. Donc il existe € > 0 tel que ]x ¢, x + €[ I.
On commence par la limite a droite.
Pour tout u € [x, x +¢], il existe A € [0,1] tel que u = A(x+€) + (1 - A)x.
Par convexité: f(u) < Af(x+€)+(1-A)f(x).
Notons que le terme de droite admet une limite pour A — 0, i.e. « — x, qui vaut f(x).
Puis x € [x—¢,u] donc il existe A € [0,1] tel que x = A(x—¢€) + (1 —A)u.
Par convexité : f(x) < Af(x—€)+(1—A)f(u).

ﬁ(f(x) -Afx=-e) < fw.
Notons que le terme de gauche admet une limite pour A — 0, i.e. u — x, qui vaut f(x).
Donc, par double encadrement, f(u) converge pour 1 — x* vers f(x).
Etdonc f admet une limite a droite en x.
De maniére équivalente, on montre que f admet une limite a gauche en x. 0

On verra mieux au chapitre suivant.

4.2. Criteres de convexité (avec la dérivation)
Avec f'

Lorsqu'une fonction est suffisamment réguliere, démontrer sa convexité est
simple.

Proposition - Critére de convexité avec la dérivée
Si f est dérivable sur 1.
Alors f est convexe sur I ssi f’ est croissante sur I
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Démonstration
Supposons f est convexe.
Soienta< be Iethela,bl.
fW-f@ _[fB)-[@ _[b)-[h
h—a N :

D’apres le lemme des trois pentes :

b-a b-
b) —
On fait i — a dans la premiere inégalité et donc f'(a) < w

—a
b) - f(a
On fait h — b dans la seconde inégalité et donc f'(b) = 1A ;75 ),
Par transitivité, on trouve la croissance de f”.
Réciproquement, supposons que f” est croissante.
Soient x,yelet A€ (0,1l etz=Ax+(1-A)y.
Sans perte de généralité, on peut supposer que x < y.
D’apres I'égalité des accroissements finis, il existe ¢; € [x, z] tel que M = f'(cp).

D’apres I'égalité des accroissements finis, il existe c; € [z, y] tel que

f@-10 _[W-f2)
z-x y-z
etdonc, comme y—z>0etz—x>0:
(y-0f(2<@z-0f(y)+ (-2 f(x).
Maisz—x=(1-AN(y-x),y-z=Aly-x)ety-x=0,
donc f(2) < A=A f(y) +Af(x).
Ainsi f est convexe. O

f(Yy i) ~ .

-z
Par croi de f':

Savoir exploiter f”, si possible

/Savoir faire - Démontrer qu'une fonction est convexe.
Dans de trés nombreux cas, on montre que f est convexe en montrant
que f est dérivable et f’ est croissante.
Et la plupart du temps, on a f dérivable deux fois. Dans ce cas f est
convexe si (et seulement si) /" =0

Exercice

1. Montrer que exp est convexe.

. a+b
2. En déduire que 'inégalité arithmético-géométrique sur R+ : > =vVab

Correction

1. exp est de classe €™ et exp” =exp = 0.
2. Posons a=eleth= eB,

+
Vab= eprexpB:exp(—AEB)s%eAJr%eB:u b

Dérivabilité (partielle) par la convexité

Proposition - Dérivabilité a gauche et a droite
Soit f convexe sur I'intervalle I.

Alors f est dérivable a gauche et a droite en tout point x de I et
fg) < f(x).

. ) ’ B ! — ! i
Ma1§ on‘ n a pas nécessairement fg(x) = fd(x), comme pour x — |x|, sinon f
serait dérivable en x.

Démonstration
Soit x€ I. Ml existe u,ve I telque u< x < v.
N-f(x
On saitque @y : t— M est croissante sur I\ {x}.
-x

Alors ¢y est croissante et bornée sur [u, x[U]x, v].
Elle est minorée par ¢y (1) et majorée par ¢ (v).

Alors elle admet une limite pour t — x~ égale a sup;  ¢x(1).
Et de méme ¢y et minorée par @y (u).
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438 Convexité

Alors elle admet une limite pour ¢ — x* égale a inf;x ¢x(1).

Enfin, pour tout T > x, ¢ (T) est un majorant de {p (1), t < x} (par croissance de ¢y),
Donc x(T) > sup,c, @x(f) = fé(x) (le plus petit des majorants).

Par conséquent, fé(x) est un minorant de {px(T), T > x}.
Donc /) (x) = infy>x ¢x(£) > f4(x) (e plus grand des minorants). O

On retrouve en corollaire la continuité de f en x. 2 3

5. Bilan Chapitre

Synthese

~» Lun des plus importants résultats de topologie réelle est le TVI : il n'y D évelopp ements limités

a pas de trou dans R et toute transformation qui conserve une partie
sans trou (ou intervalle) de R doit étre continue. Lenjeu est donc la
continuité! Il faut pour cela définir la notion de limite de fonction, en
un point, puis sur un intervalle.

~~ Nous terminons par I'étude des fonctions a valeurs dans C. @Résumé -

Au voisinage d'un point a, une courbe est tout a fait comparable a une droite;
pas wimporte laquelle : sa tangente d'équation y = a+ f'(a)(x — a). Est-il possible
— Savoir-faire - Inégalité de convexité de maniére explicite (et non uni- d'étre encore plus précis? Les développements limités répondent & cette question :
quement paramétrique) ils permettent de transformer une fonction quelconque en une famille plus simple

— Savoir-faire - Normaliser les coefficients pour la convexité. def nncuons‘p olynomes de Tay lor- trés p mCh?' . .

e . ) . Pour pouvoir affirmer ce résultat (et l'exploiter abusivement en sciences phy-
— Savoir-faire - Démontrer qu'une fonction est convexe. N . , X N

e e . e siques), il faut d'abord commencer par formaliser du vocabulaire tres précis : une
— Savoir-faire - Utilisation de la convexité (inégalités)

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

fonction f est dominé par (resp. négligeable devant, éq lente a) une fonction g
au voisinage de a si. ..
Notations Au passage, on formalisera l'expression bien connue des lycées : « g 'emporte sur
- — — LESS
Notations Défi rfmons Propriéiés R.e Au lieu d’une liste de probleme, nous commengons par l'étude d'un cas précis.
I Intérieur de I'ensemble 1 {xel|3e>0]|]x—€,x+e€[c T} Si s as .
val Quelques vidéos :

— Optimal supl/spé - Formules de Taylor et Développements limités -
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=TVW8UBTmT58
Retour sur les problemes — Avenir-cours - DL4(1) de In(x)/x? a partir de DL connus MPSI -
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=a8Q5Er/NPYs
— Science for all - Les dével s limités Relativité 3 - https :/lwww.youtube.com/watch 2v=TM9HdSBat8o

PP

97. Attention, c’est une condition suffisante, mais non nécessaire. Voir le
probléeme suivant

98. On a vu dans le cours que la convexité impliquait la dérivabilité a

droite et a gauche en tout point, mais pas la dérivabilité générale. Sommaire
1. Probleme. ........iiiiiiiininerennneens 440
2. Vocabulaire et opérations pour des développements
asymptotiques de fonctions . . . .. ... ... ce.. 440
2.1. Rappel:lecasdessuites . . . .............. 440
2.2, Définitions . .. ........ ... ... ... 441
2.3. Relations d’équivalence. Relation de préordre . . . . 443
2.4. Echelledecomparaison . . ............... 444
2.5.  Algebre des relations de comparaison . . . . ... .. 445
3. Développementslimités . . . .. ............... 447
3.1. Définitions . - ..o447
32, Propriétés .. .......... ... ... ... 448
3.3.  Existence de développements limités . .. ... ... 449
34. Opérations . . .. ... 453
3.5. Généralisation. . . ................ ... 456
4. ApplicationsdesDL. . . ...t vvi i i 457
4.1.  Recherche delimites et d’équivalents (suite ou fonc-
ton). . ... 457
4.2.  Etudelocale d'une fonction . . ... .......... 457
5. Bilan .......... ... . i i i 459
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440 Développements limités
1. Probleme

. _e-1
& Représentation - y = &
s

? Probléeme 100 - Une courbe, des zooms
Considérons une fonction exemplaire :

Le tracé de cette courbe figure en marge.

Elle semble de classe € sur ] — 7, 7[.

On peut alors visiblement obtenir certains nombres significatifs : £(0),

o £7(0)..., mais aussi lim, .- f ou encore lim,,- f’...

On peut dire mieux, au lieu de regarder en un point, on peut regarder

\ b au voisinage d’'un point. On zoome par exemple en 0 ou en +7 (cf. en
marge).

Cela la puissance du zoom, on voit alors apparaitre une famille de fonc-

tions plus ou moins simples; plus ou moins connue.

— Auvoisinage de 0: Visiblement f(0) = 1. Une premiére approxima-
tion est f = 1. Pas satisfaisant... Puis par tatonnement, il semble
que la courbe d’équation (polynomiale) y = 1+ Jx+ 3x* + §x°
semble trés proche de y = f(x), au moins au voisinage de 0.

— Auvoisinage de —7 : La valeur est infini, cela ressemble plus a une
hyperbole.

b= A : e -7 1

Te-on Par tatonnement, il semble que y = o te (=14 5(x+m)

os 1 Le principe d’'un développement limité, consiste a approcher une fonc-
tion (ou une suite) par une fonction (ou une suite) mieux connue; poly-
nomiale par exemple

er-1
sinx

# Représentation - y = autour de x =0

,.“

er-1

& Représentation - y = &

autourde x = -1

’a *Heuristique - Développement limité
/' Le principe est le suivant :
/" 1. Onremplace une fonction par un développement mieux maitrisé (polynome. . .)
5
’/ a=0.96 2. Cela dépend du voisinage du point considéré.
bo OO T | 3. Plus on souhaite qu'il soit bon, plus il faudra qu'il y ait de coefficients.

@ ' .

5 ;:'Osm - 1l est d’abord nécessaire de comprendre comment comparer deux fonctions

(celle de référence et sa version locale polynomiale). On s’intéresse donc dans
cette partie aux relations de comparaison entre fonctions.

Le principe est le méme pour les suites (mais étudiées toujours uniquement
en n — +oo).

M Attention - Selon le point
1l n'est jamais trop tot pour insister : la fonction (polynomiale - par
exemple) plus simple qui décrit f dépend du point aupres duquel on
est amené a faire I'étude.
Le résultat au voisinage de 0, n'a rien a voir avec celui au voisinage de
+7! (par exemple)

2. Vocabulaire et opérations pour des développe-
ments asymptotiques de fonctions

2.1. Rappel:le cas des suites
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Définition - Définition généralisée
Soient (uy), (v,) € RY. On dit que
— (uy) est négligeable devant (v,), notée u,=0(v,) si

Ve >0,IN eNtel queVn = N, |u,| <e€lv,l.

— (uy) est équivalente a (v,,), notée u, ~ v, si U, — v, = 0(vy).
— (uy) est dominée par (v,,), notée u, = O(v,) si

3C>0,IN eNtel queVn = N, |uy| < Clv,l.

/~Savoir faire - Etude de négligeabilité/équival /domination... d'une
suite.
Deux cas fréquents pour étudier une suite (uy,) :

— sila suite (u,) = f(n), alors en fait on étudie directement la fonc-
tion f...

Trés souvent, on se rameéne a cette situation.

— si la suite est définie implicitement ou par récurrence, on étudie
la limite de %’, ol v, est le candidat pour étre respectivement : le
facteur de négligeabilité / d’équivalence / de domination (dans ce
cas la limite vaut respectivement 0 / 1 / est bornée.

@ Remarque - Rappels
On rappelle également que I'on a vu
— n! oo ne=1\/27n (formule de Stirling)
—+00

2.2. Définitions

Définition - Définition généralisée
Soient f,g: I — R et a € R, point ou borne de I. On dit que
— f est négligeable devant g au voisinage de a, notée f = o(g) si

Ve>0,3V e, |VxeV,|f(x)| <elgx)l.

— f est équivalente a g au voisinage de @, notée f ~, gsi f—g = o(g).
— f est dominée par g au voisinage de a, notée f = 0(g) si

AC>0,AVeV,|VxeV,|f(0)]|<Clgx)|.

@ Remarque - Ensemble g~ (0})
Si g(x) = 0 pour x € V, alors nécessairement, pour les trois cas précédent : f(x) =0.
Donc g’l fohnve f’1 ({0}, autrement écrit : Z(g) NV < Z(f).

Proposition - Caractérisation avec une fonction auxiliaire
Soient f,g: I — Ret a€R, point ou borne de 1.
Alors, on a f =, o(g) si et seulement si

il existe une fonction h telle que h e 0 et f = hg au voisinage de a.
Alors, ona f ~, g si et seulement si

il existe une fonction h telle que h > 1 et f = hg au voisinage de a.
Alors, ona f =4 O(g) si et seulement si

il existe une fonction & telle que & est bornée au voisinage de a et
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Développements limités

f = hg auvoisinage de a.

Démonstration
* Supposons que f =4 0(g).

Soit h = = surR\ Zg et h=0des que g(x) =0.
8

Ve>0,3VeTy |V xeVa\Zg, |h(x) = M <eoubien h(x) =0.
X

Réciproquement, s'il existe une fonction £ telle que i = O et f = hg au voisinage de a.
Alors pour tout € > 0, il existe un voisinage V tel que |h| <esur V.
Sur I'intersection des deux voisinages : | f(x)| <¢|g(x)| donc f =4 0(g).

« On ales équivalences :

f~ag <= f—-g=0a(g) < I I telle que f — g = h) g au voisinage de a et hj —4 0
f~ag<=3h=(h;+1Dtelleque f = (h; +1)g = hg auvoisinagede aet h—4 1
« Supposons que f =4 O(g).
Soit h = = surR\ Zg et h=0deés que g(x) =0.

3C>0,3VeTy |V xeVy\Zg, |h(x)| = %' < Coubien h(x) =0.

Donc & est bornée au voisinage de a et f = hg au voisinage de a.
Réciproquement, s'il existe une fonction h bornée au voisinage de a et telle que f = hg au
voisinage de a.

Alors il existe C > 0, il existe un voisinage V tel que || < e sur V.

Sur I'intersection des deux voisinages : | f(x)| < C|g(x)| donc f =4 O(g).
[m]

Proposition - Domination, négligeabilité, équivalence pour les fonc-
tions

Soient f,g: 1 — Ret a€R, point oubornede I (a€1).

— f estnégligeable devant g au voisinage de a si et seulement si
f —  Oet3VeV,telqueg l({ohnV c f71({0}
&%) x—axeg o)

— f est équivalente a g au voisinage de a si et seulement si

% — let3V eV, tel que gtdonnve fldoy

— f est dominée par g au voisinage de a ssi la fonction g est bornée

sur un voisinage de a et g’1 {oh < f’1 ({0}, au voisinage de a.

[ Attention - Insistons bien
Pour les fonctions, il s’agit bien d'une relation LOCALE (au voisinage de
a.
On peut avoir f = o(g) au voisinage de a ET g = o(f) au voisinage de b...
Donc « f = 0(g), sans précision supplémentaire » NE SIGNIFIE RIEN

Démonstration
On avu que si f; 0(g), alors 3V e Vg tel que g~ (o) NV < f~1({0}.

Et par ailleurs, pour toute, 3V eV telque V x € V | f(x)| <elg(x)],
1f(x) X
<eetdonc — — 0.
lg(l 8(X) x—a,xeg((0)
Réciproquement, en pour toute, 3V eV, telque Vxe V, @ —
8(X) x—axeglo

donc pour x ¢ g~ ({0},

0, donc |f(x)| <
1

elgx)l,
Puis il existe V' tel que g1 (10) n v/ < f1({0}, donc pour x € V', f(x) =0 <eg(x) =0.
,pourxe V'nV,|f(x)|<elgx)l, donc f = o(g) O

Exercice
Faire les autres démonstrations

Correction
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/Savoir faire - Avec une fonction «relative »
Notons, pour tout x € 1, h(x) = @ Alors
f estdominée par g au voisinage de a ssi h est bornée au voisinage

de a.
f est négligeable devant g au voisinage de a ssi h fnd 0.

— festéquivalente a g au voisinage de a ssi h e 1.

Avec g = 1, on trouve directement :

Proposition - Comparaison a une fonction constante
Soit f définie au voisinage de a. Ona

f = O(1) < f estbornée au voisinage de a.
fjo(l) @f(x)):;o

2.3. Relations d’équivalence. Relation de préordre

Pour les propositions suivantes, les démonstrations sont simplifiées par le
fait que les fonctions ne s’annulent pas au voisinage de a, donc on peut
considérer h = f avec g non nul sur un voisinage de a .

Proposition - Equivalence : relation d’équivalence
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un voisinage
de a (oujusteen a). Ona
— f ~ [ (réflexivité).
— Sif ~g alors g = [ (symétrie).
— Sif ~getg~ h alors f - h (transitivité).
La relation d’équivalence ~ est donc une relation d’équivalence

Démonstration

— ;:1—1,duncf~aﬁ

1
— Sif~ag,alorsh::g;letdonc(f#o)alorS%T{Telduncg~“f

7£x%~»lxldnncf;h.

— Sif~age1g~ah.alors'£
h
[m]

Proposition - Relation de préordre
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un voisinage
dea.Ona
— f=0(f) au voisinage de a (réflexivité)
— Si f =0(g) et g = O(h) au voisinage de a alors f = O(h) au voisinage
de a. (transitivité)

Démonstration
r.3 .
— f~f, donc 7 < > au voisinage de a

— 3C,C Ry et V €7 (quitte a intersecter) tels que % = L <CCp.

8
gh
Donc f =4 O(h)

@Pout aller plus loin - Relation : méme ordre
de grandeur

Pour avoir une relation d’ordre, il faut associer

la propriété d’antisymétrie.

Donc définir une égalité = entre fonctions par :

fZ0@etgz0()=f=g
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Proposition - Liens entre les relations
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un voisinage
e a—'oé}?: o(g) alors f = 0(g)

— On aa: f; ge f—‘jgj o(g) (ouencorenoté: f = g+ o0(g)).

— Sif;galorsfj 0o(g) etg= o(f).

— Sif;galors hzo(f) < hio(g].

Démonstration
—sif- 0, alors L estbornée.
8 a &

— Clest la définition. Attention, le « =» n'est pas classique, il ne s'agit pas juste de faire
passer le g de I'autre coté.

3
— Sif~ag alors E < 2 au voisinage de a et de méme = < 3 au voisinage de a

k-4
f
— Supposons que f ~4 g etdonc g ~4 f.
Si h=qo(f),alors — = 7 x E ;Ox 1=0,donc h=40(g).
Ainsi h =4 o(f) = h =4 0(g). Les roles de f et g sont interchangeables
donc on a également h =4 0(g) = h =4 o(f).
[m]

2.4. Echelle de comparaison

Les résultats suivants sont tout simplement une réécriture des formules de
croissances comparées bien connues.

Proposition - Comparaisons usuelles
Poura>0,8>00na

(nx)? = o(x), x* = o(ef),
+00 +00

On a également pour0<p<gq:
xP = o(x?)
+00

x4 = o(xP) et (x—a)? = o((x—a)P).

En d’autres termes, aux bornes des intervalles de définition, “I'exponentielle
domine(=«I’emporte sur») la puissance, la puissance domine(=«I'emporte
sur») le logarithme” (croissances comparées).

Proposition - Taux d’accroissement réinterprété
En utilisant les limites classiques (taux d’accroissement), on a

1. sinx§x+a(x] ou encore sinx»ax
. tanx§x+o(x) ou encore tanxax
b 1n(1+x)ﬁx+o(x) 0uencoreln(1+x]ax

b e"z 1+x+o0(x) ouencoreex—l»ax

g W N

b (1+x”§1+ax+o(x) (a € R*) ou encore (1+x)% -1
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Démonstration
Cette proposition est originale.
. sinx _  sinx-sin0 L . .
lim —— =lim ——————— =sin’(0) =cos(0) =1 => sinx ~ x < sinx=x+0(x)
x x-0 x—0 0
. tanx tanx-—tan0 , 1
lim—— =lim——— =tan’(0) = —5— =1=tanx ~ x&tanx=x+0(x)
2 cos?(0) 10 0
In(1+x In(1+x)—In(1+0] 1
tim FD i, A0 A4 g ygy= L 215+ ~ xeIn(+0) = x+o(x)
X x-0 1 x—0 0

Cet-1 e , 0 x x
lim—— =lim——— =exp'(0)=e’=1=2¢" -1 ~ xoe'=1+x+0(x)
x x-0 x—0 0
Toujours avec a constant, fg(x) = (1+x)%, dérivable en 0

— a _
lim fa(x) — fa(0)  lim LX)

1
=fl0=al+0)% ' =a= 1+0)%1 ~ axe (1+0% = 1+ax+o(x)
X X x—0 0

[m}

2.5. Algebre des relations de comparaison

Proposition - Opérations avec o ou O

Soient f, g, h, k quatre fonctions définies au voisinage de a. On a

Sif = o(g)etg = o(h) alors f = o(h).

Sif = o(h)etg = o(h) alors f+ g = o(h).

— Si fj o(g), A e R* alors Afj o(g)

— Si f et g ne s'annulent pas au voisinage de a et si f = o(g) alors

—Sif = o(g)eth = o(k) alors fh = o(gk).
— Si les fonctions f et g sont > 0 avec f 3 o(g), alors pour @ >0 ona
fe = o(g%).
— Sif = o(g) alors hf = o(hg)
Les propriétés sont encore vraies en remplagant les « 0 » par des « O ».

Démonstration

— Soite >0,
il existe V1 € ¥, telque V x € V1, | f(x)| < elg(x)].
il existe V2 € 75 telque V x € V2, [g(x)| < 1| h(x)]. llexiste V =V nV3 € ¥, tel que
V x€V,|f(x)| <el|h(x)]. Ceci est vrai pour tout € > 0, quelconque (et fixé).
— Soite>0, .

il existe V1 € 5 telque V x € V1, | f(x)| < Elh(x)l,

ilexiste Vo € ¥ telque V x € V>, [g(x)| < glh(x)l. ilexiste V =VinV, € ¥, tel que
VxeV,|f(x)+gw)|<|f(x)]+1gx)| < eh(x). Ceci est vrai pour tout € > 0, quelconque
(et fixé).
— Soit A #0. Soite >0,
€
ilexiste Ve¥gtelqueV xe V, |f(x)| < m\g(x)l, donc |[Af(x) <elg(x)].

— Supposons que f et g soient non nulles au voisinage de a. Soit € > 0,
ilexiste VeV, telqueV xe V, g(x) #0, f(x) Z0 et |f(x)| selg(x)],
1 1

ainsi L > - —— etdonc —— <se——
If@I " e lgl gl If @I
— Soite>0,
il existe Vj € %5 tel que ¥ x € V1, | f(x)| <e€lg(x)].
il existe Vo € ¥ tel que V x € Va, |h(x)| < 1] k(x)]. Ilexiste V =V NV, € ¥, tel que
VxeV, [f(0h()]=1f(0)]xhx)] <ellg()lk(x)] =elg(x)k(x)l.
— Supposons que f, g > 0 au voisinage de a. Soite >0, @ > 0, donc Y€€ R,
il existe V € 7, tel que V x € V, | f(x)| < Yelg(x).
ilexiste Ve, telque V xe V, | f(x)* = f(x0)|% <elg(x)|¥ =€elg(x)?|.
— Si h =0, infiniment souvent au voisinage de a, c’est un peu pénible.
Sinon, cela ne pose pas trop de probleme...
[m]

@ Remarque - Ot avons-nous besoinde f,g >0?
Pour la démonstration du sixieme résultat
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Théoreme - Signe d’une fonction
Si f est équivalente a g en g, alors il existe V voisinage de a, tel que f et g
sont de méme signe sur V' \ {a}.

Exercice
Faire la démonstration

Correction
1 . . 1 _fx) _3
Prenons € = 5, il existe V voisinage de a tel que pour tout x€ V, o < —— < -.
2 gl 2

Soit xe V.

* Sig(x)>0,alors 0< %g(x) < f(x), donc f(x)>0.

1
* Sig(x) <0, alors 0> Eg(x) = f(x) donc f(x) <0.
Dans tous les cas f et g sont de méme signe sur V.

Théoréme - Equivalents et limite
Soient f,g:1—Retacel.
— SileR, £ #0,alors f(x) x—;l’, si et seulement si [ - 75

— Sif~getg(x) — LeRalors f(x) — £.

Démonstration
La division par ¢ est problématique si £ #0...

— Puisque £ € R*, alors i 1 f~ql.
— SifeR*,alors g ~4 £ et par transitivité : f ~4 £ donc f —4 ¢.
Supposons que £ =0.

Alors | f(x)] <1f(x) + g(x)| +Ig(x)| < (e +1)|g(x)| — 0. Donc f — 0.
Supposons que £ = +oo. Soit X > 0.

1
Il existe un voisinage V de a tel que pour x € V, g(x) = 2X, et| f(x)-g(x)| < E\g(x)\ =
1
280 : X
Ona, pour tout x€ V, f(x) = f(x) — g(x) + g(x) = —Eg(x) +g(x)= Eg(x) =X.
Par conséquent f — +oo. De méme pour £ = —co.

Proposition - Opérations
Soient f, g, h trois fonctions définies sur un voisinage de a. On a
= Sif;geth; kalorsfh;gk (et % ~ % si h ne s’annule pas)
— Soita €eR.Si f =8 [ ou g strictement positives (une sulffit...) alors
X o
fi~g

Démonstration
1l existe deux fonctions u —4 1, v —g 1 tellesque f =uxgeth=vx k.

Par produit, fh = (uv)gk et donc il existe w = uv —, 1 telle que fh = wgk.
Si f est strictement positive, il en est de méme de g, puisque f ~4 g.

llexiste u —q 1telleque f=uxg.

En prenant la puissance a-iéme (a > 0), alors f* = u®g®.

Etonaalors u® —, 1.0

En appliquant le théoréme de composition des limites, nous avons un nou-
veau résultat :

Proposition - Substitution dans les relations de comparaison

Soient ¢ définie sur un voisinage de a telle que ;imdj{t) = b, f, g définies
—a

sur un voisinage de b. Alors :

f=0@=fod=0(god)
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f?a(g)ﬁfodzjo(godn
frg=fobrgo0p

Démonstration

Faisons la seconde démonstration.

11 existe une voisinage V de b et Il existe une fonction h —, 0 telle que pour tout x € V :
f(x) = h(x) x g(x).

En composant par @ : f(®(1)) = h(®(1)) x g(@(1).

Notons k = ho®, on a alors fo® = k x go®d, avec par composition tlm k() = tlm h(®(1) =
lim h(x)=1. 0

x—b

M Attention - Ce qui ne marche pas
D’une maniére générale, les équivalents ne passent ni aux sommes, ni
aux exponentielles, ni aux logarithmes.
— Somme:en0avec fi(£) = t, fo(t) = t+ 12, g1(t) = g2(t) = —t
onaflgfgmaisfﬁrgl 7(:f2+g2.

— Exponentielle : en +oo avec f(f) = t? et g(t) = t> +t
onaf ~ gmaise/ # ef.
+00 +o0

Exercice
Déterminer un équivalent de In (sinx) en 0.

Correction

Au voisinage de 0 :

sinx = x+ o(x), donc In(sin(x)) = In(x + o(x)) = In(x(1 + 0(1))) = Inx +1In(1 + 0(1)) = Inx + o(1).
C’est méme mieux. ...

In(sinx) ~Inx

M Attention - Rien de plus TERRIBLE. ..
Ne pas écrire f ~ 0, cela n’a pas de sens avec la définition précédente, et
avec la définition générale qui suit, cela signifie que f est nulle dans un
voisinage de a (ce qui est bien rare...)

M Attention - Confusion fréquente
Ne pas confondre f ~ g et f(x) — g(x) frn 0.
Par exemple x + 1 o mais x + 1 - x =1 ne tend pas vers 0 en +oo.
)

3. Développements limités

3.1. Définitions

K désigneRouC. neN.

Définition - DL en un point réel

Soit I un intervalle contenant a ou d’extrémité a. Soit f une fonction

définie sur I sauf éventuellement en a, a valeurs dans K. On dit que f

admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a (en abrégé
n

DL, en aou DL,(a)) s'il existe un polynéme P = Z aka €K, [X] tel que
k=0

Vxel, f(x) iP(x—a)+o((x—u)")

iag+a1(x—a)+m+a,,(x—a]”+o((x—a)")
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@Pour aller plus loin - Linéarisation d’'une
équation différentielle

Supposons que I'on doit résoudre une équa-
tion différentielle d’inconnue y mais qui n'est
pas linéaire.

On peut I'écrire sous la forme F(y,y',.. ,y(”)) =
0 si elle est d’ordre n.

Imaginons qu’on connait une solution j du
probléme.

On chercher alors une autre solution dans son
voisinage : y(t) = y(t) +¢(t). On a alors : F(y +
6,7 +¢,...7" +eM) = 0. Or cette équation
peut se linéariser : on fait un DL, de F au voi-
sinage de j, cela conduit a une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre n.

On connait des méthodes de résolution. ..

ce qui peut aussi s’écrire
Vxelf(xX)=ay+aj(x—a)+-+ap(x—a)" + (x— a)"e(x) oe(x) — 0
x—a

ou
fla+h) h:gag+a1h+--~+u,lh"+o(h”)

P(x— a) s’appelle la partie réguliere du DL, de f en a.

Définition - DL en co
Soit f une fonction définie sur I = [a,+oo[. On dit que f admet un déve-
loppement limité d’ordre n au voisinage de +oo s'il existe un polynome

n
P=Y aX*eKu[X] tel que
k=0

Vxel,f(x):P[ ]+a( )

1 1
X X"

@Pour aller plus loin - Linéarisation d’'une
équation différentielle (suite)

Considérons (par hasard...) le probléme : y" +

asin(y) =0.

Une solution est j : t — 0. Une solution appro-

chéeesty=j+e.

On a doncsin(y) =sin(0+¢€) =€ — % +o(€

Donc si € reste proche de 0 : y" —ay =

o(y) et donc une solution approchée est y =

Asin(vat +¢).

Les solutions sont de la forme : t — Asin(y/at+

@)+o(t)...

4y,

ay an 1
=a0+7+~~+7+o(7).
X X" X"

L Remarque - Ecriture
Par convention, les termes d’'un développement limité sont toujours écrits dans
I'ordre croissant des puissances (de (x—a) ou 1/x). Ainsi chaque terme est négligeable
devant ceux qui le précédent et chaque nouveau terme apporte une précision par rap-
port a ceux qui le précede.

3.2. Propriétés

Thégég??ﬁgﬁl{ggtgn DL, en a€R (ou en o0), il est unique.

— Si f admet un DL, en a, alors f admet un DLy, en a € R (ou en
o0) pour tout p < n obtenu en tronquant la partie réguliére a la
puissance p (c’est-a-dire en enlevant les monémes de degré > p du
polyndme).

Démonstration
Rappelons d'abord que si m > n, alors A(x—a)™ = o((x— @)"), au voisinage de 0. Au voisinage
p n
de a, supposons que f(x) = Y ap(x- @) +o((x-aP)= Y byx—a) +o((x-a)").
k=0 =0

Nous avons donc :

min(p,n) N

(ag - bp) (x— ) + o((x— @)™NP)) = o

Siil existe i < min(n, p) tel que a; # b;.
Notons ip = min{i | a; # b;}, onadonc:

(@j, = big) (x— @)

(@jg~bjg) (x=a)0 +0((x—a)©) = 0= (@jy~bjy) (x-a)"® = o(x~a)0) = lim —2—°——— =0

(x-a)io
Etdonc a;, = bj,, ce qui est contradictoire.
Donc pour tout i < min(n, p), a; = b; O

Corollaire - Lien avec la parité
Soit f définie sur un voisinage de 0.
— Si f admet en 0 un DL,, f(x) = P(x) + o(x"), alors g : x — f(-x)
admetenOle DL,
g(x) =P(-x) +o(x™).

— Si f admet un DL, en 0 et f paire (resp. f impaire) alors le DL ne
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contient que des puissances paires (resp. impaires).

Démonstration
g) = f(=x) = P(-x) + 0((-x)"") = P(~x) + 0(x™) et par unicité....
Si f est paire, alors f(x) = P(x) + o(x") = f(~x) = P(=x) + o(x").
Par unicité : P(—x) = P(x), donc P est paire.
(attention, il faut bien voir P en tant que forme polynomiale et non fonction) O

Proposition - Limites et équivalents
— Si f admet un DL, en a € R alors f est continue ou prolongeable
par continuité en a, avec f(a) = ao.
— Sin=1, f (ouson prolongement) est dérivable en a, de dérivée a;.
— Le premier (si les puissances sont « rangées » comme il faut!) terme
non nul d'un DL de f en a fournit un équivalent en a, ou encore si
on a la forme normalisée d'un DL

h) ~ P,
alors f(a+ )haoa”h

e Remarque - Généralisation en +oo

En oo, si f admet un DL, alors f admet ag pour limite et le premier (si les puissances
sont « rangées » comme il faut!) terme non nul d'un DL de f en oo fournit un équi-
valent.

Démonstration
Supposons, qu'au voisinage de a :

fla+h o hP(ap+apsih+---+anh" P +o(h""P)) aveca, #0etn=p
Donc
fla+h)
aph?

=1+ h(ap+ et agh™ oY) nl

Ainsi f(a+h) h~ o ap hP . En particulier Ilimof(a + h) = ag (que celui-ci soit nul ou non).
— 1
Etsi fadmetun DLj,ena:
flath)-f(@) _ag+arth+oh)—ag
h - h

=ay+o(l) — a
1+o() — a1

[m}

M Attention - A ne pas généraliser pour f® (a)
Cela ne se généralise pas aux dérivées suivantes.

Contre-exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) =
1000 1 o
o0 0
{ * . $in T S1x 7 Alors f admet un DLgg en 0 (f(x) = 0+ 0(x%))
0 sinon

mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

/~Savoir faire - Obtenir un DL, (a) d’une fonction f
On se rameéne usuellemenent en 0 :
— Pour obtenir un DL, en a de f, on pose h = x — a, on effectue un
DL, en0de g(h) = f(a+ h) puis on remplace h par x — a.
— Pour obtenir un DL, en co de f, on pose ¢ = 1/x, on effectue un
DL, en0de g(t) = f(1/¢) puis on remplace ¢ par 1/x.

11 suffit donc de savoir obtenir les DL, (0)

3.3. Existence de développements limités

On cherche maintenant les DL, (0) des fonctions usuelles.

fla+h) = hP(ap+ap h+--+anh" P +o(h""P)) avec ap #0etn=p
A

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



450

Développements limités

Théoréme - Premiéeres formules

1 1

Les fonctions =5 et oo admettent des DL, en 0 pour tout n € N
—X X

donnés par :

1
— = 1+x+ x4+ +x"+ox")
1-x x—0

1 2
— = 1l-x+x"-x
1+x x—0

S+ (1) X" + o)

Démonstration

n+1

1
Vx#l,l—:1+x+x2+~-+x +
-x

Proposition - Primitivation
Soient I un intervalle de R contenant 0 et F : I — R dérivable. On suppose
que F' admet un DL, en 0

F'(x) oot @mxtt anx" +o(x").

Alors F admet en 0 le DL, (obtenu en primitivant celui de F)

a a,
F(x) = F(0)+agx+—x*+-+—x" 4 o(x"*).
x—0 2 n+l

Exercice
Donner le DL, (0) de x— In(1 + x)

Correction
On intégre le DLy—1(0) de x— 1.
n n
OnadoncIn(l+x) = Inl+ ) ()"} L o™
x—=0 = n
Démonstration N
. Ak _k+1
Soit ¢ : x— F(x) - F(0) - —x"T
@ (x) - F(0) lc);ok'”
Ilexiste € : I — R et un voisinage V de 0 tels que F'(x) = ag+ay x+--++anx" +x"e(x) ete(x) — 0.
On it I'inégalité des i nts finis :

()~ @) < sup |¢(B)]lx—0]
te(0,x]

n
orvxeV,|p/)|=[F)- Y apxk|<ix"el.

Donc pour tout x € V, [p(x)| < x*le(x). O

Corollaire -

X3 XS x2n+1 ni2
Arctanx = x——+=——--+ (-1)"—— + o(x*"*%)
x—0 3 5 2n+1

Démonstration

n
Au voisinage de 0, arctan’(x) = ==Y =)"x%n+o(x®").
1+x2 5,
On intégre le DL
& D" ape 2n+1
arctan(x) =arctan(0) + ) ——x*"*1 4+ o(x*"*1)
i—o2n+1
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M Attention - Mais on ne peut pas dériver!!
Si f est dérivable, I'existence d'un DL, pour f n'implique pas I'existence
d’'un DL, pour f.
x100 sinﬁ six#0
0 sinon
admet un DLgg en 0, mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = { Alors f

@ Remarque - Mais tout n’est pas perdu...

En revanche si f est de classe 6", alors f’ est de classe ¢”~! etle DL,_; de f' est
obtenu par dérivation du DL, de f.

(son intégration doit correspondre avec celui de f (unicité))

Théoréme - Formule de Taylor-Young

Soient I un intervalle de R, f une application de I dans K, n fois dérivable
enacl.

Alors il existe € : I — R tel que pour tout x € ] on a

n (x—a)k

_ ) Gesa)” ; -
f@=3 a)+ €(x) avec lllr}ze(x] =0.

= n!

Démonstration
On démontre le résultat par récurrence sur 7.
— Si f est (1 fois) dérivable en a,
(x) - f(a)
et =L@ gy g
x-a x—a
En multipliant par x — a, on trouve 2.
— Soit n € N. Supposons que 2y, est vraie.
Soit f dérivable n+ 1 fois en a. Alors ' est n fois dérivable en a.
On peut lui appliquer 22,

n —mk
fo=Y %f[k+l)(a)+

(x-a
k=0 "

n
) €(x) avec lim e(x) =0.
! x—a

Sion intégre ce DL d’ordre 1 (une primitive de — (x— a)* est x — ﬁ (x- @k, méme
pour k=0):

no—aktl ) (=)t
= +3 +— li =0.
f@=f@ &, f (@) i e(x) avec lim e(x)

Etdonc 2, est vraie.

&Anention - Ne pas en dire trop
Cette formule donne uniquement un résultat local, elle NE sert donc
QU’a préciser la fonction f au voisinage de a.

Corollaire - Condition suffisante simple
Toute fonction n fois dérivable en a admet un DL, en a, donné par la
formule de Taylor-Young.

Ce résultat permet de retrouver les DL précédemment obtenus, mais égale-
ment ceux d’autres fonctions usuelles :
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Proposition - Développements limités usuels en 0
On a les résultats suivants (a connaitre parfaitement)

2 3
X X
@ = lERdE—=9F=dr0m0
x—0 2 3

—+o(x")
n!

2

X 4
cosx = 1—-—+
x—0 2!

x N T 2p 2p+1
+...+(=1) +0(x“P)(ou o(x°P*))
4 @p)

* ik 2p+1 2p+2
sinx = x——+—+...+ (-1 +0(x“P*)(ou o(x*P*%))
x=0" 3 5 @p+1)t
2 22 5 P
chx = 1+=+—+...+ — +0(x*")(ou o(x**1))
=0 2 a4 @p)
x2PH 2p+1 2p+2
shx = x+=—+=+.. +o(x*P™H(ou o(x*P*+2))
3 5l @p+1!

2 n
A+0% = 1+ax+a@-D=+...+a@-1)...@@-n+1)= +ox"
x—0 2! n!

1 5 P
— = 1-x+ X -+ + D"+ o(x™)
1+x x—0

2P 52
In(1+%) = x——+=—+...+(=D)" = +o0(x"
x—0 2 3 n

3 1
Vitx :01+§—%+0(x2) (@=-)
X

1 x 3 9 2
= 1--+-x+0(x°) (a
VIFx x—0 2 8

Démonstration
On va démontrer le résultat fonction par fonction.
— exp:x— e estde classe € sur R et pour tout k €N, exp(k) = exp (récurrence).
OnadoncV keN, exp(k) ©=e"=1.0n applique la formule de Taylor-Young :
. 2 8 o n
e'=l+x+—+—+...+—+ox")
2! 3! n!
— De méme expi: x — e/* est de classe 6 sur R (a valeurs dans C) et pour tout k € N,
expi® = iKexpi (récurrence).
OnadoncV keN, expi®(0) = ike® = i¥. On applique la formule de Taylor-Young :

inxn

+o(x™)
n!

En prenant les parties r

2
cosx=1-—

2p+l
@p+1)!

— chest la partie paire de e* et sh sa partie impaire :

e (=DP +0(x*P*1) (ou o(x?P*2))

4 2p
x x

= bt =— +0(x®P)(ou o(x*P 1)
a1 @p)!

K2p+l

2
¥
chx=1+—+
2!

shx=x+ o(x?P*1)(ou 0(x?P*2))

(2p+1)!

— On peut aussi démontrer par récurrence que si fy : x— (1+x)%, alors pour tout k € N*,
vi>-1,  fPr=a@-1..(@-k+0+0% > P o) =a@-1)...(a-k+1)
Donc

al@—1)...(@-k+1) j

n 2 n
(Q+n¥=y T2 T +a(x"):1+ax+a(a71)':j+..,+a(a—l),..(a7n+1)xfl+o(x")
! o

=0 k!

On notera qu’avec a € N, on retrouve la formule du bindme de Newton.
— Onavulafonction x — l+l-x (ou prendre @ = —1 dans le développement précédent)
— On pourrait primitiver le DL précédent pour obtenir celui de x — In(1 + x) (voir un
théoreme plus loin).
On peut aussi démontrer par récurrence que si f : x — In(1 + x), alors pour tout k € N*,

Dk k=1
Vagol, 0= EOEEDE ) ety
(1+x0k
Donc
_Dk-Te—1) 2 3 n
ln(1+x):f(0)+znMxk+o[x"):x—L+L+4..+(—l)”’li+o(x")
k=1 k! 2 3 n
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— Onprenda = % oua= 7%, pour les deux derniers
[m]

] Remarque - Composition de DL = composition de polynémes

En fait, on remarque que dans plusieurs cas, 'enjeu des composés des développe-
ments limités, il s’agit donc d’appliquer des formules de composition de polynémes.
Or, on a vu que cela n’était pas vraiment une choses facile. ..

On reviendra sur cette remarque un peu plus loin...

Exercice

Terminer la démonstration pour obtenir le DL d'ordre 4 de x — e
Correction

Onprend a = —%, donc

1 -
= 1+
V1tx x—=0

/“Savoir faire - DL des fonctions de référence en une autre valeur
Supposons que x — a pour x — a. Alors h = x — a — 0. On a respective-
ment :

— exp(x)=exp(a+h)=exexp(h) =e(l+h+4+..)

In(x) =In(a+h) =In(a(1 + 1) :lna+%—§+...)

— cos(x) = cos(a+ h) = cosacosh—sinasinh = cosa(l — %er...)—
sina(h— %j+...)

sh(x) =sh(a+ h) =sh(a)chh+chasha... (a démm;trer)

— T =(a+ T =a"x 1+ )T = a1+ ol + AU

3.4. Opérations

Proposition - Combinaison linéaire

Si f et g admettent en a des DL, alors pour A, € K, Af + ug admet un
DL, en a, obtenu en faisant la combinaison linéaire correspondante des
DL,.

(résultat encore valable en oo)

Démonstration
1l s’agit d'une simple addition, puis d’une identification (par unicité du DL) O

Exercice
Donner un DL3 en 0 de cos x + 2sin (—x).

Correction

2
cos(x) :0 1- "7 +0(x3) etsin(x) = x— % +o(x) au voisinage de 0.
x—

. 2 3 .
Donc cos x + 2sin (—x) o 1-2x-%+% + 0(x%) au voisinage de 0
¥ 3

Proposition - Produit

Si f et g admettent des DL, en a alors fg admet un DL, en a obtenu en
multipliant les DL, de f et de g et en supprimant les termes de degré > n
(termes non significatifs).

(résultat encore valable en co)
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Démonstration N B —
Supposons qu'au voisinage de 0, f(x) = Y. azxF +0(x™) = Pu(0) +o(x™) et g(x) = Y bxk + Correction
=0 k=0 Au voisinage de 0 :

o(x") = Qu(x) + o(x™"). B L, 1 X i, i, i
Alors (il s(agit bien d’une égalité) : cosx =, 1 X + Pyed +o(x") In(Q+w)=u- oY + R +o(u")
Au voisinage de 0, u

n Donc (il faut vraiment anticiper!!)

n
fg) = (Z apxF+ o(x")) ( Y bpxk+ o(x")) = Py(x) % Q) + 0(x" (P () + Qn (x) + x™)
k=0

2
k=0 In(cos(x)) = (,lxz + Lx"] -1 (—ixz) oo =—2x2 - Lty ot
x—=0\ 2 24 2l 2 3 2 12
Or on peut imagine que ag # 0 ou by # 0, donc dans ce cas (le « pire »), on peut seulement
affirmer : .
o(x" (Pp (%) + Qn(x) + x™) = o(x™) Pl:oposﬂmn - Inverse ., .,
Auquel cas dans le produit P, (x)Qn(x), il ne sert a rien de considérer les termes de degré Slfadmet un DL, en0, f(x) xi() ag+arx+---+apx"+o(x"), et f(O) =ap#
supérieur a n (comme par exemple a; b,,x"”A ..). 1l faut donc faire une troncature.

1 -
Finalement, on obtient : 0 alors ? admet un DL, en 0 obtenu en écrivant

n k
fg=Y (Z a,,bk,,l)xho(x")
k=0 0

1 1 1
h=i

_ = ——
o f0) X=0 fO©) 1+ Ghx+ Gt G bo(x")
1

= —x (1 —u(X) + w0+ -+ ()" u(x0)" + o(u(x]”])
e Remarque - Multiplication de polynéme x=0 f£(0)
Si les parties régulieres des DLy de f et g sont des polynomes de valuation stric- N _a &2 2 n n n
tement positive, le produit des DL, de f et g donne un DL d’un ordre strictement ol u(x) x—0 ap B a & pooosy a x"+o(x7),
supérieur a n, mais dont on ne peut rien dire pour k > n.

1l s’agit d'une multiplication polynomiale.

Exorsi en développant et en supprimant les termes de degré > n (termes non
xercice L .

== significatifs).

Donner le DL3 en 0 de e¥v1+xetle DLy en 0 de sin? x. i

Correction

En fait, il s’agit d'un corollaire de la proposition précédente. Il faut plus le

Il faut donc anticiper I'ordre du DL(0) a chercher a priori pour chacune des fonctions. prendre comme un savoir-faire.

2 3 e 2 3 Exercice
e = l4x+—+—+0(%) VItx=l+--—+=—+o(x Donner le DLs en 0 de tan x.
x—0 2 6 2 8 16
e Vitx = 1+[1 + l) X‘F[l L 1)x2+(1 L l)x3+o(x3) = 1+2x+z.vz+£x3+o(x3) Correction
x—0 2 2 2 8 6 4 8 16 278" a8 'Au voisinage de 0,
et on ne va pas plus loin. .. sinx
De méme, au voisinage de 0 tan(x) = -
x—0 CO]SX3 ] 5 5
1 1 R UV I
sin) = x--+olx) = sinf(0) = ¥ --x'+olh) _XTeX g told) (= %+ Ty 4 00 x (Lt ot w2 4+t 4% + 0(u)
=0 6 =0~ 3 T, 1 4 PR 120
1-|-x"-—x"+o(x ))
2 24
N ——
u
Proposition - Composition = (=3t 4009 (14 322 = Jpxt+ Fxt 4 0x)
Soient f: I — K ot I est un intervalle de R contenant 0 et ¢p: / — R tel que - “(1 _ 1)x3+[ 511 )x5+u[x5]
¢() cIetlimp(x) =0. =0 1? 6‘2 ot
x—0 = x+ 33+ Ex0+oxd)
On suppose que f admetun DL, en0, f(x) = ap+ a1 x+ X2+ apx" + 0
o(x™), et que ¢ admet un DL, en 0, p(x) = byx+ -+ b, x" + o(x™). Alors =
fo¢admetun DL, en 0, obtenu en écrivant Corollaire - D5 (0) de tan
< 3
tanx =x+— +o(x
fodp(x) =ap+ay(byx+---+bpx"+0(x™) +az(byx+---+ by x" + 0(x")3 0 3 L)
+-o+ap(brx+-+bpx" +0(x™)" + o(x™)
en développant et en supprimant les termes de degré > n (termes non “¢“Truc & Astuce pour le calcul - Méthode (Bilan)
significatifs). Pour faire le DL, (a) de f.
1. On évalue (rapidement) la valeur numérique de f(a) (elle peut
@ Remarque - Comment s’y prendre étre nulle ou non). .
@Pour aller plus loin - Intérét des polynomes En fait 1l_s agit, 12 aussi, des opérations sur les polyndomes (en I'occurence la composi- On garde le résultat aupres de soi.
) S N tion), puis une troncature. 2. On fait le changement de variabl
En début d'année, on a vu que I'intérét des | 1 fayt bien prendre initialement des DL d’ordre n de f et ¢ pour obtenir un DL, de . aitle changement de variable
fonctions polynomiales n’était pas dans le fait | fo¢. — x=a+havecx— assih— 0pouracR
que la somme ou le produit de fonctions po- | 1l s'agit encore d'une composition de polynémes, ce qui donne bien un polynéme! — x= % avec x — oo ssi y — 0 pour a = +oo
lynomiales donne une fonction polynomiale, B . 3. On factori
mais bien dans la stabilité par composition. Demo"s"auof . . s haalitd (o o fonlitd) Priie - onlactorise par f(u): . . . .
Comme pour 'addition, on prend d’abord I'égalité (qui est une VRAIE égalité). Puis on tronque. Selon la nature de f, il peut y avoir des simplification.
= Normalement, on retrouve nécessairement des DLy, (0) connus de
Exercice

fonctions de référence.
Donner un DLy en 0 de In (cos x).
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4. 11 peut y avoir des compositions : (1 + U)" ou In(1+0)...

1+U’
avec U(h) — 0.

h—0
On exploite les résultats de composition, avec U, dans un premier
temps, remplacé ensuite par sa valeur.

5. Beaucoup de développements. On fait comme d’habitude : on
n’écrit pas trop, et on associe directement les coefficients associés
au méme mondme hF.

3.5. Généralisation

Définition - Développement limité généralisé
On dit que f admet un développement limité généralisé a I'ordre n s'il
existe Q,R€ K[X], B S € K,[X] tels que :

en0, £()=Q[*) + P(x) +0(x"
X
en +oo, f(x) = R(x) + s(l) + o(i]
x x
1
c'est-a-dire s'il existe p € N* (= deg Q ou degR) tel que, x” f(x) en 0, ;f(x)
en +oo, admette un DLy p

7 Exemple - Retour sur 'exemple original : ‘;’:n’ ; autour de x = -1

On note u = x+ 7, ainsi x — -1 <= u — 0. On s’intéresse a

2
e -1 e el —1 e T(l+u+ % +o?)-1

sin(u—m) o —sin(u)

3

—u+ % +owd)
-

e "-D+e "u+ eTuz +o(u?)

x=m 7u(17%u2+0(uz))
“x
-1 (e "-D+e "u+ eTuera(u

2)

X=7 u a- %uz +o0(u?))

R
e’”fl)+e’”u+(%+ £ 6_1]u2+0(u2)

—7

= —e

- L (e‘”—l+e‘”u+ %u2+o(u2))(l+éu2+o(u2))
(

—4e
T AT ko)

On a un développement limité généralisé

Définition - Dével ique

PP ymp

On dit que f admet un développement aymptotique en a € R si f peut
s'écrire

FO) = fol0) + i) + -+ fu(X) + 0(fn (X))
ol pour tout k, fi(x) = 0(fi-1(x)).
On peut par exemple avoir fi(x) = g(x)* ol g(x) est une fonction qui tend
versOena (g(x) =x*en0(a>0), g(x)=e *en-+oo..).
fn(x) s'appelle la précision du DA.

Exercice

1\x
Déterminer un DA en 0 de (1 + —) 2 la précision xIn x, puis & la précision x3.
- X

Correction
On exploite toujours la fonction exponentielle :

(1 + %]t =exp(xIn(1+ l)) =exp (xIn(1+x) - xInx)
2 x
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Au voisinage de 0, comme xInx — 0,

1\x 1 1 1
(]+;) :exp(—x]nx)xexp(xln(l+x)):(l—xlnx+;len2x—gx3ln3x+o(x3ln3x))xexp(x27£x3+o(x3))

1 1 1
=(l-xInx+ Elenzx- €x31n3x+0(x31n3 0)x (1+x%— £x3 +o(x®)

1 1 1
=1-xlnx+ Elenzx-ﬁ-xz— gx3ln3(xl ~x®Inx- Ex3+a(x3)

4. Applications des DL
4.1. Recherche de limites et d’équivalents (suite ou fonction)

/Savoir faire - La force des développements limités
Les DL permettent d’avoir un équivalent (premier terme non nul) et,
contrairement aux équivalents, ils peuvent étre additionnés. C’est donc
un outil “plus stir” dans son maniement. L'équivalent permet ensuite
d’avoir la limite.

On commence toujours par se ramener en 0 pour utiliser les DL usuels.
Exercice

. 1
Déterminer lim (
x—0

1
*COSX)*,.
1+x° x?

2
Correction
Assez simplement :

1 1
— —cosx=(1 -8 - (1--x*) +0(x?)
L+ 2

b i 1 ] 1 1
onc lim | —— —COSX|— = ——

x—0\1+x? x? 2
Exercice

1\n
Déterminer un équivalent de la suite (u,,) définie par uy, = [1 + 7) —e.
- n

Correction
Par composition,

[l + %]n :exp[nln(] + ln)) = exp(] - Tln +0(%)] =e(l- i +o(%)

Donc uy ~ 52

Exercice
4 i N 3x co;Sx
Déterminer lim (lan 7) .
x—% 2
6
Correction
On commence par faire le changement de variable h = x— &, donc x = h+ §.
3
P P tanzh+1
cos(3x) = cos(3h + %) = —sin(3h) et ﬁan% = tan[%h+ %) = 273 On exploite la fonction
1-tanzh
exponentielle :
(tan kol CD;SX = exp( -l (ln(l +lan§h) —In(1 —tanih))]
2 sin3h 2 2
—-Bh+o(h) 1
=exp————— =-(+o(h
P Shrom ol PO

3x
Donc lim (tanf
e 2

4.2. Etudelocale d’'une fonction

/Savoir faire - Etude locale d’'une courbe au voisinage d’un point
Les DL permettent d’avoir directement des résultats sur le comporte-
ment local d'une fonction plus précis que la limite ou I'équivalent en un
point.
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Tangentes et position, extremum local

Proposition - Exploitation graphique d'un DL en a

Si f admet en a un DLy (k = 2) de la forme
fx)=ap+a;(x—a)+ax(x— aF +o((x- )b

alors f est prolongeable par continuité en a, de prolongement dérivable en

a,l'équation de la tangente a Crenaesty=ap+a(x—a, le signe de ay. et

la parité de k donnent, localement, au voisinage de a, les positions relatives

de la tangente et de la courbe, des conditions pour avoir un extremum

local.

e Remarque - « Seulement» un DL d’ordre 1

Un DL; donne le prolongement par continuité, la dérivabilité et I'équation de la
tangente, mais ne permet pas d’avoir les positions relatives de la tangente et de la
courbe car le signe de o(x — a) est inconnu.

Exercice

2
x-1
Soit f la fonction définie par f(x) = T Quel est son domaine de définition ?
X

Montrer qu’elle se prolonge de maniére continue et dérivable en 1. Donner I'équation de la
tangente ainsi que les positions relatives de la tangente et de la courbe.
Préciser également le comportement de f aux autres bornes du domaine de définition.

Correction
91/ = Ri \{1}, on pose x = 1+h, On cherche a obtenir un DL d'ordre 2. Puisqu'il y aura une factorisation
par h, on prend un DL3 au dénominateur :

2h+h® 2h+h? ~ 2+h
DI+ - B2 By ond) L+ gh=gh? +o(h?)

fO=fa+h=

1,1 1 5 1 1
=@+ - —ht R+~ +o(h®) =2+ - h* =~ W%+ o(h?) =2 —h* + o(h?)
26 4 6 2 3
Donc f est prolongeable en 1 et f(1) =2, f'(1) =0 et f au-dessous la tangente (y = 2) pour x> 1 et

X
au-dessous pour x < 1 On aurait pu aussi exploiter la régle de Lhopital : lim f = lim ——— =2.
1 x—11+Inx

Asymptotes et position

Proposition - Exploitation graphique d'un DL en co
Si f admet en co un développement limité généralisé d’ordre k (k = 1) de
la forme

f(x):ax+b+x—ck+o(;k)

alors €y admet une asymptote d’équation y = ax + b, le signe de c et
la parité de k donnent, localement, au voisinage de +(—)oo, les positions
relatives de 'asymptote et de la courbe.

€ Remarque - « Seulement » un DL d’ordre 0

Un développement limité généralisé a I'ordre 0 donne I'asymptote, mais ne permet
pas d’avoir les positions relatives de la tangente et de la courbe.

Exercice

-1
Soit f la fonction définie par f(x) = (x* —1)In %
Quel est son domaine de définition ?

Montrer que €y admet une asymptote en +oco dont on donnera I'équation ainsi que la
position relative par rapport a la courbe.

Correction
P =]~-00,~1[U]1, +ool.

On pose h= % ona

1-h 1-h?

1+h  h2

W= (hiz ~Dln (n(1 =7 ~In1 + 1)

_1-n 1,2 1.3 1o 1,3 3
= (4;7;1 == o= kot )
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Loy 2R voutn = Lot T2 oy
h 3 h 3

4 1
=-2x+—+0—
3xx

‘€/ admet une asymptote d’équation y = —2x.
La courbe se trouve au-dessus de I'asymptote.

5.

Bilan

Synthese

~+ Nous apprenons ici a

remplacer localement une fonction par une
expression plus simple (polynomiale la plupart du temps) et facile a
étudier.

Cela est assez technique et calculatoire, mais également trés puissant!
On commence toujours par se demander ot est-ce qu’on se trouve!

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Avec une fonction «relative »

Savoir-faire - Etude de négligeabilité/équivalence/domination...
d’une suite.

Savoir-faire - Obtenir un DL, (a) d'une fonction f

Savoir-faire - DL des fonctions de références en d’autres points (que 0)
Truc & Astuce pour le calcul - Méthode (Bilan)

Savoir-faire - La force des développements limités

Savoir-faire - Etude locale d’'une courbe au voisinage d'un point

Notations
Notations Définiti Propriétés Remarques
Z(g) Ensemble des racine de g Z(g =g T{oh=1g=01={x|gx) =0}
f = o(g) [ est négligeable devant g au voisinagede  Ve>0,3Ve¥,|Vx=V,|f(x)|<elgx)| si Z(g)nV < Z(f), équivalent a
a im I _
x—a,xeZ(g) g(x)
f~g [ estéquivalente a g au voisinage de a Ve>03Vel, | VxzVIf()+gx)l< siZ(@nVcZ(f), équivalent a
“ elg(o)l fw
x—a,x¢Z(g) g(x)
fz()(g) [ est dominée par g au voisinage de a AM>0,3VeV, |V x=V,|f(x)< Mgl si Z(g)nV < Z(f), équivalent a
—;:3 bornée sur Z(g)nV
DLy(a)de f Développement limité d’'ordre n de f au I PeRy[X] | f(x) = P(x—a)+o((x—a)")

voisinage de a

Retour sur les problémes

147.

e -1
fO)=——.
sinx
Au voisinage de 0 : e* -1 = x + %xz + éx:‘ + 714)(4 +0(x%) et sinx =

x— L; +o(x*). On simplifie par x.
= L+ gx+ 322 + 5% +0(x%)

1-1x2+0(x3)
=1+ 3x+ i+ Hx3 + o)L+ 2x% +o(x%)
=1+ix+ 322+ + 00,
2 2 8
Au voisinage de —7 : sin(x) = sin(-7 + h) = —sinh = —h + %h3 +o(h).
e —l=e M _1=e¢Tel—1=e "1+ h+3h2+h% +o(h®) - 1.
=) e —1+e " h+ G h? + S k3 + o(h®)
X) = —
h 1-3h2+o0(hd)
1-e7"
- — 1-4e™"
== e T+ == h+o(h)

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2023/2024)



460 Développements limités

Cinquieme partie

Polynomes et fractions
rationnelles
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