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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)
3.1. Fonctions continues sur 1
3.2. Prolongement par continuité
3.3. Théoréme des valeurs intermédiaires
3.4. Cas de I'image d’un segment par f continue
3.5. Théoréme de la bijection (bis)
3.6. Continuité uniforme
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)
3.1. Fonctions continues sur 1

3.1. Fonctions continues sur I




Legon 55 - Continuité

Continuité sur un intervalle

Avec des jauges qui permettent de faire une interversion de
quantificateurs :

Définition - Continuité

Soit f € #(I,R).

On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point
de I.

Vaxoel,Ve>0,36>0tq Vxel,|x—xp|<d=>|f(x)-f(xg)| <e.
ou de maniére équivalente :

Ve>0,36.:1 — R} tq Vx €1, |x—xol < 5c(x0) = |f(x)—f(x0)l <

o

On note C(I) ou €°(I) 'ensemble des fonctions continues sur 1.
Ou C(I,R) ou €°(I,R) s'il y a un risque de confusion sur
'ensemble d’arrivée de I.
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Fonctions non continues ?

Attention. Fonctions usuelles, continues ?

La plupart des fonctions usuelles sont continues sur leur
ensemble de définition, mais il existe des fonctions qui ne sont
pas continues partout, par exemple la fonction partie entiere ou la
fonction indicatrice de {0}.

Il existe méme des fonctions nulle part continues, comme le
montre I'exercice suivant
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Fonctions non continues ?

Attention. Fonctions usuelles, continues ?

La plupart des fonctions usuelles sont continues sur leur
ensemble de définition, mais il existe des fonctions qui ne sont
pas continues partout, par exemple la fonction partie entiere ou la
fonction indicatrice de {0}.

Il existe méme des fonctions nulle part continues, comme le
montre I'exercice suivant

3.1. Fonctions continues sur I

Exercice
Montrer que la fonction indicatrice de Q, 1g, n'est continue en
aucun point de R.
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Application

Une application : résoudre des équations fonctionnelles
Exercice
On veut déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant

V(x,y) € R, fx+y) = F(x)+ f(y).

1. Déterminer £(0). Montrer que f est impaire.
2. Déterminer la restriction de f aN, a Z, puis a Q.

3. Déterminer finalement f.
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Application

Une application : résoudre des équations fonctionnelles
Exercice
On veut déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant

V(x,y) € R, fx+y) = F(x)+ f(y).

1. Déterminer £(0). Montrer que f est impaire.
2. Déterminer la restriction de f aN, a Z, puis a Q.

3. Déterminer finalement f.

Savoir-faire. Définir f (continue) de X a X

Si f est définie sur un ensemble X, la continuité de f* peut
permettre d’étendre f sur X.
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Opération sur la continuité

Proposition - Opération de continuité
Si f et g sont deux fonctions de I dans R, continues en xg € I,

1
alors |f|, f + g, f g sont continues en x, ainsi que — et f si
g 8

8(xg) #0.
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Opération sur la continuité

Proposition - Opération de continuité
Si f et g sont deux fonctions de I dans R, continues en xg € I,

1
alors |f|, f + g, f g sont continues en x, ainsi que — et f si
g 8

8(xg) #0.

Démonstration
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Opération sur la continuité

Proposition - Opération de continuité
Si f et g sont deux fonctions de I dans R, continues en xg € I,

1
alors |f|, f + g, f g sont continues en x, ainsi que — et f si
g 8

8(xg) #0.

Démonstration

Exercice

Soit f : R — R et xg € R. On définit les fonctions f* et f~ par
f7(x) =max(f(x),0) et f~(x) = max(—f(x),0). Montrer que si [
est continue en xg, alors f* et £~ sont continues en xg.




Legon 55 - Continuité

Opération sur la continuité

Proposition - Continuité d’'une composée

Soient I et J deux intervalles de R, f € #(I,R), g € F(J,R),
f)cdJ. Soitxg € 1. Si f est continue en xg et g continue en
f(x0), alors go f est continue en xy.
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Opération sur la continuité

Proposition - Continuité d’'une composée

Soient I et J deux intervalles de R, f € #(I,R), g € F(J,R),
f)cdJ. Soitxg € 1. Si f est continue en xg et g continue en
f(x0), alors go f est continue en xy.

Démonstration
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)

3.2. Prolongement par continuité

\gement par




Définition

Définition - Prolongement par continuité
Soit I un intervalle.
> Soit f: I — R, xo une extrémité réelle de I,xq ¢ 1.
Si f admet une limite réelle ¢ en xg, alors la fonction 7
Fx) = f(x) si x # xo;
flag)=1¢

a I U{xp} et est continue en xg.

définie sur I U {xq} par { prolonge f

> Sixg€l,sif définie sur I\ {xg} admet des limites réelles a
droite et a gauche en x et si ces limites sont égales (a ¢)
alors la fonction f définie sur I par
{ F@) = f(x) i x # x0;

flxg)=¢
X0-

prolonge f a I et est continue en

Dans les deux cas f s’appelle le prolongement par continuité de
f en xo.

Legon 55 - Continuité
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Exemple

sinx

Exemple x —

olongement par
ntinuité.

) o . sinx
La fonction définie sur R* par x — —— est prolongeable par
x
continuité a R.
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Remarque

Remarque Sur le vocabulaire

\gement par
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Remarque

Remarque Sur le vocabulaire
Exercice

1
Montrer que la fonction x — x {—J est prolongeable par
x

continuité en 0.

\gement par




Savoir-faire

Savoir-faire. Démontrer la continuité de f sur I ou prolonger
la continuité de f sur I
Dans les deux cas, la méthode est la méme :

1. On s’assure, par les théoremes généraux, que [ est
continue sur I sauf en un point xg particulier.
2. Puis, on regarde la limite de f en x.
> Sixo €Dy, alors f(xp) existe. |l s'agit de démontrer la
continuité de f en xg.
> Sixo ¢ Dy, alors f(xg) n'existe pas (ou pas encore). |l s’agit
de voir si on peut ajouter un point xo dans I'ensemble de
définition de f. De maniére a ce que f reste continue. On dit
gue I'on fait un prolongement par continuité de f.

Legon 55 - Continuité
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)

3.3. Théoréme des valeurs intermédiaires
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Le théoreme

Théoréme - Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit I un intervalle de R et f : I — R continue.

Soient a et b deux réels, (a,b) € I? et a < b. On suppose que
f(a)x f(b)<0O.

Alors il existe c € [a,b] tel que f(c)=0.
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Le théoreme

Théoréme - Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit I un intervalle de R et f : I — R continue.
Soient a et b deux réels, (a,b) € I? et a < b. On suppose que
fla)x f(b)<0.

Alors il existe c € [a,b] tel que f(c)=0.

Démonstration
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Autre énoncé

Corollaire - TVl entre f(a) et f(b)

Soit f : I — R continue sur I. Soient a et b deux réels, (a,b) € I?
et a < b. Alors pour toute valeur d comprise entre f(a) et f(b) il
existe t € [a,b] tel que f(¢)=d.
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Autre énoncé

Corollaire - TVl entre f(a) et f(b)

Soit f : I — R continue sur I. Soient a et b deux réels, (a,b) € I?
et a < b. Alors pour toute valeur d comprise entre f(a) et f(b) il
existe t € [a,b] tel que f(¢)=d.

Démonstration
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Autre énoncé

Corollaire - TVl entre f(a) et f(b)

Soit f : I — R continue sur I. Soient a et b deux réels, (a,b) € I?
et a < b. Alors pour toute valeur d comprise entre f(a) et f(b) il
existe t € [a,b] tel que f(¢)=d.

Démonstration

Corollaire - Image d’'un intervalle par une fonction continue

Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I. Alors f(I) est
un intervalle de R.
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Autre énoncé

Corollaire - TVl entre f(a) et f(b)

Soit f : I — R continue sur I. Soient a et b deux réels, (a,b) € I?
et a < b. Alors pour toute valeur d comprise entre f(a) et f(b) il
existe t € [a,b] tel que f(¢)=d.

Démonstration

Corollaire - Image d’'un intervalle par une fonction continue

Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I. Alors f(I) est
un intervalle de R.

Démonstration
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Exercices

Exercice
Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair s’annule
au moins une fois sur R.
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Exercices

Exercice
Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair s’annule

au moins une fois sur R.

Exercice
Soit £ :[0,1] — [0, 1] continue. Montrer que f admet un point

fixe.
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problémes

2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)

3.4. Cas de 'image d’'un segment par f continue
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Optimisation

Théoreme - Théoreme de Weierstrass

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f est
bornée et atteint ses bornes :

A(x1,%2) € [a, b]2|f(x1)— mf [f@ et flaz) = SF%]f(x)
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Optimisation

Théoreme - Théoreme de Weierstrass

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f est
bornée et atteint ses bornes :

A(x1,%2) € [a, b]2|f(x1)— mf [f@ et flaz) = SF%]f(x)

Remarque - Mieux (f(K) avecx K compact).
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Optimisation

Heuristique - Deux résultats !
Il'y a en fait deux parties dans ce théoreme :
> f(la,b]) est borné. C'est I'existence de sup,(, ») /(%)
> Cette borne supérieure est atteinte : 3 x¢ € [a, b] tel que
[ (x0) = Supyeqq p1 (%)
La démonstration se fera également en deux temps (avec le
principe de dichotomie).
On notera que pour cette démonstration, on exploite de deux
fagons distinctes ce principe : une fois par I'absurde (méthode

ascendante et globale), une fois pour exhiber un nombre en
particulier (méthode descendante et locale).
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Optimisation

Théoreme - Théoreme de Weierstrass

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f est
bornée et atteint ses bornes :

A(x1,x9) € [a, b1 f(xl)— 1nf f(x) et f(xg) = su% f(x).
x€la,b]
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Optimisation

Théoreme - Théoreme de Weierstrass

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f est
bornée et atteint ses bornes :

A(x1,x9) € [a, b1 f(xl)— 1nf f(x) et f(xg) = su% f(x).
x€la,b]

Démonstration
(Avec le processus de dichotomie)
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Démonstrations

Exercice
Démontrer le théoreme de Weierstrass a I'aide du théoréme de
BW.

1. Supposons que f n’est pas bornée sur [a, b].
Montrer qu'il existe (x,,) € [a, b1V tel que f(x,) — +oo0.
En déduire une contradiction avec le théoréme de
Bolzano-Weierstrass.

2. On considére alors M = sup f. Montrer qu'il existe
(yn) € [a,b]N tel que f(yn) — M.
Conclure avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.
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Démonstrations

Exercice
Démontrer le théoreme de Weierstrass a I'aide du théoréme de
BW.

1. Supposons que f n’est pas bornée sur [a, b].
Montrer qu'il existe (x,,) € [a, b1V tel que f(x,) — +oo0.
En déduire une contradiction avec le théoréme de
Bolzano-Weierstrass.

2. On considére alors M = sup f. Montrer qu'il existe
(yn) € [a,b]N tel que f(yn) — M.
Conclure avec le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Exercice

Démontrer le théoréme de Weierstrass a I'aide du lemme de
Cousin.

Lexistence d’'un maximum est facile dans le cas d’'un ensemble
fini. En prenant un jauge puis une subdivision pointée bien
choisies, on peut réduire a la recherche d’'un maximum pour un
nombre fini de points
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Image d’'un segment

Théoréme - Image d’'un segment par une fonction continue

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f([a,b])
(image directe du segment) est un segment de R.
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Image d’'un segment

Théoréme - Image d’'un segment par une fonction continue

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f([a,b])
(image directe du segment) est un segment de R.

Démonstration
C’est un corollaire du théoreme précédent.
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Image d’'un segment

Théoréme - Image d’'un segment par une fonction continue

Soit f :[a,b] — R continue sur le segment [a,b]. Alors f([a,b])
(image directe du segment) est un segment de R.

Démonstration

C’est un corollaire du théoréme précédent.

Exercice

Montrer qu’une fonction périodique, continue sur R, est bornée et
atteint ses bornes.




Savoir-faire

Montrer I'existence d’un point x tel que. ..
Plusieurs possibilités :

>

vV v vy

v

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme de Weierstrass

Principe de dichotomie

Principe de convergence monotone ou borne supérieure

Théoréme de Bolzano-Weierstrass (limite de la suite
extraite)

Théoréme de Cauchy (espace complet)

» Théoréme de Rolle (ou E.A.F)

Legon 55 - Continuité
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Exercices

Exercice
Soit f continue sur [a, b] et a € R tel que pour tout x € [a, b],

fx)<a.
Montrer qu’il existe € > 0 tel que V x € [a,b], f(x) < a —e.
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Exercices

Exercice
Soit f continue sur [a, b] et a € R tel que pour tout x € [a, b],

fx)<a.
Montrer qu’il existe € > 0 tel que V x € [a,b], f(x) < a —e.

Exercice
Soit f € €°([a,b],[a, b)) telle que YV x # v,
|f ()= fDI <lx—yl.
1. Montrer que f admet un unique point fixe, noté xg

2. Soit (uy) tel que up+1 = f(uy,). Montrer que (u,) — xo.
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)

3.5. Théoreme de la bijection

3.5. Théoréme de la bijection (bis)
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Enoncé

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte

Soit f : I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement
si elle est strictement monotone.

3.5. Théoreme de la bijection

(bis)




Legon 55 - Continuité

Enoncé

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte

Soit f : I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement
si elle est strictement monotone.

Démonstration

3.5. Théoreme de la bijection
(bis)
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Enoncé

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte

Soit f : I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement
si elle est strictement monotone.

Démonstration

Théoréme - Théoréme de la bijection

Soit £ une fonction définie sur I, continue, strictement monotone
sur I (intervalle de R), alors [ est bijective de I sur J = f(I).

Sa bijection réciproque f~1 est continue sur o/, de méme sens de
variations que f.
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Enoncé

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte

Soit f : I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement
si elle est strictement monotone.

Démonstration

Théoréme - Théoréme de la bijection

Soit £ une fonction définie sur I, continue, strictement monotone
sur I (intervalle de R), alors [ est bijective de I sur J = f(I).

Sa bijection réciproque f~1 est continue sur o/, de méme sens de
variations que f.

Démonstration
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Enoncé

Théoréme - Injectivité et monotonie stricte

Soit f : I — R continue sur I. Alors f est injective si et seulement
si elle est strictement monotone.

Démonstration

Théoréme - Théoréme de la bijection

Soit £ une fonction définie sur I, continue, strictement monotone
sur I (intervalle de R), alors [ est bijective de I sur J = f(I).

Sa bijection réciproque f~1 est continue sur o/, de méme sens de
variations que f.

Démonstration
Remarque Un théoréme supplémentaire
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= Continuité, prolongement. . .

= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..

1. Problemes
2. Limites (de fonctions)

3. Fonction continue sur un ensemble (intervalle, segment...)

3.6. Continuité uniforme

3.6. Continuité uniforme
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Définition

Définition - Fonction uniformément continue
Soit f € #(I,R). On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0,In>01V (x,y) el [x -yl <n=|fx)- f(y)l <e.




BN . Lecon 55 - Continuité
Tres important !

Attention. Différence entre continuité et uniforme continuité
La différence avec la définition de la continuité en x est que le
réel n est le méme pour tout x € I.

A comparer :

Ve>0,In>01V (x,y)€I? |x—yl<n=|f(x)-f(y) <e.

Ve>0,Vxelan>0|Vyel,|lx—ylsn=>I|fx)-f(y)<e. |
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Trés important !

Attention. Différence entre continuité et uniforme continuité
La différence avec la définition de la continuité en x est que le
réel n est le méme pour tout x € I.

A comparer :

Ve>0,In>01V (x,y)€I? |x—yl<n=|f(x)-f(y) <e.

Ve>0,Vxelan>0|Vyel,|lx—ylsn=>I|fx)-f(y)<e. |

Attention. Ordre des quantificateurs

Insistons un peu...Lordre des quantificateurs est important :
> 3 ...V o AY T
> 3...qFg=F --9gF ey etV 1V 9=V -ogV o
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Implication. ..

Proposition - Implication

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur I.

3.6. Continuité uniforme
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Implication. ..

Proposition - Implication

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur I.

Démonstration

3.6. Continuité uniforme
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et réciproque

Il existe une réciproque, dans le cadre des fonctions définie sur
un segment. C’est le théoréme de Heine :

Théoréme - Théoréme de Heine
Une fonction continue sur un segment de R est uniformément
continue sur ce segment.

3.6. Continuité uniforme
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et réciproque

Il existe une réciproque, dans le cadre des fonctions définie sur
un segment. C’est le théoréme de Heine :

Théoréme - Théoréme de Heine
Une fonction continue sur un segment de R est uniformément
continue sur ce segment.

Remarque - Démonstration

3.6. Continuité uniforme




Legon 55 - Continuité

et réciproque

Il existe une réciproque, dans le cadre des fonctions définie sur
un segment. C’est le théoréme de Heine :

Théoréme - Théoréme de Heine
Une fonction continue sur un segment de R est uniformément
continue sur ce segment.

Remarque - Démonstration
Démonstration (Lemme de Cousin)

3.6. Continuité uniforme
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Remarques sur la démonstration

Remarque Commentaires sur la démonstration

> f est continue sur I, si
Ve>0,30:1-Ry|Vxel,ly—xI<dy)=If(y)-f)|<e

> f est uniformément continue sur I, si
Ve>0,36>0 |Vaxel,|ly-xI<sd=|f(y)-fx)<e
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Remarques sur la démonstration

Remarque Commentaires sur la démonstration

> f est continue sur I, si
Ve>0,30:1-Ry|Vxel,ly—xI<dy)=If(y)-f)|<e

> f est uniformément continue sur I, si
Ve>0,36>0 |Vaxel,|ly-xI<sd=|f(y)-fx)<e

Exercice : A démontrer avec la dichotomie
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Remarques sur la démonstration

Remarque Commentaires sur la démonstration
> f est continue sur I, si
Ve>0,30:1-Ry|Vxel,ly—xI<dy)=If(y)-f)|<e
> f est uniformément continue sur I, si
Ve>0,36>0 IVxel,|ly—-x|<d=|f(y)-fx)<e
Exercice : A démontrer avec la dichotomie
Exercice : A démontrer avec Bolzano-Weierstrass




Legon 55 - Continuité

Exercice

Exercice

1. Montrer que si f est lipschitzienne sur I alors f est
uniformément continue sur 1.
Montrer que sinus est lipschitzienne sur R (donc
uniformément continue sur R).

2. Montrer que x — \/x est uniformément continue sur [0, +oo[
mais n’est pas lipschitzienne sur [0, +oo.

3. Montrer que x — x2 n'est pas uniformément continue sur
[0, +ocl.

3.6. Continuité uniforme




Legon 55 - Continuité

Conclusion

Objectifs
= Continuité, prolongement. . .
= Théoréme des valeurs intermédiaires et corollaires. ..
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Conclusion

Objectifs
= Continuité, prolongement. ..

> f est continue sur I, si f est continue en tout point de 1.
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Conclusion

Objectifs
= Continuité, prolongement. ..

> f est continue sur I, si f est continue en tout point de 1.

> Vérifications de la continuité : fonctions usuelles ou passage a la
limite




Conclusion

Objectifs
= Continuité, prolongement. . .
> f est continue sur I, si f est continue en tout point de 1.
> Vérifications de la continuité : fonctions usuelles ou passage a la
limite
> Prolongement, PAR continuité.

On ajoute a & = I un point x de sorte que f(x) (ajouté) rende f
continue en x également.

Legon 55 - Continuité
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> V1 :Sif continue sur [a,b] et f(a)x f(b) <0, alors A c€[a,b]
tel que f(c) =0.
> V2 :Sif continue sur [a,b] alors V d € [a,b], 3 ¢ €[a,b] tel que
fle)=d.

> V3:Limage d'un intervalle est un intervalle

> Weierstrass : Limage d’'un segment par une fonction continue, est
un segment (f atteint ses bornes sur [a,b]

> - Théoreme de la bijection : Si f est continue, alors f est injective
ssi f est strictement monotone.
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Pour la prochaine fois

» Lecture du cours : chapitre 11 : Continuité
Fin du chapitre.

> Exercice N°393 & 397
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