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Probléme. Une courbe, des zooms

1. Problemes
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Probléme. Une courbe, des zooms

Fay= 2
Ssinx

1. Problemes
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Probléme. Une courbe, des zooms

e’ -1
flx)=—

sinx
Geogebra 1. Problémes
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Probléme. Une courbe, des zooms

e’ -1
flx)=—
sinx
Geogebra 1. Problémes

Voisinage de 0; f(x) =~ 1+ %x+ %x2 + %x3
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Probleme Une courbe, des zooms

-1

fx)=
sinx
Geogebra 1. Problémes

Voisinage de 0; f(x) ~ 1+ 3x + 22 + 13

- -x
®  te(-1+1x)

Voisinage de —7; f(x) =




Zooms sur une courbe

Probleme Une courbe, des zooms

-1
fx)=
sinx
Geogebra
Voisinage de 0; f(x) ~ 1+ 3x + 22 + 13
_pX
Voisinage de —r; f(x) = ¢ +e (-1+ %x)

Heuristique. Développement limité

1. On remplace une fonction par un développement mieux
maitrisé (polynéme...)

2. Cela dépend du voisinage du point considéré.

3. Plus on souhaite qu’il soit bon, plus il faudra qu’il y ait de
coefficients.
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Il est d’abord nécessaire de comprendre comment comparer deux
fonctions (celle de référence et sa version locale polynomiale). On
s’intéresse donc dans cette partie aux relations de comparaison
entre fonctions.

Le principe est le méme pour les suites (mais étudiées toujours
uniquement en n — +00).

1. Problemes




La suite du cours

Il est d’abord nécessaire de comprendre comment comparer deux
fonctions (celle de référence et sa version locale polynomiale). On
s’intéresse donc dans cette partie aux relations de comparaison
entre fonctions.

Le principe est le méme pour les suites (mais étudiées toujours
uniquement en n — +00).

Attention. Selon le point

Il n’est jamais trop tard pour insister : la fonction (polynomiale -
par exemple) plus simple qui décrit f dépend du point aupres
duquel on est amené a faire I'étude.

Le résultat au voisinage de 0, n’a rien a voir avec celui au
voisinage de —m ! (par exemple).
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Définition

Définition - Définition généralisée
Soient (u,,) et (v,,) € RY. On dit que

> (u,) est négligeable devant (v,), notée u, = o(v,) si
Ve>0,ANeNtelque Vn=N, |u,l <e€lv,l.

> (uy) est équivalente a (v,,), notée u, ~ v, si
Up—Up =0(vy)

» (uy) est dominée par (v,), notée u, = O(v,) si

3C>0,iANeNtelqueVn=N,|u,l <Clv,l.
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Savoir-faire. Etude de
négligeabilité/équivalence/domination. . .d’une suite

Deux cas fréquents pour étudier une suite (1) :

> sila suite (u,) = f(n), alors en fait on étudie directement la
fonction f...

Trés souvent, on se raméne a cette situation.

> sila suite est définie implicitement ou par récurrence, on
étudie la limite de ? ou (vy,,) est le candidat pour étre
respectivement : le f’écteur de

négligeabilité/d’équivalence/de domination (dans ce cas la
limite vaut respectivement 0/ 1 / est bornée.)
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Savoir-faire. Etude de
négligeabilité/équivalence/domination. . .d’une suite

Deux cas fréquents pour étudier une suite (1) :

> sila suite (u,) = f(n), alors en fait on étudie directement la
fonction f...

Trés souvent, on se raméne a cette situation.

> sila suite est définie implicitement ou par récurrence, on
étudie la limite de ? ou (vy,,) est le candidat pour étre
respectivement : le f’écteur de

négligeabilité/d’équivalence/de domination (dans ce cas la
limite vaut respectivement 0/ 1 / est bornée.)

Remarque Rappels

> nl~n"e "\v2nn.
L |

> Z —~plnn
k:lk
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Savoir-faire. Etude de
négligeabilité/équivalence/domination. . .d’une suite

Deux cas fréquents pour étudier une suite (1) :

> sila suite (u,) = f(n), alors en fait on étudie directement la
fonction f...

Trés souvent, on se raméne a cette situation.

> sila suite est définie implicitement ou par récurrence, on
étudie la limite de ? ou (vy,,) est le candidat pour étre
respectivement : le f’écteur de

négligeabilité/d’équivalence/de domination (dans ce cas la
limite vaut respectivement 0/ 1 / est bornée.)

Remarque Rappels

> nl~n"e "\v2nn.
L |

> Z — ~plnn
k:lk

Nous ne reviendrons plus sur le cas des suites
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Définitions

Définition - Définition généralisée
Soient f,g:I — R et a € R, point ou borne de I. On dit que

> f est négligeable devant g au voisinage de a, notée
f = o(g) si

Ve>0,3V e¥, |VxeV,|f(x) <elg(x)l.

> f est équivalente a g au voisinagede a si f — g = o(g).

> f est dominée par g au voisinage de a notée f = O(g)si

AC>0,3V e, |VxeV,|f(x) < Clgx)l.
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Définitions

Définition - Définition généralisée
Soient f,g:I — R et a € R, point ou borne de I. On dit que

> f est négligeable devant g au voisinage de a, notée
f = o(g) si

Ve>0,3V e¥, |VxeV,|f(x) <elg(x)l.

> f est équivalente a g au voisinagede a si f — g = o(g).

> f est dominée par g au voisinage de a notée f = O(g)si

AC>0,3V e, |VxeV,|f(x) < Clgx)l.

Remarque Ensemble g~1({0})

Legon 61 -
Développements
limités




Legon 61 -

Avec une fonction auxiliaire Développements

limités

Proposition - Caractérisation avec une fonction auxiliaire

Soient f,g:I — Reta € R, point ou borne de I.
Alors on a f =, o(g) si et seulement si
3h:I—Ravec th et f = hg au voisinage de a.
Alors on a f ~, g si et seulement si
3h:I—Ravec hgl et f = hg au voisinage de a.
Alors on a f =, O(g) si et seulement si
3 h:I— Ravec h bornée au voisinage de a et f =hg au
voisinage de a.
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Proposition - Caractérisation avec une fonction auxiliaire

Soient f,g:I — Reta € R, point ou borne de I.
Alors on a f =, o(g) si et seulement si
3h:I—Ravec th et f = hg au voisinage de a.
Alors on a f ~, g si et seulement si
3h:I—Ravec hgl et f = hg au voisinage de a.
Alors on a f =, O(g) si et seulement si
3 h:I— Ravec h bornée au voisinage de a et f =hg au
voisinage de a.

Démonstration




Critéres équivalents

Proposition - Domination, négligeabilité, équivalence pour
les fonctions

Soient f,g:I - Retace R, point ou borne de I (a € 7).

> [ est négligeable devant g au voisinage de a ssi

f(x) 0
== — et 3V €7, tel que
g(x) x—a,x¢g~1({0}) a g

g ldonnVv c £1doy.
> f est équivalente a g au voisinage de a ssi

f(x) 1
== — et3V €7, tel que
g(x) x—»a,xeg’l({O}) a g

g o nV < £L{oy).

> f est dominée par g au voisinage de a ssi
la fonction g est bornée sur un voisinage de a et

g~ 1({0}) < £~1({0}) sur un voisinage de a.
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Attention. Insistons bien

Pour les fonctions, il s’agit bien d’une relation LOCALE (voisinage
de a).

On peut avoir f = o(g) pour x — a ET g = o(f) pour x — b...

Donc « f = o(g) », sans précision supplémentaire NE SIGNIFIE
RIEN




Critéres équivalents

Proposition - Domination, négligeabilité, équivalence pour
les fonctions

Soient f,g:I - Retace R, point ou borne de I (a € 7).

> [ est négligeable devant g au voisinage de a ssi

f(x) 0
== — et 3V €7, tel que
g(x) x—a,x¢g~1({0}) a g

g ldonnVv c £1doy.
> f est équivalente a g au voisinage de a ssi

f(x) 1
== — et3V €7, tel que
g(x) x—»a,xeg’l({O}) a g

g o nV < £L{oy).

> f est dominée par g au voisinage de a ssi
la fonction g est bornée sur un voisinage de a et

g~ 1({0}) < £~1({0}) sur un voisinage de a.

Démonstration
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Critéres équivalents

Proposition - Domination, négligeabilité, équivalence pour
les fonctions

Soient f,g:I - Retace R, point ou borne de I (a € 7).

> [ est négligeable devant g au voisinage de a ssi

f(x) 0
== — et 3V €7, tel que
g(x) x—a,x¢g~1({0}) a g

g ldonnVv c £1doy.
> f est équivalente a g au voisinage de a ssi

f(x) 1
== — et3V €7, tel que
g(x) x—»a,xeg’l({O}) a g

g o nV < £L{oy).

> f est dominée par g au voisinage de a ssi
la fonction g est bornée sur un voisinage de a et

g~ 1({0}) < £~1({0}) sur un voisinage de a.

Démonstration
Exercice Faire les autres démonstrations.
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Savoir-faire

Savoir-faire. Avec une fonction « relative »
f(x)

Notons, pour tout x € I, h(x) = ——. Alors
g(x)
> f est dominée par g au voisinage de a ssi h est bornée au

voisinage de a.
> f est négligeable devant g au voisinage de a ssi h — 0.
xXx—a

> f est équivalente a g au voisinage de a ssih — 1.
x—a
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Proposition - Comparaison a une fonction constante
Soit f définie au voisinage de a. On a

f = O(1) < f estbornée au voisinage de a.
f=01) < fkx)—0
a x—a
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Les propositions et théoremes suivants se démontrent comme
pour les suites (les résultats sont totalement équivalents).
Proposition - Equivalence : relation d’équivalence

Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a

> [~ [ (réflexivité).
a
> Sif ~8 alors g ~ [ (symétrie).
> Sif ~8 etg ~ h alors f ~ h (transitivité).

La relation d’équivalence ~ est donc une relation d’équivalence
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Les propositions et théoremes suivants se démontrent comme
pour les suites (les résultats sont totalement équivalents).
Proposition - Equivalence : relation d’équivalence

Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a

> [~ [ (réflexivité).
a
> Sif ~8 alors g ~ [ (symétrie).
> Sif ~8 etg ~ h alors f ~ h (transitivité).

La relation d’équivalence ~ est donc une relation d’équivalence

Démonstration




Relation de préordre

Proposition - Relation de préordre
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a
> f =0(f) au voisinage de a (réflexivité)
> Sif=0(g) et g =0(h) au voisinage de a alors f = O(h)
au voisinage de a. (transitivité)
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Développements

Relation de préordre ke

Proposition - Relation de préordre
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a
> f =0(f) au voisinage de a (réflexivité)
> Sif=0(g) et g =0(h) au voisinage de a alors f = O(h)
au voisinage de a. (transitivité) )

Démonstration
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Proposition - Relation de préordre
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a
> f =0(f) au voisinage de a (réflexivité)
> Sif=0(g) et g =0(h) au voisinage de a alors f = O(h)
au voisinage de a. (transitivité)

Démonstration

Proposition - Liens entre les relations
> Sif = o(g) alors f = O(g)

» Ona: f;g@f—gio(g)(ouencorenoté:f:g+o(g)).
> Sif;ganrsin(g)etgiO(f).
> Sif;galorshio(f)c»hio(g).




Relation de préordre

Proposition - Relation de préordre
Soient f, g, h trois fonctions définies et ne s’annulant pas sur un
voisinage de a. On a
> f =0(f) au voisinage de a (réflexivité)
> Sif=0(g) et g =0(h) au voisinage de a alors f = O(h)
au voisinage de a. (transitivité)

Démonstration

Proposition - Liens entre les relations
> Sif = o(g) alors f = O(g)

» Ona: f;g@f—gio(g)(ouencorenoté:f:g+o(g)).
> Sif;ganrsin(g)etgiO(f).
> Sif;galorshio(f)c»hio(g).

Démonstration
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Echelle de comparaison épaisse

Proposition - Comparaisons usuelles

Poura>0,6>0o0na
(Inx)? = o(x%), x% = o(ef¥),
+00 +00

(0]
On a égalementpour0<p <q:

xP = o(x9) x?=0(xP) et
+00 0

B—=o(L Bx — o(L
|Inx| 60(’““’) el = o(m).

(x—a)? = o((x —a)P).

y
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Echelle de comparaison épaisse

Proposition - Comparaisons usuelles
Poura>0,6>0o0na

(Inx)? = o(x%), x% = o(ef¥),
+00 ) fx +00 )
|1nx|ﬁ§o(x—a,) e _=OOO(W).
On a égalementpour0<p <q:
xP = o(x9) x9=0(xP) et
+00 0

(x—a)? = o((x —a)P).

y

En d’autres termes, aux bornes des intervalles de définition,
“l'exponentielle domine(=« l'emporte sur ») la puissance, la
puissance domine(=« l'emporte sur ») le logarithme” (croissances

comparées).
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Proposition - Taux d’accroissement réinterprété

En utilisant les limites classiques (taux d’accroissement - ou régle
de Lhospital), on a
1. sinx =X + o(x) ou encore sinx s
2. tanx =X + o(x) ou encore tanx s
3. In(1+x) = + o(x) ou encore In(1 + x) s
4. e*=1+x+o(x) ouencore e* 1 ~x S —
5 (1+x)* = 1+ ax+o(x) (@ € R*) ou encore (1+x)*—1 >ax

y
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Proposition - Taux d’accroissement réinterprété

En utilisant les limites classiques (taux d’accroissement - ou régle
de Lhospital), on a
1. sinx =X + o(x) ou encore sinx s
2. tanx =X + o(x) ou encore tanx s
3. In(1+x) = + o(x) ou encore In(1 + x) s
4. e*=1+x+o(x) ouencore e* 1 ~x S —
5 (1+x)* = 1+ ax+o(x) (@ € R*) ou encore (1+x)*—1 >ax

y

Démonstration
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Proposition - Opérations avec o ou O
Soient f, g, h,k quatre fonctions définies au voisinage de a. On a
> Sif = o(g)etg = o(h) alors f = o(h).
> Sif = o(h)etg = o(h)alors f+g = o(h).
> Sif = o(g), L eR* alors Af = o(g)
> Sif(x)etgx)#ZOpourxelcV,etsif = o(g) alors
z=0(}).
> Sif = o(g)eth = o(k) alors fh = o(gk).
> Sif et g sont positives avec f = o(g), alors pour @ >0,
f=o0(g".
> Sif = o(g) alors hf = o(hg)

Les propriétés sont encore vraies en remplacant les « o »par des
« O »,
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Proposition - Opérations avec o ou O
Soient f, g, h,k quatre fonctions définies au voisinage de a. On a
> Sif = o(g)etg = o(h) alors f = o(h).
> Sif = o(h)etg = o(h)alors f+g = o(h).
> Sif = o(g), L eR* alors Af = o(g)
> Sif(x)etgx)#ZOpourxelcV,etsif = o(g) alors
z=0(}).
> Sif = o(g)eth = o(k) alors fh = o(gk).
> Sif et g sont positives avec f = o(g), alors pour @ >0,
f=o0(g".
> Sif = o(g) alors hf = o(hg)

Les propriétés sont encore vraies en remplacant les « o »par des
« O »,

Démonstration
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Remarque Ou avons-nous besoinde f,g>07?
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Remarque Ou avons-nous besoinde f,g>07?

Théoreme - Signe d’une fonction

Si f est équivalente a g en a, alors il existe V # {a} voisinage de
a, tel que f et g sont de méme signe sur V' \ {a}.
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Remarque Ou avons-nous besoinde f,g>07?

Théoreme - Signe d’une fonction

Si f est équivalente a g en a, alors il existe V # {a} voisinage de
a, tel que f et g sont de méme signe sur V' \ {a}.

Exercice
Faire la démonstration
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Théoréme - Equivalents et limite
Soient f,g:I —Retacl.
> Sif~getglx) — ¢eRalors f(x) — ¢;
a x—a x—a
> Si f(x)xj(;(, CeER, ¢ #0, alors f;(.
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Proposition - Opérations
Soient f, g,h trois fonctions définies sur un voisinage de a. On a
» Sif~geth~kFkalors fh~gk (et£~§sihnes’annule
a a a a
pas)
> SoitaeR.Sif ~8, f et g strictement positives (une

suffit...) alors £ ~ g®
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En appliquant le théoreme de composition des limites, nous
avons un nouveau résultat :

relations de
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En appliquant le théoreme de composition des limites, nous
avons un nouveau résultat :

Proposition - Substitution dans les relations de comparaison

Soient ¢ définie sur un voisinage de a telle que }imgb(t) =b,f,8
—a

définies sur un voisinage de b. Alors :

ffO(g)sz;O(goqb)

f;o(g)=>f°¢§0(g°¢)

f;g=>f°¢;g°¢




Attentions !

Attention. Ce qui ne marche pas

D’une maniére générale, les équivalents ne passent ni aux
sommes, ni aux exponentielles, ni aux logarithmes.

» Somme :en 0 avec
fit)=t, fo®) =t+t%, g1(t) = ga(t) =—tona fy = f2 mais
f1+g1%‘f2+g2-
> Exponentielle : en +oo avec f(¢) =t et g(t)=t>+tona
f ~ gmaisel # ef.
+00o +00

Legon 61 -
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Attention. Ce qui ne marche pas

D’une maniére générale, les équivalents ne passent ni aux
sommes, ni aux exponentielles, ni aux logarithmes.

» Somme :en 0 avec
fit)=t, fo®) =t+t%, g1(t) = ga(t) =—tona fy = f2 mais
f1+g1%‘f2+g2-
> Exponentielle : en +oo avec f(¢) =t et g(t)=t>+tona
f ~ gmaisel # ef.
+00o +00

Exercice
Déterminer un équivalent de In(sinx) en 0.
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Attention. Rien de plus TERRIBLE...

Ne pas écrire f ~ 0, cela n’a pas de sens avec la définition
précédente, et avec la définition générale qui suit, cela signifie
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Attention. Rien de plus TERRIBLE...

Ne pas écrire f ~ 0, cela n’a pas de sens avec la définition
précédente, et avec la définition générale qui suit, cela signifie
que f est nulle dans un voisinage de a (ce qui est bien rare...)

Attention. Confusion fréquente
Ne pas confondre f ~ g et f(x) —g(x)x?; 0.

Par exemple x + 1 ol mais x + 1 —x =1 ne tend pas vers 0 en
(e o]
+00.




Legon 61 -

Atte ntIO nS ' Développements

limités

Attention. Rien de plus TERRIBLE...

Ne pas écrire f ~ 0, cela n’a pas de sens avec la définition
précédente, et avec la définition générale qui suit, cela signifie
que f est nulle dans un voisinage de a (ce qui est bien rare...)

Attention. Confusion fréquente
Ne pas confondre f ~ g et f(x) —g(x)x?; 0.

Par exemple x + 1 ol mais x + 1 —x =1 ne tend pas vers 0 en
(e o]
+00.

Exercice
Faire les démonstrations
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Objectifs
= Problématique

> Fonction analytique dont I'expression est compliquée

> Quelle fonction simple peut la remplacer, au voisinage d’un
point?

> Une constante, une droite, une conique. ..
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Objectifs
= Problématique
= Vocabulaire et premiéres propriétés

> Au voisinage du point a : fonctions équivalentes, dominées,
négligeables. . .

» Comme pour les suites. Avec en plus : la composition et les taux
d’accroissement

Beaucoup de savoir-faire a maitriser

En encore plus d’erreurs potentielles a éviter. ..
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Pour la prochaine fois

» Lecture du cours : chapitre 23 : Développements limités
3. Développements limités

» Exercice n°449 & 451

> TD de jeudi :
8h-10h : 450 (impairs), 457, 452, 464, 459
10h-12h : 450 (pairs), 458, 453, 465, 460
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