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Théoréme - Structure d’espace vectoriel
(ZL(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.
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Théoréme - Structure d’espace vectoriel
(ZL(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.

Remarque Interprétation
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Théoréme - Composition linéaire
Soient E,F,G trois K-e.v.etu € L(E,F),ve L(F,QG).
Alorsvou € L(E,QG).
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Avec le produit de composition vectorel

Théoréme - Composition linéaire
Soient E,F,G trois K-e.v.etu € L(E,F),ve L(F,QG).
Alorsvou € L(E,QG).

Démonstration

Théoréme - =17
La réciproque d’un isomorphisme de E dans F' est un
isomorphisme de F dans E.

Démonstration

Définition - Espaces isomorphes

Deux K-e.v. E et F' tels qu'il existe un isomorphisme de E dans
F sont dits isomorphes.




Linéarité de la composition

Théoréme - Linéarité de la composition

Soit u € Z(E,F). Alors I' application
ZLF.G) —ZE,GQ)

1% —Uvou

est linéaire i.e

(Avp+pvg)ou=Aviou+pvgou

Soit v € Z(F,QG). Alors I' application
L(EF) — ZL(E,QG)

u —vou

est linéaire i.e

vo(lui+pug)=Avous+puvous
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Théoréme - Linéarité de la composition

Soit u € Z(E,F). Alors I' application
ZLF.G) —ZE,GQ)

1% —Uvou

est linéaire i.e

(Avp+pvg)ou=Aviou+pvgou

Soit v € Z(F,QG). Alors I' application
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Z(E) et

Théoreme - Structure de Z(E)

Soit £ un K-e.v.
> (ZL(E),+) est un groupe commutatif ;
> (ZL(E),+,.) est un K-espace vectoriel ;

> (ZL(E),+,0) est un anneau non commutatif (sauf si E de
dimension finie égale a 1), en particulier la composée de
deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E ; 43. Gas partuter do 2(5)

> VAeK,Y(u,v)e LE)2,Av)ou=ANvou)=vo(A.u)

On résume ces propriétés en disant que (£(E), +,0,.) est une
algebre sur K.




Legon 69 - Espace
c%(E) vectoriel

Théoreme - Structure de Z(E)

Soit £ un K-e.v.
> (ZL(E),+) est un groupe commutatif ;
> (ZL(E),+,.) est un K-espace vectoriel ;

> (ZL(E),+,0) est un anneau non commutatif (sauf si E de
dimension finie égale a 1), en particulier la composée de
deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E ;
> VAeK,Y(u,v)e LE)2,Av)ou=ANvou)=vo(A.u)

On résume ces propriétés en disant que (£(E), +,0,.) est une
algebre sur K.

Exercice
Donner un contre-exemple pour la commutativité.




Arithmétique dans Z(FE)

Proposition - Regles de calcul dans Z(E)
Soit u € Z(E). On définit pour n e N u™ par

W=IdgetVn=1u"=uou" =uou...ou.
———

nfacteurs

Pour u et v qui commutent (wov =vou) on ales formules
suivantes :

— \k
k=0
U v =(w-v)ow T+u"2ov+...+uov™ 2 +v" 1) (Fact

Idg—v*=(Udg-v)oIdg +v+v2+...+v" 24" 1)

n
(w+v)"=)_ (n)uk ov™* (Formule du binéme)

On note parfois uov = uv.

Legon 69 - Espace
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Attention. uv
En algébre, uv n'est JAMAIS u x v, cela n'a pas de sens.
(Il n’y a pas de produit dans les espaces vectoriels)
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Relation polynomiale ! vectore

Attention. uv

En algébre, uv n'est JAMAIS u x v, cela n'a pas de sens.
(Il n’y a pas de produit dans les espaces vectoriels)

Application A compléter

(u+v)? = ,uz—v2 = ,u?’—v3 =
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Relation polynomiale ! vectore

Attention. uv

En algébre, uv n'est JAMAIS u x v, cela n'a pas de sens.
(Il n’y a pas de produit dans les espaces vectoriels)

Application A compléter

(u+v)? = ,u“—v° = ,u°—v° =

4.3. Cas particulier de £(E)

Remarque Démonstration
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Relation polynomiale ! vectore

Attention. uv

En algébre, uv n'est JAMAIS u x v, cela n'a pas de sens.
(Il n’y a pas de produit dans les espaces vectoriels)

Application A compléter
(u+v)? = ,u“—v° = ,u°—v° =

Remarque Démonstration
Exercice

n
Soient E un K-e.v. et u € £(E). Montrer que siv = Y. akuk
k=0

(avec n €N, a, € K), alors v commute avec toute puissance de

m
u, puis que v commute avec w = Y. brpu® (avec m €N, by, € K).
k=0
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Groupe |Inéall’e vectoriel

Proposition - Groupe linéaire

La réciproque d’'un automorphisme de E est un automorphisme
de E.

Lensemble des automorphismes de E muni de la loi o est donc
un groupe (en général non commutatif) appelé groupe linéaire et
noté GL(E).

4.3. Cas particulier de £(E)
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Groupe |Inéall’e vectoriel

Proposition - Groupe linéaire

La réciproque d’'un automorphisme de E est un automorphisme
de E.

Lensemble des automorphismes de E muni de la loi o est donc
un groupe (en général non commutatif) appelé groupe linéaire et
noté GL(E).

4.3. Cas particulier de £(E)

Démonstration
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Groupe |Inéall’e vectoriel

Proposition - Groupe linéaire

La réciproque d’'un automorphisme de E est un automorphisme

de E.

Lensemble des automorphismes de E muni de la loi o est donc

un groupe (en général non commutatif) appelé groupe linéaire et
noté GL(E).

Démonstration

Définition - Homothéties de £

Pour A € K, 'endomorphisme A.Idg : x — A.x s’appelle I
homothétie de rapport A.

Une homothétie de rapport non nul est un automorphisme.
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Projecteur

Définition - Projecteur
Soient E et E9 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E. On sait que tout x € E s’écrit de maniére unique sous la
forme x =x1+x9 avec x1 € E1 etxo € Eo.
Lapplication

p: E—E

Xx— X1

s’appelle le projecteur sur E1 paralléelement a E9 (ou de direction
Ej);
qg=Idg—-p: E—E
xX— X9

s’appelle le projecteur sur Eg parallélement a E1 (ou de direction
Eq).

On dit que p et g sont des projecteurs associés (car ils sont
définis par la méme décomposition de E en s.e.v
supplémentaires).

Legon 69 - Espace

vectoriel
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Remarque Rappel (?) de la projection dans le plan
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PI’O pOSItIO n vectoriel

Remarque Rappel (?) de la projection dans le plan
Remarque A partir de 'analyse-synthése

Proposition - Propriétés premiéres d’un projecteur
On suppose que E =E1 @ Es. Soit p le projecteur sur E1
parallélement & E o, alors :

— p est un endomorphisme de E;

—E,={x e E|p(x)=x}(ensemble des invariants par p);
—Im p=E;etKer p=Ejy;

—poep=p.

Démonstration
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Caractéristation vectoril

Remarque Relation entre les deux projecteurs
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Caractéristation vectoril

Remarque Relation entre les deux projecteurs

Théoréme - Caractérisation

Soit p un endomorphisme de E.

Alors p est un projecteur si et seulement si pop = p.

On aalors E =Im p @ Ker p et p est le projecteur sur Im p
parallelement a Ker p.
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Caractéristation vectoril

Remarque Relation entre les deux projecteurs

Théoréme - Caractérisation

Soit p un endomorphisme de E.

Alors p est un projecteur si et seulement si pop = p.

On aalors E =Im p @ Ker p et p est le projecteur sur Im p
parallelement a Ker p.

Démonstration
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Symétrles vectoriel

Définition - Symétrie

Soient E1 et E9 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E. On sait que tout x € E s’écrit de maniére unique sous la
forme x =x1+x9 avec x1 € £1 et xg € Eo.

On appelle symétrie par rapport a E1 parallélement a E5 (ou
symétrie d’axe E1 de direction E ) I'application

s: E —FE
X=x1+x2 +—X1—X2




Proposition

Proposition - Propriétés premiéres de s
On suppose que E=E1 9 E>s.
Soit s la symétrie par rapport a 1 parallelement a Eo. Alors
> si p est le projecteur sur E1 parallelement a E2 on a
s=2p—-1Idg;
» s est un endomorphisme de E et sos =Idg (on dit que s
est une involution de E).

Legon 69 - Espace

vectoriel
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PI’O pOSItIO n vectoriel

Proposition - Propriétés premiéres de s
On suppose que E=E1 9 E>s.
Soit s la symétrie par rapport a 1 parallelement a Eo. Alors
> si p est le projecteur sur E1 parallelement a E2 on a
s=2p—-1Idg;
» s est un endomorphisme de E et sos =Idg (on dit que s
est une involution de E).

Démonstration
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Caractérisation vectoril

Théoréme - Caractérisation

Soit s € Z(E).

Alors s est une symétrie si et seulement sisos=I1dg.

Onaalors E =Ker (s—Idg)®Ker (s+1dpg) et s est la symétrie
par rapport a Ker (s — Idg) parallelement a Ker (s + Idg).
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Caractérisation vectoril

Théoréme - Caractérisation

Soit s € Z(E).

Alors s est une symétrie si et seulement sisos=I1dg.

Onaalors E =Ker (s—Idg)®Ker (s+1dpg) et s est la symétrie
par rapport a Ker (s — Idg) parallelement a Ker (s + Idg).

Démonstration

Exercice

E =[R2, on désigne par f 'endomorphisme de E défini par
flx,y)=Q2x—y,2x—y).

Montrer que f est un projecteur dont on précisera les éléments
caractéristiques. On notera E1 =Im f et Eo =Ker f.

Donner la détermination analytique de la symétrie par rapport a
E parallelement a E1.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Anneau Z(E)

> (L(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel




Conclusion

Objectifs
= Anneau Z(E)

> (L(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel

> (ZL(E),+,0)estun anneau
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Anneau Z(E)

> (L(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel
> (ZL(E),+,0)estun anneau

> |l en découle toutes les lois imaginables sur les compositions
uouo---u=u"...




Lecon 69 - Espace

COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries




. Lecon 69 - Espace
COﬂC'USIOn vectoriel
Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries

> Nécessaire:E=Fa&G.p:x— ytelquex=y+zavec yeF et
ze@.




Legon 69 - Espace

COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries

> Nécessaire:E=Fa&G.p:x— ytelquex=y+zavec yeF et
ze@.

> Alors p?=p




Legon 69 - Espace
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Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries

> Nécessaire:E=Fa&G.p:x— ytelquex=y+zavec yeF et
ze@.

> Alors p?=p

> Réciproquement, si p2 = p, alors p est la projection de E sur
Im p de direction Ker p.




Conclusion

Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries

> Nécessaire:E=Fa&G.p:x— ytelquex=y+zavec yeF et
ze@.

> Alors p2 =p

> Réciproquement, si p2 = p, alors p est la projection de E sur
Im p de direction Ker p.

> s:x— y—z Alors s2 =idg.
Et réciproquement. ..
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Anneau Z(E)
= Projecteurs et symétries

Pour le prochain cours

> Lecture du cours : chapitre 27 : Espace vectoriels
5. Familles de vecteurs

» Exercice n°495 & 496
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