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Legon 64 - Groupes

symétriques

= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

= Séparation en deux parties, selon la signature

1. Problémes

2. Définitions
2.3. Des permutations particuliéres

3. Décomposition d’'une permutation
3.1. Partie génératrice d’'un groupe
3.2. Décomposition en produit de cycles
3.3.Décomposition en produit de transpositions




Legon 64 - Groupes
symétriques

= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

= Séparation en deux parties, selon la signature

1. Problémes

ermutations

2. Définitions et
2.3. Des permutations particulieres

3. Décomposition d’'une permutation
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TranSpOSItIOHS symétriques

Défnition - Transposition

Soit (a,b) € [1,n]%, a # b. La permutation 7, ; définie par

Tap(@)=0,7,p(b)=a, Vxell,nl\{a,b}, 14p(x)=x

s’appelle la transposition de a et b.
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CYC'GS symétriques

Définition - Cycle
Soientai,...,ap (p <n) des éléments distincts de [1,7].
La permutation o telle que

o(a1)=ag, o(ag) =as,...,0(ap_1)=ap,0(ap) =ai

etVx¢{ay,ae,...,ap},0(x)=x

s’appelle un cycle de longueur p ou p-cycle, on le note
(@arag...ap).

Lensemble {a1,ag,...,a,} s'appelle le support du cycle.
Deux cycles sont dits disjoints si leurs supports sont disjoints.




Legon 64 - Groupes

Classe de conjugaison symeriques

Proposition - Classe de conjugaison

Soit o une permutation de N, et ¢ = (a1 ... ag) un cycle.
Alors gocoa ! estle cycle (o(ay) ... o(ar)).
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Classe de conjugaison

Proposition - Classe de conjugaison
Soit o une permutation de N, et ¢ = (a1 ... ag) un cycle.
Alors gocoa ! estle cycle (o(ay) ... o(ar)).

Démonstration




Legon 64 - Groupes

Classe de conjugaison symeriques

Proposition - Classe de conjugaison

Soit o une permutation de N, et ¢ = (a1 ... ag) un cycle.
Alors gocoa ! estle cycle (o(ay) ... o(ar)).

Démonstration
Remarque Nom arbitraire
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Ordre d’un élément dans un groupe symétriques

Analyse Ordre d’'un élément.
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Ordre d’un élément dans un groupe symétriques

Analyse Ordre d’'un élément.

Définition - Ordre d’'un élément / ordre d’'une permutation

Soit o une permutationde E et x € E.

On appelle ordre de x (pour o), le nombre
k=min{i e N* | o%(x) = x}.

On appelle ordre de o, le nombre
k=min{i eN* |V x € E,0%(x) = x}.
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Ordre d’un élément dans un groupe symétriques

Analyse Ordre d’'un élément.

Définition - Ordre d’'un élément / ordre d’'une permutation

Soit o une permutationde E et x € E.

On appelle ordre de x (pour o), le nombre
k=min{i e N* | o%(x) = x}.

On appelle ordre de o, le nombre
k=min{i eN* |V x € E,0%(x) = x}.

Exercice

Montrer que 'ordre de o est le ppcm des ordres de tous les x de
E.
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Ordre d’Une permutathn symétriques

Proposition - Ordre d’un cycle

Si ¢ est un cycle de longueur p, alors ¢? =1id.
Mieux : p est I'ordre du cycle
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Ordre d’Une permutathn symétriques

Proposition - Ordre d’un cycle

Si ¢ est un cycle de longueur p, alors ¢? =1id.
Mieux : p est I'ordre du cycle

Démonstration




Legon 64 - Groupes
symétriques

= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

= Séparation en deux parties, selon la signature

1. Problémes
2. Définitions

3.1. Partie génératrice d'un
groupe

3. Décomposition d’'une permutation
3.1. Partie génératrice d’un groupe




Legon 64 - Groupes

Sous-groupe engendré par une partie symetriquos

Nous rappelons du vocabulaire valable pour toute la théorie des
groupes.
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Sous-groupe engendré par une partie symetriquos

Nous rappelons du vocabulaire valable pour toute la théorie des
groupes.

Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, %) un groupe et S, une partie de G.

On appelle sous-groupe de G, engendré par S, le plus petit

sous-groupe de G (au sens de l'inclusion) qui contient S.

On le note < S >.

On a donc la caractéristique suivante :
<S><Get(ScH,H<G)=><S>cH




Legon 64 - Groupes

Description eXpliCi’[e symétriques

Comme pour les espaces vectoriels, on dispose d’une description
explicite.

3.1. Partie génératrice d'un
groupe
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Description eXpliCi’[e symétriques

Comme pour les espaces vectoriels, on dispose d’une description
explicite.
Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, %) un groupe et S, une partie de G.
<S>={x'x..xyneN,VieN,,x; €8¢ €{-1,1}}
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Description eXpliCi’[e symétriques

Comme pour les espaces vectoriels, on dispose d’une description
explicite.
Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, %) un groupe et S, une partie de G.
<S>={x'x..xyneN,VieN,,x; €8¢ €{-1,1}}

Démonstration
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Description eXpliCi’[e symétriques

Comme pour les espaces vectoriels, on dispose d’une description
explicite.
Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, %) un groupe et S, une partie de G.
<S>={x'x..xyneN,VieN,,x; €8¢ €{-1,1}}

Démonstration

Exercice :

Dans G = -5, avec la loi +, montrer que
<r>=@G <:> ran=1




Legon 64 - Groupes
symétriques

= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

= Séparation en deux parties, selon la signature

1. Problémes

2. Définitions

3. Décomposition d’'une permutation G

3.2. Décomposition en produit de cycles
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« ChaS|eS » symétriques

Analyse - Quelques exemples

omposition en produit
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« ChaS|eS » symétriques

Analyse - Quelques exemples
Si les cycles ne sont pas a supports disjoints :

mposition en produit
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« ChaS|eS » symétriques

Analyse - Quelques exemples
Si les cycles ne sont pas a supports disjoints :

Proposition - Pseudo-Chasles
Soient a;,a jay, distincts.
Alors (ajai)o(a;ar)=(a,a;ar)
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« ChaS|eS » symétriques

Analyse - Quelques exemples
Si les cycles ne sont pas a supports disjoints :

Proposition - Pseudo-Chasles
Soient a;,a jay, distincts.
Alors (ajai)o(a;ar)=(a,a;ar)

Démonstration
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« ChaS|eS » symétriques

Analyse - Quelques exemples
Si les cycles ne sont pas a supports disjoints :

Proposition - Pseudo-Chasles
Soient a;,a jay, distincts.
Alors (ajai)o(a;ar)=(a,a;ar)

Démonstration
Plus largement :
Exercice : Montrer que (a1 az2as)o(asasai) =(azaszay)
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Orblte symétriques

Définition - Orbite de x
Soit o une permutation de [1,n].
La relation définie sur [1,n] par

XRyy<—3AkeZ,y = o (x)

est une relation d’équivalence.

Pour x € [1,n], il existe un unique p € N* tel que
x,0(x),...,0P1(x) soient deux a deux distincts et o2 (x) = x.
La classe d’équivalence de x pour la relation %, est alors
'ensemble {x,c(x),...,c”~1(x)}, appelé orbite de x.
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Orblte symétriques

Définition - Orbite de x
Soit o une permutation de [1,n].
La relation définie sur [1,n] par

XRyy<—3AkeZ,y = o (x)

est une relation d’équivalence.

Pour x € [1,n], il existe un unique p € N* tel que
x,0(x),...,0P1(x) soient deux a deux distincts et o2 (x) = x.
La classe d’équivalence de x pour la relation £ est alors
'ensemble {x,c(x),...,c”~1(x)}, appelé orbite de x.

Démonstration
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Orblte symétriques

Définition - Orbite de x
Soit o une permutation de [1,n].
La relation définie sur [1,n] par

XRyy<—3AkeZ,y = o (x)

est une relation d’équivalence.

Pour x € [1,n], il existe un unique p € N* tel que
x,0(x),...,0P1(x) soient deux a deux distincts et o2 (x) = x.
La classe d’équivalence de x pour la relation £ est alors
'ensemble {x,c(x),...,c”~1(x)}, appelé orbite de x.

Démonstration
Exercice
Montrer qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence
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Décomposition en produit de cycles symétriques

Théoréme - Décomposition en produit de cycles a supports
disjoints

Toute permutation autre que l'identité se décompose, de maniére
unique a l'ordre prés des facteurs, en un produit de cycles a
supports deux a deux disjoints.

Plus précisément, ces cycles sont entierement déterminés par

o : leur nombre est égal au nombre d’orbites non réduites a un
élément de o et ils sont égaux aux restrictions de o a chacune
des orbites.
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Décomposition en produit de cycles symétriques

Théoréme - Décomposition en produit de cycles a supports
disjoints

Toute permutation autre que l'identité se décompose, de maniére
unique a l'ordre prés des facteurs, en un produit de cycles a
supports deux a deux disjoints.

Plus précisément, ces cycles sont entierement déterminés par

o : leur nombre est égal au nombre d’orbites non réduites a un
élément de o et ils sont égaux aux restrictions de o a chacune
des orbites.

Démonstration




Cycles (Savoir-faire)

Savoir-faire. Comment décrire une permutation en produit
de cycles

On suppose que la permutations sous la forme d’une liste double.

1 2 3 4

S1 S2 S3 S84
On procéde, en plusieurs temps, en suivant les chemins .. ..

On peut imaginer que g =

» On est choisit librement premier élément du cycle : il ne doit
pas étre un point fixe.

On le note & = (k,
> On se dirige alors en sg. S
(k,sp )
> On se dirige ensuite en s(sp). =

(k,sp,s(sk) )

» On continue ainsi jusqu’a trouver a nouveau k.

Legon 64 - Groupes

symétriques




Cycles (Savoir-faire)

Savoir-faire. Comment décrire une permutation en produit
de cycles

On suppose que la permutations sous la forme d’une liste double.

1 2 3 4

S1 S2 S3 84
On procéde, en plusieurs temps, en suivant les chemins ...
Si la permutation considérée est un cycle, I'écriture est terminée.
Sinon, on continue avec les nombres qui n’était pas dans le 1er
cycle.

On peut imaginer que o =

Legon 64 - Groupes
symétriques




Legon 64 - Groupes

EXG rCICeS symétriques

Exercice

Soit A € 4, (IK) une matrice qui posséde exactement un 1 par
ligne et par colonne et que des zéros sinon.

Montrer qu'il existe % tel que A% =1,.

mposition en produit




Legon 64 - Groupes
symétriques

= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

= Séparation en deux parties, selon la signature

1. Problémes

2. Définitions

3. Décomposition d’'une permutation

3.3.Décomposition en produit de transpositions
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Transpositions quelconques ymétriaues

On commence par une proposition :

Proposition - Décomposition

Un p-cycle est un produit (i.e. une composée) de p —1
transpositions :

(a@ragz...ap)=(a1az)azas)...(ap-1ap)
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Transpositions quelconques ymétriaues

On commence par une proposition :

Proposition - Décomposition

Un p-cycle est un produit (i.e. une composée) de p —1
transpositions :

(a@ragz...ap)=(a1az)azas)...(ap-1ap)

Démonstration
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Décomposition d’'une permutation symétriaues

On en déduit, associé avec la partie précédente

Théoréme - Engendrement par transpositions
Toute permutation se décompose en produit de transpositions.
Autrement écrit, si on note T',, 'ensemble des transpositions de
Sh,

alors S,, =<T,, >




Décomposition d’'une permutation

On en déduit, associé avec la partie précédente

Théoréme - Engendrement par transpositions

Toute permutation se décompose en produit de transpositions.
Autrement écrit, si on note T',, 'ensemble des transpositions de

Sns

alors S,, =<T,, >
Exemol 2 3 4 5 6 7
eMP€le 3 16 4 5 7

Legon 64 - Groupes
symétriques
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Décomposition d’'une permutation symétriaues

On en déduit, associé avec la partie précédente

Théoréme - Engendrement par transpositions

Toute permutation se décompose en produit de transpositions.
Autrement écrit, si on note T',, 'ensemble des transpositions de
Sh,

alors S,, =<T,, >

Exemple 23 ?;

6 7
2 31 5

5
4 7

Exercice

Déterminer la permutation (a1ap)o(aiap-1)o---o(aiaz) ou les
a; sont des entiers tous distincts compris entre 1 et n, ainsi que

la permutation (a1 az...ag)o(agag+1...ap) ol 1<q <p.
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EXG rCICeS symétriques

Exercice

Soitt=(ab)eS, eto=(aaias...ap) €S, uncycle de
longueur p + 1. Donner la décomposition en produit de cycles a
supports disjoints de Ta. Comparer le nombre d’orbites de o et
celuide 70.

3.3.Décomposition en produit

de transpositions
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EXG rCICeS symétriques

Exercice

Soitt=(ab)eS, eto=(aaias...ap) €S, uncycle de
longueur p + 1. Donner la décomposition en produit de cycles a
supports disjoints de Ta. Comparer le nombre d’orbites de o et
celuide 70.

Exercice

Pour (i,7) € [2, n1?, calculer 74 o T1j071; et montrer que les
transpositions de la forme 11; engendrent le groupe symétrique
S, (c’est-a-dire que toute permutation se décompose comme
produit de transpositions de la forme 71;).

3.3.Décomposition en produit
de transpositions
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TranSpOSItlon TL,LJ’_]_ symétriques

Analyse Un deuxiéme algorithme ?

3.3.Décomposition en produit

de transpositions
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TranSpOSItlon TL,LJ’_]_ symétriques

Analyse Un deuxiéme algorithme ?

Exercice

Appliquer la méthode présentée pour exprimer a nouveau
(1 2 3 4 5 6

o= 93 16 45 7 en produit de transpositions.
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Décomposition avec des transposition (7 + 1) symétriaues

Proposition - Décomposition par transposition simple
Toute permutation est le produit de transpositions de la forme
Tii+1-

Autrement écrit :

Pourtout 0 € S}, il existe reN, i1,i9,...1, € N,_1 tel que

O=Tj,i;+1°" 0T, i.+1-
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Décomposition avec des transposition (7 + 1) symétriaues

Proposition - Décomposition par transposition simple
Toute permutation est le produit de transpositions de la forme
Tii+1-

Autrement écrit :

Pourtout 0 € S}, il existe reN, i1,i9,...1, € N,_1 tel que

O=Tj,i;+1°" 0T, i.+1-

Exercice
A démontrer
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COﬂC'USIOn symétriques

Objectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions




Legon 64 - Groupes

COﬂC'USIOn symétriques

Obijectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

> Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
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COﬂC'USIOn symétriques

Obijectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

> Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
Comment 'obtenir ? Lalgorithme des orbites.
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COﬂC'USIOn symétriques

Obijectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

> Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
Comment 'obtenir ? Lalgorithme des orbites.

> Toute permutation est un produit de transpositions
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COﬂC'USIOn symétriques

Obijectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

> Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
Comment 'obtenir ? Lalgorithme des orbites.

> Toute permutation est un produit de transpositions
Comment 'obtenir ? Décomposition des orbites, ou avec la vision
graphe
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COﬂC'USIOn symétriques

Obijectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

> Toute permutation se décompose en produit de cycles disjoints
Comment 'obtenir ? Lalgorithme des orbites.

> Toute permutation est un produit de transpositions
Comment 'obtenir ? Décomposition des orbites, ou avec la vision
graphe

> Toute permutation est un produit de transpositions 7; ; +1
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COﬂC'USIOn symétriques

Objectifs
= Décomposition en produit de cycles/de transpositions

Pour le prochain cours
> Lecture du cours : Signature

» Exercice n°611
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