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2.3. Dimension d’'un espace vectoriel
2.4. Sous-espaces vectoriels en dimension finie
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Existence de bases —

Définition - Espace de dimension finie

Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il admet une
famille génératrice finie.

Par convention {Og} est un espace de dimension finie.

S’il n’est pas de dimension finie, E est dit de dimension infinie.
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Lem me de StelnltZ vectoriel

On a le théoreme suivant trés important :

Théoréme - Théoreme de la base incompléte (lemme de
Steinitz)

Soit E # {0g} un espace vectoriel de dimension finie.

Soit & =(e1,...,ep) une famille libre de E et & = (f1,...,fq) une
famille génératrice de E, alors : il existe une base de E de la
forme 2 =(e1,...,ep,ep+1,...,ex) Ol {ept1,...,ep} ©F (quitte
a étre vide).

En d’autres termes on peut compléter une famille libre de E en
une base avec des vecteurs pris dans une famille génératrice.
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vectoriel

Application Compléter & =((1,1,1),(1,—1,—1)) en une base de
R3.
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vectoriel

Application Compléter & =((1,1,1),(1,—1,—1)) en une base de
R3.

A partir d’'un ensemble réduit a 'unique élément {0},

Corollaire

Si E, non réduit au vecteur nul, est de dimension finie, alors de
toute famille génératrice de E on peut extraire une base.
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vectoriel

Application Compléter & =((1,1,1),(1,—1,—1)) en une base de
R3.

A partir d’'un ensemble réduit a 'unique élément {0},

Corollaire

Si E, non réduit au vecteur nul, est de dimension finie, alors de
toute famille génératrice de E on peut extraire une base.

nsion d'un espace

Corollaire

Tout espace vectoriel de dimension finie, non réduit au vecteur
nul, admet une base.
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Cardinal d’'une base vectoril

En fait, on a mieux, en terme de cardinaux

2.3. Dimension dun espace
vectoriel
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Cardinal d’'une base vectoril

En fait, on a mieux, en terme de cardinaux

Proposition - Relation entre cardinaux de familles
libres/familles génératrices

Soit £ une famille libre de E et ¢ une famille génératrice finie de
E, alors £ est finie et Card ¥ < Card¥




Cardinal d’'une base
En fait, on a mieux, en terme de cardinaux
Proposition - Relation entre cardinaux de familles
libres/familles génératrices

Soit £ une famille libre de E et ¢ une famille génératrice finie de
E, alors £ est finie et Card ¥ < Card¥

V.

Heuristique - Amélioration du lemme de Steinitz

On améliore la démonstration du lemme de Steinitz.

En cherchant un invariant : comment transformer un a un les
élément de ¢ en élément de £ tout en gardant la génération de
E.

On démontre que pour tout s < card(¥) = p (q = card(¥)) :

il existe I, =Ny, tel que card(l;) = q —s et

E =vect((ei)ien,, (f)je1,)
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Cardinal d’'une base
En fait, on a mieux, en terme de cardinaux
Proposition - Relation entre cardinaux de familles
libres/familles génératrices

Soit £ une famille libre de E et ¢ une famille génératrice finie de
E, alors £ est finie et Card ¥ < Card¥

Heuristique - Amélioration du lemme de Steinitz

On améliore la démonstration du lemme de Steinitz.

En cherchant un invariant : comment transformer un a un les
élément de ¢ en élément de £ tout en gardant la génération de
E.

On démontre que pour tout s < card(¥) = p (q = card(¥)) :

il existe I, =Ny, tel que card(l;) = q —s et

E =vect((ei)ien,, (f)je1,)

Notons que la démonstration qui suit est en fait constructive !
Démonstration

Legon 72 - Espace

vectoriel
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AUtre pOIrlt de Vue vectoriel

Autre interprétation :
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AUtre pOIrlt de Vue vectoriel

Autre interprétation :

Corollaire - Maximalité de liberté

Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E.

Soit (x;) jes une famille de vecteurs de E qui sont combinaisons
linéaires de (e1,...,e,) (i.e.: V j€J, xj € vect(ey,eq,...ey)).

Si Carde = n + 1 alors nécessairement la famille (x;) e est liée.
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AUtre pOIrlt de Vue vectoriel

Autre interprétation :

Corollaire - Maximalité de liberté

Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E.

Soit (x;) jes une famille de vecteurs de E qui sont combinaisons
linéaires de (e1,...,e,) (i.e.: V j€J, xj € vect(ey,eq,...ey)).

Si Carde = n + 1 alors nécessairement la famille (x;) e est liée.

Si I'espace vectoriel posséde une famille libre infinie, alors il est
de dimension infinie (au sens : il n’est pas de dimension finie).

Corollaire - Espace vectoriel de dimension infinie

Il existe des espaces vectoriels de dimension infinie. C’est en
particulier le cas de RN ou de Z (R, R).
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AUtre pOIrlt de Vue vectoriel

Autre interprétation :

Corollaire - Maximalité de liberté

Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E.

Soit (x;) jes une famille de vecteurs de E qui sont combinaisons
linéaires de (e1,...,e,) (i.e.: V j€J, xj € vect(ey,eq,...ey)).

Si Carde = n + 1 alors nécessairement la famille (x;) e est liée.

Si I'espace vectoriel posséde une famille libre infinie, alors il est
de dimension infinie (au sens : il n’est pas de dimension finie).

Corollaire - Espace vectoriel de dimension infinie

Il existe des espaces vectoriels de dimension infinie. C’est en
particulier le cas de RN ou de Z (R, R).

Démonstration
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Le cardinal d’une base ne dépend que de I'espace! vectorel

Théoreme - Dimension constante

Toutes les bases d’un [K-espace vectoriel E de dimension finie,
non réduit au vecteur nul, ont méme cardinal.
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Le cardinal d’une base ne dépend que de I'espace! vectorel

Théoreme - Dimension constante

Toutes les bases d’un [K-espace vectoriel E de dimension finie,
non réduit au vecteur nul, ont méme cardinal.

Démonstration
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Dimension veotoriel

Définition - Dimension

Soit E un K-e.v. de dimension finie, non réduit au vecteur nul.
On appelle dimension de E le cardinal commun de toutes ses
bases.

On le note dimE ou dimy E.

Par convention dim{0g} = 0.

on d'un espace




Dimension

Définition - Dimension

Soit E un K-e.v. de dimension finie, non réduit au vecteur nul.
On appelle dimension de E le cardinal commun de toutes ses
bases.

On le note dimE ou dimy E.

Par convention dim{0g} = 0.

Exemple Compléter

L4 dimK K" =

° dimRC =

° dimRC” =

o dimy K,[X] =

e Pour a € €(R,K), dimk{y € Z(R,K)|y' +a(t)y =0} =
s Pour (a,b,c) e K3 fixé, a #0,

dimk{y € Z(R,K)|ay" +by' +cy =0} =

e Pour (a,b,c) eK3 a# 0,c#0,

dimy {(wp)nen € KN [@up o+ bup i1+ cup =0} =

Legon 72 - Espace
vectoriel




Retour sur les cardinaux

Théoréme - Conséquence sur les cardinaux
Soit E un K-e.v. de dimension n = 1. Alors :
> Une famille libre de E de cardinal p vérifie p < n et c’est
une base si et seulement si p = n.
» Une famille génératrice de E de cardinal p vérifie p = n et
c’est une base si et seulement si p =n.
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vectoriel




Retour sur les cardinaux

Théoréme - Conséquence sur les cardinaux
Soit E un K-e.v. de dimension n = 1. Alors :
> Une famille libre de E de cardinal p vérifie p < n et c’est
une base si et seulement si p = n.
» Une famille génératrice de E de cardinal p vérifie p = n et
c’est une base si et seulement si p =n.

Démonstration

Legon 72 - Espace
vectoriel
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Applications vectoriel

Savoir-faire. Montrer qu’une famille est une base

En général pour montrer qu’une famille d’'un K-e.v. de dimension
n connue est une base on montre qu’elle est libre de cardinal n.
(Dans de rares cas, on montre que la famille est génératrice et du
bon cardinal).

on d'un espace
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Applications vectoriel

Savoir-faire. Montrer qu’une famille est une base

En général pour montrer qu’une famille d’'un K-e.v. de dimension
n connue est une base on montre qu’elle est libre de cardinal n.
(Dans de rares cas, on montre que la famille est génératrice et du
bon cardinal).

Exemple Dans E =R"

on d'un espace
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Applications vectoriel

Savoir-faire. Montrer qu’une famille est une base

En général pour montrer qu’une famille d’'un K-e.v. de dimension
n connue est une base on montre qu’elle est libre de cardinal n.
(Dans de rares cas, on montre que la famille est génératrice et du
bon cardinal).

Exemple Dans E =R"

Exercice

Montrer que la famille des polynémes (N3 )o<k <, €St une base de
R,[X]. Avec

XX (XD (X-k+1)

No=1 VEk=1:N, -
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Dimension d’un produit (cartésien d’espaces) vectoriel

Théoréme - Dimension d’un produit cartésien

Soient E, F deux K-e.v. de dimension finie. Alors E x F' est de
dimension finie et

dimE x F =dimFE + dimF'.
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Dimension d’un produit (cartésien d’espaces) vectoriel

Théoréme - Dimension d’un produit cartésien

Soient E, F deux K-e.v. de dimension finie. Alors E x F' est de
dimension finie et

dimE x F =dimFE + dimF'.

Démonstration
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Produit cartésien étendu —

Par récurrence :

Corollaire - Dimension d’un produit fini d’espaces vectoriels

Soient E1,...,E} des K-e.v. de dimensions finies respectivement
ni,...,ng. Alors Eq x --- x E}, est de dimension finie égale a
ni+---+ng.




= Dimension (définition)

= Dimension (exploitation)

1. Problémes

2. Bases et dimension

2.4. Sous-espaces vectoriels en dimension finie
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. N y Legon 72 - Espace
Dimension d’un s.e.v vectorel

Théoreme - Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit £ un K-e.v. de dimension finie. Soit F' un s.e.v de E.
Alors F' est de dimension finie, avec dimF' < dim E.
De plus

dimF = dimFE si et seulementsi E = F.
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Dimension d’un s.e.v —

Théoreme - Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit F' un s.e.vde E.
Alors F' est de dimension finie, avec dimF < dimE.
De plus

dimF =dim£E si et seulementsi E = F.

Démonstration
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Exploitation des dimensions vectoriel

Savoir-faire. Montrer que deux espaces vectoriels sont
€gaux

Pour montrer que deux [K-e.v. E et F' de dimension finie sont
€gaux, on montre généralement une inclusion et I'égalité des
dimensions.




Exploitation des dimensions

Savoir-faire. Montrer que deux espaces vectoriels sont
€gaux

Pour montrer que deux [K-e.v. E et F' de dimension finie sont
€gaux, on montre généralement une inclusion et I'égalité des
dimensions.

Corollaire. S.e.v. de R? et R3

Les sous-espaces vectoriels de R2, autres que {Op2} et R2, sont
les droites vectorielles.

Les sous-espaces vectoriels de R3, autres que {Ops} et R3, sont
les droites vectorielles et les plans vectoriels.

Legon 72 - Espace
vectoriel
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Rang d’'une famille de vecteurs vectoriel

Définition - Rang d’'une famille de vecteurs
Soit (x1,...,%p) une famille finie de vecteurs d’un [K-espace
vectoriel.
On appelle rang de la famille (x1,...,xp) la dimension du
sous-espace vectoriel vect(x1,...,xp) :

rg(x1,...,xp) = dimvect(xy,...,%p)
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Rang d’'une famille de vecteurs vectoriel

Définition - Rang d’'une famille de vecteurs

Soit (x1,...,%p) une famille finie de vecteurs d’un [K-espace
vectoriel.
On appelle rang de la famille (x1,...,xp) la dimension du
sous-espace vectoriel vect(x1,...,xp) :

rg(x1,...,xp) = dimvect(xy,...,%p)

Comme (x1,...,xp) est une famille génératrice de
vect(x1,...,Xp), on peut affirmer
Proposition Majorant

rg(xy,...,xp) < p. Et
rg(x1,...,%p) = p(=) = (x1,...,x,) est libre
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Sommes et supplémentaires vectore

Théoreme - Base et dimension d’'une somme directe

Soient E un K-e.v. de dimension finie, E1 et E9 deux s.e.vde E

Soient (e1,...,ep) une base de E1 et (f1,..., ) une base de

Es.

Alors E1 et E9 sont en somme directe si et seulement si
(e1,...,ep,f1,...,[q) (juxtaposition des bases de E1 et

E5) est libre.

Dans ce cas c'est une base de E1 @ Eg etona

dimE1 oKy = dimE1 +dimE2.

Le résultat se généralise a plus de deux s.e.v.
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Sommes et supplémentaires vectore

Théoreme - Base et dimension d’'une somme directe

Soient E un K-e.v. de dimension finie, E1 et E9 deux s.e.vde E

Soient (e1,...,ep) une base de E1 et (f1,..., ) une base de

Es.

Alors E1 et E9 sont en somme directe si et seulement si
(e1,...,ep,f1,...,[q) (juxtaposition des bases de E1 et

E5) est libre.

Dans ce cas c'est une base de E1 @ Eg etona

dimE1 oKy = dimE1 +dimE2.

Le résultat se généralise a plus de deux s.e.v.

Démonstration
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Caractérisation de (F,G) vectore

Théoréme - Caractérisation des couples de s.e.v
supplémentaires

Soient E un e.v. de dimension finie n et F,G deux s.e.vde E.
Alors
eE=FoG<oFnG={0g}et dimF +dimG = n;
eE=FoGoF+G=FEetdimF +dimG =n;
eE=FoG
< la juxtaposition d’'une base de F' et d'une base de G
est une base de E.
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Caractérisation de (F',G) vectoril

Théoréme - Caractérisation des couples de s.e.v
supplémentaires
Soient E un e.v. de dimension finie n et F,G deux s.e.vde E.
Alors
eE=FoGoFnG={0g} et dimF +dimG = n;
eE=FoGoF+G=EetdimF +dimG =n;
eE=FoG
< la juxtaposition d’'une base de F' et d'une base de G
est une base de E.

Exercice
Montrer que dans R%, F =vect((1,2,-1,0),(0,2,0,1)) et
G =vect((2,0,0,1),(1,0,0,1)) sont supplémentaires.




Caractérisation de (F',G)

Théoréme - Caractérisation des couples de s.e.v
supplémentaires

Soient E un e.v. de dimension finie n et F,G deux s.e.vde E.

Alors
E=FoGoFnG={0g}et dimF +dimG = n;
eE=FoGoF+G=EetdimF +dimG =n;
E=FeoG
< la juxtaposition d’'une base de F' et d’une base de G
est une base de E.

Exercice

Montrer que dans R%, F =vect((1,2,-1,0),(0,2,0,1)) et
G =vect((2,0,0,1),(1,0,0,1)) sont supplémentaires.
Démonstration

Legon 72 - Espace
vectoriel
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Existence d’un supplémentaire vectorel

Remarque - Famille libre F MG = @ & Famille génératrice :
F+G=E.
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Existence d’un supplémentaire vectorel

Remarque - Famille libre F MG = @ & Famille génératrice :
F+G=E.

Théoréme - Existence de supplémentaires en dimension
finie

Soit E un K-e.v. de dimension finie, F' un s.e.vde E. Alors F'
admet au moins un supplémentaire dans E.
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Existence d’un supplémentaire vectorel

Remarque - Famille libre F MG = @ & Famille génératrice :
F+G=E.

Théoréme - Existence de supplémentaires en dimension
finie

Soit E un K-e.v. de dimension finie, F' un s.e.vde E. Alors F'
admet au moins un supplémentaire dans E.

Démonstration
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Exercice vectorie

Remarque Processus algorithmique

2.4. Sous-espact

dimension finie
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Exercice vectorie

Remarque Processus algorithmique

Exercice
Donner un supplémentaire dans R* de
F =vect((1,1,1,1),(2,0,1,1),(-2,4,1,1))
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Formule de Grassman vectorie

Théoréme - Dimension d’'une somme de deux s.e.v.,
relation de Grassman
Soient E un K-e.v. de dimension finie, F',G deux s.e.v de E.

Alors
dim(F +G)=dimF +dimG — dim(F n G).




Legon 72 - Espace

Formule de Grassman vectorie

Théoréme - Dimension d’'une somme de deux s.e.v.,
relation de Grassman
Soient E un K-e.v. de dimension finie, F',G deux s.e.v de E.
Alors

dim(F +G)=dimF + dim G — dim(F N G).

Démonstration




Legon 72 - Espace

Dimension d’'une somme veotoriel

Théoreme - Dimension et somme d’espaces vectoriels
SiFy,...,F), sont des s.e.v. de dimension finie de £ K-espace
vectoriel, alors
P p
dimZFi < ZdimFi
i=1 i=1

avec égalité si et seulement si la somme est directe.
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Dimension d’'une somme veotoriel

Théoreme - Dimension et somme d’espaces vectoriels
SiFy,...,F), sont des s.e.v. de dimension finie de £ K-espace
vectoriel, alors

p p
dimZFi < ZdimFi
i=1 i=1

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Démonstration
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Droite et plan vectoriels vectoril

Définition - Droite et plan vectoriel

Soit E un [K-e.v. de dimension quelconque et soit F' un s.e.v de
E. On dit que

> F est une droite (vectorielle) sidimF =1;

» F estun plan (vectoriel) si dimF' = 2.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Obijectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)
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Conclusion vectore
Objectifs
= Dimension (définition)
> Un espace est de dimension finie, lorsqu’il admet une famille une
famille génératrice finie
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Conclusion vectore
Objectifs
= Dimension (définition)
> Un espace est de dimension finie, lorsqu’il admet une famille une
famille génératrice finie

> Dans ce cas, toutes les bases (nombreuses!!) ont le méme
cardinal, qui ne dépend que de E, appelé dimension de E




Conclusion
Objectifs
= Dimension (définition)
> Un espace est de dimension finie, lorsqu’il admet une famille une
famille génératrice finie
> Dans ce cas, toutes les bases (nombreuses!!) ont le méme
cardinal, qui ne dépend que de E, appelé dimension de E

> On a un processus constructif & partir d’'une famille libre et d’une
famille génératrice pour former une base de E (contenant toute la
famille libre). C’est le lemme de Steinitz ou théoreme de la base
incomplete

Legon 72 - Espace
vectoriel




Conclusion
Objectifs
= Dimension (définition)
> Un espace est de dimension finie, lorsqu’il admet une famille une
famille génératrice finie
> Dans ce cas, toutes les bases (nombreuses!!) ont le méme
cardinal, qui ne dépend que de E, appelé dimension de E

> On a un processus constructif & partir d’'une famille libre et d’une
famille génératrice pour former une base de E (contenant toute la
famille libre). C’est le lemme de Steinitz ou théoreme de la base
incomplete

» Exemples de dimension d’espace vectoriel classique, dont le
produit cartésien.

Legon 72 - Espace
vectoriel
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COﬂC'USIOn vectoriel

Obijectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)

> Réciproquement, si 'on connait la dimension, on a un critére
minimaliste pour reconnaitre une base.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)

> Réciproquement, si 'on connait la dimension, on a un critére
minimaliste pour reconnaitre une base.

» Réciproquement, si 'on connait la dimension, on a un critére
minimaliste pour reconnaitre deux espaces supplémentaires.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)

> Réciproquement, si 'on connait la dimension, on a un critére
minimaliste pour reconnaitre une base.

» Réciproquement, si 'on connait la dimension, on a un critére
minimaliste pour reconnaitre deux espaces supplémentaires.

» Formule de Grassman : dimF +G = dimF +dim G —dim(F N G)




Conclusion

Obijectifs
= Dimension (définition)
= Dimension (exploitation)

Pour le prochain cours
> Lecture du cours : chapitre 28 : Espace vectoriels de
dimension finie
3. Ecriture d’'une application linéaire en dimension finie
> Exercice n°513 & 517

Legon 72 - Espace

vectoriel
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