Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI & MP2I Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°4

Sujet donné le samedi 14 décembre 2024, 4h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - AUTOUR DU NOMBRE 7

Ce probléme est composé de IV parties indépendantes les unes des autres sauf mention du contraire.

La partie I propose 1’étude de suites qui permettent d’approcher le nombre 7.

La partie IT a pour objectif de caractériser les valeurs du réel 6 pour lesquelles la famille (sin(nf)),ez est dense dans le segment
[—1,1].

La partie III propose letude de différentes notions de convergence et de voir si la suite (sin(nf))nen permet de les illustrer en
fonction du parametre 6.

Enfin, dans la partie IV, nous prouvons que 7 est irrationnel.

I .Approximation de 7

Soit x € |0, g {
Soit u la suite définie par uo = cosx et, pour tout n € N,

Un+1 = Un COS W

T
On lui associe la suite v définie pour tout n € N par v, = u, sin on
I.1. (a) Montrer que la suite v est géométrique.
(b) En déduire, pour tout n € N, 'expression explicite de u, en fonction de = et n.
sin(2x)

(c) Montrer que la suite u converge et montrer que lim wu, = .
n——+oo 2x

Considérons les suites (an) et (b,) définies par ag =1, bg = et, pour tout n € N,

OS T

an +0b
ant+1 = % et bpt1 = y/ant1by

. cos §
1.2. (a) Vérifier que by =

cosT
(b) Montrer que, Vn € N, a, > 0 et b, > 0.
Van+1
— (b,
2(\/ bn + \/an+l)

L.3. (a) Etablir que, pour tout n € N, by 11 — ant1 = — an).

(b) Montrer que, pour tout n € N, an < by.
c)

En déduire la monotonie des suites (a,) et (bn).

1 1
0<bn—an<—( —1)

2™ \cosx
(e) En déduire que les suites (an) et (bn) convergent vers une méme limite notée £.

(d) Montrer que, pour tout n € N,

T
Un COS 57 Un
722 et bn = 5 -
COS“ T COS“ T

1.4. (a) Montrer que, pour tout n € N, a, =
(b) En déduire la valeur de ¢.

1.5. Dans cette question, on prend la valeur particuliere x = %

(a) Quelle est la valeur de £7 En déduire un encadrement de 7 & ’aide des suites an et by.
4(br, — an)

Gnbn

(b) Montrer que, pour obtenir un encadrement de w a 1078 pres, il suffit de trouver n tel que <1078,

(¢) Montrer que, pour tout n € N,

1
0 < bn+l — An+1 < Z(bn - an)
et en déduire un encadrement de b, — a, ne dépendant que de n € N.
(d) Combien suffit-il de calculer de termes des suites (a») et (b,) pour obtenir un encadrement de 7 &4 10~° prés? On pourra

exprimer l’entier trouvé a ’aide des fonctions partie entiére et logarithme népérien.



IT . Sous-groupes de R

On admettra dans cette partie que 7 est un nombre irrationnel, résultat dont la preuve fait ’objet de la partie IV.
On note, pour tout a,b € R : aZ = {ka, k € Z} puis aZ + bZ = {ka + hb, (k, h) € Z2}.
On rappelle que (R, +) est un groupe.
II.1. Montrer que, pour tout a,b € R, (aZ + bZ, +) est un sous-groupe de (R, +).
I1.2. Soit G un sous-groupe de R différent de {0}. On pose @ = inf G N R}
(a) Pourquoi « est-il bien défini?

(b) On suppose que o = 0. Montrer que G est alors dense dans R. On pourra adapter la preuve de la densité de Q dans R vue
en cours.

(¢) On suppose que o > 0.
i. Justifier qu’il existe g € G tel que a < g < 2a.

ii. Supposons que a < g. Montrer qu'’il existe ¢’ € G tel que 0 < ¢’ < g et en déduire une contradiction. Que peut-on en
conclure sur a?

iii. Montrer que G = oZ.

11.3. Soient a € R* et b € R.

b . b . .
(a) On suppose que — € Q si bien qu’il existe (p,q) € Z x N* tels que — = Pt pAg=1 (B est appelé le représentant
a a q q

irréductible de g)
i. Montrer que, V(z,y, 2) € R?, 2(xZ + yZ) = zxZ + zyZ.
ii. En déduire qu’il existe o € R} tel que aZ + bZ = oZ.
(b) On suppose que g ¢ Q.

b
i. Montrer que s’il existe & € R} tel que aZ + bZ = oZ, alors = € Q.
a

ii. Que peut-on en conclure concernant aZ + bZ?
I1.4. On pourra utiliser dans la question qui suit la caractérisation séquentielle de la continuité d’une fonction f : R — R au point
o €ER:

f est continue en 20 <= Y(un)nen € R | si (un) converge vers xo, alors (f(uy,)) converge vers f (o)

(a) 1. Soient D une partie de R dense dans R et f: R — R une fonction continue sur R.
Montrer que f(D) est dense dans f(R).
0
ii. Soit # € R. En déduire une condition suffisante sur — pour que la famille (sin(nf))nez soit dense dans [—1, 1]. On pourra
™
s’intéresser au sous-groupe 27Z + 07Z.
(b) i. Montrer que, pour tout rationnel r, sin(rnZ) est un ensemble fini.

ii. En déduire que la condition suffisante établie dans la question précédente est nécessaire et déterminer I’ensemble Z, des
valeurs de 6 € R pour lesquelles la famille (sin(nf))nez est dense dans [—1,1].

III . Etude de la suite (sin(nf))

On fixe 6 € R et on note pour tout n € N, s, = sin(nd).
Considérons ’équation de récurrence linéaire

Vn € N, upto =2cos(0)unt1 — un (E)

dans laquelle u est une suite réelle.

III.1. (a) Déterminer ’ensemble Sp des suites réelles solutions de la relation de récurrence (E) en fonction de 6 (on prendra soin de
distinguer deux situations différentes selon les valeurs de 0).

(b) Supposons que 6 # 0 [27]. En utilisant la relation de récurrence (E), montrer que, si une suite u € Sy converge, alors sa
limite est nulle.

—
o
~

On se place dans le cas § = 0 [27]. Quelles sont les limites des suites convergentes de ’ensemble Sg ?

II1.2. (a) Montrer que la suite (s,) est une solution de (E). Montrer que si (s, ) converge, alors sa limite est 0.

—
o
=

Montrer, en exprimant (s,+1) en fonction des suites (s, ) et (cos(nf)), que pour 0 Z 0[x] et si (sn) converge, alors (cos(nf))
converge aussi vers 0.

(¢) Déterminer I’ensemble des valeurs de 6 pour lesquelles la suite (s,) converge.
II1.3. Convergence « a la Euler ».

n

1 n
On dit qu’une suite (a,) est Euler-convergente si la suite (A,) définie par : Vn € N, 4, = — Z <k

= 5=

>ak, est convergente.
k=0

On note alors lién(an), la valeur lim(Ay).

(a) Montrer que si (a,) est une suite constante, alors (a) est Euler-convergente et lim(a,) = lim(ay).
B



(b) Soit (an) est une suite convergente vers 0.
i. Soit e € R}.
1 1«
€
Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout entier n > N, | — <n> ak| < 5 +on Z (Z) |ax|.

277.
k=

o

ii. En déduire que (an) est Euler-convergente et li;:n(an) =0.

Indication : On pourra montrer que, pour tout k fixé : lim
n—-+oo

(¢) Que dire de ’Euler-convergence d’une suite (a,) convergente.

(d) Montrer que (sy) est Euler-convergente et que ligl(sn) =0.

II1.4. Equidistribution.
On dit qu’une suite (a,) dense dans [c, d] est équidistribuée si :
card({ne [0,n—1] | an € [’y,é]}) §—~

YV 7,0 € [c,d] tels que v < 4, lim = .
n d—c

d n

1 1
On admet que cela impose que pour toute fonction f continue sur [c,d], on a ft)dt = lim E flag).
d—c [, n—>+oon+1k_0

Dans la suite de cette question 6 € Z et I'on admet que la densité de la suite (s,) dans [—1,1] peut se déduire de celle de la
famille (sin(nf))nez.

1
1 . 1
(a) Avec f:[-1,1] = R, z — =z, calculer 3 [1 f(t)dt et ngl}»loo I

n
Z f(sk). Quen pensez-vous ?
k=0

n—-+oo

1! 1
(b) Avec f :[-1,1] = R, z — 2°, calculer = f@t)dt et lim —— E f(sk). Qu’en pensez-vous ?
2/, n+1 p

IV . Irrationnalité de 7]

L’objectif de cette partie est d’établir 'irrationnalité du nombre 7.

. , z"(1—x)"
Pour n entier naturel non nul et x réel, on pose fn(z) = —
n!
IV.1. Dans cette question, n est un entier naturel non nul.
1 2n
(a) Montrer qu’il existe (n + 1) entiers en, €nt1, ..., €2, que I'on explicitera tels que fr(x) = — Z e;xr’.

n!

=N

(b) Calculer,

— pour k € [0,n — 1], f1(0),

— pour k € [n,2n], f,(LM(O) en fonction de k, n et eg,

— pour k € [2n+ 1, +oof, ka)(O).
(¢) En déduire que, pour tout entier naturel k, f,(lk>(0) et fflk)(l) sont des entiers. On pourra remarquer que fn(z) = fn(l —x).
On veut montrer que 7% est un nombre irrationnel. Nous allons raisonner par 'absurde en supposant qu’il existe (a,b) € N*?

a
tels que 2 = 3
IV.2. Posons, pour n entier naturel non nul et x réel,

Fn(it) _ bn(7l'2nfn(l') _ 7_r2n—2 7(7(2) (.T)) + 71_2n—4 7Sfl) (1’) -+ (_1)n 7(7(271) (.’K)) _ bn Z(_l)kﬂ2(n_k)fqg,2k) (37)
k=0
(a) Montrer que F,,(0) et F,(1) sont des entiers.

(b) On pose, pour n entier naturel non nul et x réel,
1
gn(x) = Fp(x)sin(rx) — 7F,(x) cos(rz) et A, = TF/ a” fn(z) sin(rz)dz
0

Montrer que, pour n entier naturel non nul et z réel, gl (x) = m°a” fn(x) sin(rz) et en déduire que A, est un entier.
n
IV.3. On pose, toujours pour le méme entier a, u, = —.

n!
n aa+1
(a) Démontrer que, pour tout entier n > a + 1, ) < e
n
(b) En déduire qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n > no, % < %
1 3"
(c) Montrer que, pour tout z € [0,1], 0 < fo(z) < o et Vo € [1/4,3/4], fa(z) > g

(d) Montrer que, pour tout entier n > ng, A, €]0, 1] et conclure que 7% est irrationnel.

(e) Comment peut-on déduire de ce qui précede que 7 est irrationnel 7



DEVOIR SURVEILLE 4 - Correction
PROBLEME - AUTOUR DU NOMBRE 7

Ce probléme est composé de IV parties indépendantes les unes des autres sauf mention du contraire.

La partie I propose ’étude de suites qui permettent d’approcher le nombre 7.

La partie IT a pour objectif de caractériser les valeurs du réel 6 pour lesquelles la famille (sin(nf))nez est dense dans le segment
[-1,1].

La partie III propose I'etude de différentes notions de convergence et de voir si la suite (sin(nf))nen permet de les illustrer en
fonction du parameétre 6.

Enfin, dans la partie IV, nous prouvons que 7 est irrationnel.

I .Approximation de 7

Soit x € O,E

Soit u la suite définie par ug = cosx et, pour tout n € N,

T
Un41 = Un COS ooy
. . . , . .z
On lui associe la suite v définie pour tout n € N par v,, = u,, sin Pyt
I.1. (a) Montrer que la suite v est géométrique.
On a, pour tout n € N,
. . T T . T 1 x Un
Un+1 = Un+1 SN W = Un COS W Sin W = Un 2 sin 27 ?
. . 1 v
(vn) est donc géométrique de raison 5 et doncVn eN v, = 2—2.
(b) En déduire, pour tout n € N, expression explicite de u, en fonction de z et n.
C N, 71 done sin(—) > 0. Ainsi
omme z €]0, [, pour tout n € €10 ,5[ onc sm(z—n) > 0. Ainsi,
v ug sin l cosxsinx 1 sin(2z . sin(2x
Uy = —" = = == ( ) d’ou‘v’nGN7un=71(. )1
sin 27 T 27sin 27 27" sin 2—,7 2 2™ sin 27 27+l gin o
sin(2x)

(¢) Montrer que la suite u converge et montrer que lim wu, =
n——+oo 2x

int
On sait que lim % = sin’(0) = 1 donc en posant t, = 2% qui tend vers 0 quand n tend vers 4oco, par composition de

t—0
limites,
T
sin(2x) 9n sin(2x 1 sin(2x 2x
= S022) gr_sin@x) 1 sin@2) gy iy g, = 2
2 gip = 2x bl?i"n—>+oo 2x n—+oo 2x
AL "

1
et, pour tout n € N,
x

an + by
An+1 = T et b1 =/ an_an

Considérons les suites (an) et (b,) définies par ap =1, by =

z
COos 2

coszT

1.2. (a) Vérifier que b1 =

On a, puisque z €]0, g[, cosz > 0 et cosg >0,

ao+by 1+ —— cosz+1

a — — COs T — > 0
! 2 2 2cosx
cosx + 1 2cos2% —1+1 cos £ cos £ cos Z
b1 = +/a1b = 2 = 2 = 2 d’ou b; = 2
! o= \/ 2cos?x \/ 2cos?x cosx cosx ' cosw
(b) Montrer que, ¥n € N, a, > 0 et b, > 0.
Vérifions par récurrence élémentaire que pour tout n € N, P(n) : « an > 0 et b, > 0 »

— P(0) est vrai par hypotheése : ap =1 > 0 et by = L > 0 car z €]0, z[ .
cos T 2



b
— Supposons P(n) pour n € N fixé. On a donc a,, > 0 et b, > 0. Alors any1 = Gn +%n > 0 et donc an4+1b, > 0 puis

2
bnt1 = \/ Gnt1bn > 0 ce qui établit P(n + 1).

x

cos
Donc, pour tout n € N, a,, > 2 et b, > 0.
cos T

V4l Va”“(bn — an).
2bn + arer)

L.3. (a) Etablir que, pour tout n € N, by 11 — ant1 =

Wz — V) (VE+ ) T—y )

En multipliant par la quantité conjuguée (V(x, y) eRY? Vr— VY = =

VT4 \Y IRVZE N

/ / b — an
bn+1 — Qn41 = an+1bn — Gn+4+1 = /An+1 ( bn — an+1) = vV an+1 (W)

Van+1 (b _Gn+ bn>

Voo + @i V2

- VI ()
2(Vbn + fani1)

Vans1
2(Vbn + \/@n11)

Ainsi, pour tout n € N, b41 — any1 = (bn — an).

(b) Montrer que, pour tout n € N, an < by.

Montrons la propriété P(n) :« a, < by » par récurrence sur n € N.

* Au rang 0, on a bien by = P 1 = ao car comme z €]0, g[, cosz €]0, 1] donc €]1, +o0[ donc P(0) est vraie.

COos

An+1
Vv bn + v/ An+1
question précédente montre que an+1 — bpy1 €t an — b, sont du méme signe. Ainsi, comme a,, — b, < 0 par hypothese
de récurrence, an+1 — bpt1 < 0 d’ou la véracité de P(n).
‘ Donc pour tout n € N, a, < b,. ‘

* Supposons P(n) vraie pour un n donné. Alors, comme any1 > 0, > 0 donc la relation établie dans la

(¢) En déduire la monotonie des suites (an) et (by).

Calculons, pour tout n € N,
Apgl —Qp = ——— —ap = ——— >0

Vbn
v/ An+1 + \/E

bn+1 — by, = an+1bn — by, = \/a<\/an+l - bn) = (an+1 - bn) = M%(an — bn) <0
A/ Un+41 n

car b, > 0 et a, — b, < 0 d’apres la question précédente.

‘ Ainsi, (an)nen est strictement croissante et (bn)nen est strictement décroissante. ‘

(d) Montrer que, pour tout n € N,

1 1
0<b a Qn( )

cosx
ST . o 1 1
Prouvons 'inégalité par récurrence en considérant P(n) : « 0 < b, — an < o ( — 1) » pour tout n € N :
" \coszx
1 1 1
— Aurang 0, on a bien 0 < by — ag = —-1= —( — 1) donc P(0) est vraie.
cosx 20 \ cosx

— Supposons P(n) vraie pour un n donné. On a clairement 0 < \/an+1 < \/bn + /ant1 donc

v/ An41 1
0 —mMmMmMmMmMm < =
2(‘/an+1 + V bn) 2
Donc en multipliant par b, — an > 0,
0< Vinil (bn — an) < bn —On

2(Vausi + vbn) 2

1
cos T

1
Or b, —an, < 27( — 1) car P(n) est vraie, donc on obtient bien

1 1
0< bn+1 — An+1 < W(Cosx — 1)



1 1
Ainsi,pourtoutneN,O<bn—an<( —1).
2" \cosx

(e) En déduire que les suites (a,) et (bn) convergent vers une méme limite notée 2.

1
Comme (27) tend vers 0, le théoreme d’existence de limite par encadrement établit que (b, — an) aussi. Alors (an) est

croissante, (by,) est décroissante et leur différence tend vers 0 donc par le théoréme des suites adjacentes,

‘ (an) et (bn) convergent vers une méme limite /. ‘

€T
Up, COS o Un
1.4. (a) Montrer que, pour tout n € N, a,, = 722 et b, = 5
cos? x cos? x
Uy COS e m
» n n n ’ .
Par récurrence sur P(n) : « an = 722 et b, = — définie pour n € N.
cos? x cos? x
— P(0) est vraie car
€T
Uo COS 55 cos? uo cosST 1
3 = 5 = 1=ao et 5 = 5 = = by
cos? cos? ¢ cos2xr cos?x  cosx

— Supposons P(n) vraie pour un rang n donné. Alors, en utilisant P(n) et la relation de récurrence sur un (unt1 =

T
Uy, COS W),

= 2 co =
2cos? x 2n+l cos?

an + bn Un Un s T Un+1 COS FnFT
Ant1 = = pp os— +1) = S
2 2 cos 2"

Un+1 COS 271+1 Un 1 Un+1
bnt1 = \/Gny1by, = \/ = \/ufﬁ_l = —— (car upy1 > 0)

cos? x cos2x cos?uz cos? x
d’ou la véracité de P(n + 1).

Un COS 577 u
Ainsi, Vn €N, ap = ——— 2" et by = —2—.
cos? x cos? x
(b) En déduire la valeur de ¢.
. R . . sin(2x) . .
On avait vu & la question I.c que (u,) tendait vers ——— donc (b,) qui tend vers ¢ tend aussi vers
sin(2x)  2sinzcosz _ tanw
2zcos2xz  2xcos?z  x
s - tanx
Par unicité de la limite, £ = .
x

T
1.5. Dans cette question, on prend la valeur particuliere x = 1

(a) Quelle est la valeur de £7 En déduire un encadrement de 7 & 'aide des suites an et by.

4

, £ = —. De plus, comme (a,) était strictement croissante vers £ et (by) strictement décroissante vers ¢, on a
T

ceN,

ﬂ'
Avec T = —
V xr 4
pour tout n

4
an < any1 < sup{ag | kGN}:;:inf{bk | K € N} <bpy1 < by

4
Ainsi, pour tout n € N, comme a, et b, >0, — <7 < —.
bn Qn
4(br, — an)
anbn

(b) Montrer que, pour obtenir un encadrement de m a 10~% prés, il suffit de trouver n tel que <1078,

4 4 4  4(bp —an
En interprétant en terme de distances, on a |b— - 7r| < — — . M.

An

4(by, — an _ 4 . ,

M < 1078, alors . est une valeur approchée (par défaut) de 7.
an n n

Anbn

Donc si

(¢) Montrer que, pour tout n € N,

i(bn - an)

et en déduire un encadrement de b, — a,, ne dépendant que de n € N.

0 g bn+1 — An+1 <

On a b, >£>ant1 > 0donc /b, + /ant1 = 2y/ant1 et donc
v/ An+1 < 1

2(vVbn + Vani1) 4

En exploitant cette inégalité avec ’égalité de 1.3.a, on obtient immédiatement

VneN, 0 <bpt1 — ant1 < Z(bn — an)



(d)

Une récurrence élémentaire donne alors

1
Vn €N, 0<bn7an<47n(b0*a())

(bn —an) et 0 < bp, —an < 4%(60 —ao).

N

Ainsi, Vn € N, 0 < bpy1 — ant1 <

Combien suffit-il de calculer de termes des suites (a,) et (b,) pour obtenir un encadrement de = & 10™° prés? On pourra
exprimer l'entier trouvé a l’aide des fonctions partie entiére et logarithme népérien.

4 4 4
Onaap, >2a0=1et b, >¢=— donc apb, > — et < m. Ainsi,
T ™ anbn
4(by, — an bo — 2—-1 2 1
( a)gw(o ao):w(\f )g— car v2—1< -etm <4
Anbn 4n 4n 4n 2

4 - . 2 - .
Compte tenu de la question 1.5.b, pour que . soit une valeur approchée a 10~ prés, il suffit donc que YTy < 1078 soit

n

22" > 10° cest-a-dire (2n — 1) In2 > 81n 10,

4In10
In2

donc ng = { + O.5J + 1 = 14 convient.

IT . Sous-groupes de R

On admettra dans cette partie que 7 est un nombre irrationnel, résultat dont la preuve fait ’objet de la partie IV.
On note, pour tout a,b € R : aZ = {ka, k € Z} puis aZ + bZ = {ka + hb, (k, h) € Z2}.
On rappelle que (R, +) est un groupe.

I1.1. Montrer que, pour tout a,b € R, (aZ + bZ,+) est un sous-groupe de (R, +).

— aZ +bZ C R et (R,+) est un groupe,
— 0=a.04+b.0 € aZ + bZ donc aZ + bZ est non vide,
— VY(z,y) € (aZ + VL), x —y € aZ + bZ car = s'écrit ka + hb avec k,h € Z et y s'écrit kK'a + h'b avec k',h' € Z donc

z—y=C(k-K)a+t(h—h)b€aZ +bZcark—k' et h—h € Z,
‘ donc aZ + bZ est un sous-groupe de (R, +). ‘

I1.2. Soit G un sous-groupe de R différent de {0}. On pose a = inf G N R}

(a)

Pourquoi « est-il bien défini?

G étant un sous-groupe différent de {0}, il contient un élément non nul x (car 0, le neutre du groupe ambiant est toujours
dans G). De plus, —z € G car G est un sous-groupe. Ainsi, G contient au moins un élément strictement positif.
Ainsi, GN|0, +o00[ est une partie non vide et minorée (par 0) de R,

‘ donc GNJ0, +oo[ admet une borne inférieure : « est donc bien défini.

On suppose que o = 0. Montrer que G est alors dense dans R. On pourra adapter la preuve de la densité de Q dans R vue
en cours.

Prouvons la caractérisation de la densité par les €.
Soient = € R et ¢ € R} fixés.
Appliquons la caractérisation de la borne inférieure définissant « pour € < ¢ :

JgeGNR} : a=0<g<a+e=¢

Fixons un tel élément g dans G NRY. Alors g €]0, [
g # 0 ce qui permet d’effectuer la division pseudo-euclidienne de = par g :

3(g,r) €Zx[0,|g][: z=qg+T

G est un sous-groupe de (R, +) et g € G donc qg € Get |z —qg|=|r| < g <e.
Par conséquent, il existe un élément gg de G e-proche de z.

‘Ainsi, si @« = 0, alors G est dense dans R. ‘

(¢) On suppose que a > 0.

i. Justifier qu’il existe g € G tel que a < g < 2a.

Appliquons la caractérisation de la borne inférieure définissant o pour € < a (autorisé car a > 0) :

JgeGNRY : a<g<ata=2a



iii.

Un tel élément g convient.

Ainsi, il existe g € G tel que a < g < 2a.

ii. Supposons que o < ¢g. Montrer qu’il existe ¢’ € G tel que 0 < ¢’ < ¢ et en déduire une contradiction. Que peut-on en

conclure sur o ?

Appliquons une deuxiéme fois la caractérisation de la borne inférieure définissant o pour € < g — o (autorisé car
a<g=g—a>0):
3¢ €eGNRL : a<gd <a+(g—a)=g

Fixons un tel élément ¢'.
Alors g — ¢’ > 0et g— g € G (car G sous-groupe de (R, +)) donc g — g’ € G NR} si bien que

g—g >infGNR} =«

Par ailleurs, o < g’ < g < 2a donc g — ¢’ < a ce qui contredit 'inégalité ci-dessus.

Ainsi, @ = g € G donc a = min G N R, c’est le plus petit élément strictement positif de G.

Conclure que G = oZ.

e D’aprés la question précédente, a € G donc par stabilité de G pour la loi +, puisque c’est un sous-groupe de (R, +),
Vk €N, ka € G d’ou oN C G.
De plus, G étant un sous-groupe de (R, +), il contient les symétriques pour la loi + de tous ses éléments donc, pour
tout k € N, pouisque ko € G, —ka € G si bien que —aN C G.

‘Ainsi, aZ = (aN) U (—aN) C G. \

e Réciproquement, soit g € G fixé.

a # 0 ce qui permet d’effectuer la division pseudo-euclidienne de g par « :
g, r) €Z X [0,|e][: g=qga+T

D’apreés linclusion aZ C G, —qa € G donc r = g — qa € G (stabilité du sous-groupe G pour la loi +). Si r > 0, alors
r € GNRY donc
r>infGNRY =«
ce qui contredit r € [0, @[ donc 7 = 0 si bien que g = ga € Z.
‘ Ainsi, G C aZ d’ou, finalement, G = oZ.

11.3. Soient a € R* et b € R.

p p

b " b . .
(a) On suppose que — € Q si bien qu’il existe (p,q) € Z x N* tels que — = = et p A g = 1 (= est appelé le représentant
a a q q

irréductible de g)

i

Montrer que, V(z,y,2) € R?, 2(xZ + yZ) = zxZ + zyZ.

Soient (z,y,z) € R®.
e Soit t € z(zZ + yZ) fixé. Alors il existe (m,p) € Z° tels que t = z(zm + yp).
On a donc t = € zxl Z.
n a donc (zz) m +(zy) p zxl + zy
S/ cZ
Par conséquent, z(2Z + yZ) C zxZ + zyZ.
o Soit u € za7Z + zyZ fixé. Alors il existe (m,p) € Z* tels que u = zzm + zyp.
On a doncu=z(axm + yp )€ z(zZ + yZ).
~N 0 N~

cxlZ ¢ yZ
Par conséquent, zzZ + zyZ C z(zZ + yZ).

Ainsi, V(x,y, 2) € R?, 2(2Z + yZ) = 227 + zyZ.

ii. En déduire qu'il existe a € R} tel que aZ + bZ = aZ.

b
Puisque — = £7 p=P2 donc, en utilisant la question précédente pour (z,y, z) + (¢,p,a/q)
a q q

aZ—H)Z:aZ—k%Z: g(qZ-l-pZ)

De plus,

* d’une part, (¢,p) € Z* donc ¢Z + pZ C Z.



*

d’autre part, p A ¢ = 1 donc il existe (u,v) € 72 tels que uq + vp = 1 donc
YmeZ, m=mx1l= mu mv p € qZ Z si bien que Z C qZ 7Z..
q-+ pE€qL+p q q4+p
€L €L

Par conséquent, qZ + pZ = Z ce qui permet de conclure a 1’égalité

aZ + b7 =27.
q

(b) On suppose que g ¢ Q.

i

ii.

b
Montrer que §’il existe o € RY tel que aZ + bZ = aZ, alors — € Q.
a

Supposons qu’il existe a € Ry tel que aZ + bZ = o/Z.
a=ax14+bx0doncil existe mg € Z : a = amg.
b=ax04+bx1doncil existe my € Z : b = amsp.

b mpo mp

Puisque, a # 0 par hypothese, m, # 0 donc — = — = — € Q.
a_ Mg Mg

b
Ainsi, g’il existe a € R tel que aZ + bZ = oZ, alors — € Q.
a

Que peut-on en conclure concernant aZ + bZ?

D’apreés la question I1.1, aZ + bZ est un sous-groupe de (R, +).
De plus, ce sous-groupe est différent de {0} car il contient 1’élément a et a # 0.
Or nous avons prouvé dans la question II.2, qu’un sous-groupe de (R, +) différent de {0} est, selon que la borne inférieure
«a de I'ensemble de ses éléments strictement positifs est nulle ou pas,
* soit de la forme aZ,
* soit dense dans R.

Nous avons supposé en début de question que — ¢ Q, donc s’il existe « € RY tel que aZ + bZ = aZ, alors la réponse &
a

la question précédente établit une contradiction,
ce qui signifie qu’il n’existe pas de réel non nul « tel que aZ + bZ = oZ,
‘ donc aZ + bZ est dense dans R.

II.4. On pourra utiliser dans la question qui suit la caractérisation séquentielle de la continuité d’une fonction f : R — R au point
o €ER:

(a)

i

f est continue en zo <= Y(un)nen € R" | si (un) converge vers o, alors (f(unr)) converge vers f(zo)

Soient D une partie de R dense dans R et f : R — R une fonction continue sur R.
Montrer que f(D) est dense dans f(R).

Utilisons la caractérisation séquentielle de la densité.

Tout d’abord, puisque D C R, f(D) C f(R).

Soit y € f(R) fixé.

Il existe = € R tel que f(z) = y.

Par densité de D dans R, il existe une suite (d,) d’éléments de D qui converge vers x.

Par conséquent, la suite (f(d,)) est une suite d’éléments de f(D) qui converge vers f(z) =y par continuité de f en z.
Ainsi, nous avons exhibé une suite d’éléments de f(D) qui converge vers y,

‘ par conséquent, f(D) est dense dans f(R). ‘

0
ii. Soit # € R. En déduire une condition suffisante sur — pour que la famille (sin(nf)),cz soit dense dans [—1,1]. On pourra
™

s’intéresser au sous-groupe 277 + 07Z.

0 0
Supposons que — ¢ Q. D’aprés la question I1.3(b) appliquée pour (a,b) < (27, 6), ce qui est autorisé car oy ¢ Q (sinon
T I

g =2 X ; € Q ce qui contredit ’hypothese faite ci-dessus), donne la densité de 27Z + 0Z dans R,
i

or la fonction sinus est continue sur R,

donc le résultat de la question 11.4((a))i, appliqué pour f < sin et D <+ 27Z + 07 établit la densité de sin(27Z + 07)
dans sin(R) = [-1,1].

Par 27-péridicité de la fonction sinus, sin(27Z + 0Z) = sin(6Z) donc sin(6Z) = {sin(nf) | n € Z} est dense dans [—1, 1].

Ainsi, si 4 ¢ Q, alors (sin(nf))ncz est dense dans [—1,1].
T




(b) i. Montrer que, pour tout rationnel 7, sin(rwZ) est un ensemble fini.

r € Q donc il existe (p,q) € Z x N* tels quer:E et pAg=1.
q

sin(rnZ) = {sin (Zpﬂ) |ne Z} C {sin (277) | r € [0,2q — 1]]}

car, pour tout n € Z, en effectuant la division euclidienne de np par g (autorisé car g # 0),

I(m,r)Z x [0,2¢ — 1] : np=m2q+r sibien que sin (npﬂ'> = sin <2mq+r7r> = sin <27r + T7r> = sin <T7r>
q q q q

L’ensemble {sin (Tw> | r € 0,29 — 1]]} est fini de cardinal inférieur ou égal a 2q et toute partie d’un ensemble fini
q

est également finie donc sin(rnZ) est fini.

‘ Ainsi, pour tout rationnel r, sin(rnZ) est un ensemble fini. ‘

ii. En déduire que la condition suffisante établie dans la question précédente est nécessaire et déterminer ’ensemble Z, des
valeurs de 6 € R pour lesquelles la famille (sin(nf))nez est dense dans [—1,1].

e Supposons que ¢ € Q. Alors il exsite r € Q tel que 6 = r7 donc les éléments de la famille (sin(nf))necz = (sin(nrm))nez

constituent ’ensemble sin(rmZ) qui, d’aprés la question précédente est une partie finie de [—1, 1] si bien qu’en notant
N € N son cardinal (N > 1 car 0sin(0 X r7) est un élément de la famille pour n = 0), on peut ordonner les N éléments
de cette famille s; < s2 < ... < s,. On en déduit que l'intervalle ouvert |si, so[ intersecte [—1,1] (il est méme inclus
dans [—1, 1]) et pourtant il ne contient aucun élément de la famille (sin(nf)),ez donc elle n’est pas dense dans [—1, 1].

En contraposant, si (sin(nf))ncz est dense dans [—1,1], alors — ¢ Q.
™

0
e Dans la question 11.4((a))ii, nous avons établi que si p ¢ Q, alors (sin(nf))ncz est dense dans [—1,1].

Ainsi, (sin(nf))nez est dense dans [—1,1] <= ¢ ¢ Q , équivalence qui se reformule en Z, =R\ Q.
T

III . Etude de la suite (sin(nf))

On fixe # € R et on note pour tout n € N, s, = sin(n#f).
Considérons I'équation de récurrence linéaire

Yn € N, upto = 2c08(0)unt1 — Un (E)

dans laquelle u est une suite réelle.

II1.1. (a) Déterminer ’'ensemble Sy des suites réelles solutions de la relation de récurrence (E) en fonction de 6 (on prendra soin de
distinguer deux situations différentes selon les valeurs de 0).

L’équation caractéristique de la relation de récurrence (E) est - 2(cos@)r+1 = 0. Son discriminant est A =4 cos’0—4 =
—4sin? 6.
—4sin”0 =0 <= sinf=0 < =0 [n]
x Si 6 # 0 [n], alors A = (2isin#)” < 0 donc 'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées non
rélles qui sont
2cosf +2isinf R, 2cosf —2isinf ;g
2 B 2 B
donc I'ensemble des solutions est Sp = {(\cos(nf) + psin(nd))nen | (A, u) € R*}.
* Si60 =0 [r], alors A =0 donc Iéquation caractéristique admet une racine double qui est cos 8 si bien que

So = {((A + un) cos™ (nf) Jnen | (A, 1) € R} .

Observons alors que, dans ce cas, cosf vaut 1 ou —1 selon la congruence de § modulo 2.

{(Acos(nb) + psin(n®))nen | (A ) € R*} si 6 20 [x],
Ainsi, 5i Sp = {  {(A + pn)nen | (N, 1) € R} si 0 =0 [27],
[+ pn) (=) nen | (A1) € R} 5 6= [2].

(b) Supposons que 6 # 0 [27]. En utilisant la relation de récurrence (E), montrer que, si une suite u € Sy converge, alors sa
limite est nulle.

Soit @ # 0 [27] tel que (s,) converge. Notons ¢ la limite de (s5,).



(c)

I11.2. (a)

La relation de récurrence (E) donne
YneN, Unta = 2cos(0)unt1 — un

— ¢ — 2(cos0)l —¢

n——+oo n—+oo

donc, par unicité de la limite,

£=2(cost)l —¢ donc (cosf —1){ =0 donc £=0 (car @ #0 [27] = cosf # 1)

‘ Ainsi, lorsque 6 # 0 [27], si u € Sp converge, alors limu = 0. ‘

On se place dans le cas § = 0 [27]. Quelles sont les limites des suites convergentes de ’ensemble Sp ?

Dans le cas 0 = 0 [27], Sp = {(A + pn)nen | (N, 1) € R?}.
Soit u € Sp. Alors il existe (A, ) € R? tels que

Vn €N, un =X+ pun

* Sip >0, limu = 4o0,
* Sip <0, limu = —o0,
* Sip=0,limu=A\.
Par conséquent, pour tout £ € R, la suite constante de valeur ¢ appartient & Sy (pour (A, 1) < (¢,0)) et elle converge vers £.

‘ Dans le cas 8 = 0 [27], pour tout ¢ € R il existe une (unique) suite de Sp qui converge vers /. ‘

Montrer que la suite (s,) est une solution de (E). Montrer que si (s,) converge, alors sa limite est 0.

Deux options :
e Ou bien, on calcule pour tout entier n € N :

Snt2 — Sn = sin((n + 2)6) — sin(nf) = sin((n + 1)0 + ) — sin((n + 1)6 — 0) = 2sin((n + 1)0) cos 0

Et donc sn42 = 208 0sp+1 + Sn. Ainsi (s,) est une solution de (E). (ceci est vrai, méme si § = 0)
e Ou bien, on constate que si 8 # 0[r], (sn) € So, selon la description de cet ensemble.
et si @ = O[x], pour tout entier n, s, =0, et donc (s,) € Sp, selon la description de cet ensemble.

‘ (sn) est une solution de (E). ‘

On peut alors utiliser la réponse a la question 1.(b), dans le cas ot 8 # 0[r]. On a donc (s,) qui converge vers 0.
Et dans le cas ou = 0[r], (sn) est constante, nulle, donc (s,) qui converge vers 0

‘ Bilan : si (sn) converge, alors sa limite est 0. ‘

Montrer, en exprimant (s,+1) en fonction des suites (s, ) et (cos(nf)), que pour 0 # 0[x] et si (sn) converge, alors (cos(nf))
converge aussi vers 0.

On a pour tout n € N,
Snt+1 = sin((n + 1)0) = sin(nf) cos 6 + cos(nh) sin O

On sait, par hypothese que la suite (s,) converge (donc vers 0), et que 6 Z 0[x], donc sinf # 0 :

cos(nf) = 5 (Sn+1 —cosO X sp)

in6

Et par addition de suites convergentes, dont on connait les limites nulles :

Si 6 # 0[n] et si (sn) converge, alors ((cos(n@)))" converge vers 0

Déterminer ’ensemble des valeurs de 6 pour lesquelles la suite (s,) converge.

Si 6 £ 0[n],
alors si (s,) converge, alors (cn)( = (cos(n@))n) converge également vers 0 (question précédente).
Or pour tout n € N si + ci = 1. En passant & la limite, on aurait 0 + 0 = 1 (unicité de la limite). Impossible.
On a une contradiction, donc 6 = 0[r].
Pour ce dernier cas, on a vu dans le corps de la réponse & la question 2.(a) que (s,) est constante égale & 0 donc convergente.

‘ La suite (sn) converge si et seulement si 8 = 0[x] (et dans ce cas (sp) — 0.) ‘

II1.3. Convergence « a la Euler ».

n

n

1
On dit qu’une suite (an) est Euler-convergente si la suite (A,) définie par : Vn € N, 4, = — Z <Z> ay, est convergente.

k=0

On note alors lién(an), la valeur lim(A,).



(a) Montrer que si (an) est une suite constante, alors (a,) est Euler-convergente et lim(a,) = lim(ay).
B

Supposons que (a,) est constante égale a /.
Alors pour tout entier n € N,

_i - n _i - n k n—k_i n __
An2nz<k>£2n2(k)11 = g1+ )" =1

k=0 k=0

(Ay) est constante égale a £ également, donc convergente et lim(A,) = lién(an) =liman(=¥).

(b) Soit (an) est une suite convergente vers 0.

i. Soit £ € RY.

n
1 n
Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout entier n > N, | — >ak

2n k
k=0 k=0
Puisque (a,) converge vers 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, |an — 0| = |an| < %
n N n
. . . ) n . n n
Puis, on découpe la somme en deux parties (Chasles) : Z (k) ar = Z (k) ar + (k) ar.
k=0 k=0 k=N+1
Enfin, on applique 'inégalité triangulaire. Pour tout n > N
1 o 1« 1 <
n n n
52 (1)l < Jo 2 (2)oe| o[ 2 ()
k=0 k=0 k=N+1
n N
1 n 1 n
< e Z (k) lax| + 272 <k> lak]
k=N+1 k=0
1 - n\e 1 al n €
< 2716_;—1 (k)Z + ankz_o (k> lak| car pour k € [N + 1,n], |ax| < 3

n

n
n\e . " . . .
La somme Z < k> 5 est une somme de termes strictement positifs, elle est nécessairement plus petite que Z
k=N+1 k=0
qui contient les mémes termes et d’autres positifs.
On a donc

Ce qui donne le résultat attendu :

il existe N € N tel que pour tout entier n > N,

ii. En déduire que (an) est Euler-convergente et lim(a,) = 0.
B

N est fixé. Il est connu que la suite finie (<7Z>> est croissante pour k de 0 a L%j puis décroissante.
K

Donc si n > 2N, pour tout k < N, <Z> < (:})

Par la suite, on considere donc n > 2N.

On a alors, en notant A = max(|ao, |a1],...|an])
N N N
n n n
2B ()% () v )

Et par ailleurs



N

Or, par croissance comparée : lim — =0,
n
n—-+oo 2

N
1
donc par comparaison de suite : <2n Z (Z) |ak|> converge vers 0.

k=0 n

N
1
1l existe donc N7 € N, N1 > 2N tel que pour tout n > Nj : on kz; (Z) lak| < %

n
Ainsi, en reprenant la réponse & la question précédente, il existe N1 € N tel que V n > Ny, ( )ak <e.

Ce résultat est vrai, pour tout . Donc

(an) est Euler-convergente et li}rEn(an) =0.

(¢) Que dire de ’Euler-convergence d’une suite (a,) convergente.

Supposons que (an) converge vers £, alors (un) := (an — £) est une suite qui converge vers 0.
D’aprés la question précédente, (un) « Euler-converge » vers 0 également.
Or le calcul donne, pour tout n € N :

1 = n 1 = n 1 = n 1 = n 1 - n
s (e S (e S (S (e (# 5 ()
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Autrement écrit :

73 (D)o 2 (1)

k=0 k=0

n
1
Et par somme de suites convergentes : <2n Z (Z) ak> converge vers la somme des limites 0 + ¢ = /.

k=0

Si (an) converge, alors elle converge également au sens d’Euler et ligl(an) = lim(an).

(d) Montrer que (sy) est Euler-convergente et que ligl(sn) =0.

5 (-2 (e - (E ()) - (S ) )

Soit n € N.

On reconnait la formule du binéme de Newton :
— (1 [ ok R noi9/2 (072, —i0/2\\" _ nif/2 AN
Z<k>(e ) —(e +1) —<e (e +e )) =e 20055
k=0
Ainsi, en prenant la partie imaginaire :

. 2 Yy = _—9n nY . vy _ n Y . v
on (k) Sn = o COs B S (TLQ) = COS 2 Sin <n2>

k=0

e si 0 = 0[27], alors g = 0[n] et donc pour tout n € N, n- = O[nn], donc sin (n%) =0.

0
2
d

n
, 1 n . .
Par conséquent, pour tout n € N, o E (k) sn = 0 donc cette suite converge et sa limite vaut 0.
k=0

<1

cos Q
2

e si 0 # 0[27], alors g # 0[x] et donc

n
nf . 0 .
cos —sin(n=|)| < avec lim
2 2 n—-+oo
Par comparaison, ces suites, positives, convergent vers 0.

Dans tous les cas (quelle que soit la valeur de 0) :

n

0
Or : pour tout n € N, cos—| =0 car

0
— 1.
CcosS 2‘ <

cos =
2

(sn) est Euler-convergente et lipgn(sn) =0.

La suite (sn) prouve donc que la réciproque de la question précédente est fausse.
D’une certaine fagon, si (sn) devait converger, nécessairement cela serait vers 0, puis que (s,) converge au sens d’Euler vers
0.

10



II1.4. Equidistribution.
On dit qu’une suite (a,) dense dans [c, d] est équidistribuée si :
card({n ef0,n—1] | an € [v, 6]})

YV 7,0 € [¢,d] tels que v < 4, lim :577
n d—c

d n
1 1
On admet que cela impose que pour toute fonction f continue sur [c,d], on a ft)dt = lim E flak).
d—c . n~>+oon+1k70

Dans la suite de cette question 6§ € Z, et ’on admet que la densité de la suite (s,) dans [—1,1] peut se déduire de celle de la
famille (sin(nf))ncz.

1 n
1 1
(a) Avec f:[-1,1] = R, z — =z, calculer 5/ f(t)dt et lim E f(sk). Quen pensez-vous ?

n—+oo M+ 1 ‘
Avec la fonction identité, on a d’une part :

1 1
3 / fdt = / xdx =
—1 ~1

1 1 1 “L o aan 1 1 — it
n) = i 0) = ——1I ! = I -
n+1 f(sn) n+1 sin(n0) n+1m< O(e )> n+1m< 1—ei®

k=0 k=0 k=

[2?]", = %(171) =0

N =
1=

et d’autre part :

3
3

en appliquant la formule de la somme des termes d’une suite géométrique de raison r # 1 : e? =1donc =0 [27] donc

— € 27 C Q ce qui est exclu par la condition § € Z. puisque Z, = R\ Q.
™

n : L : . 1)60
1 1 ez(n+1)9/2(e i(n+1)0/2 _ ez(n+1)9/2) 1 sin (n+ .
= I — 2 I in6/2
kg_o f(sn) ] m ( m(e )

2

i €i0/2(e=10/2 _ ¢i0/2) n+1 sinf
Donc
n . (n+1)60
1 1 sin—5— . né 1
Sp)|=|————sin— | { ——
nH;f( =T o 2| S n+ 1) [sing]

n
1
Or ce dernier majorant converge vers 0, donc par comparaison, <+1 E f (sn)> converge et sa limite est nulle.
n
k=0 n

n

f(sn) =0, il n’y a pas d’obstacle pour que (s,) soit équidistribuée.

1
Avec I'identité % / f)dt = lim
-1 k=0

n—-+oo n—|— 1

1
(b) Avec f :[—1,1] = R, = — 2°, calculer %[1 F@)dt et HE{&I}OO n—lﬁ—l

n
Z f(sk). Qu’en pensez-vous ?
k=0

Avec la fonction carré, on a d’une part :

: /_ F(t)dt =

et d’autre part, en exploitant la linéarisation : sin” @ =

N =
| =
—
)

w
[t
;o=
—

I

| =
—
—

|
—

|
—
N
=
Il

1
/ 22dx =
—1

1 —cos(2a)
—

n

1 « I~ . 1 ‘ ¢ 1 ‘
ntl ;}f(sn) =1l kzz(:)sm (nf) = D) Z (1 — cos(2n0)) = T D Z 1- D) cos(2n0)

k=0 k=0 k=0

Le premiere des deux sommes vaut _n+l = 1
2(n+1) 2

Quant a la seconde, le principe du calcul est comme pour la question précédente :

1 " 1 T, 1 1 — 2i(n+1)6
St D) Zcos(?n&) = mRe <Z (e ‘9) ) — TCen 1)Re ( T )

k=0 k=0

en appliquant la formule de la somme des termes d’une suite géométrique de raison r # 1 : 8 € Z,, donc 6 # 0[n] donc
2i6
e # 1.

1 n B 1 ei(n+1)9(e—i(n+l)9 _ ei(n+1)9) B 1 sin ((n 4 1)9)
j Zcos(2n0) =3 )Re ( ) =0 cos(n#)

2(n+1 e~ n+1 ef(e=0 — eif) n+1) sin @

Donc
n

2(%_’_1) Z cos(2n0)

k=0

1
< -
S 2(n+ 1) [sin 6|

11



n

1

2(n+1) —

Or ce dernier majorant converge vers 0, donc par comparaison, cos(2n€)> converge vers 0,
n

1 ¢ 1
puis par addition : (M Z f(sn)> converge et sa limite est 5(—1—0).

1 1
Avecf:[—Ll]—)R,wHa:,gf / f(t)dt;énkr}rloo 1Zfsn =35

Donc, (s») n’est pas équidistribuée.

IV . Irrationnalité de 7]

L’objectif de cette partie est d’établir 'irrationnalité du nombre 7.

(1 —x)"
Pour n entier naturel non nul et x réel, on pose fr(x) = (7')
n!
IV.1. Dans cette question, n est un entier naturel non nul.
(a) Montrer qu’il existe (n + 1) entiers ey, €pt1, ..., €2, que I'on explicitera tels que fr(x — g eix
n!

En développant (1 —z)" = ((—z) + 1) avec la formule du binéme de Newton,

fn(x)zi(ln__x —mz<>— Yeak x1mr = an() kg th = n'Z(_n) D

En posant Vi € [n,2n], e; = ( "

>(—1)’ , €; est entier car les coefficients binomiaux sont entiers et fp(z - g €T
i—n

(b) Calculer,
— pour k € [0,n — 1], £ (0),
— pour k € [n,2n], f$¥(0) en fonction de k, n et ey,
— pour k € [2n+ 1, +oo], ,(Lk)(())

g ik

xHWm7 si k€ [0,i—1], (a)
Soit i € N. Observons que, pour tout k € N, (z — 2*)*® = . Z.!Z o sik—i, )
x—0 sik > i. (c)
* Si k € [0,n — 1], par linéarité de la dérivation,
veeR, M@ — Z e X — 2% (on est toujours dans le cas (a) des formules ci-dessus)
n!
donc
By = L3 e x 0 * =0
fn() R!Zelx(i—k)x

=0cari— ke N

* Si k € [n,2n], par linéarité de la dérivation, en découpant la somme en trois parties pour distinguer les 3 cas (a), (b) et ¢,

1 i! i
Ve eR, f(k)() — Z e; Xx04+ep x k' + Z e; X _Z 2k

n! (i—k)
i€[n,k—1] cas (b) i€[k+1,2n]
cas (c) cas (a)
donc
®) ) — L ' i—k _ k!
" (0)771! 0+ exk! + E €; X X 0 = ek

=kt =0cari—keN"
* Sik € [2n+ 1, +oo[, par linéarité de la dérivation,

2n
veeR, fP(z) = % Z e; X0 =0 (on est toujours dans le cas (c) des formules ci-dessus)

i=n

donc
2(0)=0

12



(c)

>

*

0 si k € [0,n—1],

|
Ainsi, pour tout k € N, f,(Lk)(O) = k—"ek si k € [n,2n],
n!
0 sik € [2n+ 1, +o0].

En déduire que, pour tout entier naturel k, £ (0) et £$¥)(1) sont des entiers. On pourra remarquer que fn(z) = fn(1 —z).

Soit k € N. En reprenant les formules établies dans la question précédente,
sike0,n—1]U[2n+1,+o0], fF(0)=0¢€ 27,

; *) gy = ¥ B e — i
si k € [n,2n], fn’(0) = 1k € Z car = k(k—1)...(n+1) € N (puisque k > n).

€L

Ainsi, pour tout entier naturel &, f,(f)(()) € 7.

Observons que, pour tout z € R,

Full—2) = Q-2)"Q—-(1—-=)" _ 1—=x)"z" = (@)

n! n!

donc en dérivant k-fois les deux membres (qui sont infiniment dérivables en tant que fonctions polynomiales),
VEEN, Ve eR, (t— fu(l—1)®(z) = fF(x)

et en notant que la dérivée composée du membre de gauche f,, o (t — 1 — t) fait apparaitre un facteur —1 = (t 1 —1t)" &
chaque itération de la dérivation : Vk € N, (t — fnu(1 — 1)) =t (=) P (1 —t), on a

ek, (~) 01 -a) = ()

si bien qu’en particularisant pour z < 1, Vk € N, (—l)kfflk)(O) = fflk>(1), or fflk)(O) € Z d’apres la premieére partie de la
réponse,

donc, pour tout entier naturel k, fflk)(l) € Z.

On veut montrer que 7% est un nombre irrationnel. Nous allons raisonner par 'absurde en supposant qu’il existe (a,b) € N*2

a
tels que 77 = —.

2

b

IV.2. Posons, pour n entier naturel non nul et x réel,

(a)

n

Fn(ac) — bn(7r2nfn(x) _ 7T2n—2 7(12)(36) + 71_2n—4 724)(1’) -4+ (_1)n 7(12n)($)) —p Z(—l)kﬂg("_k)fffk)(x)

k=0
Montrer que Fy,(0) et F;, (1) sont des entiers.
En évaluant en 0, puis en 1 et en utilisant que e %
n n—k n
_ . [ a 2k) _ k n—k k (2k)
Fa(0) =" (-1)* (7) R 0) =3 (-1)"x a X b X ey ez
k=0 b k=0 v

cara €EN"etn—keN carbeN etkeN quest. précedente

En évaluant en 1, on procéde de la méme maniere,

n TL—]C n
Fa1) =6 (-1)* (%) E90) =3 (1) x P x % X @) ez
k=0 k=0 €z €z '

* X €Z
cara€N etn—k€N carbeN et k€N quest. précedente

‘Ainsi, F,(0) et F,,(1) sont des entiers. ‘

On pose, pour n entier naturel non nul et x réel,
1
gn(z) = F) (z)sin(nz) — nF,(z) cos(mz) et A, = TF/ a” fn(z) sin(rz)dx
0

Montrer que, pour n entier naturel non nul et z réel, g, (z) = 7°a” fn (z)sin(mz) et en déduire que A, est un entier.

Soit n € N*.
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e F, est une combinaison linéaire de fonctions polynomiales donc F,, est infiniment dérivable sur R ce qui valide la définition
de g» (car F}, a bien un sens).

Les fonctions sinus, cosinus et les fonctions linéaires sont dérivables sur R donc, par stabilité de la dérivabilité par compo-
sition, sin o(x — 7x) et cos o(x — mx) sont dérivables sur R.

Enfin, par stabilité de la dérivabilité par produit et combinaison linéaire, g, est dérivable sur R et,

Yz €R, g (z) = F)(z)sin(nz) + F,(x)m cos(nz) — nF,(z) cos(mz) —mFy () (=) sin(rz) = sin(7z) (F,/L'(x) + 772Fn(x))

=0
or
" 2 o a _ n - vk (a\"TF 2kt2) Q. n S B k(g)"_’“ (2k)
Vo € R, i)+ Fu) = Bl 4 R = 13 (1) 2@+ 5> () 1@
n+1

i=k+1 _ bnz(_l)iﬂ (%)nﬂ'ﬂ 7(122-)(:6) L i(_l)k (%)”ﬂLlfk f,(fk)(:c)
k=0

=1

= e (3) @ e (5T 0w

apres télescopage, lorsqu’il ne reste que le terme pour ¢« = n+ 1 dans la premiére somme et celui pour £ = 0 dans la seconde.
Par conséquent, en observant que f*"*? est la fonction nulle (car fr est polynomiale de degré 2n) et que 1O =f,

Vo €R, F!(z)+ 72F(z) = b" (%)n+1 ful@) = § X @ fule) = 70" fu(2)

Ainsi, Yn € N* | Vz € R, g,,(z) = 7°a” fu(z) sin(rz).

Remarque : le raisonnement proposé en début de question pour montrer que g, est dérivable sur R s’adapte en remplacant

« dérivable » par « de classe C' » et permet de conclure que gn est de classe C' sur R. Cette proprété de régularité est
utilisée dans la suite de la question.

e En injectant le résultat ci-dessus dans la définition de A,,

! /1 g (z)dz - gn(m)} _ gn(1) — gn(0)

1
A, = 7r/0 a” fn(x) sin(rz)dr = = -

gn est de classe ct

Or, par définition de g, sachant que sin(7) = sin(0) = 0, cos(0) = 1 et cos(m) = —1, ‘ gn(1l) = TFL(1) ‘et ‘ gn(0) = —F,(0) ‘
si bien que A,, = F,,(1) + F,,(0) € Z d’aprés la question précédente.

Ainsi, Vn € N*, A,, est un entier. ‘

n

. « . a
IV.3. On pose, toujours pour le méme entier a, u, = —-
n!
an aa+1
(a) Démontrer que, pour tout entier n > a + 1, — <
n! aln
Soit n € N tel que n > a + 1.
a"_na_]f[ax].EIa_a”Xczrk1 a<a“+1
nl E k E~ al T n E = aln
k=1 k=1 k=a+1 k=a+1 N~~~
<1
an aa+l
pour tout entier n > a + 1, <
n! aln
P 1 . . a” 1
(b) En déduire qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n > no, — < 5

Reprenons la majoration établie dans la question précédente et utilisons que la suite u est a termes positifs :

aa+1

Yn>2a4+1, 0<u, <

1

><7

al n
——

— 0
n— 400

Les deux membres extréme de I’encadrement ci-dessus ont la méme limite finie égale a 0 lorsque n — 400 donc le théoréme
d’existence de limite par encadrement permet d’affirmer que la suite u converge et que sa limite est 0.

1
Appliquons la définition de la convergence de u vers 0 pour € < = :

InoeN : VneN, n=no=|u, — 0] <

=

14



Fixons un tel ng.
Soit n € N tel que n > nog.

un—0] < Lol
U = |un— < =<z
n n 4 2
Un =0 n > no
PR . . a® 1
Ainsi, il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n > no, - < 3
n!
1 3"
(c) Montrer que, pour tout = € [0,1], 0 < fn(z) < — et Vo € [1/4,3/4], fn(z) 2 o
! n

e Soit z € [0, 1] fixé.
Ona0<z<1donc0<1—2x<1sibien qu’en effectuant les produits termes a termes de ces inégalités entre nombres
tous positifs ou nuls, 0 < z(1 —z) < 1,
donc, par croissance de la fonction « puissance n » sur Ry, 0 < z"(1 —z)" < 1" =1,

1
donc, en multipliant par = > 0 (ce qui préserve le sens des inégalités),
n!

pour tout z € [0,1], 0 < fo(x) < l'
n!

o = — z(1 — x) est un trinéme du second degré dont le sommet a pour abscisse 1/2 qui est le milieu du segment [1/4,3/4].
De plus ce trindme admet —oo comme limite en —oo et 400 donc il admet une valeur maximale en 1/2 donc, par symétrie,

Vo € [1/4,3/4] , z(1 —x) > % (1_3) :234

Par croissance de la fonction « puissance n » sur Ry,

Vr e [1/4,3/4], z"(1 —z)" > 3

1
donc, en multipliant par — =20 (ce qui préserve le sens des inégalités),
n!

3TL
nl24n’

pour tout = € [1/4,3/4], fn(z) >

(d) Montrer que, pour tout entier n > ng, A, €]0, 1] et conclure que 7% est irrationnel.

e Soit n € N*.
D’une part, ma" sin(nz) > 0 pour tout = € [0, 1] et, d’autre part, d’apres la question précédente, f,,(x) > 0 sur [0,1] donc

1

1/4 3/4
/ 7 fn(z)a” sin(rz)de + / 7 fn(z)a” sin(rz)dx + / 7 fn(z)a” sin(rz)dx (relation de Chasles)
0 3

1/4 /4

> 0 car 7 fn(z)a" sin(nz) >0 > 0 car 7 fp(z)a" sin(mrx) > 0

An

WV

3/4
/ 7 fn(z)a”™ sin(rx)dx
n'2 — / msin(rz)dr en utilisant la minoration de f, sur [1/4,3/4]
1/

> n'24" (2cosf)fa '24n\[>0

e Soit n = ng. .
Vz €[0,1], ma"sin(rz) >0 et fu(z) <
n!

donc, par produit des membres d’une inégalité par un terme positif ou nul,
wa" sin(wz)1l

Vx € [0,1] , mfn(z)a” sin(rzx) < —

si bien qu’en intégrant entre 0 et 1, par croissance de 'intégrale,

1 n 1
/ 7 fn(z)a” sin(rz)dz < a—' X / wsin(rz)dr <1
0 NG 0
—_—
= An < % carn >ng = [—cos(mz)]p = 2

‘Amm pour tout entier n > ng, 4, €]0,1][. ‘

D’apres la conclusion ci-dessus, Ay, €]0,1[, or nous avons établi dans la question IV.2(b) que A,, € Z ce qui est une
contradiction car 10, 1[NZ = 0.

) .
‘ Ainsi, 7 est irrationnel. ‘
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(e) Comment peut-on déduire de ce qui précede que 7 est irrationnel ?

Par 1’absurde, si I’on suppose que 7 est rationnel, alors son carré est aussi rationnel (I’ensemble des rationnels est stable
par produit) ce qui contredit la conclusion de la question précédente.

Ainsi, 7 est un nombre irrationnel.
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