Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°5

Sujet donné le samedi 18 janvier 2025, 4h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats

essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - PETIT THEOREME DE FERMAT GENERALISE AU CALCUL MATRICIEL

Ce probleme est composé de quatre parties indépendantes les unes des autres sauf mention du contraire.
Soit n € N*. Pour M € M, (Z) et (i,5) € [1,n]°, on note [M]; ; le coefficient de M situé sur la i-eme ligne et la j-éme colonne.
L’objectif du probléme est de démontrer et d’exploiter une généralisation du petit théoréme de Fermat pour les matrice a coefficients
entiers :

V p, nombre premier ,\V A € Mn(Z), Tr(A")=Tr(A) [p]

I . Etude d’une suite récurrente linéaire via un calcul matriciel

0 1 0
A= 0 0 1
-6 7 0

I.1. Montrer, & l'aide d’un algorithme de Gauss, que A est inversible et calculer A™'.
1.2. Montrer que A* = 7A — 6I5. On notera I = X — 7X +6.

On considére dans cette partie une matrice

On admet que pour tout n € N, 31(Qn, R,) € (R[X])2 tel que X" = Q, x Il + R,, avec deg R,, < 3.
(a) Montrer qu’il existe (an,bn,cn) € R® tel que pour tout z € R,

2" = Qn(z) X 1(z) + (an@® + buz + c1)

(b) En exploitant les racines de II, donner un systéme de trois équations & trois inconnues dont 1'unique solution est le triplet
(anybn,cn).

(¢) Montrer que la matrice —

-5 4 1
20 ( -5 8 -3 > est 'inverse de la matrice associé au systeme de la question précédente.

30 —-12 2
En déduire, pour tout n € N, une expression de A™ en fonction A?, A et Is.

(d) L’égalité obtenue dans la question I1.2(c) est-elle encore vraie pour n = —17

I.3. On considere la suite récurrente (u,) définie par :
uo =3, u1 =0, ug =14 et VneN, upysz = Tunt1 — 6un,
(a) Donner les valeurs de u, pour n € [1,7].

On vérifiera qu’on trouve ur; = 882.

(b) Que pensez-vous de ensemble {n € [1, 7] tel que n|un}?

Un
(¢) On note pour tout n € N, U,, = ( Un41 )
Un+2
Pour tout entier n € N, exprimer U, 41 en fonction de A et de U,.

En déduire une expression explicite de U, en fonction de A et Up.
En déduire une expression explicite de u,, en fonction de n, pour tout entier n € N.
Démontrer que, pour tout p premier, p|uy.
En utilisant ’expression polynomiale s’annulant en A, montrer que la suite (Tr(A™))nen satisfait la méme relation de
récurrence que u.
(b) En déduire que, pour tout n € N, u,, = Tr(A").
Ce resultat permettra dans la partie IV, de redémontrer, sans calcul ou presque, le résultat de la question 1.3(f).
(¢) Retrouver ainsi I'expression de u, en fonction de a, et ¢, obtenue dans la question 1.3(e) (dont cette question propose une
deuxiéme preuve).



II . Formule d’inversion de Mébius)|

Pour n € N*, on note D,, 'ensemble des nombres entiers naturels (donc > 0) divisant n et on écrit Z s = Z .-+ la somme sur
din deDn,

tous les nombres entiers naturels d divisant n.

Une fonction arithmétique est une fonction f : N* — C. L’ensemble des fonctions arithmétiques est noté A.

On dit qu’une fonction arithmétique f € A est multiplicative si

{ F)#0
V (m,n) € (N)2, mAn=1= f(mn)= f(m)f(n)

On note M I’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives.
N — C
N — C

Onnotel:‘ et §: 1 sin=1
n +— 1 n .
0 sinon

Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution de f et g est la fonction arithmétique f * g définie par

VaeN, (fxg)(n Zf ()

Par exemple (/ +9)(12) = 3 f(@)g () = F(1)g(12) + £(2)9(6) + FB)g(4) + F(A)g(3) + F6)9(2) + F(12)(1).
|12
On notera que I'on a : Vn € N*, (f x g)(n Zf (*)Z Z f(d1)g(dz) Zf( )
dido=n dln

II.1. Montrer que 1 et ¢ sont des fonctions arlthmethues multiplicatives.
II.2. Structure de A.
a) Montrer que (A, +) est un groupe abélien.

—_~

b) Montrer que * est une loi interne commutative sur A. On admet que x est également associative.

¢) Montrer que ¢ est 1’élément neutre pour *.

o~

d) Conclure que (A, +,*) est un anneau commutatif. Est-ce un corps?
I1.3. Stabilité de la propriété de multiplicativité et structure de M.

(a) Soient m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
D XDp — Dmn

(di,ds) —> did est bien définie (i.e. bien a valeurs dans Dy, ) et réalise une bijection de Dy, x D,
1,d2 1da

Montrer que 7 :
sur Dyn.
De plus, si (di,d2) € Dy, X Dy, calculer dy A da.

(b) En déduire que si f et g sont multiplicatives, alors f x g est multiplicative.

(¢) 1. Montrer que, si f est une fonction arithmétique multiplicative, alors f(1) = 1.

ii. Soient f et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives telles que, pour tout nombre premier p, pour tout k& € N*,
f(p )=g(p ) Montrer que f = g.
(d) Soit f une fonction multiplicative.
. . 4 P . k 4
Posons ¢g(1) = 1 puis, pour tout nombre premier p, définissions la suite (g(p”))ren par récurrence en posant

k

vk eNT, g(*) ==Y F()g(" )

=1

Nous venons de définir une fonction g sur la réunion de {1} et des nombres premiers. On prolonge g aux entiers naturels
non nuls en posant, pour n supérieur a 2 non premier,

q
g(n) = [ [ o)
i=1
ol p1, ..., Dq sont les facteurs premiers deux a deux distincts de n et (a1, ..., aq) € N*? sont leurs multiplicités respectives.
Justifier que g est multiplicative puis, calculer pour tout nombre premier p et tout entier k € N, (f *g)(pk) afin d’en déduire
[*g.
(e) Que dire de (M, *)?
11.4. Fonction de Mdobius.
Soit p la fonction arithmétique définie par :

1 sin=1
wu(n) = (—=1)" sin est le produit de r nombres premiers distincts,
0 sinon.

(a) Montrer que p est multiplicative.



(b) i. Soit m > 2 et p1,...,pq les ¢ € N facteurs premiers de n deux & deux distincts. On note, pour tout k € [0,q], Pk
Pensemble des parties de [1, ¢] comportant k éléments. Montrer que

Youd)=1+> > u (Hm) =1 +Z(1>’“(,Z)
dn k=1 I€Py i€l k=1

ii. En déduire que p* 1 = 4.
(c) Soit f € A et F € A telle que, pour tout n € N*, F(n) = Z f(d). Montrer que pour tout n € N,

din
n n
f) =Y w@F (5) =3 u (%) F@
d|n din
IL.5. (%) On note I: Nn : S et ¢ la fonction indicatrice d’Euler, définie par

VneN, ¢m)=card{ke[l,n] | kAn=1}

Montrer que ¢ = p * I puis en déduire que Vn € N*, n = Z w(d).
d|n

'III . Mots circulaires|

Dans cette partie, I’entier naturel m est fixé.
On considére un alphabet de m lettres : A = {a1,a2,...,am}.

Un mot £ sur I'alphabet A est une suite de A" : £ = (Lo, €1,02,...) ou, pour tout 1 € N, ¢; € A est la (i + 1)-éme lettre du mot £.
Le mot £ est périodique s'il existe p € N* tel que Vi € N, £;1, = £;. Un tel entier naturel non nul p est appelé une période de /.
On note £(A) 'ensemble des mots périodiques sur 'alphabet A : L(A) = {£ € A" | IpeN* : Vie N, liy, =}

Pour tout n € N*, £,,(A) désigne 1’ensemble des mots périodiques sur I'alphabet A dont n est une période
Lo(A)={te AV |VieN, lip, =0}

AV — AT

On note ¢ : ¢ s

ol pour tout i € N, £ = £;11.

On note ¢’ = Id 4v, pour tout k € N*, = coc-oc.
~—_—
k compositions
I11.1. Soit £ € L(.A) un mot périodique fixé. Notons P(¢) 'ensemble de ses périodes.
(a) Montrer qu’il existe un unique p(£) € N* tel que P(¢) = p(¢) - N*.
On dit que p(¢) est la période primitive de /.
(b) Montrer que, pour tout p € N*, p est une période de £ si et seulement si c(£) = .
(c) Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante exprimée avec des puissances de ¢ pour exprimer que p(€) est
la période primitive de £.
(d) Montrer que ¢(L(A)) C L(A) puis que c restreinte & £(A) est injective.
(e) En déduire que p(c(£)) = £.
II1.2. Soit p € N*. On note P, 'ensemble des mots périodiques dont la période primitive est p : P, = {£ € L(A) | p(¢) = p}.
On note ~ la relation binaire définie sur P, par : £ ~ £’ si et seulement si 3 k € N tel que o 0 =1r.

(a) Justifier que la relation binaire est bien définie puis montrer que ~ est une relation d’équivalence.

Lorsque (¥, e 733 vérifient £ ~ £, on dit que les mots £ et ¢ définissent le méme mot circulaire.
On note ¢ la classe d’équivalence de ¢ € P, pour cette relation. Une classe d’équivalence représente donc un unique mot
circulaire.

(b) Soit £ € Pp. Montrer que B
card (E) =p

On note (éi)ieMp (indice est placé comme un exposant car ¢’ représente une suite, mais ce n’est qu’une notation) un
systéme de représentant des mots circulaires de période primitive p et M (p) le cardinal de ’ensemble M, qui indexe le
systeme de représentants, c’est-a-dire le nombre de mots circulaires.

I11.3. Soit n € N* fixé.
(a) Montrer que L, (A) = E_J P,.

pln



(b) En déduire que
m" = pM(p)
pln

II1.4. Inversion de Mdobius. On rappelle la formule trouvée dans la partie précédente :

Si pour tout n € N*, F(n) = Zf(d), alors pour tout n € N*, f(n) = Zu (%) F(d).
d|n d|n
p q
a) Montrer que pM(p) = = | m"
(a) que pM(p) =Y (q)

qlp

(b) Montrer que si p est un nombre premier, M(p) = — (m?~" — 1).

En déduire le petit théoreme de Fermat.

(c) Montrer que, pour tout n € N*, le nombre total de mots circulaires de £, (A) pour un alphabet A de m lettres est
1 p
Sp = - wl = | m?
=Yy (?)
pln qlp

II1.5. Application au calcul de traces des puissances d’une somme de matrices.
Soit n un entiers naturel non nul.
La trace d’une matrice M € M, (Z) est le réel noté Tr(M) qui correspond a la somme des éléments diagonaux de M :

Tr(M) =Y [M]:

On admet dans cette question, le résultat qui fait Pobjet de la question IV.1(a) :
Y(M,N) € Mn(2)*, Te(M + N) = Tr(M) + Tr(N) et Tr(MN)=Tr(NM) .
On considére m matrices (A1, Az, ..., Am) € Mn(Z)™ et l'on cherche a simplifier Tr((A1 + Ay + ... Am)k) pour k € N*.

(a) Montrer que Tr((A1 + A+ ... Am)k) Z Tr (AgoAgl . .A[kil)
€Ly ({1,2,...m})

(b) En déduire que

Tr((Ar+ Ao+ An)) =3 | N pTr((Ag Ay - A7) (1)

plk i€Mp

IV . Généralisation du petit théoréeme de Fermat

Soit n € N. Les matrices considérées dans cette partie sont a coefficients dans ’anneau Z.

Considérons également p un nombre premier.

IV.1. Soient (B,C) € My(Z)*. Le but de cette question est d’établir la relation
Tr((B + C)p) = Tr(B?) + Tr(C?) [p] (2)

(a) Montrer que, pour tout (M, N) € My (Z)?, Te(M + N) = Tr(M) + Tr(N) et Tr(MN) = Tr(NM).

(b) Etablir par un calcul explicite les relations (5) pour p = 2 et p = 3.

(¢) En reprenant la formule (4) démontrée en fin de partie précédente, prouver la relation (5) en toute généralité.
IV.2. Petit théoréme de Fermat matriciel.

Soit A € Mn(Z).

(a) Montrer, en raisonnant par analyse-synthése, qu’il existe un unique couple (B,C) € M, (Z)? tel que B est triangulaire
inférieure, C' est triangulaire supérieure & diagonale nulle et A = B + C.
On exprimera, pour tout (i,7) € [1,n]?, [Bli,; et [Cl,; en fonction de [A] ;.

(b) Calculer explicitement, par exemple par récurrence, pour tout i € [1,n], pour tout k € N*, [C*]; ; et [B*];: en fonction de
k et des coefficients de A.

(c) En exploitant la question IV.1 précédente, montrer que Tr(A”) = Tr(A) [p].

(d) Application & une suite récurrente. En reprenant le résultat de la question I.4(b), établir une nouvelle preuve du fait
que, pour tout nombre premier p : p|u, (cette fois sans passer par le calcul explicite de u, en fonction de n).



DEVOIR SURVEILLE 5 - Correction
PROBLEME - PETIT THEOREME DE FERMAT GENERALISE AU CALCUL MATRICIEL

I . Etude d’une suite récurrente linéaire via un calcul matriciel

0 1 0
A= 0 0 1
-6 7 0

I.1. Montrer, & l'aide d’un algorithme de Gauss, que A est inversible et calculer A7

Lien avec une suite récurrente. ..
On considére dans cette partie une matrice

Par suites d’opérations élémentaires sur les lignes appliquées a la matrice par blocs (A I3) :

0 1 01 0 0 1%7000%1 100%0%1
0 01 01 0 — 0o 1 010 0 - 010 1 0 0
-6 7 0 0 0 1 Ll“*éLi” 0 0 1.0 1 0 LleLlJrgLa 001 0 1 0
LQ(—Ll
L3<—L2

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3, donc A est inversible.
. N o 12 . -1
Par suite des mémes opérations élémentaires, on transforme I3, en A~ .

Donc A est inversible et A~ =

[e>RE RN

[N N
=

-1
6
0
0

I1.2. Montrer que A* = 7A — 615. On notera Il = X — 7X + 6

0 0 1 -6 7 0
Les calculs donnent A> = —6 7 0 | puis A® = 0 -6 7 .
7

0 -6 —42 49 -6

Donc

—6 7 0 0 1 0 1 0 0 —-6+0+6 77 0
A®—TA+6I3 = 0 -6 7 -7 0 0 1 |J+6( 0 1 0 |= 0 —-6—-04+6 T7-7 = 03x3
—42 49 -6 -6 7 0 0 0 1 —42 442 49 — 49 —6+6

‘ On a donc bien A> =7A — 613 ou encore I1(A) = 0. ‘

On admet que pour tout n € N, 3 1(Qn, Rn) € (R[X])? tel que X" = Q,, x I+ R, avec deg R, < 3.

(a) Montrer qu'il existe (an,bn,cn) € R® tel que pour tout = € R,

2" = Qn(z) X IL(z) + (anz® + bnz + ¢n)

Puisque deg R,, < 3, R, est de la forme aX?+bX +ec
Tenant compte de la dépendance en n, on peut écrire :

VneN, 3Qn€R[X] (an,bn,cn) € R? tels que X" = Qpn X II + (anX> 4 bp X + ¢»)

Ce résultat calculatoire dans un anneau s’interprete
aussi bien dans 'anneau M, (R) avec A a la place de X ;
que dans anneau (corps) R avec n’importe quel réel x a la place de X :

VneN, 3 Qn € RIX], (an,bn,cn) € R? tels que 2" = Q, x II + (anm2 + bz +cn)

(b) En exploitant les racines de II, donner un systéme de trois équations & trois inconnues dont 1'unique solution est le triplet
(an,bn,cn).




1 est racine (évidente) de II, on peut donc factoriser II(z) par (z —1) : II(z) = 2° — 7z +6 = (z — 1)(2*> + 2 — 6) 2 est racine
(un peu moins évidente) de z* + z — 6, on peut donc factoriser II(z) par (z — 2) : II(z) = (z — 1)(x — 2)(x + 3) On a alors,
puisque la relation est vraie en tout x, en prenant successivement x < 1, z < 2 et x <+ —3 :

1"=Qn(1) X II(1) + (anl® + byl + ¢,)
2"=Q(2) X TI(2) + (an2® + b2 + ¢n)
(=3)"=Qn(=3) x TI(=3) + (an(—3)> + bn(—3) + cn)

Et comme II(1) = II(2) = II(—3) = 0, on trouve que (an,bn, cn) est la solutions du systéme

r +y +z = 1
4r +2y +z = 2"
9z -3y +z = (-3)"
-5 4 1
Montrer que la matrice — -5 8 -3 est 'inverse de la matrice associé au systeme de la question précédente.
30 —-12 2

En déduire, pour tout n € N, une expression de A™ en fonction A?, A et Is.

On note M, la matrice donnée dans la question et M; la matrice associé au systéme précédent.

1 1 1
C’est-a-dire : M7 = 4 2 1 .

9 -3 1

1 1 1 1 —5 4 1 1 20 0 O
My x My = 2 4 2 1 X -5 8 -3 20 0 20 O =13
9 -3 1 30 —-12 2 0 0 20

L’inversibilité & droite est suffisante : M est inverse est inversible et M ' = M.

an 1 an 1
M1x<bn>_< » ><:,<bn>_M2x< > )
Cn (=3)" Cn (-3)"

(_3)n + 2n+2 -5

On vérifie :

On a I’équivalence :

Cela donne donc
Donc

an =
20 .
b _ (73)71-&-1 4 2n+5 -5
T 20 )
. 2(—3)" -3 x 2" 130

20

Par ailleurs, nous avons vu en question 2.(a) que la relation polynomiale s’interpréte également en la matrice A
A" = Qn(A) X TI(A) 4 (anA® + by A + ¢, 13)
Or II(A) = 0, donc A™ = anA? + by A+ cols.

1
VneN, A"=o [(=3)" + 2772 = 5) A% + ((=3)"" +2""° —5) A+ (2(-3)" — 3 x 2"*? + 30) 3]
L’égalité obtenue dans la question 1.2(c) est-elle encore vraie pour n = —17

Pour n = —1, on a trouve

— 20a,1:%1+275:_710,d0nca,1:%1.

— 20b_1 =14+4-5=0, donc b_; =0.

7.20071 = %2 — 6430 = ?, donc c_1 = %

Puis . 1
= 0 — 7 —1
6 6 - 0 —

-1 7 -7 7 _
0 1 7.7 01 0
6 6
Ainsi, la relation trouvée a la question précédente est également vraie pour n = —1. ‘

On notera également que, puisque A* —7A+613 = 0,ona: (A°~TI)x A = Ax(A*=T7I3) = —613, et donc A~" = %(7[37A2).




1.3. On consideére la suite récurrente (u,) définie par :
up =3, ug =0, upg =14 et VneN uprs = Tunt1 — 6u,

(a) Donner les valeurs de (u,) pour n € [1,7].
On vérifiera qu’on trouve u7 = 882.

On trouve successivement :
nl|0 1 2 3 4 5 6 7

un‘?) 0 14 -—18 98 210 794 882

(b) Que pensez-vous de ’ensemble {n € [1,7] tel que n|u,}?

100, 2|14, 3| — 18, 4 f98, 5|210, 6 J794 ct 7|882(= 7 x 126).

‘ Donc {n € [1,7] tel que n|u,} = {1,2,3,5,7}, ce ne sont que des nombres premiers « comme par hasard ».

Un
(¢) On note pour tout n € N, U,, = ( Un41 )
Un+2
Pour tout entier n € N, exprimer U, 41 en fonction de A et de U,.

Soit n € N,

0 1 0 Un, Unt1 Un 41
A X Un = 0 0 1 X Un+1 = Un+2 = Un+2 = Un+1
-6 7 0 Un 42 —6un + 7un+1 Un+3

\vneN, Un+1:A><Un‘

(d) En déduire une expression explicite de Uy, en fonction de A et Uy.

Notons, pour tout n € N, P, : « U, = A" x Up. »

— A= I3, et donc Py est vraie.

— Soit n € N. Supposons que P, est vraie. D’aprés la réponse précédente : U,11 = A x U, = A x A" x Uy, d’aprés Py.
Puis par associativité des produits matriciels : Up4+1 = AnHUo.
Ainsi P41 est vraie.

‘VnEN, Un=A" xUp

(e) En déduire une expression explicite de u,, en fonction de n, pour tout entier n € N.

ug 3
On sait que Up = | w1 = 0 ], donc
U2 14

Up = [Un]1 = [A" x Up|x = 3[A™]1,1 + 14[A"]1,3

Puis on reprend Pexpression (horrible) de la question 2.(c) : A" = an A% + by A + ¢, 1.
Et par linéarité de [-];,;, on trouve

[A™11 = an[A%]11 + bu[Al11 4 cull3]1,1 =04+ 04 ¢ = cn

[A")1,3 = an[A2]1,3 +bn[A13 + cnl[lzl1,s =an+0+0=a,
Donc 1
un = 14an +3cn = o5 [(=3)" +2""2 = 5) x 144 (2(=3)" — 3 x 2"** + 30) x 3]

Up = % (20(=3)" +5 x (2)"** +20) =1+ 2" + (-3)"

(f) Démontrer que, pour tout p premier, p|uy.

Soit p un nombre premier. u, = 1+ 2° 4 (—3)7.

Le petit théoreme de Fermat donne
w=14+2+(-3)=0 [

Donc

‘ Pour tout p premier, p|uy. ‘




I.4. (a) En utilisant ’expression polynomiale s’annulant en A, montrer que la suite (Tr(A™))nen satisfait la méme relation de
récurrence que u.
(b) En déduire que, pour tout n € N, u,, = Tr(A").
Ce résultat permettra dans la partie IV, de redémontrer, sans calcul ou presque, le résultat de la question I1.3(f).

Pour tout n € N, en exploitant la linéarité de la trace (que I'on démontre plus loin. . .)

Tr(A™?) = Tr(A™ x A%) = Tr(A™(TA — 613)) = Tr(TA™"' — 6A4™) = TTr(A™"") — 6Tr(A™) = Tunt1 — 6un

‘ Donc la suite (Tr(A™))nen satisfait la méme relation de récurrence que u. ‘

Puis, pour conclure, on démontre le résultat par récurrence.
Posons, pour tout n € N (dont 0!), Py, : « uy, = Tr(A™) ».
— wp =3 =Tr(I3) = Tr(A°), donc Py est vraie.

u; =0 = Tr(A"), donc Py est vraie.

0 0 1
us = 14Tr < -6 7 0 > = Tr(A2), donc Py est vraie.
0o -6 7
— Soit n € N. Supposons que P, Pnt1 et Ppy2 sont vraies.
En exploitant Py, et Pny1, d’apres la relation démontrée précédemment :

Tr(A™?) = TTr(A™") — 6Tr(A™) = Tuni1 — 6un

Or par définition de la suite (un) : Tunt1 — 6Up = Unts. Donc Ppys est vraie.
‘VnGN, un:Tr(A")‘

(¢) Retrouver ainsi 'expression de u, en fonction de a, et ¢, obtenue dans la question 1.3(e) (dont cette question propose une
deuxiéme preuve).

On a vu que A" = anAZ + by A+ cnls.
Donc, en prenant la trace (toujours par linéarité) :

\ U = Tr(A™") = a,Tr(A?) + b, Tr(A) + ¢, Tr(I3) = 14an + 0b, + 3cn

C’est bien un calcul vu plus haut.

[II . Formule d’inversion de Mébius)|

Pour n € N*, on note D,, 'ensemble des nombres entiers naturels (donc > 0) divisant n et on écrit Z s = Z .-+ la somme sur
dn deDn,

tous les nombres entiers naturels d divisant n.

Une fonction arithmétique est une fonction f : N* — C. L’ensemble des fonctions arithmétiques est noté A.

On dit qu’une fonction arithmétique f € A est multiplicative si

f)#0
¥ (m,n) € (N2, mAn=1= f(mn) = f(m) f(n)
On note M I’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives.
N C N — C
On note 1 : - et d: 1 sin=1
n — 1 n .
0  sinon

Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution de f et g est la fonction arithmétique f * g définie par

VaeN, (fxg)n Zf ()

Par exemple (f +9)(12) = 3 f(d)g () = F(1)g(12) + £(2)9(6) + FB)g(4) + F(A)g(3) + (6)9(2) + F(12)(1).
|12
On notera que I'on a : Vn € N*, (f x g)(n Zf (7>= Z f(d1)g(dz) Zf( )
dido=n dln

II.1. Montrer que 1 et ¢ sont des fonctions arlthmethues multiplicatives.

* 1 et ¢ sont des fonctions arithmétiques car définies de N* dans C.

* 1(1)=1#0et (1) =1+#0.



* Soient (m,n) € N*? tels que m An = 1. D’une part
1(mn)=1=1x1=1(m) x 1(n)

et d’autre part,
— sim=n=1,alors 6(mn) =§(1) =1=1x1=4§m)d(n),

— sinon, m > 2 ou n > 2, donc mn # 1 d’out §(mn) = 0, et puisque 'un des deux entiers au moins est différent de 1,
d(m) x 6(n) =0 (car I'un des terme du produit est nul) donc é(mn) = d(m)d(n).

‘ Ainsi, 1 et § sont des fonctions arithmétiques multiplicatives. ‘

I1.2. Structure de A.
(a) Montrer que (A, +) est un groupe abélien.

Une fonction arithmétique est en fait une suite de complexes.

Nous avons vu dans le cours que I’ensemble des suites numériques a valeurs complexes est un groupe (et plus...) commutatif.

— + est une loi de composition interne : V (f,g) € A% alors f 4+ g € A ce qui est immédiat par définition de la somme de
deux suites.

— + est une loi commutative : soient (f,g) € A®,

YneN", (f+9)(n) = f(n) +g(n) =g(n) + f(n) = (g + f)(n)

commutativité de + dans C

donc f+g=g+ f.
— + est une loi associative : soient (f,g,h) € AZ

YneN", ((f+9)+h)(n) =(f+9)(n) + h(n) = f(n) + g(n) + h(n) = f(n) + (g + h)(n) = (f + (g + 1))(n)

associativité de + dans C

donc (f +g)+h=f+(g+h).

— 4 possede un élément neutre : posons 0

N %,soithA,

%

n o
Vn€N", (0+ f)(n) =0(n) + f(n) = f(n)
donc 0 + f = f et, par commutativité de +, f +0 =0+ f = f.
N* — C
n = —f(n)’
VneN", (f+g)(n) = f(n) +g(n) = f(n) — f(n) =0=0(n)

donc f + g = 0 d’ou, par commutativité de +, g+ f = f+g = 0.

— Tout élément admet un symétrique (ici un opposé) : soit f € A, posons g

’ Ainsi (A, +) est un groupe abélien. ‘

(b) Montrer que x est une loi interne commutative sur A. On admet que * est également associative.

D — D

Soient (f,g) € A% Soit n € N*. L’application dn . Qn vérifie 1) o ¢p = Idp,,, c’est une involution donc une
d

permutation de D,, (c’est une bijection de D,, dans D,,) si bien que si h est une fonction définie sur D,,, E h(d) = E h (E)

d|n d|n
puisque ces deux sommes contiennent les mémes termes, il ont simplement été permutés. On en déduit que

(o) = 1o (5) =D r(5)s (”) =1 (5)s@ =Y g@s (%) =@+ N
dln dln din din

donc fxg=g=x*f.

’ Ainsi * est une loi interne commutative sur A. ‘

(¢) Montrer que § est 1’élément neutre pour .

* Soit f € A fixée. Soit n € N* fixé.

(3w =3 501 (5) = i)+ %@f (5) =rm

Par conséquent, 6 x f = f, or * est commutative donc f*§ =6 * f = f donc § est un élément neutre pour la loi *.



+ Nous savons que, pour une loi associative, il y a unicité de 1’élément neutre sous réserve d’existence, or ici, * est
associative donc ¢ est le élément neutre de la loi *.

Ainsi § est I’élément neutre pour *.

(d) Conclure que (A, +, *) est un anneau commutatif. Est-ce un corps?

— (A, +) est un groupe abélien.
% est une loi de composition interne sur A.
% est une loi associative.

— x est une loi commutative.
*
*

admet un élément neutre qui est 4. ]
est distributive sur + : soient (f,g,h) € A%, par distributivité de x sur + dans C,

e N (Fa)eh)(m) = Y (gD (5) = D2 s (5 )+ a(@hn () = (Prh)m)+(ash)(m) = (Fehtgsh)(n)
d|n dln dln

donc (f +g)*xh= f*xg+ g=*h du la distributivité a droite de * sur +. La commutativité de * permet d’en déduire la
distributivité a gauche de * sur +.

‘ Ainsi (A, +, x) est un anneau commutatif.

N* — C
Considérons la fonction o { 1 sin=2
n o .
0 sinon

— o #0caro(2) =1.
— Supposons que o est inversible dans anneau A, alors il existe f € A telle que o x f = ¢ donc

1=501) = 0+ (1) = Y o@ () = o5) =0

|1

ce qui est une contradiction. Par conséquent, o n’est pas inversible dans A.

‘Ainsi (A, +,*) n’est pas un corps. ‘

I1.3. Stabilité de la propriété de multiplicativité et structure de M.

(a) Soient m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
Dm X Dn — Dmn

(di,ds) — did est bien définie (i.e. bien & valeurs dans D) et réalise une bijection de Dy, X D,
1,d2 1d2

Montrer que 7 :

sur Dpn.
De plus, si (d1,d2) € Dm X D, calculer di A da.

* Soient (di1,d2) € Dy X Dy.
Alors, { Z;}? donc il existe (d}, ds) tels que {
qui prouve que 'application 7 est bien définie.
* Soient ((d1,dz), (d},d5)) € (D x D»)? fixés tels que 7(d1,ds) = w(dy, db).
Alors dids = d’ld/g.
Soit p un nombre premier fixé quelconque.
0 < vp(di) < vp(m)
0 < vp(dh) < vp(m)
— Si vp(m) = 0, alors les encadrements ci-dessus imposent v, (d1) = 0 = v, (dy).
— Sinon, vp(m) > 0, en prenant I'image de dide = djds par la valuation p-adique et en utilisant sa propriété de
morphisme,

dldll =m

dods — 1 donc dldzd/ldlz = mn donc didz|mn donc didz € Dy, ce
20g —

Les conditions di|m et dj|m imposent {

vp(di) + vp(d2) = Vp(dll) + Vp(dé) (3)

L’hypothése m A n = 1 implique vp(d2) = v,(dy) = 0 (sinon p serait un facteur commun a m et ds ou dy donc & m
et n contredisant le fait que m et n sont premiers) donc ’égalité (3) devient

vp(di) = Vp(dll)

Ainsi, di et d} ont les mémes valuation p-adiques pour tout p premier, or ce sont des entiers naturels non nuls donc
dy =d.
En échangeant les roles de di, di, m avec ceux de dz, d5 et n, on établit de méme que do = db.
Ainsi, (d1,dz2) = (di, d3) donc 7 est injective.
* Soit d € Dy fixé.
Notons P, et P, les ensembles de facteurs premiers apparaissant respectivement dans les décompositions en facteurs
premiers de m et n de sorte que m = H pP ™ et p = H prr (™)
PEPm PEPn



d € Dpmn donc d|lmn donc les facteurs premiers apparaissant dans la décomposition de d sont aussi des facteurs de m

ou n si bien que d = H p””(d). De plus, par hypothése, m et n étant premiers entre eux, P, N P, = @ donc
PEPmUPn

PEPmMmUPn PEPm PEPn

Posons di = H pl’”(d) et do = H p””(d)

PEPm PEPn
— La caractérisation de la divisibilité par les valuations p-adiques donne, pour tout p € P, U Py, puisque d|mn,

| vp(m) sip€ Py caralors p ¢ Pn donc vp(n) =0,
vp(d) S vp(m) +vp(n) = { vp(n) sip € Py car alors p ¢ P, donc vp(m) = 0.
On en déduit que
Vp € P, Vp(di) = vp(d) < vp(m) donc dilm donc dy € Dy,
<

Vp € P, vp(d2) = vp(d)
Par conséquent, (di,d2) € Dy X Dh.

— Le calcul direct donne
mw(dy,ds) = dide = ( H pup(d>> (H pup(d>> =d

PEPm PEPn

vp(n) donc dz|n donc d» € D,

Ainsi, 7 est surjective.

‘ Ainsi, 7 réalise une bijection de D,, X D,, sur Dy,. ‘

De plus, pour tout (d1,d2) € Dy, X Dy, les facteurs premiers de di appartienent & Dy, (car di|m) et ceux de d2 appartienent
a Dy, (Car dg"l’b), or P, NP, = @ donc di Ads = H pmin(l/p(dl)»vp(dz)) _ H pO -1

pPEDMUD, PEDMUDy,

‘Ainsi, pour tout (di,d2) € Dy X Dy, di Ad2 = 1. ‘

(b) En déduire que si f et g sont multiplicatives, alors f x g est multiplicative.

(f = g)( Zf ( ) f(1)g(1) #0 car f(1) #0 et g(1) # 0 (puisque f et g sont multiplicatives).

* Soient (m,n) € N*? fixés tels que m An = 1. En utilisant la bijection 7w pour paramétrer les diviseurs de (m,n) par le
produit cartésien D, x D,,, on obtient

(r)m) = 3 ge () = = X f(ﬂ(dl,dz))g(&>: > g (75)
(d1,d2

d€Dmn d=mn(dy,dy)  (d1,d2)EDm XDy )EDm XDy,

On nous avons établi dans la question précédente que, pour tout (d1,d2) € Dm X Dy, di Ad2 = 1 donc par multiplicativité

de f,
fdida) = f(dy)f(d2)
De méme, I _ T T avec (— n ) € D, X Dy, si bien que le résultat de la question précédente s’applique pour
dida  di do di’ ds
(d1,d2) + (ﬂ, ) et permet d’affirmer que — M AT — 1 done par multiplicativité de g,
d1 d2 d d2

?(aaz) =9 ()0 (2)

En injectant dans le calcul de (f % g)(mn),

Cramm= Y safg(F)e ()= D |fane(F) X fae () (9w Y sdg ()

(d1,d2)EDm XDy, d1E€Dm d2 €Dy, d1EDm

=(f*g)(n) =(fxg)(m)

= (fxg)(m)x(f*g)(n)

‘ Ainsi, si f et g sont multiplicatives, alors f * g est multiplicative.




(¢) i. Montrer que, si f est une fonction arithmétique multiplicative, alors f(1) = 1.

Appliquons la définition d’une fonction multiplicative pour (m,n) + (1,1) ce qui est autorisé car 1 A1 =1 si bien que
F)=f(1x1)=f(1) x f(1) = f(1)?, or f(1) # 0 (par définition d'une fonction multiplicative) donc 1 = f(1).

’ Ainsi, si f est une fonction arithmétique multiplicative, alors f(1) = 1. ‘

ii. Soient f et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives telles que, pour tout nombre premier p, pour tout k € N*,
F(®") = g(p*). Montrer que f = g.

Soit n € N* fixé.
* Sin =1, alors, f et g étant multiplicatives, le résultat de la question précédente domme f(1) =1 et g(1) = 1 donc

f(1) =g(1).

* Sinon, n > 2 donc n admet une décomposition en produits de facteurs premiers deux a deux distincts que I'on note

q
P1,---,Dq avec leurs multiplicités respectives (a1, ...,aq) € N'? :n = | | .
i=1
q
Pt A I I p;t | =1 car ces deux nombres n’ont aucun facteur premier en commun d’oll par multiplicativité de f,
i=2

Fy=f (o x [[p ) = r @) = £ { [ o
i=2 =2

q
De méme, p52 A I | p;t | =1 car ces deux nombres n’ont aucun facteur premier en commun d’ott par multiplicativité
=3

de f,
q q
Floszx I | = F@s2) = £ [ o
i=3 i=3

En réitérant cet argument, on obtient
q q q
Foy=F@) < f{[]pt ) = @) xros®) < F{[[p ) = =] £ @)
i=2 i=3

De plus, f et g coincident sur les puissances des facteurs premiers donc pour tout ¢ € [1,¢], f(p;*) = f(p;*) d’on

q q
f(n) = H f ) = Hg (p;") = g(n) en utilisant la multiplicativité de g comme celle de f ci-cessus.
i=1 i=1

‘ Ainsi, si f et g coincident sur les puissances des nombres premiers, alors f = g. ‘

(d) Soit f une fonction multiplicative.
Posons ¢g(1) = 1 puis, pour tout nombre premier p, définissions la suite (g(pk))keN par récurrence en posant

Yk N, g(0") ==Y fr)e(r" )

Nous venons de définir une fonction g sur la réunion de {1} et des nombres premiers. On prolonge g aux entiers naturels
non nuls en posant, pour n supérieur a 2 non premier,

q

g(n) = [T o)
i=1
ol p1, . ..,Dq sont les facteurs premiers deux a deux distincts de n et (a1, ..., aq) € N*? sont leurs multiplicités respectives.
Justifier que g est multiplicative puis, calculer pour tout nombre premier p et tout entier k € N, (f * g)(pk) afin d’en déduire
fxg.

e % Par définition, g(1) =1 # 0.
* Soient (m,n) € N*? tels que m An = 1.
Notons P, et Py, les ensembles de facteurs premiers apparaissant respectivement dans les décompositions en facteurs

premiers de m et n de sorte que m = H p?™ et p = H pr (™),

PEPm PEPn
Par définition de g, on a
gm)= T a@™) et gm)= ] 9™)
PEPm PEPn



Par hypothése, m et n étant premiers entre eux, P, NP, = @ donc la décomposition en facteurs premiers de mn est

mn = ( H pl'p(m)> (H pl'p(n)>
PEPm PEPn

vp(m) sip € Pm,

vp(n) sip€Pn de sorte que, par définition de g,

car, pour tout p € Pp, U Pr, vp(mn) = {

g(mn) = ( 11 g(p"w"))) (H g(p%“”)) = g(m)g(n)

PEPm PEPn

‘ Ainsi g est une fonction multiplicative. ‘

e Soit p un nombre premier fixé. _
Soit k € N* fixé. Dy, = {1,p,...,p"} = {p" | i € [1,k]} si bien que

k k k k
(F*9) ") = ;kf(d)g (pd) = ;ﬂpi)g (f)) = ;f(pi)g () +LWe0h) =0

=—g(p*) par définition de g(pk)

‘Ainsi7 pour tout p premier, Vk € N*, (f * g)(pk) =0. ‘

e Nous venons d’établir que
Vp premier , Vk € N*, (f*g)(p") =0=16(p")

or f * g est une fonction arithmétique multiplicative (d’apres la question I1.3(b) qui s’applique car f et g le sont) et ¢
est une fonction arithmétique multiplicative (d’apres la question II.1) donc le résultat de la question I1.3((c))ii permet

de conclure que f *x g = 4.

(e) Que dire de (M, *)?

* est une loi de composition interne sur M d’aprés la question I1.3(b).

* est une loi commutative sur M car elle est sur A d’apres la question I1.2(b).

* est une loi associative sur M car elle l’est sur A (admis par 1’énoncé dans la question II.2(b)).

*x admet un élément neutre sur A qui est § d’apres la question I1.2(c), or § € M d’apres la question II1.1 donc d est
I’élément neutre de * sur A.

* Tout élément de M est symétrisable pour la loi * d’apres la question I1.3(d) ou 'on a établi que, pour tout f € M, il
existe g € M telle que f * g = g * f = J (en utilisant la commutativité de ).

b S

‘ Ainsi (M, %) est un groupe abélien. ‘

1I.4. Fonction de Mdbius.
Soit u la fonction arithmétique définie par :

1 sin=1,
wu(n) = (—=1)" i n est le produit de r nombres premiers distincts,
0 sinon.

(a) Montrer que p est multiplicative.

—p)=14£0.
— Soient (m,n) € N*” tels que m An = 1.
— Sim =1, alors mn = n donc pu(mn) = p(n) = 1 xp(n) = p(m)u(n).

=pu(m)
— Sin =1, alors mn =m donc pu(mn) = p(m) = p(m) x 1 = p(m)p(n).
=p(n)

— Sinon, m > 2 et n > 2.
— Sim et n sont respectivement des produits de r,, € N* et r,, € N* nombres premiers deux & deux distincts, alors
I’hypothése m A n = 1 garantit qu’ils n’ont aucun facteur premier commun donc mn est le produits de 7, + 75,
nombres premiers deux a deux distincts si bien que

plmn) = (~1)" 47 = (<1) x (1) = p(m) x p(n)

— Sinon, m ou n a au moins un facteur premier & une puissance > 2 donc 'une des valeurs p(n) ou p(n) est nulle,
et dans ce cas mn a aussi au moins un facteur premier avec une multiplicité > 2 donc pu(mn) = 0 = u(m) x u(n).

‘ Ainsi, p est une fonction arithmétique multiplicative. ‘




(b) i. Soit m > 2 et p1,...,pq les ¢ € N facteurs premiers de n deux & deux distincts. On note, pour tout k € [0,q], Pk
Pensemble des parties de [1, ¢] comportant k éléments. Montrer que

Zu(d_1+zz (Hm)_wz ()

k=1TI€cPy iel

Notons (ai,...,aq) € N*? les multiplicités respectives des facteurs premiers p1,...,py de n : n = Hpo“.

Puisque p s’annule sur les entiers dont la décomoposition en facteurs premiers fait apparaitre des multlplicités > 2,

> u(d) = > u(d)

d|n d|n
Vi€[l,q] , vp;(d)€{0,1}

Les diviseurs de d dont tous les facteurs premiers sont de multiplicité 0 ou 1 sont en bijection avec les parties de [1, q] :

{deN|dn et Vie[l,q], vp,(d) €{0,1}} — P([1,4q]) (notation pour les parties de [1, ¢])
d — {ie[lql|pld}

i€l

si bien qu’en observant que (1) = 0,

%u(d)z > u<1'[pi>:

TeP([1,4]) 1€l

DR (M) -1+ 5 (1)

IeP([1,q]) i€l IeP([1,q]) i€l
cas I = I1#0 I1#0

Utilisons qu’en regroupant les parties de [1, g]] selon la valeur de leur cardinal, on obtient la partition

P([L, q]) ka—{@}u@J >
k=1
d'ou

Sun=13 5o (1) = 3= 30 (1) wrenar ini= (2),

d|n k=1 I€Py el k=0 k=0
———
=(-1)k
q
i 3 =13 5 (T ) =1+ Y (})
d|n k=11I€Py i€l

ii. En déduire que g+ 1 =9J.

* Soient p un nombre premier et k € N* fixés. En utilisant que Dx = {p" | i€[0,k]},

()P =D pr) 1 (i;) = (1) +pp) =1+ (-1)' =0=6(p") car ke N" donc p" >p>2.

——
k
dlP® _ogi 4 > 2 N —
=1

* Nous venons de prouver que
Vp premier , Vk € N* | (u*1)(p") = 6(p")

or p* 1 est une fonction arithmétique multiplicative (d’apres la question I1.3(b) qui s’applique car p et 1 le sont
d’aprés les questions 11.4(a) et I11.1) et & est une fonction arithmétique multiplicative (d’aprés la question 11.1) donc
le résultat de la question II1.3((c))ii permet de conclure que p* 1 = 4.

Ainsi px 1 = 0.

(c) Soit f € A et F € A telle que, pour tout n € N*, F(n Z f(d). Montrer que pour tout n € N,

S ()= S (3) o

dln din

Observons que la définition de F' correspond & 1 % f :

Ve N, (s ) = Y 1 (%) £d) = Y £(d) =

d|n N—— dln
=1

10



donc en composant a gauche par p I'égalité F' =1 x f,

prF=px(xf) = ( pxl )xf=bsf =, |
* associat. —g quest. I1.4((b))ii  neutre de *
si bien que
* - - n
Vn e N, f(n) = (ux F)(n) = lZu(d)F (5)
d|n
- " _ ny _ n
Ainsi pour tout n € N*, f(n) = Zu(d)F (E) = Z,u (d) F(d).
d|n d|n
N — C L . , P
I1.5. (%) On note I: n = n et ¢ la fonction indicatrice d’Euler, définie par

VneN, on)=card{k € [l,n] | kAn=1}

Montrer que ¢ = p * I puis en déduire que Vn € N*, n = Z p(d).
dln

e x Montrons que I est multiplicative.
— I(1)=1+#0.
— Soient (m,n) € N*? fixés tels que m An = 1. Alors

I(mn) = mn =I(m) x I(n)

* Montrons que ¢ est multiplicative.
— o(1) = {k € [L[kAL=1} = {1} =1 £0.
— Soient (m,n) € N** fixés tels que m An = 1.
Considérons 'application

p(mn) = mn = p(m) x p(n)
* Soient p un nombre premier et k € N* fixés.
cp(pk) est le nombre d’entiers de [1, pk]] qui sont premiers avec p".
* Nous venons de prouver que
Vp premier , Vk € N* | (u*I)(p") = o(p")

or p * I est une fonction arithmétique multiplicative (d’aprés la question II1.3(b) qui s’applique car w et I le sont) et
¢ est aussi une fonction arithmétique multiplicative donc le résultat de la question I1.3((c))ii permet de conclure que

pwx1l=.
Ainsi o = p* 1.

e Reprenons ’égalité ci-dessus et composons a gauche par 1 :

lxp=1x(uxI) = (1% p) *K[=0x1 = I
~—~ \ , ~—~
* associat. =g %1 % commut. § neutre de *

=5 quest. I1.4((b))ii

n=1(n) = (1)) = > 1(5) p@) = > w@)
dn

d|n N——
=1

donc, pour tout n € N*,

Ainsi Vn € N*, n = Z o(d).
dln

[III . Mots circulaires)|

Dans cette partie, I’entier naturel m est fixé.
On considére un alphabet de m lettres : A = {a1,a2,...,am}.

Un mot ¢ sur alphabet A est une suite de A" : £ = (€o,¥€1,02,...) ou, pour tout : € N, ¢; € A est la (i + 1)-éme lettre du mot £.
Le mot £ est périodique s’il existe p € N* tel que Vi € N, £;1, = £;. Un tel entier naturel non nul p est appelé une période de /.
On note £(A) 'ensemble des mots périodiques sur 'alphabet A : L(A) = {£ € A" | IJpeN* : Vie N, liy, = i}

Pour tout n € N*, £,,(A) désigne I’ensemble des mots périodiques sur I'alphabet A dont n est une période

Li(A)={te AV |VieN, liy, =10}

11



AV — AT

On note ¢ : ¢ s

ou pour tout i € N, £ = £; 1.

On note ¢’ = Id 4n, pour tout k € N*, = cococ.
~——
k compositions

III.1. Soit £ € L(A) un mot périodique fixé. Notons P(¢) 'ensemble de ses périodes.

(a) Montrer qu'’il existe un unique p(£) € N* tel que P(¢) = p(¢) - N™.
On dit que p({) est la période primitive de /.

¢ est périodique, donc P(¥) est une partie de N non vide. Elle admet un plus petit élément : p.
o Soit k € N”, alors pour tout ¢ € N, £; = £iyp et donc Litrp = iy (kt1)p-
Donc la suite extraite (¢;+xp)ren est une suite constante. Et donc pour tout k € N, kp € P(¥).
Donc pN* C P().
e Réciproquement, soit ¢ une autre période de ¢. On peut faire la division euclidienne de ¢ par p(# 0).
Donc il existe un couple (g,7) € N* X N (car t € N*) tel que t = gp+r et 7 € [0,p — 1].
On a vu que gp est une période, ainsi que t, donc : Vi €N, i1 = liri—qp = Live = ;.
Donc si r # 0, r € P(£) et également r < p. Cela est contradictoire. Donc r = 0.
Et finalement ¢t € pN*.

Par double inclusion,

‘ il existe un unique p(¢) € N* tel que P(¢£) = p(¢) - N™.

(b) Montrer que, pour tout p € N*, p est une période de £ si et seulement si c?(¢) = .

Soit p € N*, notons 0 = c(£), pour tout j € N, la j + 1-ieme lettre du mot ¢(¢) est la lettre Z; =Vljt1.
Puis par récurrence immédiate, la j 4+ 1-ieme lettre du mot (R =k (€) est la lettre Zg.k) =Vljtk.
On a alors les équivalences :
p est une périodede ¢ <= VieN, liy, =1;
<= VieN,lai+ l-ieme lettre de ¢ (£) (qui vaut £;1,) est égale a ¢;
< VieN, lai+ 1-itme lettre de ¢ () et celle de ¢ sont identiques.

Pour tout p € N* p est une période de £ si et seulement si c?(£) = £. ‘

(¢) Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante exprimée avec des puissances de ¢ pour exprimer que p(€) est
la période primitive de £.

Le nombre p(¢) est la période primitive de £ est équivalent & dire
que p(£) est une période et il n’y en pas de plus petite.

p(£) est la période primitive de £ si et seulement si ¢ (£) = £ et V k < p, ¢"(£) # L.

(d) Montrer que ¢(L(A)) C L(A) puis que c restreinte & L£(.A) est injective.

Soit £ € L(A). Il existe p € N tel que £ est p-périodique. Par ailleurs, notons £ = c(¢)
Pour tout 7 € N, dﬂ, =Vlivpt+1 = liv14p = Liy1 car £ est p-périodique.
Et donc ¢;,, = £;. Donc c(£) = ¢ € L(A).
On notera que ¢ et ¢(¢) ont les mémes périodes

| e(£(A) € £(A)]

Soit £', 0% € L(A) tel que c(£') = c(£°).
Alors pour tout i € N, (£1)i11 = (') = (£°); = (£%)i11.
Hormis la premiére lettre, il s’agit des mémes mots. Ces deux mots sont périodiques.
Montrons qu’ils ont la méme période.
Ensuite, on a donc &1) = E; = 412, = 6(2) (puisque p > 0).
Ainsi ¢ = 2.

‘ c restreinte & £L(A) est donc injective.

(e) En déduire que p(c(f)) = £.

II1.2. Soit p € N*. On note P, I'ensemble des mots périodiques dont la période primitive est p : P, = {£ € L(A) | p(¢) = p}.
On note ~ la relation binaire définie sur P, par : £ ~ ¢ si et seulement si 3 k € N tel que ¢"(£) = ¢
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(a) Justifier que la relation binaire est bien définie puis montrer que ~ est une relation d’équivalence.

e Pour £ € P, °(£) = ¢, donc £ ~ £. Et ~ est reflexive.
o Soient £, ¢ € P, tels que £ ~ £'.
Donc il existe k € N tel que ¢"(£) = £'. Et donc (cf. 1.(b)), pour tout i € N, £j1; = £}.
p et ses multiples sont des périodes de £ (et £'). Et, il existe h € N* tel que hp > k.
Soit j € N, £; = ljihp = Ly (j1np—k) €t donc en considérant i = j +hp—k > 0: €; =l 1
Ainsi, avec k' = hp — k, £ = ck/(f'). Ainsi £ ~ ¢
Et ~ est symétrique
o Soient £, ¢/, £" € P, tels que £ ~ £ et &1~ 1",
Alors il existe k, k' € N tel que ¢*(£) = ¢ et ck,(él) =/,
Donc ck'H“/(K) = ck/(ck 0) = ck/(Zl) =7
Et comme k4 k' € N, on a donc £ ~ ¢,
Et ~ est transitive.

‘ ~ est une relation d’équivalence définie sur P,.

Lorsque @7 e 735 vérifient £ ~ ¢', on dit que les mots £ et ¢ définissent le méme mot circulaire.
On note ¢ la classe d’équivalence de ¢ € P, pour cette relation. Une classe d’équivalence représente donc un unique mot
circulaire.

(b) Soit £ € Pp. Montrer que B
card (Z) =p

Soit £ € Pp.
Pour tout k € [0,p — 1], les mots ¢ .= ¢*(¢) sont par construction en relation avec ¢ donc tous éléments de 7.
Par ailleurs on peut noter qu’ils sont tous distincts,
sinon, il existe hi,ho € [0,p — 1] avec h1 < ha (SPDG) tel que ¢ (£) = ¢"2(¢).
Alors pour tout i € N, lj1p, = Eihl) = ZEhz) =Lithy.
Et donc pour j € N et £; = £j4p = Lijrp—ni)+h1 = Ljtp—hi)+he = Litha—hitp = Lithy—ny (€€ Pp).
Et par conséquent ¢ est hy — hi(< p) périodique,
ce qui est contradictoire avec le fait que p est la période primitive de .
Enfin, si ¢ €7, il existe k € N tel que c* (0 =1r.
Par p-périodicité, si k = gp + r est la division euclidienne de k par p, on a
() =T = F(0) = ¢, done £/ € {¢"(£),r € [0,p — 1]}. On a énumérer 'ensemble 7,

Card(?) = Card({c"(£),r € [0,p —1]}) =p

On note (Zi)ieMp (indice est placé comme un exposant car I représente une suite, mais ce n’est qu’une notation) un
systéme de représentant des mots circulaires de période primitive p et M(p) le cardinal de ’ensemble M, qui indexe le
systéme de représentants, c’est-a-dire le nombre de mots circulaires.

II1.3. Soit n € N* fixé.
(a) Montrer que L, (A) = H—J Pp.

pln

Soit £ € L,,(A).
Alors £ est périodique. Notons p(£) sa période primitive, donc les périodes de £ sont des éléments de p(¢) - N*.
Mais n est une période de ¢, donc p(¢)|n.
Ainsi, 3 p € N tel que p|n tel que £ € Pp. C'est-a-dire : £ € UPP et donc £, (A) C UPP.
pln

pln
Par ailleurs, la réunion est bien disjointe, un mot ¢ ne peut avoir deux périodes primitives distinctes.

Enfin, si ¢ €C ErJ Pp, alors il existe p, diviseur de n tel que £ € Pp.
pln
Donc £ est p-périodique et £ est alors hp périodique pour tout h € N, et en particulier n-périodique (puisque p|n).
Ainsi £ € L, (A) et donc [+ Pp C L (A)

pln
Par double inclusion

La(A) =P,

pln

(b) En déduire que

m" =" pM(p)
pln
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Passons au calcul du cardinal. Puisque la réunion est disjointe :

CardL, (A) = Card [P, | =D Card(Py)
pln pln

Par ailleurs, puisque (£")iens, est un systéme de représentant des classes d’équivalence pour la relation ~ définie sur Py, :
Pp=+4) 0
ieM,
En passant aux cardinaux :
Card(Pp) = Z Card(£?) = Z p=p Z 1 =p x Card(M,)
i€Mp i€EMp i€Mp

Enfin, @ : £,(A) = A", £ — (fo,£1,...¢n—_1) est bijective,
car la bijection réciproque et ¥ : A" — L, (A), (ap,a1 -+ an—1) — £ tel que Vi €N, ¢; = ay
si k = i%n est le reste de la division euclidienne de ¢ par n. £ es bien n-périodique. Ainsi

CardL,(A) = CardA” = m"
Au final :

m" =" pM(p)
pln

II1.4. Inversion de Mg&bius. On rappelle la formule trouvée dans la partie précédente :
n

Si pour tout n € N*, F(n) = Zf(d), alors pour tout n € N*, f(n) = Zu (—) F(d).

d|n d|n

_ p md
(a) Montrer que pM(p) = Zp (q) .

qlp

On applique la formule d’inversion pour f(d) = dM(d) et F'(n) = m™ (variable : n).
Donc, on obtient :

VneN, nM(n)zZu(%)md

dln

(mP~' —1).

(b) Montrer que si p est un nombre premier, M (p) = m
p

En déduire le petit théoréeme de Fermat.

On a donc, (en changeant les noms des variables libres) : pM (p) = Z 1 (p) m?.

alp
Et donc si p est premier et n’admet que 1 et p comme diviseur :

pM(p) = p(p)m" + p(1)ym? = m(u(p) + p(1)m" ")
—_—— N —

q=1 q=p
Or on a vu que u(1) =1 et u(p) = —1, pour p un nombre premier.
En divisant par p :
M(p) = = (m?~" = 1)
p

M (p) étant un nombre entier (le nombre de mots circulants de taille p sur 'alphabet de m lettres), nécessairement p divise
3
mP —m.

’ Et donc p|m? —m ou encore m* = m [p]. C’est le petit théoréme de Fermat. ‘

(¢) (pourrait étre enlevée) Montrer que le nombre total de mots circulaires de période inférieure ou égale & n sur un alphabet

de m lettres est
1 p
5= 25 ()
pln

qlp

p
On a vu que pM (p) = = mi
que pM (p) E u(q)

alp
Le nombre de mots circulaires de périodes inférieure ou En synthése, on a donc (en toute généralité) :

n
m =
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II1.5. Application au calcul de traces des puissances d’une somme de matrices.
Soit n un entiers naturel non nul.
La trace d’une matrice M € M, (Z) est le réel noté Tr(M) qui correspond & la somme des éléments diagonaux de M :

Tr(M) = Z[M]i,z'

On admet dans cette question, le résultat qui fait Pobjet de la question IV.1(a) :
Y(M,N) € ./\/ln(Z)2 , Te(M + N) =Tr(M) 4+ Tr(N) et Tr(MN)=Tr(NM).
On considére m matrices (A1, Az, ..., Am) € Mn(Z)™ et l'on cherche a simplifier Tr((A1 + As+ ... Am)k) pour k € N*.

(a) Montrer que Tr((A1 + A2+ ... Am)k) = Z Tr (AgoAgl . .A[k_l)
LeLy({1,2,...m})

(b) En déduire que

IV . Généralisation du petit théoréeme de Fermat

Soit n € N. Les matrices considérées dans cette partie sont définies dans I’anneau Z.
Considérons également p un nombre premier.

IV.1. Soient (B,C) € M,(Z)*. Le but de cette question est d’établir la relation
Tr((B + C)?) = Tx(B?) + Tr(C?) [p] (5)

(a) Montrer que, pour tout (M, N) € My(Z)?, Te(M + N) = Tr(M) + Tr(N) et Tr(MN) = Tr(NM).

11 s’agit d’une question de cours. On exploite la linéarité des applications M +— [M]; ;.

n n n

Tr(M+N) = [M+ Ny =Y (Mii+ [N]ii) = > [M]ii+ > [N]is = Te(M) + Te(N)

i=1 i=1 i=1 i=1

Puis :

Tr(MN i (Z[M]m[N]m> = Z (Z[N}hz[M]zh)

h=1 i=1

= > (Z[N]h,i[M]i,h> = [NM]un = Tr(NM)

h=1 i=1 h=1

m
17
=
=
I

On a bien : V (M, N) € M,(Z)?, Te(M + N) = Tr(M) + Tr(N) et Te(MN) = Tr(NM). \

(b) Etablir par un calcul explicite les relations (5) pour p =2 et p = 3.

Soit B,C € My (Z), on a donc :

Tr((B+C)?*) = Te(B*+BC+CB+C?) = Tr(B?)+Tr(C?)+Tr(BC)+Tr(CB) = Tr(B*)+Tr(C?)+2Tr(BC) = TrB*+TrC?[2]
=Tr(BC)

Soit B,C € My (Z), on a donc :

Tr((B+C)*) = Te(B®+ B*C+ BCB+CB*+ BC?+ CBC + C*B + C?)
= Tr(B%) + Tr(B*C) + Tr((BC)B) + Tr(CB?) +Tr(BC?) + Tr(C(BC)) + Tr(C* B) +Tr(C?)
——— N—— N—— N——
=Tr(B2C) =Tr(B2C) =Tr(BC2) =Tr(BC?2)
= Tr(B®%) + 3Tr(B>C) + 3Tr(BC?) + Tr(C?) = Tr(B*) 4+ Tr(C?) [3]

On trouve bien : ¥ B,C € M, (Z), Tr((B + C)?) = Tr(B?) 4+ Tr(C?) [2] et Tr((B + C)*) = Tr(B?) + Tr(C?) [3].
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(c) En reprenant la formule (4) démontrée en fin de partie précédente, prouver la relation (5) en toute généralité.
p est un nombre premier, il n’admet comme diviseur que d = p et d = 1. La formule (4) devient :

T((B+CY) =Y (Z dTr((Ags Ay ---A£21)5)>

dlp \i€My
— Z 1Tr(AP) + Z pTr(A% "'Aeg)1>
i€ My i€ M)
d=1 d=p
= T(B")+Tr(C") +p Y Tr(Ag - Ap)') = Te(B") + T(C)  [p]
i€ M)

ot I'on a exploiter le fait que pour d = 1, les mots de période primitive égale & 1 sont les mots ultimes B et C?.

vV B,C € M,(Z), Tr(BJrC)p) =TrB? + TrC? [p]

IV.2. Petit théoréme de Fermat matriciel.
Soit A € Mn(Z).
(a) Montrer, en raisonnant par analyse-synthése, qu’il existe un unique couple (B,C) € ./\/ln(Z)2 tel que B est triangulaire
inférieure, C' est triangulaire supérieure a diagonale nulle et A = B + C.
On exprimera, pour tout (i,4) € [1,n]?, [Bi; et [C]i; en fonction de [A]; ;.

Analyse. Supposons que A = B + C, avec B triangulaire inférieure et C, triangulaire supérieure a diagonale nulle.
Alors pour tout (i,j) € N2,
— Si4 < j, alors [B];,; = 0, puisque B est triangulaire inférieure, et donc

[Alij = [B+Clij =[Bli; +[Cli; =0+ [Cli;
— Si 4 > j, alors [C];,; = 0, puisque C' est triangulaire supérieure a diagonale nulle, et donc
[A]i; = [B+ Clij = [Bli; +[Cliy = [Bli; +0
Synthese. Soit B et C' telles que

. i < Bli,; =0et [Cli; = [Ali;
VijeN . 1< = [Bliy
v {@H[B]i,j—m]i,j et [Cli; =0

Alors A = B + C, B est triangulaire inférieure et C' est triangulaire supérieure a diagonale nulle.

VY Ae M,(Z),3(B,C) € Mn(Z)? tel que B est triangulaire inférieure,
C est triangulaire supérieure a diagonale nulle et A = B+ C.

(b) Calculer explicitement, par exemple par récurrence, pour tout ¢ € [1,n], pour tout k € N*, [Ck]” et [Bk]” en fonction de
k et des coefficients de A.

Posons, pour tout k € N*, Py, :
« B* est triangulaire inférieure avec pour tout i € N,,, [B¥]ii = ([Bli.i)",
C* est triangulaire supérieure a diagonale nulle ».
— P1 est immédiatement vraie.
— Soit k € N*. Supposons que Py, est vraie.
Pour tout i > j :

n J n
(B iy = [BanlBls =Y [Blin [Blas+ Y [Bn [Bla; =0
h=1 h=1_, N~ h=j+1 IR
=0 car i>j2>h =0 car h>j
Donc B est triangulaire supérieure.
Avec le méme calcul :
i—1
[B* "5 = > [BYin[Blni + [B¥ii  [Blii+ Z = ([B:.)* "
h=1 . h=i+1 =
=0 =([Bli,;)* d’apres Py, —0

Pour tout ¢ < j :

[C* iy =Y [C*inlClag = Y [C*lin [Clry +Z (e, Oy =0
h=1 h=1

—0car jzizh T 0 car h>z

Donc C est triangulaire inférieure a diagonale nulle.
Ainsi P41 est vraie.
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Comme, pour tout i € Ny, [Bi; = [A] :

pour tout i € [1,n], pour tout k € N*, [C*];; = 0 et [B¥]i; = ([A]s)".

(¢) En exploitant la question IV.1 précédente, montrer que Tr(A”) = Tr(A) [p].

D’apres la question 1. :
Tr(AP) = Tr((B + C)F) = Te(BP) + Tr(C?) [p]

Puis d’apres 2.(b)

n n n

Te(AP) =3 [Bli+ D [CPlii= Y ([Al)"+ > 0= [Ali  [p]

i=1 i=1 =1

ot 'on a utilisé pour finir le petit théoréme de Fermat : a” = a[p], pour tout entier relatif a.

[ Te(4”) =Te(4) o]

(d) Application & une suite récurrente. En reprenant le résultat de la question I1.4(b), établir une nouvelle preuve du fait
que, pour tout nombre premier p : p|u, (cette fois sans passer par le calcul explicite de u, en fonction de n).

On a vu que pour tout n € N, u,, = Tr(A").
On a donc d’aprés la question précédente, pour p premier : u, = Tr(A”) = Tr(A) [p].

Or Tr(A) =0, donc

1V.3. Application & une suite récurrente.

0 1 0
On rappelle que A = < 0 0 1 > et pour tout n € N, u,, = Tr(A"™).
-6 7 0

Montrer que ’on trouve bien pour tout nombre premier p : plup.

On a donc pour tout nombre premier p :
Tr(AP) =Tr(A) =0 [p]

‘ Donc p divise Tr(A”) = uy. ‘

IV.4. Généralisation (cf bulletin vert du printemps 2024). On considére A € M, (Z)
(a) Montrer que Tr(Apk) = Tr(Apk_l)[pk}

(b) Montrer que pour tout n € N*, Z Tr(AY) (%) =0 [n]

d|n

(c) Retour sur la suite ?
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